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“ Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.” 

Albert Einstein 

El Cálculo 7 (de aquí en adelante abreviado como EC7) es una obra diseñada 
tanto para los cursos de especialización en matemáticas como para los estu¬ 
diantes cuyo interés primario radica en la ingeniería, las ciencias física y 
sociales, o los campos no técnicos. La exposición está adecuada a la experiencia 
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes 
ejemplos desarrollados así como la gran variedad de ejercicios, continúan 
siendo las características distintivas del texto. 

En ningún otro tiempo entre ediciones sucesivas han ocurrido tantos 
cambios en la enseñanza del Cálculo como en el periodo entre las ediciones 
sexta y séptima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la 
disponibilidad de la tecnología moderna en la forma de calculadora gráfica o 
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi¬ 
nado reforma del Cálculo. He invitado a seguir este movimiento observando 
el principio: REFORMA CON RAZÓN. Con el fin de apegarme a este principio,' 
he aplicado las siguientes guías: 

1. La tecnología debe incorporarse para mejorar la enseñanza y el apren¬ 
dizaje del Cálculo, no para reemplazar las matemáticas o restar impor¬ 
tancia a los temas teóricos. 

2. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in¬ 
formalmente. 

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los 
teoremas son necesarias. 

4. Cuando se presenta una demostración, debe ser bien motivada y cuida¬ 
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que 
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro. 

5. Cuando se establece un teorema sin demostración, la discusión debe au¬ 
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse 
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo¬ 
sición del teorema y no una demostración del mismo. 

6. Debe darse importancia a los modelos matemáticos de las aplicaciones 
de la vida real. 

7. Debe destacarse la redacción en matemáticas. 

Los catorce capítulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capítulos 
1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capí¬ 
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de más de una variable. 
En EC7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene 
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in¬ 
cluso en las modificaciones. 

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las 
siguientes características: 


GRAFICADORA "ACTIVA" 


A lo largo de la presentación, EC7 utiliza la calculadora gráfica o graficadora 
manual no sólo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren¬ 
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solución de problemas. Se 
ha integrado la graficadora directamente a la exposición de acuerdo a la filo¬ 
sofía que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive 
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue: 

1. Trabajar analíticamente (con papel y lápiz); después apoyar numérica 
y gráficamente (con la graficadora). 

2. Trabajar numérica y gráficamente ; después confirmar analíticamente. 

3. Trabajar numérica y gráficamente debido a que otros métodos no son 
prácticos o posibles. 


MODELOS MATEMÁTICOS Y 
PROBLEMAS VERBALES 

Los modelos matemáticos de situaciones prácticas presentadas como proble¬ 
mas verbales surgen en diversos campos como física, química, ingeniería, 
administración, economía, psicología, sociología, biología y medicina. Las 
funciones como modelos matemáticos se introducen primero en la sección 1.3 y 
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La sección 1.3 contiene suge¬ 
rencias para obtener una función como modelo matemático paso a paso. 

REDACCIÓN EN MATEMÁTICAS 

A fin de completar la solución de cada ejemplo de un problema verbal, se 
presenta una conclusión que responde a las preguntas de éste. El estudiante 
debe redactar una conclusión semejante, que consista en una o más oraciones 
completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay 
uno o dos de redacción los cuales pueden preguntar sobre cómo o por qué 
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante 
que describa, explique o justifique un proceso particular. 

EJERCICIOS 

Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de 
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des¬ 
de cálculos y aplicaciones hasta problemas teóricos para la calculadora y 
ejercicios de redacción, como los mencionados anteriormente. Éstos aparecen 
al final de cada sección y como ejercicios de repaso al final de cada capítulo. 

EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en 
la resolución de los ejercicios, y además sirven como modelos para sus solu¬ 
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, defini¬ 
ción o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta. 

PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS) 

Todas las figuras se han vuelto a trazar para' EC7. Las gráficas trazadas en la 
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un 
borde de color más oscuro a diferencia de las gráficas dibujadas a mano. Todas 



PRÓL OGO xvü 


las figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el 
fin de obtener precisión matemática. Estas figuras, que son más vividas que 
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matemática ® y 
Adobe Illustrator®. 

ASPECTOS PEDAGÓGICOS 

Cada capítulo comienza con una introducción titulada VISIÓN PRELIMINAR. 
Al final de cada capítulo se muestra una lista de sugerencias para su revi¬ 
sión. Juntos, estos aspectos sirven como una reseña, de principio a fin del 
capítulo, cuando el estudiante se prepara para un examen. 

DESCRIPCIÓN DE CADA CAPÍTULO 
Capitulo 1 Funciones, límites y continuidad 

Los tres temas del título de este capítulo conforman la base de cualquier pri¬ 
mer curso de Cálculo. Se exponen todos los teoremas de límites incluyendo 
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los 
ejercicios. La sección 1.3, nueva en esta edición, presenta las funciones 
como modelos matemáticos anticipadamente de su uso posterior en aplica¬ 
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista 
preliminar de cómo se aplica el Cálculo en situaciones reales. La sección 1.4, 
también nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de límite de 
una función. 

Capítulo 2 Derivada y diferenciación 

En la sección 2.1 se define la recta tangente a la gráfica de una función antes 
de estudiar la derivada, esto con el propósito de mostrar un avance de la inter¬ 
pretación geométrica de este concepto. Las aplicaciones físicas de la derivada en 
el estudio del movimiento rectilíneo se presentan sólo después de haber de¬ 
mostrado los teoremas sobre diferenciación, de modo que dichos teoremas 
pueden emplearse en estas aplicaciones. En la sección 2.7 se estudian las 
derivadas de las seis funciones trigonométricas y después se emplean 
como ejemplos para la presentación inicial de la regla de la cadena en la 
siguiente sección. La derivada numérica, tema nuevo en esta edición y pre¬ 
sentado en la sección 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro¬ 
ximar derivadas y para trazar sus gráficas. En la sección 2.4 se simula el 
movimiento de una partícula sobre una línea recta. 

Capítulo 3 Comportamiento de las 
funciones y sus gráficas, valores extremos 
y aproximaciones 

En este capítulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que 
implican máximos y mínimos así como el trazado de una curva. Los límites 
al infinito y sus aplicaciones para determinar asíntotas horizontales se han 
cambiado a este capítulo donde se aplican a fin de dibujar gráficas. La grafica¬ 
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos 
de forma analítica así como para conjeturar propiedades de las funciones, las 
cuales se confirman después analíticamente. Un aspecto nuevo de esta edición 
está relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje 



la gráfica de una función a partir de la gráfica de su derivada y viceversa. En la 
sección final del capítulo se presenta la aproximación mediante la recta tan¬ 
gente junto con el método de Taylor y el de diferenciales. 

Capítulo 4 Integral definida e integración 

Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivación (o antidiferenciación). 
Se utiliza el término antiderivación en lugar de integración indefinida , sin 
embargo, se conserva la notación estándar \f(x) dx. Esta notación sugerirá 
que debe existir alguna relación entre integrales definidas y antiderivadas, 
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentación propor¬ 
cione un panorama teóricamente apropiado de la definición de la integral 
definida como un límite de sumas. Dichos límites se aplican primero para de¬ 
finir el área de una región plana y después se utilizan en la definición de la 
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de 
una integral definida se presenta antes de la demostración del segundo teo¬ 
rema fundamental del Cálculo, utilizado para obtener valores de integrales 
analíticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral 
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La sección 4.3, sobre 
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento 
rectilíneo, donde el movimiento se simula en la graficadora. Otras aplicaciones 
de los conceptos de este capítulo incluyen el estudio completo del área de una 
región plana así como el volumen de sólidos, presentados posteriormente en 
la edición anterior. La sección 4.9 se inicia con el cálculo de volúmenes mediante 
el método de rebanado, se continúa con la determinación de volúmenes de sólidos 
de revolución mediante los métodos de discos y de arandelas, considerados co¬ 
mo casos especiales del método de rebanado. En la sección 4.10 se determinan 
los volúmenes de sólidos de revolución mediante el método de capas cilindricas. 

Capitulo 5 Funciones logarítmicas, 
exponenciales, trigonométricas inversas 
e hiperbólicas 

En la primera sección se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones 
siguientes se dedican a las funciones logarítmica y exponencial. Primero se 
define la función logarítmica natural y después la función exponencial natural 
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un 
exponente irracional de un número positivo. Posteriormente se define la fun¬ 
ción exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas 
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci¬ 
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la función de densidad de 
probabilidad normal estandarizada. Las tres últimas secciones se dedican a las 
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonomé¬ 
tricas inversas y las funciones hiperbólicas. 

Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la 
integral definida 

En este capítulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no sólo 
las técnicas de manipulación sino también los principios fundamentales invo¬ 
lucrados. La longitud de arco, una aplicación geométrica, se trata en la sec¬ 
ción 6.1. Las otras cuatro secciones están dedicadas a aplicaciones físicas, las 
cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y 
fuerza ejercida por la presión de un líquido. En cada aplicación, se motivan 
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y explican intuitivamente las definiciones de los términos nuevos. Se han 
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos 
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida. 

Capítulo 7 Técnicas de integración/ formas 
indeterminadas e integrales impropias 

Las técnicas de integración constituyen uno de los aspectos más importantes 
de las operaciones del Cálculo. Estas técnicas se estudian en las primeras cinco 
secciones, tratadas en ocho en la edición anterior. Después de una motivación 
introductoria, se explican los fundamentos teóricos de cada uno de los métodos. 
El dominio de las técnicas de integración depende de los ejem¬ 
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el 
estudiante enfrentará en la práctica. En la sección 7.4 se presentan otras dos 
aplicaciones de la integración: crecimiento logístico, que surge en economía, 
biología y sociología; y la ley química de acción de masas. En la sección 7.6 
se estudian dos métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos 
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el 
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximación de inte¬ 
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas 
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res¬ 
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias, 
se han reubicado en esta edición; preceden inmediatamente a los temas de se¬ 
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones 
de las integrales impropias incluyen la función de densidad de probabilidad así 
como algunas otras relacionadas con geometría y economía. 

Capítulo 8 Aproximaciones polinomiales, 
sucesiones y series infinitas 

Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo 
capítulo y no en dos como en la edición anterior. Todos los temas se incluyen, 
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad 
matemática. Este capítulo es independiente y puede estudiarse en cualquier 
momento después de completar los primeros siete capítulos. La primera sección 
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la fórmula de Taylor. 
Esta fórmula se generaliza a la serie de Taylor en la sección 8.9. Las secciones 
8.2-8.6 se han dedicado a las sucesiones y series infinitas de términos constantes, 
y en la sección 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia 
para series infinitas. En las secciones 8.7-8.10 se estudian las series de tér¬ 
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capítulo 
conducen por sí mismos a la incorporación de la graficadora, no sólo para faci¬ 
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar e investigar la con¬ 
vergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales. 

Capítulo 9 Ecuaciones paramétricas/ curvas 
planas y gráficas polares 

Los tres temas de este capítulo se han agrupado para completar el estudio del 
cálculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones 
paramétricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio 
de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian gráficas polares, 
mientras que en la sección final se presenta un tratamiento unificado de las 
secciones cónicas y las ecuaciones polares de las cónicas. La discusión de 


las secciones cónicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo 
general en un curso previo al Cálculo, en esta edición se tratan en el apéndice. 

Capítulo 10 Vectores, rectas, planos 
y superficies en el espacio 

En esta edición, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian 
en el mismo capítulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En 
la sección 10.1 se definen los vectores en el plano. En la sección 10.2, antes 
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numérico tridimen¬ 
sional, el cual se denota por R 3 . En el capítulo también se proporciona una 
introducción vectorial a la geometría analítica sólida al estudiar, en la sección 
10.4, rectas y planos en R 3 , y superficies en la sección 10.6. 

Capítulo 11 Funciones vectoriales 

De igual manera que con los vectores en el capítulo 10, en este capítulo se 
estudian las funciones vectoriales tanto en el plano como en el espacio 
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una función 
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones paramétricas, así como sus 
propiedades también se estudian simultáneamente. Las aplicaciones de este 
capítulo tratan acerca de geometría, física e ingeniería. En la sección 11.5, 
sobre movimiento curvilíneo, se utiliza la graficadora para simular en movi¬ 
miento de un proyectil en un plano. 

Capítulo 12 Cálculo diferencial de 
funciones de más de una variable 

Los temas contenidos en este capítulo se han reunido y condensado de dos 
capítulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate¬ 
mática. En las primeras cinco secciones se estudian límites, continuidad, deri¬ 
vadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de 
más de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi¬ 
nación de tasas de variación y el cálculo de aproximaciones. La sección 12.6, 
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una sección que muestra 
la aplicación del gradiente en la determinación de planos tangentes y rectas 
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre¬ 
sentan en las dos últimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y 
multiplicadores de Lagrange. 

Capítulo 13 Integración múltiple 

El Cálculo integral de funciones de más de una variable, contenido en las 
secciones 13.2-13.6, es precedido por una sección en laque se estudian coorde¬ 
nadas cilindricas y esféricas, reubicadas en esta edición, de modo que estén 
más cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun¬ 
ciones de dos variables se estudian en la sección 13.2 y en las dos secciones 
siguientes se aplican a la física, ingeniería y geometría. 

Capítulo 14 Introducción al 
Cálculo de campos vectoriales 

En las seis secciones de este capítulo final se presenta un estudio amplio del 
Cálculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de línea. 
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de 
Stokes. La presentación de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son 
acerca de física e ingeniería. 

Apéndice 

Los temas de álgebra, trigonometría y geometría analítica, por lo común se 
estudian en cursos previos al Cálculo, ahora se presentan en el apéndice, de¬ 
jando así el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Cálculo. Esta 
modificación tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo¬ 
metría analítica no aparecen en el título de esta edición. Las secciones del 
apéndice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por 
completo, dependiendo de la preparación de los estudiantes de cada grupo. 

Secciones suplementarias 

Las secciones suplementarias se encuentran después del apéndice; estas sec¬ 
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la 
comprensión del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante 
el número de la sección del cuerpo principal del texto, contienen discu¬ 
siones teóricas y algunas de las demostraciones más difíciles. 


Louis Leithold 
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO* 


Para el estudiante 

An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del 
Cálculo) por León Gerber, de Saint John’s University y John Minnick, de 
DeAnza College. 

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres 
volúmenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer¬ 
cicios cuyo número es divisible entre 4. Los manuales también contienen to¬ 
dos los teoremas y definiciones importantes así como exámenes simples con 
sus soluciones para cada capítulo. 

Para el profesor 

Instructor’s Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu¬ 
ciones para el profesor) por León Gerber, de Saint John’s University. 

Este manual, en dos volúmenes, contiene las soluciones para todos los 
ejercicios de EC7. 

Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de exámenes/Editor 
con Quizmaster) 

Este banco de exámenes computarizado está disponible en versiones para 
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador 
de Exámenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas 
y preguntas al elaborar exámenes ya preparados. El Editor permite a los pro¬ 
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas. 
Quizmaster permite a los instructores crear exámenes y cuestionarios del Ge¬ 
nerador de Exámenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti¬ 
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red. 

También está disponible un banco de exámenes impresos que incluye 
todos los problemas y preguntas del banco de exámenes computarizado. 

Libros auxiliares de interés para 
estudiantes y profesores de 
Cálculo publicados por 
Oxford University Press / Haría, México 

Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este 
libro. 


* N. del E. Este material sólo está disponible en inglés. En un futuro próximo esta editorial tendrá el “Manual de resoluciones para el profesor”. 


ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO 


Algunas de los ideas fundamentales del Cálculo se remontan a los antiguos 
matemáticos griegos del tiempo de Arquímedes (287-212 a.C.) así como a 
los trabajos de los primeros años del siglo XVII realizados por Rene 
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis 
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invención del 
Cálculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalización y unifi¬ 
cación de estos conceptos matemáticos. Asimismo, otros matemáticos de los 
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del Cálculo, algu¬ 
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange 
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable¬ 
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Cálculo por 
matemáticos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L. 
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin 
(1831-1916). 


PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO 


Aprender Cálculo puede ser una de las experiencias educacionales más 
estimulantes y excitantes. Para que esto sea así, usted debe iniciar su curso 
de Cálculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matemáticas concer¬ 
nientes a álgebra, geometría, trigonometría y geometría analítica. 

Los temas de álgebra, trigonometría y geometría analítica de especial 
importancia se presentan en las secciones A.l-A.l 1 del apéndice al final del 
libro. Las propiedades específicas de los números reales así como algunas 
notaciones básicas se presentan en la sección A.l. Debe familiarizarse con 
estos temas antes de iniciar el capítulo 1. Refiérase a las secciones A.2-A.8 y 
A. 10 para revisar los temas de geometría analítica. En la sección A.9 se es¬ 
tudian las funciones trigonométricas. Tal vez necesite estudiar la sección 
A.ll, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec¬ 
ción 7.4 sobre integración de funciones racionales. 

La visualización mediante gráficas juega un papel importante en el es¬ 
tudio del Cálculo. Estas gráficas se obtendrán en dos formas: a mano y me¬ 
diante un dispositivo de graficación automático de alta velocidad como las 
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos 
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultará más práctico 
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en 
el texto se empleará la graficadora. 

Cuando se trate de una gráfica realizada a mano se usará la termino¬ 
logía dibuje la gráfica, y cuando deba emplear un dispositivo electrónico en su 
elaboración se indicará trace la gráfica. Las gráficas trazadas en una grafica¬ 
dora están representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado¬ 
ra enmarcada por un rectángulo y las ecuaciones de las gráficas mostradas 
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric¬ 
tamente automáticas debido a que requieren de un operador (una persona que 
las haga funcionar) que presione teclas específicas; sin embargo, como estas 
teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, deberá con¬ 
sultar el manual de funcionamiento para obtener información sobre cómo 
realizar operaciones específicas. 

Con los conocimientos básicos preliminares, está usted preparado para 
iniciar su curso de Cálculo, que es el fundamento para muchas de las ramas 
matemáticas y para la mayoría de los conocimientos del mundo moderno. 


EL CALCULO 
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1.1 Funciones y sus gráficos 

1.2 Operaciones con funciones 
y tipos de funciones 

1.3 Funciones como 
modelos matemáticos 

1.4 Introducción gráfica a los 
límites de funciones 

1.5 Definición de límite de una 
función y teorema» sobre 
límites 

1.6 Límites laterales 

1.7 límites infinitos 

1.8 Continuidad de una función 
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1.9 Continuidad de una función 
compuesta y continuidad en 
un intervalo 

1.10 Continuidad de las funciones 
trigonométricos y teorema 
de estricción 
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ndudoblemente habrá tratodo funcional an tul 
curioi anteriora» de matemáticas, y debido a que 
son fundamentales en Cálculo y sirven como un 
concepto unihcodor a lo largo de este texto, te dedicarán 
las dos primeras secciones a su estudio La sección 1.3 
está designada para proporcionarla próctlca en la 
obtención de funciones como modelos matemáticos de 
situaciones del mundo real así como para mostrarle 
algunas aplicaciones del Cálculo. 

Las dos operaciones matemáticas fundamentales 
en Cálculo son la diferenciación y la integración. Estas 
operaciones implican la determinación de la derivada y 
de la integral definida, coda una con base en b noción de 
limite, probablemente el concepto más importante en 
Cálculo Se inicia el estudio de limites en b sección 1 .4 
mediante una Introducción gráfica a los limites de 
funciones. Primero se proporciona una fundamentación 
paso a paso de b noción de limite, b cual comienza con el 
cálculo del valor de una función que se aproximo a un 
número y termino desarrollando una noción intuitivo del 
proceso de limite La definición formal de limite y los 
teoremas sobre limites se introducen el la sección 1.5 para 
simplificar cálculos de limites de funciones algebraicas 
elementales. En las secciones 1.6 y 1,7, se extienda el 
concepto de límite paro incluir tipos de funciones 
adicionales y limites infinitos. 

Probablemente la cbse de funciones más importante 
estudiadas en Cálculo seon las funciones continuar Lo 
continuidad de una función en un número se define en 
la sección 1.8 mientras que la continuidad de una 
función compuesta, la continuidad en un Intervab y 
el teorema del vabr intermedio son lemas de la 
sección 1.9 El teorema de estricción se pre¬ 
sento en la sección 1.10 y se aplica oh! pora 
determinar el limite del cociente de sen t 
conforme i se oproxíma a cero. Este resultado 
es importante al estudiar la continuidad de las 
funciones trigonométricas en esto misma sección. 





2 CAPÍTULO I PUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 


1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 

Con frecuencia, en las aplicaciones prácticas el valor de una variable depende 
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del 
número de horas que trabaje; la producción total de una fábrica puede de¬ 
pender del número de máquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un 
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que salió de un punto 
específico; el volumen del espacio ocupado por un gas a presión constante 
depende de su temperatura; la resistencia de un cable eléctrico de longitud 
fija depende de su diámetro; etc. La relación entre este tipo de cantidades sue¬ 
le expresarse mediante una función. Para fines exclusivos de este texto, las 
cantidades involucradas en estas relaciones son números reales. 
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Tabla 1 


x 

y = x 2 

1 

1 

3 

9 

2 

4 

4 

16 

0 

0 

-1 

1 

3 

9 

2 

4 

-4 

16 


Una función puede considerarse como una correspondencia de un con¬ 
junto X de números reales x a un conjunto V de números reales y, donde 
el número y es único para cada valor específico de x. 


En la figura 1 se muestra la representación de una correspondencia de 
este tipo. Se puede establecer el concepto de función de otra manera: considere 
intuitivamente que el número real y del conjunto Y es una función del número 
x del conjunto X, si existe una regla mediante la cual se asocia un solo valor 
de y a un valor x. Esta regla se expresa frecuentemente por medio de una 
ecuación. Por ejemplo, la ecuación 

y = x 2 

define una función para la cual X es el conjunto de todos los números reales 
y P es el conjunto de los números no negativos. El valor de y asignado al 
valor de x se obtiene al multiplicar x por sí mismo. La tabla 1 proporciona 
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los núme¬ 
ros de la tabla. 

Para denotar funciones se utilizan símbolos como/, g y h. El conjunto X 
de los números reales indicado anteriormente es el dominio de la función y el 
conjunto Y de números reales asignados a los valores de x en X es el contra¬ 
dominio de la función. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la 
notación de intervalos descrita en la sección A. 1 del apéndice. 



números reales negativos 

FIGURA 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notación de intervalos, 

el dominio y contradominio de la función definida por la ecuación 
y = x 2 


es (- 00 , +oo) y el contradominio es [O, +oo). 


◄ 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea/la función definida por 

la ecuación 


y = fx - 2 

Como los números se han restringido a los -números reales, y es una función 
de x sólo si x - 2 a O debido a que para cualquier x que satisfaga esta de¬ 
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se 



1.1 FUNCIONES Y SUS GRÁFICAS 3 


tiene la raíz cuadrada de un número negativo, y en consecuencia, no se obten¬ 
drá un número real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2. 
De este modo, el dominio de/es el intervalo [2, +oo), y su contradominio 
es [0, +oo). 4 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea g la función definida por 

la ecuación 

y = V* 2 - 9 

Se observa que y es una función de x sólo para x > 3 o x < -3 (o sim¬ 
plemente, |*| > 3); para cualquier * que satisfaga alguna de estas desi¬ 
gualdades, se determinará un solo valor de y. No se determinará ningún valor 
real de y si * está en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de 
* se obtiene la raíz cuadrada de un número negativo. Por tanto, el dominio 
de g es (—oo, -3] U [3,+oo), y el contradominio es [O,+oo). 4 

Se puede considerar una función como un conjunto de pares ordena¬ 
dos. Por ejemplo, la función definida por la ecuación y = x 2 consta de todos 
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuación. Los pares ordenados de 
esta función proporcionados por la tabla 1 son (1, !),(§, f), (4, 16), (O, 0), 
(-1, 1), (-§, |) y (-4, 16). Por supuesto, existe un número ilimitado de pares 
ordenados de esta función, algunos otros son (2, 4), (-2, 4), (5, 25), (-5, 25), 
(-,/3, 3), etcétera. 


!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La función / del ejemplo 

ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 
y = -v'x - 2. En símbolos esto se expresa como 

/= {(*, y) \ y = 44^2} 

Algunos de los pares ordenados de / son (2, 0), (|, 5 ), (3, 1), (4, 42), 
(5, V3). ( 6 , 2 ), ( 11 , 3). ◄ 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La función g del ejemplo 

ilustra tivo 3 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 
y = \/x 2 - 9; es decir, 

g = {(.x,y) | y = V* 2 - 9) 

Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, 4l), (5, 4), (-3, 0), 

(-VÍ3, 2). ◄ 

A continuación se establecerá formalmente la definición de función 
como un conjunto de pares ordenados. Al definir una función de esta manera, 
y no como una regla de correspondencia, se hace más preciso su significado. 


1.1.1 Definición de función 


Una función es un conjunto de pares ordenados de números (x, y) en los 
que no existen dos pares ordenados diferentes con el mismo primer 
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número. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina 
dominio de la función, y el conjunto de todos los valores resultantes 
de y recibe el nombre de contradominio* de la función. 


En esta definición, la restricción de que dos pares ordenados no pueden 
tener el mismo primer número asegura que y es único para cada valor especí¬ 
fico de x. Los símbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y 
depende de la elección de x, x denota a la variable independiente mientras 
que y representa a la variable dependiente. 

Si /es la función tal que los elementos de su dominio se representan por 
x, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces el símbolo 
f(x) (léase “f de x”) denota el valor particular de y que corresponde al valor de 
x. La notación/(x), denominada valor de función, se debe al matemático y 
físico suizo Leonhard Euler (1707-1783). 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2, 
/ = ((x, y) | y = v* - 2}. De modo que 

/(x) = Vx - 2 

A continuación se calculará/!*) para algunos valores específicos de x. 


/(3) = V3^2 

/(5) = V5^2 

= 1 

= s 

/(6) = V6 - 2 

/(9) = V9^2 

= 2 

= V7 


Cuando se define una función, debe indicarse el dominio implícita o 
explícitamente. Por ejemplo, si/está definida por 

/(x) = 3x 2 - 5* + 2 

la función tiene un valor si * es cualquier número real; por tanto, el dominio 
es el conjunto de todos los números reales. Sin embargo, si/está definida por 

/(x) = 3x 2 - 5x + 2 1 < * < 10 


entonces el dominio de /consta de todos los números reales entre 1 y 10, in¬ 
cluidos éstos. 

De manera semejante, si g está definida por la ecuación 


g(x) = 


5x-2 
x + 4 


está implícito que * -4, debido a que el cociente no está definido para 

* = -4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los núme¬ 
ros reales excepto -4. 

Si h está definida por la ecuación 

h(x) = V4 - x 2 

el dominio de h es el intervalo cerrado [-2, 2] porque V4 - x 2 no es un 
número real para * > 2 o * < -2. El contradominio de h es [0, 2], 


N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la 
variable dependiente de una función. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en cálculo); ámbito (término muy recien¬ 
te para este concepto); imagen (muy empleado en álgebra y teoría de conjuntos); rango (muy empleado en cálculo). 
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W EJEMPLO I Dado que/es la función definida por 

/(*) = x 2 + 3* - 4 

determine: (a) /(O); (b) /( 2); (c) f(h); (d) f(2h); (e) f(2x); (f) f(x + fe); 

(g) m + m 

Solución 

(a) /(O) = O 2 + 3 • 0 - 4 (b) /(2) = 2 2 + 3 ■ 2 - 4 

= -4 =6 

(c) /(fe) = h 2 + 3fe - 4 (d) f(2h) = (2fe) 2 + 3(2fe) - 4 

= 4h 2 + 6fe - 4 

(e) f(2x) = (2x) 2 + 3(2*) - 4 

= 4* 2 + 6x - 4 

(f) /(* + fe) = (* + fe) 2 + 3(* + /t) - 4 

= * 2 + 2te + fe 2 + 3* + 3/¡ - 4 
= * 2 + (2 h + 3)x + ( h 2 + 3/¡ - 4) 

(g) /(*) + /(*) = (^ 2 + 3* - 4) + ( h 2 + 3ft - 4) 

= * 2 + 3* + (fe 2 + 3fe - 8) ◄ 



Compare los cálculos del inciso (f) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f) se 
realiza el cálculo de/(* + fe), que es el valor de la función para la suma de * y 
fe. En el inciso (g), en donde se calcula/(*) + /(fe), se obtiene la suma de los 
dos valores de la función /(*) y /(fe). 

En el capítulo 2 se requerirá calcular cocientes de la forma 

* o 

h 

Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun¬ 
tos (*, /(*)) y (* + fe, /(* + fe)) de la gráfica de la función definida por 
y = /(*). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el cálculo aparezca 
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador 
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 2 Determine 

/(* + fe) - /(*) 
fe 

donde fe ^ 0, si(a)/(*) = 4* 2 - 5* + 7;(b)/(*) = V*. 

Solución 

/ /(* + fe) - /(*) _ 4(* + fe) 2 - 5(* + fe) + 7 - (4* 2 - 5* + 7) 

W fe fe 

4* 2 + 8fe* + 4fe 2 - 5* - 5fe + 7 - 4* 2 + 5* - 7 
fe 

8fe* - 5fe + 4fe 2 
fe 


= 8* - 5 + 4fe 
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y 



FIGURA 4 


y 



,Y.\ /(* + ft) - f(x ) _ Jx + h - Jx 
(D> h ~ h 

(Jx + h - Jx)(Jx + h + Jx) 
h(Jx + h + -Jx) 

(x + h) - x 
h(Jx + h + -Jx) 

_ _ h _ 

h(Jx + h + Jx) 

1 

Jx + h + Jx 

En el segundo paso del inciso (b) de esta solución, se multiplica el 
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionali¬ 
zar el numerador, de donde se obtiene un factor común de h en el numerador y 
en el denominador. 4 


El concepto de función como un conjunto de pares ordenados permite 
enunciar la siguiente definición de gráfica de una función. 


1.1.2 Definición de gráfica de una función 


Si f es una función, entonces la gráfica de/ es el conjunto de todos los 
puntos ( x , y) del plano R 2 para los cuales (*, y) es un par ordenado de/. 


y 



y 



De esta definición, se deduce que la gráfica de una función /es la misma 
que la gráfica de la ecuación y = f(x). 

La gráfica de la función del ejemplo ilustrativo 1 es la parábola dibujada en 
la figura 4. La gráfica de la función/de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada 
en la figura 5 es la mitad superior de la parábola. La gráfica de la función g de 
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 está dibujada en la figura 6; está gráfica es la mitad 
superior de una hipérbola. 

Recuerde que en una función existe un solo valor de la variable depen¬ 
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la función. 
En términos geométricos, esto significa que: 


Una recta vertical intersecta la gráfica de una función a lo más en un 
punto. 


Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectará a 
cada gráfica cuanto más en un punto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto 

{(x, y) | x 2 + y 1 = 25], cuya gráfica es la circunferencia, de radio 5 y 
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no 
es una función porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares 
ordenados diferentes tienen a x como primer número. Por ejemplo, (3, 4) y 
(3, -4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Además, observe que 
cualquier recta vertical cuya ecuación sea x = a, donde -5 < a < 5, inter¬ 
secta a la circunferencia en dos puntos. 4 


FIGURA 7 
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V EJEMPLO 3 Determine el dominio de la función g definida por 
g(x) = ~Jx(x - 2) 

Apoye la respuesta trazando la gráfica en la graficadora. 

Solución Como ^x(x-T) no es un número real cuando x(x -2) < 0, 
el dominio de la función g consta de los valores de x para los cuales 
x(x - 2) > 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los 
dos casos siguientes: Jt>0y.r-2>0;osi.r<0y.r-2<0. 

Caso 1.x > 0 y x ~ 2 > 0. Esto es, 

x > 0 y x > 2 

Ambas desigualdades se cumplen si x > 2, lo cual equivale a que x esté en 
el intervalo [2, + oo). 

Caso 2: x < 0 y x - 2 < 0. Esto es, 

x < 0 y x < 2 



g(x) = -Jx(x - 2) 

FIGURA 8 


y 



Las dos desigualdades se cumplen si x < 0, lo cual equivale a que x perte¬ 
nezca al intervalo (-oo, 0]. 

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio 
de g, el cual es (-oo, 0] U [2, +oo). 

La gráfica de g se muestra en la figura 8. Esta gráfica desciende desde la 
izquierda hasta x = 0, asciende hacia la derecha a partir de * = 2, y no con¬ 
tiene puntos cuando x está en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la gráfica 
apoya la respuesta. "4 

Como se vio, el dominio de una función puede determinarse me¬ 
diante la definición de la función. Con frecuencia se determina el contrado¬ 
minio a partir de la gráfica de la función, como en el ejemplo siguiente en el 
que se trata una función definida a trozos, la cual se define empleando más 
de una expresión. 


► EJEMPLO 4 


Sea / la función definida por 

(x - 1 si x < 3 
fix) = \ 5 si x = 3 

[ 2x + 1 si3<x 

Determine el dominio y el contradominio de/, y dibuje su gráfica. 


Solución El dominio de /es (-oo, +oo). La figura 9 muestra la gráfica 
de /; consta de la porción de la recta y = x - 1 para la cual x < 3, el punto 
(3, 5) y la parte de la recta y = 2x + 1 para la cual 3 < x. Los valores de la 
función son números menores que 2, el número 5 o números mayores que 7. 
Por tanto, el contradominio de / es el número 5 y aquellos números en 
(-00, 2) U (7, +00). ◄ 


Las funciones definidas a trozos serán de gran utilidad en el estudio de 
límites, continuidad y derivada, como ejemplos y contra-ejemplos de funcio¬ 
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la gráfica de la función del 
ejemplo 4, se rompe en el punto donde x = 3 lo que, como aprenderá en la 
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y 



sección 1.8, muestra que la función es discontinua para ese valor de *. En el 
ejemplo siguiente se tiene una función definida a trozos cuya gráfica no se 
rompe en el valor de *, en el que cambian las expresiones que la definen, en 
este caso en x = 1. 


► EJEMPLO 5 


Sea g la función definida por 


3* 

.2 


si X < 1 
X* si 1 < X 


g(x) = 

Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su gráfica. 


Solución El dominio de g es (-oo, +oo). La gráfica contiene la parte de 
la recta y = 3* - 2 para la cual x < 1 y la porción de la parábola y = * 2 
para la cual 1 < x. La gráfica se muestra en la figura 10. El contradominio 
es (-oo, +oo). ^ 


► EJEMPLO 6 


La función h está definida por 


h(x) = 


x 2 -9 
x - 3 


Determine el dominio y el contradominio de h, y dibuje su gráfica. 


y 



Solución Como h(x) está definida para todo *, excepto 3, el dominio de 
h es el conjunto de números reales excepto 3. Cuando x = 3, tanto el nume¬ 
rador como el denominador son cero y 0/0 no está definido. 

Al factorizar el numerador como (x - 3 )(x + 3) se obtiene 

hix) = ( * + 3) 

o h(x ) = x + 3, teniendo en cuenta que x 3. En otras palabras, la función 
h puede definirse por 

h(x) = x + 3 si * ;£ 3 

La gráfica de h consta de todos los puntos de la recta y = x + 3 excepto 
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 11. El contradominio de h es el con¬ 
junto de todos los números reales excepto 6. ^ 


En el ejemplo 6, la gráfica tiene un “hoyo” o “agujero” en x = 3, donde 
h( 3) no está definido. En el ejemplo siguiente, también la gráfica tiene un 
agujero en x = 3, pero el valor de la función en 3 sí está definido. 


► EJEMPLO 7 

H{x) = 


Sea H la función definida por 


x + 3 si* ^ 3 
2 si* = 3 
Determine el dominio y el contradominio de H y dibuje su gráfica. 
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y 



y 




FIGURA 14 



Solución Como H está definida para todo x, su dominio es (-oo, +oo). 
La gráfica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con¬ 
junto de todos los números reales, diferentes de 6. 4 


► EJEMPLO 8 


La función /está definida por 


m = 



si x * 2 
si x = 2 


Determine el dominio y el contradominio de/ y dibuje su gráfica. 


Solución Como/está definida para todo x , su dominio es (-oo, +oo). 
La gráfica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los 
puntos sobre la parábola y = x 2 excepto (2, 4). El contradominio de / es 
[0, +oo). ◄ 


La función del ejemplo siguiente se denomina función valor absoluto. 


► EJEMPLO 9 Determine el dominio y el contradominio de la 
función/para la cual 

f(x) = M 

y dibuje su gráfica. 


Solución De la definición de | x 


f(x) = 



six > O 
six < O 


El dominio es (-oo, +oo). La gráfica de /consta de dos semirectas que pa¬ 
san por el origen y están por arriba del eje x; una tiene pendiente 1 y 
la otra tiene pendiente -1. Consulte la figura 14. El contradominio de fes 
[O, +oo). ◄ 


La función valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y 
usualmente se denota por ABS. Otra función con que cuenta la graficadora es 
la función máximo entero cuyos valores de función se denotan por [[x]] y 
están definidos por 

M = n si n < x < n + 1, donde n es un entero 

Esto es, [[xj es el máximo entero menor o igual que x. En particular, [[1J = 1, 
IL3]j = 1,|[0.5]] = O, B-4.2U = -5 y H—81 = -8. 

La gráfica de la función máximo entero está dibujada en la figura 15. 
Su dominio es el conjunto de todos los números reales y su contradominio 
consiste de todos los números enteros. En muchas graficadoras se denota la 
función máximo entero por ÍNT. 


► EJEMPLO 10 


Dibuje la función G definida por 


G(x) = HxE - x 


Función máximo entero 

FIGURA 15 


y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su 
gráfica en la graficadora. 
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-4 -3 -2 



2 3 4 


\\\\\\\v • 


G(x) = I .rj - x 

FIGURA 16 





\SXX\ 


[-5, 5] por [-2, 2] 
G(x) = INUx) - x 


Solución Como G está definida para todos los valores de x, su dominio 
es (-oo, +oo). A partir de la definición de d-tj se obtiene lo siguiente: 


si 

-2 < a < -I, 

DXD = -2; 

por tanto, G(x) = -2 - 

si 

-1 < X < 0, 

M = -1; 

por tanto, G(x) = -1 - 

si 

0 < X < 1, 

m = 0; 

por tanto, G(x) = - x, 

si 

1 < * < 2, 

B*D = 1; 

por tanto, G(x) = 1 - 

si 

2 < x < 3, 

QXD = 2; 

por tanto, G(x) = 2 - 


y así sucesivamente. De modo más general, si n es cualquier número entero, 
entonces 

si n < x < n + 1, DXD = n; por tanto, G(x) = n - x 

Con estos valores de función se puede dibujar la gráfica de G, mostrada 
en la figura 16. A partir de la gráfica se observa que el contradominio es 
(-1, 0], Al trazar la gráfica de G(x) = INT{x) - x se obtiene la figura 17, lo 
cual apoya la respuesta. ^ 


FIGURA 17 


EJERCICIOS 1.1 


En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunto es una función. 
Si es una función determine su dominio. 


1. 

(a) 

{(Ay) 

l>- 

E 

^4) 



(b) 

{(Ay) 

l>- 

Ex 

2 - 4) 



(c) 

{(Ay) 

1 y = 

E 

-A 2 ) 



(d) 

{(Ay) 

| X 2 4 

■ y 2 

= 4} 


2. 

(a) 

{(Ay) 

\y = 

E 

"+~í) 



(b) 

{(Ay) 

\y = 

E 

2 -1) 



(c) 

{(Ay) 

\y = 

vr 

-A 2 } 



(d) 

{(Ay) 

| X 2 4 

•y 2 

= 1} 


3. 

(a) 

{(Ay) 

y = 

X 2 } 

(b) {(a 

y) 


(c) 

{(Ay) 

y = 

A 3 } 

(d) {(a 

y) 

4. 

(a) 

{(Ay) 

l> = 

(A - 

- D 2 + 

21 


(b) 

{(Ay) 

1*- 

(y ■ 

- 2) 2 4 

i) 


(c) 

{(Ay) 

l> = 

(A 4 2) 3 - 

U 


(d) 

{(Ay) 

l* = 

(y ■ 

4 l) 3 - 

2} 

5. 

Dada f(x) = 

: 2a: - 

■ 1, determine 


(a)/(3); (b) /(—2); (c)/(0); (d ) f(a + 1); (e) f(x + 1); 
(f) /( 2x): (g) 2 /(*); (h) f(x + á); (i) /(*) + /(/>); 

(j) f(x + h l- f(x \ h*o. 

6. Dada f(x) = calcule (a) /(1); (b) /(-3); (c) /(6); 
(d) f(íy, (e) /(!); (f) /(|); (g) (h) f(x - 3); 

(i)/W -/(3);(j) tt X ~ +h) h ~ f S- X \ h * 0. 


7. Dada f(x) = 2x* + 5x - 3, determine (a) /(—2); 
(b)/(-l); (c)/(0); (d)/(3); (e)/(/i + 1); (f)/(2x 2 ); 
(gWA 2 - 3); (h)^ + hy, (!)/(*) + /(/i); 


(j) f(x + h ^f(x ) h ^ 0 

8. DadagG) = Jx 2 - 4, calcule (a) g(- 4); (b) g( ); 
(c)g(A 2 ); (d)g(3x 2 - 4);(e)g(* - h)\ (f) g(x) - g(ft); 

g(x + h)- g (x) h ^ o 
n 


9. Dada F(x) = -Jx + 9, encuentre (a) F(x + 9); 
(b) F(x 2 - 9); (c) F(x 4 - 9); (d) Fix 2 + 6r); 

(e) F(x 4 - 6jc 2 );(D F(x + F(x \ h / 0. 

n 

10. Dada G(x) = v'4 - x, determine a) G(4 - x); 
((b) G(4 - x 2 ); (c) G(4 - x 4 ); (d) CK4x - 

(e) a-x 4 - 4a: 2 );(f) G(x + h \ ^ G(x \ h A 0. 


En los ejercicios 11 a 46, dibuje a mano la gráfica de la fun¬ 
ción y determine su dominio y su contradominio. 


íi. 

/(a) = 

3x - 1 

12. 

g(A) = 

4 - 

X 

13. 

F(x) = 

Ix 2 

14. 

Gjx) = 

x 2 ■ 

f 2 

15. 

g(x) = 

5 - x 2 

16. 

/(A) = 

(A * 

o 2 

17. 

G(x) = 

fx - 1 

18. 

F(x) = 

V9 

- X 

19. 

/(a) = 

EEE 

20. 

g( a) = 

E 

- X 2 

21. 

g(A) = 

E - x 2 

22. 

/(A) = 

E~ 2 

-1 

23. 

h(x) = 

1 A - 3 | 

24. 

H(x) = 

15 

- a| 

25. 

F(x) = 

13* 4- 2 \ 

26. 

G(x) = 

*i 

X 

- 4 

- 2 

27. 

H( A) = 

x 2 - 25 
i + 5 

28. 

/(a) = 

2x 2 

4 IX 

i + 3 
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29. 

31. 


/(x) = 

m = 


4x + 3 


_ (x 2 - 4)(x - 3) 


32. g(x) 


g(x) = 
f(x) = 
F(x) = 
G(x) = 
G(x) = 
F(x) = 
g(x) = 
/(x) = 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. h(x) 

42. H(x) 

43. F(x) 


x - 1 


x 2 - x - 

í -2 si x 

< 3 


[2 si 3 

< X 


f -4 si x 

< -2 


j -1 si - 

2 < x <. 2 


[3 si 2 

< X 


í 2x — 1 

six 2 


[0 

six = 2 


j 3x + 2 

six * 1 


18 

six = 1 


í x 2 - 4 

six ^ 3 


1-2 

six = 3 


Í9-x 2 

si X 5* -3 


1 4 

six = -3 


¡l -x 2 

six < 0 


1 3x + 1 

siO < x 


í x 2 - 4 

six < 3 


12x - 1 

si 3 < x 


Í6x + 7 

six < -2 


[4 - x 

si -2 < x 


íx - 2 

six £ 0 


ix 2 + 1 

si 0 < x 


fx + 3 

six < -5 


i V25 - X 2 

si “5 < x < 5 


[3 -x 

si 5 < x 


K + 2 

si x < -4 


VI 6 - X 

si -4 < x < 4 


[2 “ x 

si 4 < x 


x 3 - 2x 2 

44. G(x) 

_ x 3 + 3x 

x - 2 

x + 3 

Ix - 41 

46. g(x) 

= Ix + 21 


45. /(; 

47. (a) Dibuje la gráfica de la función escalón (o salto ) unita¬ 
rio denotada por U y definida por 

[0 six < 0 
[ 1 si 0 < x 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di¬ 
buje sus gráficas: (b) U(x - 1); (c) U(x) - 1; (d) U(x) - 
U(x - 1). 


U(x) = 


48. Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di¬ 
buje sus gráficas, donde U es la función escalón unitario 
definida en el ejercicio 47: 

(a)x- U(x)\ (b) (x + 1) • U(x + 1); 

(c) {x + 1 )-U(x + \) - x - U(x). 

49. (a) Dibuje la gráfica de la función signo denotada por sgn 
y definida por 

í-1 si.t < 0 
sgn x = s 0 si.t = 0 

l 1 siO < x 


sgn(.t) se lee “signo de x". Defina cada una de las siguien¬ 
tes funciones a trozos y dibuje sus gráficas: (b) x ■ sgn($); 
(c) 2 - x sgn(x); (d) x - 2 sgn(x). 

50. Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don¬ 
de sgn es la función signo definida en el ejercicio 49: (a) 
sgnCt + I); (b) sgn(x - 1); (c) sgn(or + 1) - sgnfx - 1). 

51. La gráfica de la función / de la figura se parece a la letra 
W. Defina f(x) a trozos. 


y 



52. La gráfica de la función / de la figura se parece a la letra 
M. Defina f(x) a trozos. 



53. En la figura, la gráfica se parece a la letra X y es la gráfica 
de dos funciones _/j y f 2 trazadas en el rectángulo inspec¬ 
ción de [-1, 1 ] por [— 1, I ]. Defina /,(x) y f 2 (x). 



[-1, 1] por [-1, 1] 

54. Existen tres funciones _/j, f 2 y / 3 cuyas gráficas trazadas 
simultáneamente en el rectángulo de inspección de [-1, 1] 
por [-1, 1] se parecen a la letra Z. Defina f¡(x). f 2 (x) 
yfíx)- 

En los ejercicios 55 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun¬ 
ción a trozos sin emplear las barras de valor absoluto; (b) di¬ 
buje la gráfica de la función definida en el inciso (a); (c) apoye 
sus respuestas a los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de la 
función. 

55. fix) = ¡x 2 - 1 | 56. g(x) = \4 - x 2 \ 

57. g(x) = | x | • |5 - x] 58. /(*) = \x\ ■ \x — 3| 
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En los ejercicios 59 y 60, dibuje la gráfica de la función y de¬ 
termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas 
trazando la gráfica de la función. 

59. h(x) — x - JxJ 60. F(x) — x + [x]] 

61. Las gráficas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa¬ 
recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas 
gráficas se parezcan a dos letras diferentes y dibújelas. 


62. En esta sección se utilizaron los símbolos /, f(x) y y = f(x) 
concernientes a una función particular, los cuales tienen 
significados diferentes. Explique lo que significa cada no¬ 
tación, invente una función y utilícela para distinguir los 
tres símbolos. 

63. Explique por qué la gráfica de una función es consistente 
con la definición de la función como un conjunto de pares 
ordenados. En su explicación utilice un ejemplo específico. 


1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES 

Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi¬ 
ción, sustracción, multiplicación y división de sus valores. De acuerdo con 
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma, diferencia, producto y 
cociente de las funciones originales. 


1.2.1 Definición de la suma, diferencia, producto 
y cociente de dos funciones 


Dadas las dos funciones/y g: 

(i) su suma, denotada por/ + g, es la función definida por 

(/ + *)(*) = /(*) + g(x) , r , 

(ii) su diferencia, denotada por/ - g, es la función definida por 

(/ - <?)(*) = /(*) - xto 

(til) su producto, denotado por/ • g, es la función deñnida por 
(/ • x)M = f(x) ■ g(x) 

(iv) su codente, denotado por//g, es la fundón deñnida por 

(f¡g)U) = f(x)¡g(x) g(x) * 0 

En cada caso, el dominio de la función resultante consta de aque¬ 
llos valores de .x comunes a los dominios de / y g, con el requeri¬ 
miento adicional en el caso (iv) de que se excluyan los valores de x 
para los cuales g(x) = 0. 


W EJEMPLO I Dado que/y g son las funciones definidas por 

/(*) = -/F+l y g(x) = x/7^4 

defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul¬ 
tantes: (a)/ + g- (b)/ - g-, (c)/ • g; (d )f/g. 

Solución 

(a) (/ + g)(x) = 4x + 1 + fx - 4 

(b) (/ - g)(x) = ~Jx + 1 - 4x - 4 

(c) (/' g)(x) = sjx + 1 • 4x - 4 

(d) (f/g)(x) = 
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El dominio de/es [-1, + oo ) y el dominio de g es [4, + oo ). Así, el dominio 
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, + oo ). En el inciso 
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 también se excluye y 
se obtiene como dominio (4, + oo ). 4 

Otra operación entre funciones es la obtención de la función compuesta 
de dos funciones dadas. 


1.2.2 Definición de función compuesta 


Dadas las dos funciones / y g, la fondón compuesta, denotada por 
/ o g, está definida por 

(/« gX.*) =/(sW) 

y el dominio de / o g es el conjunto de todos los números x del do¬ 
minio de g tales que g(x) está en el dominio de/. 



contradomimo 


dominio 


de / 


contradominio de g 

contradominio de / o 


8 


Esta definición indica que cuando se calcula (/ ° g)(x), primero se 
aplica g a x y después se aplica / a g(x). Para visualizar este cálculo Consulte 
la figura 1. La función g asigna el valor g(x) al número x del dominio de g. 
La función / asigna el valor fig(x)) al número g(x) del dominio de /. Obser¬ 
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio 
de / y que el contradominio de / ° g es un subconjunto del contradomi¬ 
nio de /. 


FIGURA 1 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si / y g están definidas por 
f(x) = 4x y g(x) = 2x - 3 

entonces 

(/ ° g )M = f(.g(x)) 

= f(2x - 3) 

= V2* - 3 

El dominio de g es (-°°, +°o) y el dominio de /es [0, +oo). Por tanto, el 
dominio de / o g es el conjunto de números reales x para los cuales 
2x - 3 > 0 o, equivalentemente, [ |, +°°). 4 


► EJEMPLO 2 Sean 


Kx) = y g(x) = 2x + l 


Obtenga (/ ° g) (3) mediante dos métodos: (a) calcule g(3) y utilice este nú¬ 
mero para determinar/(g(3)); (b) calcule (/ ° g)(x) y emplee el resultado para 
determinar (/ ° g)(3). 


Solución 

(a) g(3) = 2(3) + 1 

= 7 

Así 


(b) (/ o g)(x) = f(g(x)) 

= /( 2x + 1) 

5 

(2x + 1) - 


a *( 3 » = m 

5 


5 


2 
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= 1 


Por tanto 
(/ o s)(3) 


5 

2(3) - 1 
1 


◄ 


EJEMPLO 3 Dado que/ y g están definidas por 
f(x) = 4x y g(x) = x 1 - 1 


calcule: (a) / o /; (b) g ° g; (c) / o g\ (d) g o / También determine el do¬ 
minio de cada función compuesta. 


Solución El dominio de/es [0, +oo) y el dominio de g es (-oo, +oo), 


(a) (/ o /)(x) = f(f(x)) 

= /(Vx) 

= Vvr 
= w 

El dominio es [0, +oo). 

(c) (/ o g)(x) = f(g(x)) 

= f(x 2 - 1) 

= 4x^\ 

El dominio es 
(-00, -1] U [1, +00). 


(b) (g o g)(x) = g(g(x)) 

= g(x 2 - 1 ) 

= (x 2 - l) 2 - 1 
= x 4 - 2x 2 

El dominio es (-oo, +oo). 

(d) (g o f)(x) = g(f(x)) 

= g(4x) 

= (V ^) 2 - i 

= x - l 

El dominio es [O, +<»). 


En el inciso (d) observe que aunque x - 1 está definido para todos los valo¬ 
res de x , el dominio de g o /, por la definición de función compuesta, es el 
conjunto de todos los números x del dominio de /tales que f(x) está en el do¬ 
minio de g. De donde, el dominio dej ■> /debe ser un subconjunto del domi¬ 
nio de/. ^ 


Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que 
(/ ° £)(*) y (g ° f)(x) no son necesariamente iguales. 

Un teorema importante en Cálculo, llamado la regla de la cadena, que 
se estudiará en la sección 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se 
aplica la regla de la cadena, es necesario considerar una función como la 
composición de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus¬ 
trativo siguiente. 

i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si m = (4x 2 + i) 3 , h se 

puede expresar como la composición de las dos funciones/y g para las cuales 
f(x) = x 3 y g(x) = 4x 2 + 1 
debido a que 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) 

= /( 4x 2 + 1) 

= (4x 2 + l) 3 ◄ 

La función h del ejemplo ilustrativo 2 también puede expresarse como la 
composición de otro par de funciones. Por ejemplo, si 


F(x) = (4x + l) 3 y G'(x) = x 2 
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entonces 

(F o G)( X ) = F(G(x )) 

= F(x 2 ) 

= (4x 2 + l) 3 


► EJEMPLO 4 Dada 


y 



l 

5 


-5 ' ' ' 'O. 

5* 

Í(X) : 

II 


FIGURA 2 


h(x) = 


^ jx 2 + 3 


exprese h como la composición de dos funciones/y g en dos formas: (a) la 
función/contiene el radical; (b) la función g contiene el radical. 


Solución 

(a) f(x) = 


1 


-Jx + 3 
g(x) = X 2 
Entonces 

(/ ° #)(*) = /(#(*)) 
= f(x 2 ) 

1 


-Jx 2 + 3 


(b) /(*) = i 

X 

g(x) = -Jx 2 + 3 
Entonces 

(/ ° = /(sW) 


-Jx 2 + 3 


y 


-5 


O 


Una función cuyo contradominio consta de un solo número recibe el 
nombre de función constante. De este modo, si f(x ) = c, y c es cualquier 
x número real, entonces / es una función constante y su gráfica es una recta 
5 horizontal a una distancia dirigida de c unidades a partir del eje x. 


-5f 

gM = -4 

FIGURA 3 


y 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) La función definida por/(x) = 5 es una función constante, y su gráfica, 
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so¬ 
bre el eje x. 

(b) La función definida por g(x) = -4 es una función constante cuya gráfica 

es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x. Consulte la 
figura 3. 4 

Una fundón lineal se define por 
f(x) = mx + b 

donde m y b son constantes y m ^ 0. Su gráfica es una recta cuya pendien¬ 
te es m y su intercepción y u ordenada al origen es b. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La función definida por 

f(x) = 2x - 6 


◄ 


FIGURA 4 


es lineal. Su gráfica es la recta mostrada en la figura 4. 
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f(x) = X 

FIGURA 5 


La función lineal particular definida por 
f(x) = * 

se denomina función identidad. Su gráfica, dibujada en la figura 5, es la recta 
que bisecta los cuadrantes primero y tercero. 

Si una función/se define por 

f(x) = a„x n + a„_ i*" -1 + a n _ 2 x n - 2 + .. . + a { x + a 0 

donde üq, a¡, .. ., son números reales (a„ # 0) y n es un número entero 
no negativo, entonces recibe el nombre de función polinomial de grado n. 
Así, la función definida por 

/( x) = 3x s - x 7 + Ix - \ 


es una función polinomial de grado 5. 

Una función lineal es una función polinomial de grado 1. Si el grado de 
una función polinomial es 2, entonces se le llama función cuadrática, y si el 
grado es 3, entonces recibe el nombre de función cúbica. 

Si una función puede expresarse como el cociente de dos funciones 
polinomiales, entonces se denomina función racional. 

Una función algebraica es aquella formada por un número finito de 
operaciones algebraicas sobre la función identidad y una función constante. 
Estas operaciones algebraicas incluyen adición, sustracción, multiplicación, 
división, potenciación (elevación a una potencia) y radicación (extracción de 
una raíz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares 
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una función algebraica 
es aquella definida por 


m = 


(x 7 - 3x + l) 3 

V7TT 


Además de las funciones algebraicas, se considerarán las funciones tras¬ 
cendentes , ejemplos de estas funciones son las funciones trigonométricas, 
discutidas en la sección A.9 del apéndice, y las funciones logarítmica y expo¬ 
nencial estudiadas en el capítulo 5. 

Una función par es aquella cuya gráfica es simétrica con respecto al eje 
y, y una función impar es aquella cuya gráfica es simétrica con respecto al 
origen. A continuación se presenta la definición formal de estas funciones. 


1.2.3 Definición de función par y función impar 


(i) Una función / es una función par si para cada x del dominio de /, 
f(~x) = /(*). 

(ii) Una función fes una función impar si para cada x del dominio de 
/. f(-x) = -f(x). 

En los dos incisos (i) y (ii) se sobrentiende que -x está en el dominio 
de/siempre que .r lo esté. 

Las propiedades de simetría de las funciones pares e impares se deducen 
de los criterios de simetría dados en la sección A.2 del apéndice. 




f(x) = X 2 

FIGURA 6 


y 

* 



g(x) = x 3 

FIGURA 7 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

(a) Si f(x) = x 2 , entonces f(-x) = (-x) 2 . Por tanto, /(-jc) = f(x) y en conse¬ 
cuencia, / es una función par. Su gráfica es una parábola simétrica con 
respecto al eje y. Véa la figura 6. 

(b) Si g(x) = x 3 , entonces g(-x) = (—jc) 3 . Como g(-x) = -g(x), entonces g 

es una función impar. La gráfica de g, mostrada en la figura 7, es simétri¬ 
ca con respecto al origen. ^ 


► EJEMPLO 5 Trace la gráfica de la función y a partir de la grá¬ 
fica conjeture si la función es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des¬ 
pués confirme la conjetura analíticamente. 

(a) /(*) = 3 jc 4 - 2x 2 + 1 

(b) g(x) = 3x 5 - 4x 3 - 9x 

(c) h(x) = Ix 4 + Ix 3 - x 2 + 9 


Solución 

(a) La gráfica de/ trazada en la figura 8, parece simétrica con respecto al eje 
y. Por tanto, se sospecha que la función es par. Para probar este hecho 
analíticamente, se calcula/(-x): 

/(-*) = 3(— jc) 4 - 2(-x) 2 + 7 
= 3* 4 - 2x 2 + 1 
= f(x) 


Comof(-x) = f(x), entonces/es par. 



[-5, 5] por [0, 10] 
f(x) = 3x“ - 2x 2 + 7 



FIGURA 8 


FIGURA 9 


(b) La figura 9 muestra la gráfica de la función g, la cual parece simétrica 
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la función es impar. 
Al calcular g(-jt) se obtiene: 

g(-x) = 3(-x) 5 - 4(— jc) 3 - 9(— jc) 

= -3JC 5 + 4x 3 + 9x 
= -(ix 5 - 4JC 3 - 9x) 

= ~g(x) 


Como g(-x) = -g(c), entonces se ha demostrado analíticamente que la 
función g es impar. 
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FIGURA 10 


(c) Como la gráfica de h, mostrada en la figura 10, no es simétrica con res¬ 
pecto al eje y ni con respecto al origen, la función no es par ni impar. Al 
calcular h(-x) se obtiene: 

h(-x) = 2(-xf + 7(-x) 3 - (—x) 2 + 9 
= 2x 4 - 7X 3 - x 2 + 9 

Como h(-x) * h(x) y h(-x) * -h(x), se ha confirmado que h no es par 
ni tampoco impar. ^ 

► EJEMPLO 6 Sea 

F(x) = | x + 3 | - | x - 3 | 

(a) Defina F(x), sin las barras de valor absoluto, a trozos en los intervalos 
siguientes: (-oo, -3); [-3, 3); [3, +oo). (b) Apoye la respuesta gráfi¬ 
camente trazando la gráfica de F a partir de la ecuación dada, (c) De la 
gráfica del inciso (b) establezca si F es par, impar o de ninguno de estos 
dos tipos, (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analíticamente a partir 
de la ecuación. 

Solución 

(a) A partir de la definición del valor absoluto de un número 


| x + 3 | = 

y 

| x — 3 | = 
Esto es 

|x + 3 I = 


x + 3 six + 3 > 0 

-(x + 3) six + 3 < 0 

x - 3 six - 3 > 0 

-(x - 3) six - 3 < 0 


x + 3 
-x - 3 


six > -3 
six < -3 


x - 3 


x + 3 
-x + 3 


six > 3 
six < 3 

Si x G (-oo, -3), |x + 3 | = —x — 3 y |x — 3 ¡ = -x + 3. En con¬ 
secuencia 

| x + 3 I - I x — 3 I = -x - 3 - (-x + 3) 


3 | = -x 
= -6 


Si x G [-3, 3), I x + 3 | = x + 3y|x-3| = -x + 3. Así 

| x + 3 | - | x — 3 | = x + 3 - (-x + 3) 

= 2x 

Si x G [3, + oo), | x + 3 | = x + 3y|x-3| = x - 3. Por tanto 

| x + 3 | - | x — 3 | = x + 3 - (x - 3) 

= 6 

Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma 

í-6 si x < -3 
F(x) = j 2x si -3 < x < 3 
I 6 si 3 < x 
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[-10, 10] por [-10, 10] 

F(x) = \x + 3| - \x - 3| 

FIGURA 11 


(b) La figura 11 muestra la gráfica de F trazada a partir de la ecuación. La 
gráfica apoya la respuesta del inciso (a). 

(c) Como la gráfica de la figura 11 es simétrica con respecto al origen, la fun¬ 
ción F es impar. 

(d) Al calcular F(-x) a partir de la ecuación dada, se confirma la respuesta 
del inciso (c): 

F(-x) = | -x + 3 | - | -x - 3 ¡ 

= |-0r- 3)| - |-(* + 3)| 

= j* - 3 | - |-t + 3 | 

= ~F(x) 

Por tanto, se ha demostrado analíticamente que F es impar. A 


EJERCICIOS 1.2 


En los ejercicios 1 a JO, defina las siguientes funciones y deter¬ 
mine el dominio de la función resultante: (a) f + g; (b)f - g; 
(c)f ■ g; (d)f/g; (e) glf 

1. flx) = x - 5; glx) = x 2 - 1 

2. f(x) = -fx ; gM = x 1 + ] 

3. f(x) = ¿ 

X - 1 x 

4. f(x) = 4^; glx) = 4 - X 2 

5. f(x) = V*;gC*) = x 2 - i 

6. f(x) = |jt|;gW = \x - 3| 

7. flx) = x 1 + Uglx) = 3x - 2 

8. f(x) = -Jx~^4;g(x) = x 2 - 4 


9- f(x) = —4; g(x) = 

X + 1 


10. f(x) = x 2 \ g(x) = 


4~x 


13. flx) 


\g(x) 


14. f(x) 


24 x + 3 


;g W 


+ i 

2x + 5. 


21. f(x) = i; g(x) = -fx 


22. f(x) = 4x\g{x) = - 

23. f(x) = |^|;gW 


24. f(x) = 4.x 2 


X 

x + 2| 


4x -1 


1; gW 

En los ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de las funciones resultantes: {a)f(x 2 ); (b) 
i/W] 2 ,- (c) (/ ° /)(*); (d) (/ o /X-JC). 


25. f(x) - fx 


26. /( x) = 


1 


1 


En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composición de las 
dos funciones f y g en dos formas. 

27. h(x) = ^- 4 28. h(x) = (9 + x?T 2 

M A 

30. h(x) 


29, *(,) - 


En los ejercicios II a 14, para las junciones f y g y el número 
c, obtenga (/ o g)(c) mediante dos métodos: (a) calcule g(c) 
y utilice este número para determinar figle)); (b) Determine 
If ° g)lx) y emplee ese valor para calcular (/ ° g)(c). 

11. flx) = 3x 2 - 4x;glx) = 2x - 5;c = 4 

12. flx) = V* 2 ~ 36; glx) = x 2 - 3x\ c = 5 

1 . _ 2 

x - 


-JUI + 4 


31. h(x) = (x 2 + 4x - 5) 4 32. h{x) 

En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la gráfica de 
la función y a partir de la gráfica conjeture si la función es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. Después confirme su 
conjetura analíticamente. 

33. (a) flx) = 2x 4 - 3* 2 + 1 

34. (a) flx) = x 2 + 2x + 2 


En los ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de la función compuesta: (a) f o g; 
(b)g ° f;(c)f° f;(d)g o g . 

15. flx) = x - 2; glx) = X + 7 

16. flx) = 3 - 2x; glx) = 6 - 3x 

17. Las funciones del ejercicio 1. 

18. Las funciones del ejercicio 2. 

19. flx) = 4x - 2 \glx) = x 1 - 2 

20. flx) = x 2 - 1; g(x) = I 


35. (a) flx) = 5* 3 - Ix 

36. (a) flx) = 4* 5 + 3a: 3 

37. (a) flx) = 44 

38. (a) flx) = M 


(b) g(x) = 5x 5 + 1 
(b) g(x) = x 6 - 1 
(b) g(x) = | jc | 

(b) glx) = x 3 + 1 
(b) glx) = 5x 4 - 4 

(b) glx) = 2 1 a: | +3 


En los ejercicios 39 y 40, determine analíticamente si la fun¬ 
ción es par, impar o de ninguno de estos dos tipos. 


39. (a) fly) = 

y z + 1 

I „l 

(c) flx) = 


(b) g(r) 


r ¿ - 1 
r 2 + 1 


+ 1 
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40. 


(a) h(x) = 


x 2 - 5 
21 + * 


(b) g(z ) = - 

z + 1 


(C) /(*) = 


si x < 0 
si 0 < x 


En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina f(x), 
sin las barras de valor absoluto, en los intervalos indicados, (b) 
Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente trazando la grá¬ 
fica de f en la graficadora a partir de la ecuación dada. (c) A par¬ 
tir de la gráfica del inciso (b), establezca si la función es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos, (d) Confirme la respues¬ 
ta del inciso (c) analíticamente a partir de la ecuación dada. 


41. f(x) = Hi; (-oo, 0), (0, +oo) 

x 

42. f(x) = x | x |; (-oo, 0), [0, +oo) 

43. f(x) = \x-2\ - \x + 2|; 


(—oo, -2), [-2, 2), [2, +O0) 


44. f(x) = 


*+ 1 | - |x- 1 | 

X 


(-00, -1), [-1, 0), (O, 1], (1, +00) 

45. ¿Es conmutativa la composición de dos funciones? Es de¬ 
cir, sifyg son dos funciones cualesquiera, ¿son iguales 
(/ ° g)(x) y (g ° /)(*)? Justifique su respuesta propor¬ 
cionando un ejemplo. 

Si f y g son dos funciones tales que (/ o g)(x) = x y 

(g o f)(x) = x, entonces se dice que fyg son inversas una de 

la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que fyg son in¬ 
versas una de la otra. 

46. f(x) = 2x - 3 y g(x) = 

47 ' = ITT y ^ 

48. f(x) = * 2 .* > 0, y g(x) = VI 

49. /(*) = x 2 ,x < 0, y g(x) = -VI 

50. /(*) = (* - l) 3 y g(x) = 1 + VI 

51. La función escalón unitario U y la función signo sgn se 
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de 
la sección 1.1. (a) Defina sgn(í/(*)) y dibuje la gráfica, 
(b) Defina t/( sgn(jc)) y dibuje la gráfica. 


52. Demuestre que si / y g son funciones impares, entonces 
(/ + g) y (/ - g) también son funciones impares, mien¬ 
tras que f ■ g y ffg son funciones pares. 

53. Determine si la función compuesta /“jes par o impar en 
cada uno de los casos siguientes: (a)/y g son impares; (b) 
/es par y g es impar; (c) g es par. 

54. Encuentre fórmulas para (/ o g)(jc) si 


y 


f(x) = 


0 

2* 

0 


si* < 0 
si 0 < x < 1 
si 1 < x 


í 1 si* < 0 

g(x) = l \ x si 0 < * < 1 

[ 1 si 1 < * 


Dibuje las gráficas de/, g y f ° g. 

55. Encuentre fórmulas para (g ° /)(*) a partir de las funciones 
del ejercicio 54. Dibuje la gráfica de g ° f. 

56. Si f(x) = x 2 + 2* + 2, encuentre dos funciones g para 
las cuales (/ ° g)(x) = x 2 - 4x + 5. 

57. Si f(x) = x 2 , encuentre dos funciones g para las cuales 
(/ ° «)(*) = 4* 2 - 12* + 9 

58. Demuestre que si / y g son dos funciones lineales, enton¬ 
ces /“jes una función lineal. 


59. Existe una función cuyo dominio es el conjunto de todos 
los números reales que es a la vez par e impar. ¿Cuál es esa 
función? Demuestre que es única esta función. 

60. Suponga que /(*) = —, g(x) = -— y h(x) = -*. De- 

* * 

muestre que (/ o g)(x) - (g ° /)(*) y explique por qué 
/ o g ni g ° f son la misma que h. 


61. Trace en la graficadora las gráficas de las dos funciones 
F y G definidas por 

m = vr^T y GW = Vttt 

[Observe que F es la misma función que f/g del ejemplo 
l(d)]. Explique por qué las gráficas de F y G no son las mis¬ 
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales. 


1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS 


En las aplicaciones del Cálculo, se necesita expresar una situación del mundo 
real en términos de una relación funcional, denominada modelo matemático 
de la situación. Esta sección está destinada a proporcionarle práctica en la obten¬ 
ción de funciones como modelos matemáticos y al mismo tiempo para mostrarle 
algunas de las aplicaciones que encontrará posteriormente. 

Aunque no siempre se emplea un método específico para obtener un modelo 
matemático, a continuación se le presentan algunos pasos que le proporcionarán 
un procedimiento posible que deberá seguir. Conforme estudie los ejemplos, 
refiérase a estos pasos para ver cómo se aplican. 
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Sugerencias para resolver problemas que implican 
una función como modelo matemático 


1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com¬ 
prenderlo, con frecuencia es útil inventar un ejemplo específico 
que involucre una situación similar en la que las cantidades son 
conocidas. Otra ayuda es dibujar un diagrama si es posible, como 
se muestra en los ejemplos 4 y 5. 

2. Determine las cantidades conocidas y desconocidas. Utilice un sím¬ 
bolo, digamos x, para la variable independiente y un símbolo, por 
decir/, para la función que se obtendrá; entonces f(x) simbolizará el 
valor de función. Como x y /(*) son símbolos para representar nú¬ 
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la 
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en 
pies, entonces si x es el símbolo para la variable, x debe definirse 
como el número de pies de la longitud o, equivalentemente, x pies 
es la longitud. 

3. Anote cualquier hecho numérico conocido acerca de la variable y 
del valor de la función. 

4. A partir de la información del paso 3, determine dos expresiones 
algebraicas en términos de la variable y del valor de la función. De 
estas dos expresiones forme una ecuación que defina la función. Aho¬ 
ra ya se tiene una función como modelo matemático del problema. 

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado el modelo . 
matemático, para determinar las cantidades desconocidas, escriba 
una conclusión, la cual consista de una o más oraciones, que respon¬ 
dan a las preguntas del problema. Asegúrese de que la conclusión 
contenga las unidades de medición correctas. 


► EJEMPLO 1 El volumen de un gas a presión constante es di¬ 
rectamente proporcional a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175° 
el gas ocupa 100 m 3 . (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
volumen como una función de la temperatura, (b) ¿Cuál es volumen del gas a 
una temperatura de 140°? 


Solución 

(a) Sea f(x) metros cúbicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados. 
Entonces, por la definición de variación directamente proporcional 

f(x) = kx (1) 

donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 m 3 a la tempera¬ 
tura de 175°, se sustituye a: por 175 yf(x) por 100 en (1), de donde se obtiene 


100 = ¿(175) 


Al sustituir este valor de k en (1), se obtiene 


m = ix 


(b) A partir de la expresión para f(x), se obtiene 


/(140) = -(140) 
= 80 
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Conclusión; A una temperatura de 140°, el volumen del gas es de 
80 m 3 . ◄ 


y 



FIGURA 1 


► EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac¬ 
ción de libra); si se ordenan no más de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li¬ 
bra. Sin embargo, para atraer órdenes mayores, el mayorista cobra sólo $1.80 
por libra si se ordenan más de 10 libras, (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el costo total de la orden como una función de la cantidad de libras 
ordenadas del producto, (b) Dibuje la gráfica de la función del inciso (a), (c) 
Determine el costo total de una orden de 9.5 Ib y de una orden de 10.5 Ib. 


Solución 

(a) Sea C( x) dólares el costo total de una orden de x libras del producto. 
Entonces, 


C( x) = 


2x si 0 á x < 10 
1.8jc si 10 < x 


(b) La gráfica de la función C se muestra en la figura 1. 

(c) C(x) se obtiene a partir de la ecuación C(x) = 2x cuando 0 < x < 10 y 
de la ecuación C(x) = 1.8jc cuando 10 < x. Por tanto, 


C(9.5) = 2(9.5) C(10.5) = (1.8)(10.5) 

= 19 = 18.90 


Conclusión: El costo total de 9.5 Ib es $19 y el costo total de 10.5 Ib 
es $18.90. ^ 


Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la gráfica de C se rompe en el 
punto donde x = 10, lo cual indica que la función C es discontinua en x = 10. 
Se estudiará esta propiedad en la sección 1.8. Por ahora, note que debido a esta 
discontinuidad de C, sería más ventajoso incrementar el tamaño de algunas ór¬ 
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, sería im¬ 
prudente comprar 9.5 Ib por $19 cuando se pueden comprar 10.5 Ib por $18.90. 

En el ejemplo siguiente se tiene una función compuesta como un modelo 
matemático. 


► EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su 
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza, 
la población de depredadores es una función/de x, el número de presas en el 
bosque, la cual a su vez, es una función g de t, el número de semanas que han 
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si 

/( x) = 4 l h x 2 - 2x + 50 y g(t) = 41 + 52 

donde 0 < t <> 15, haga lo siguiente; (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese la población de depredadores como un función del número de 
semanas a partir del fin de la temporada de caza, (b) Determine la población 
de depredadores 11 semanas después del cierre de la temporada de caza. 

Solución 

(a) La población de depredadores t semanas después del cierre de la tempora¬ 
da de caza está dada por (/ ° g)(t), donde 0 < / < 15. 

(/ ° 8)0) = figO)) 

= m + 52) 

= ¿(4r + 52) 2 - 2(4r + 52) + 50 


1 


1 
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(b) Cuando t - 11, se tiene 

(/° «XI1) = ¿(96) 2 - 2(96) + 50 
= 50 

Conclusión: Once semanas después del cierre de la temporada de caza 
la población de depredadores es 50. 4 



FIGURA 2 



FIGURA 3 



[0, 5] por [0, 200] 


En la sección 2.8 se considerará la situación del ejemplo 3 y se determi¬ 
nará la tasa a la cual creció la población de depredadores 11 semanas después 
del cierre de la temporada de caza. 


W EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de cartón desea elaborar 
cajas abiertas a partir de piezas de cartón rectangulares de 10 pulg por 17 pulg 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los 
lados, (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el volumen de la caja 
como una función de la longitud del lado de los cuadrados que se cortarán, (b) 
¿Cuál es el dominio de la función obtenida en el inciso (a)? (c) En una grafica- 
dora determine, con aproximación de dos cifras decimales, la longitud del lado 
de los cuadrados que se cortarán de modo que la caja tenga el volumen más 
grande posible. ¿Cuál es el volumen máximo? 

Solución 

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortarán y sea 
V(x) pulgadas cúbicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una 
pieza de cartón dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie¬ 
za de cartón. El número de pulgadas de las dimensiones de la caja son x, 
10 - 2x y 17 - 2x. Por tanto, 

V(x) = x(10 - 2x)( 17 - 2x) 

= 170x - 54x 2 + 4x 3 

(b) De la expresión para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = 0 y 
V(5) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que x no pue¬ 
de ser un número negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el 
dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5]. 

(c) La gráfica de la función V trazada en el rectángulo de inspección de [0, 5] 
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor 
máximo en su dominio. La coordenada x del punto más alto de la gráfica 
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor¬ 
tarse para obtener la caja de volumen máximo, y la coordenada y pro¬ 
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto más 
alto es (2.03, 156.03). 

Conclusión: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de 
2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen máximo es 156.03 pulg 3 . 4 


V(x) = 170.x - 54* 2 + 4* 3 

FIGURA 4 


En la sección 3.2 se aplicará el Cálculo para confirmar analíticamente la 
respuesta del ejemplo 4(c). 


P EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es 
de 60 pulg 3 , tiene la forma de un cilindro circular recto, (a) Determine un mode¬ 
lo matemático que exprese el área de la superficie total del envase como una 
función del radio de la base, (b) ¿Cuál es el dominio de la función obtenida en 
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el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximación de dos ci¬ 
fras decimales, el radio de la base de! envase si se emplea la cantidad mínima 
de hojalata en su elaboración. 



FIGURA 5 


Solución 

(a) Observe la figura 5, ésta muestra el envase cilindrico donde r pulgadas 
es la longitud del radio de la base y h es la altura. Se empleará la cantidad 
mínima de hojalata cuando el área de la superficie total sea un mínimo. El 
área de la superficie lateral es 2 nrh pulg 2 , y el área de cada una de las 
dos tapas es nr 2 - pulg 2 . Si S pulgadas cuadradas es el área de la superficie 
total, entonces 

S = 2nrh + 2 7tr 2 (2) 

Como nr-h pulgadas cúbicas es el volumen de un cilindro circular recto y 
el volumen del envase es de 60 pulg 3 , se tiene que 

nr 2 h = 60 


Al despejar h de esta ecuación y sustituirla en (2), se obtiene S como fun¬ 
ción de r: 


S(r) 


MU) + 2?rr2 



[0, 10] por [0, 200] 
S(r) = i** + 2 nr 2 

r 


m = f + 


2nr - 


(b) Para obtener el dominio de S, observe en la ecuación que define a S(r) que 
r no puede ser cero. Sin embargo, teóricamente r puede ser cualquier nú¬ 
mero positivo. Por tanto, el dominio de S es (0, + oo). 

(c) La figura 6 muestra la gráfica de S trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 10] por [0, 200], La coordenada r del punto más bajo de la gráfica 
proporciona el radio para el área de la superficie total mínima. En la gra¬ 
ficadora se determina que el punto más bajo es (2.12, 84.84). 

Conclusión: Se empleará la cantidad mínima de hojalata en la ela¬ 
boración del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. 4 


En la sección 3.9 se confirmará analíticamente la respuesta del ejemplo 
5(c) como una aplicación del Cálculo. 


► EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad 
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al número de 
personas que lo han escuchado y al número de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste circula a una velocidad de 
200 personas por hora, (a) Encuentre un modelo matemático que exprese la 
velocidad a la que se esparce el rumor como una función del número de perso¬ 
nas que lo han escuchado, (b) ¿Qué tan rápido circula el rumor cuando lo 
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuántas personas han 
escuchado el rumor cuando éste corre con la mayor velocidad. 

Solución 

(a) Sea f(x) el número de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru¬ 
mor cuando lo han escuchado x personas. Entonces, por la definición de 
variación conjuntamente proporcional, 


f(x) = kx (8 000 - x ) 


( 3 ) 
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donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200 
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x 
por 20 y f{x ) por 200 en (3), obteniéndose 

200 = fc ( 20)(8 000 - 20 ) 



Al sustituir k por este valor en (3), se tiene 


m = 


x(8 000 - x) 
798 


(b) De la expresión anterior para/(jt), se obtiene 


/(500) = 


500(8 000 - 500) 
798 

4 699.25 



[0, 8 000] por [0, 25 0001 
*(8 000 - *) 


/(*) 


798 


FIGURA 7 


Conclusión: El rumor se difunde a una tasa de 4 699 personas por 
hora cuando lo han escuchado 500 personas, 

(c) La figura 7 muestra la gráfica de/trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto más alto se obtie¬ 
ne cuando x = 4 000. 

Conclusión: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han 
escuchado 4 000 personas, la mitad de la población. 4 

En las secciones 3.2 y 7.4 se considerará la situación del ejemplo 6 para 
ilustrar dos aplicaciones diferentes del Cálculo. En la sección 3.2 se confir¬ 
mará analíticamente la respuesta del inciso (c). Después, en la sección 7.4, se 
obtendrá un modelo que exprese el número de personas que han escuchado el 
rumor como función del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que 
se puede determinar cuántas personas han escuchado el rumor en cualquier 
momento particular. Aprenderá que la gráfica de este modelo recibe el nom¬ 
bre de curva de crecimiento logístico. También se probará en la sección 7.4 
que, finalmente, la población completa escuchará el rumor. 


EJERCICIOS 1.3 


En cada ejercicio, obtenga una función como un modelo mate¬ 
mático de una situación particular. Muchos de estos modelos 
aparecerán posteriormente en el texto cuando se aplique el 
Cálculo a la situación. Defina la variable independiente y el va¬ 
lor de la función como un número e indique las unidades de 
medición. En algunos de los ejercicios, la variable indepen¬ 
diente, por definición, puede representar un número no negati¬ 
vo. Por ejemplo, en el ejercicio I si x representa el número de 
trabajadores, entonces x debe ser un número entero no nega¬ 
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de 
continuidad (que la gráfica no se rompa) necesarios para 
aplicar el Cálculo posteriormente, considere que la variable 
independiente representa un número real no negativo, No ol¬ 
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusión. 

1. La nómina de pago diario de una cuadrilla es directamente 
proporcional al número de trabajadores, y una cuadrilla de 
12 tiene una nómina de $810. (a) Encuentre un modelo ma¬ 


temático que exprese la nómina de pago diario como una 
función del número de trabajadores, (b) ¿Cuál es la nómi¬ 
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores? 

2. El peso aproximado del cerebro de una persona es direc¬ 
tamente proporcional al peso de su cuerpo, y una persona 
que pesa 150 Ib tiene un cerebro cuyo peso aproximado es 
de 4 Ib. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese 
el peso aproximado del cerebro como una función del peso 
de la persona, (b) Determine el peso aproximado del ce¬ 
rebro de una persona que pesa 176 Ib. 

3. El periodo (tiempo para una oscilación completa) de un 
péndulo es directamente proporcional a la raíz cuadrada 
de la longitud del péndulo, y un péndulo de 8 pie de lon¬ 
gitud tiene un .periodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el periodo de un péndulo como 
una función de su longitud, (b) Determine el periodo de un 
péndulo de 2 pie de longitud. 
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4 . Para una cuerda que vibra, el número de vibraciones es 
directamente proporcional a la raíz cuadrada de la ten¬ 
sión de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces 
por segundo bajo una tensión de 24 kg. (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el número de vibracio¬ 
nes como una función de la tensión, (b) Determine el nú¬ 
mero de vibraciones por segundo bajo una tensión de 
6 kg. 

5 . Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una 
fórmula que proporciona el cargo mínimo por libra confor¬ 
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de 
embarques son los siguientes: $2.20 por libra si el peso no 
excede 50 Ib; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 Ib 
pero no excede 200 Ib; $2.05 por libra si el peso es mayor que 
200 Ib. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
costo total de un embarque como una función de su peso, (b) 
Dibuje la gráfica de la función del inciso (a), (c) Determi¬ 
ne el costo tota] de un embarque de 50 Ib; 51 Ib; 52 Ib; 53 Ib; 
200 Ib; 202 Ib; 204 Ib y 206 Ib. 

6. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase 
se calculó como sigue: 32 centavos para la primera onza o 
menos, y 23 centavos por onza (o fracción de onza) adicio¬ 
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el porte de correo para una carta 
de primera clase, que no pese más de 11 oz, como una fun¬ 
ción de su peso, (b) Dibuje la gráfica de la función del 
inciso (a), (c) Determine el porte de correo para una car¬ 
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 8.4 oz 
y 11 oz. 

7 . El costo de una llamada telefónica desde Mendocino a San 
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por 
el primet; minuto y 30 centavos por cada minuto o fracción 
adicional, (a) Encuentre un modelo matemático que expre¬ 
se el costo de una llamada telefónica, que no dura más de 
5 min, como una función de la duración de la llamada, (b) 
Dibuje la gráfica de la función del inciso (a), (c) Determine 
el costo de una llamada telefónica que dura 0.5 min, 2 min, 
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min. 

8 . El precio de admisión regular para un adulto a una deter¬ 
minada función en el Coast Cinema es de $7, mientras que 
para un niño menor de 12 años de edad es de $4 y el pre¬ 
cio para adultos de por lo menos 60 años de edad es de 
$5. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
precio de admisión como una función de la edad de la 
persona, (b) Dibuje la gráfica de la función del inciso (a), 

9 . La demanda de un juguete en cierto almacén es una función 
/de p, el número de dólares de su precio, el cual es a su vez 
una función g de t, el número de meses desde que el juguete 
llegó al almacén. Si 


ñP) = 


5 000 


y *0) 


— í 2 + — t + 5 
20 20 


haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemático 
que exprese la demanda como una función del número de 
meses desde que el juguete llegó al almacén, (b) Determine 


la demanda cinco meses desde que el juguete llegó al 
almacén. 

10. En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano 
y la población del pez grande es una función/de x, el nú¬ 
mero de peces de tamaño mediano en el lago. A su vez, el 
pez mediano se alimenta de un pez pequeño, y la población 
de peces medianos es una función g de w, el número de pe¬ 
ces pequeños en el lago. Si 

f(x) = -JWx + 150 y g(w) = Vw + 5 000 

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matemático 
que exprese la población de peces grandes como una fun¬ 
ción del número de peces pequeños en el lago, (b) Deter¬ 
mine el número de peces grandes cuando el lago contiene 
9 millones de peces pequeños. 

11. El área de la superficie de una esfera es función de su ra¬ 
dio. Si el radio de una esfera mide r centímetros y A(r) 
centímetros cuadrados es el área de la superficie, entonces 
A(r) = 4 7tr 2 . Suponga que un globo mantiene la forma 
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam¬ 
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si/(r) centímetros es 
el radio del globo después de t segundos, haga lo siguien¬ 
te: (a) calcule (A ° /)(í) e interprete su resultado, (b) De¬ 
termine el área de la superficie del globo después de 4 s. 

12. El volumen de una esfera es función de su radio. Si el ra¬ 
dio de una esfera mide r pies y V(r ) pies cúbicos es su 
volumen, entonces V(r) = ^ rrr 3 . Suponga que una bola 
de nieve de 2 pie de radio comenzó a derretirse a una tasa 
constante de 4.5 pulg/min. Si /(f) pies es el radio de la 
bola de nieve después de t minutos, haga lo siguiente: (a) 
calcule (V 0 f)(t) e interprete su resultado, (b) Determine 
el volumen de la bola de nieve después de 3 min. 

13. A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m 
de cerca, (a) Encuentre un modelo matemático que expre¬ 
se el área del terreno como una función de su longitud, 
(b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? (c) Al 
trazar la gráfica de la función del inciso (a) en la grafica- 
dora, estime, con aproximación de metros, las dimensiones 
del campo rectangular de mayor área que pueda cercarse 
con 240 m. 



14. En un jardín rectangular se colocaron con 100 pie de cer¬ 
ca. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese el 
área del jardín como una función de su longitud, (b) ¿Cuál 
es el dominio de la función del inciso (a)? (c) Al trazar la 
gráfica de la función del inciso (a) en la graficadora, esti¬ 
me, con aproximación de pies, las dimensiones del jar- 
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din rectangular de mayor área que pueda cercarse con 
100 pie. 



15. Realice el ejercicio 13 considerando ahora que un lado 
del terreno está sobre la orilla de un rio, por lo que tiene 
una límite natural, y el material para cercar se empleará en 
los otros tres lados. 



16. Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardín está 
situado de modo que el lado de una casa sirve como límite, 
y el material para cercar se empleará en los otros tres lados. 





17. Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear 
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg, 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do¬ 
blando hacia arriba los lados, (a) Encuentre un modelo 
matemático que exprese el volumen de la caja como una 
función de la longitud del lado de los cuadrados que se 
cortarán, (b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso 
(a)? (c) Determine en la graficadora, con aproximación de 
décimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán de modo que la caja tenga el volumen más 
grande posible. ¿Cuál es el volumen máximo aproximado a 
pulgadas cúbicas? 

18. Un fabricante de cajas de cartón hace cajas abiertas a partir 
de piezas cuadradas de cartón de 12 cm de lado, cortando 
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los 
lados hacia arriba, (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el volumen de la caja como una función de la 
longitud del lado de los cuadrados que se cortarán, (b) ¿Cuál 
es el dominio de la función del inciso (a)? (c) Determine en 
la graficadora, con aproximación de centímetros, la longi¬ 


tud del lado de los cuadrados que se cortarán de modo que 
el volumen de la caja sea máximo. ¿Cuál es el volumen 
máximo aproximado a centímetros cúbicos? 

19. Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican¬ 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata 
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 

20. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican¬ 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cartón 
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortarán y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 

21. Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el 
costo del material para las tapas es dos veces el costo del 
material para los lados, (a) Determine un modelo matemá- 
dco que exprese el costo total del material como una fun¬ 
ción del radio de la base del envase, (b) ¿Cuál es el dominio 
de la función del inciso (a)? (c) Detemine en la graficado¬ 
ra, con aproximación de dos cifras decimales, el radio de la 
base para el cual el costo total del material es el mínimo. 

22. Realice el ejemplo 5 considerando ahora que el envase es 
abierto en lugar de cerrado. 

23. Una página impresa contiene una región de impresión de 
24 pulg 2 , un margen de 1.5 pulg en las partes superior e 
inferior y un margen de 1 pulg en los lados, (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el área total de la página 
como una función del ancho de la región de impresión, (b) 
¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? (c) Deter¬ 
mine, en la graficadora, con aproximación, de centésimos 
de pulgada, las dimensiones de la página más pequeña que 
satisface estos requerimientos. 



24. Un almacén que dene un piso rectangular de 13 200 pie 2 , 
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho 
en el frente y en fondo del almacén, y pasillos de 15 pie de 
ancho en los lados, (a) Encuentre un modelo matemáüco 
que exprese el área total del terreno donde se construirá 
el almacén y los pasillos como una función de la longitud 
del frente y del fondo del almacén, (b) ¿Cuál es el dominio 
de la función del inciso (a)? (c) Determine en la graficado¬ 
ra, con aproximación de centésimos de pie, las dimen- 
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siones del terreno que tiene el área mínima en el cual este 
almacén se construirá. 



25. Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular 
para enviar un paquete que tiene forma de caja rectangular con 
una sección transversal cuadrada tal que la suma de su 
longitud y el perímetro de la sección transversal es 100 pulg, 
el máximo permitido por el servicio, (a) Encuentre un mode¬ 
lo matemático que exprese el volumen de la caja como una 
función de su longitud, (b) ¿Cuál es el dominio de la función 
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi¬ 
mación de pulgadas, las dimensiones del paquete que tiene 
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este 
servicio. 



26. En un ambiente limitado donde A es el número óptimo de 
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien¬ 
to bacteriano es conjuntamente proporcional al número 
presente de bacterias y la diferencia entre A y el núme¬ 
ro presente. Suponga que el número óptimo soportable por 
un ambiente particular es 1 millón de bacterias, y que la 
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando 
se tienen 1000 bacterias presentes, (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese la tasa de crecimiento bac¬ 
teriano como función del número de bacterias presentes. 


(b) ¿Cuál es la tasa de crecimiento cuando están presentes 
100000 bacterias? (c) Determine en la graficadora, con 
aproximación de miles, cuántas bacterias están presentes 
cuando la tasa de crecimiento es un máximo. 

27. Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequeña 
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de 
una epidemia (la tasa de variación del número de personas 
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al 
número de personas infectadas y el número de personas no 
infectadas. Cuando 100 personas están infectadas, la epide¬ 
mia crece a una tasa de 9 personas por día. (a) Encuentre 
un modelo matemático que exprese la tasa de crecimiento 
de la epidemia como una función del número de personas 
no infectadas, (b) ¿Qué tan rápido es el crecimiento de la 
epidemia cuando 200 personas están infectadas? (c) En 
la graficadora, determine cuántas personas están infectadas 
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un máximo. 

28. Una tienda de campaña con forma de pirámide cuadrangu- 
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material 
de 5 m de lado. En la base de la pirámide, sea x metros la 
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refiérase a 
la figura, (a) Encuentre un modelo matemático que 
exprese el volumen de la casa de campaña como una fun¬ 
ción de x. Sugerencia: La fórmula para el volumen de una 
pirámide es V = i Bh , donde V, B y h son, respectiva¬ 
mente, las medidas del volumen, el área de la base y la 
altura, (b) Determine el volumen de la pirámide cuando 
x = 0.8. (c) Determine en la graficadora, con aproxima¬ 
ción de centésimos de metro, el valor de x para el cual el 
volumen de la pirámide es un máximo. 



1.4 INTRODUCCIÓN GRAFICA A LOS LÍMITES DE FUNCIONES 


El primer contacto con límites concierne a límites de funciones. Para dar una 
idea intuitiva del límite de una función se dedicará esta sección a una inter¬ 
pretación gráfica, los resultados de esto se confirmarán analíticamente al em¬ 
plear desigualdades. La discusión desarrollada aquí facilitará el camino para la 
definición presentada en la sección 1.5. 

Se comenzará con una función particular: 


f(x) = 




2x 2 + x - 3 
x - 1 


(1) 


Observe que esta función no está definida cuando x = 1 ; esto es, /(1) no exis¬ 
te. Sin embargo, la función está definida para cualquier otro número real. Se 
investigarán los valores de la función cuando x se aproxima a 1, pero sin lie- 
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FIGURA 2 


Tabla 1 


X 

m - 2x1 * x - 3 

x - 1 

0 

3 

0.25 

3.5 

0.5 

4 

0.75 

4.5 

0.9 

4.8 

0.99 

4.98 

0.999 

4.998 

0.9999 

4.9998 

0.99999 1 

4.99998 


Tabla 2 


X 

e/ v 2x 2 + x - 3 

/(x) =-■— 

x - 1 

2 

7 

1.75 

6.5 

1.5 

6.0 

1.25 

5.5 

1.1 

5.2 

1.01 

5.02 

1.001 

5.002 

1.0001 , 

5.0002 

l .00001 

5.00002 


gar a ser 1. Usted puede preguntarse por qué se desea considerar estos valores 
de función. El siguiente ejemplo ilustrativo orientará esa pregunta. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El punto P(l, 2) está sobre 

la curva que tiene como ecuación 
y = 2x 2 + x - l 

Sea Q(x, 2x 2 + x - 1) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una 
de las figuras 1 y 2 muestran una porción de la gráfica de la ecuación y la recta 
secante que pasa por Q y P, donde Q está cerca de P. En la figura 1, la coorde¬ 
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que 1. Suponga que 
/(x) es la pendiente de la recta PQ. Entonces 


m = 

f(x) = 


(2x 2 + x - 1) - 2 
x - 1 

2x 2 + x - 3 
x - 1 


la cual es la ecuación (1). Además, x ^ 1 porque P y Q son puntos distintos. 
Conforme x se aproximan cada vez más a 1, los valores de f(x) se acercan cada 
vez más al número que se definirá en la sección 2.1 como la pendiente de la 
recta tangente a la curva en el punto P. 4 


Considere otra vez la función definida por la ecuación (1) y calcule f(x) 
cuando x toma los valores 0,0.25,0.50,0.75,0.9,0.99,0.999,0.9999, 0.99999, 
y así sucesivamente. Se están tomando valores de x cada vez más cercanos a 1 
pero menores que 1; en otras palabras, la variable x se aproxima a 1 a través 
de números que son menores que 1. La tabla 1 proporciona los valores de la 
función para estos números. 

Ahora considere que la variable se aproxima a 1 a través de números que son 
mayores que 1; esto es, x toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001, 
1.0001, 1.00001, etc. Los valores de la función para estos números se muestran 
en la tabla 2. 

Observe que en las dos tablas conforme x se aproxima cada vez más a 1, 
f(x) se acerca más y más a 5; y cuanto más cerca esté x de 1, más cerca esta¬ 
rá f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0,9,/(x) = 4.8; esto es, 
cuando x es menor que lpor0.1,/(x)esmenorque5por0.2.Cuandox = 0.999, 
/(x) = 4.998; es decir, cuando x es menor que 1 por 0.001, /(x) es menor que 5 
por 0.002. Además, cuando x = 0.9999, /(x) = 0.49998; esto es, cuando x es 
menor que 1 por 0.0001, /(x) es menor que 5 por 0.0002. 

La tabla 2, muestra que cuando x = 1.1,/(x) = 5.2; esto es, cuando x es 
mayor que 1 por 0.1, /(x) es mayor que 5 por 0.2. Cuando x = 1.001, /(x) = 
5.002; es decir, cuando x es mayor que 1 por 0.001, /(x) es mayor que 5 por 
0.002. Cuando x = 1.0001,/(x) = 5.0002; esto es, cuando x es mayor que 1 
por 0.0001, /(x) es mayor que 5 por 0.0002. 

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando x difiere de 1 por 
± 0.001, (esto es x = 0.999ox = 1.00 l),/(x) difiere de 5 por ± 0.002 (es decir 
/(x) = 4.998 o /(x) = 5.002). Y cuando x difiere de 1 por ± 0.0001,/(x) 
difiere de 5 por ± 0.0002. 

Ahora, enfocando la situación desde otro punto de vista, se considera¬ 
rán primero los valores de /(x). Es posible hacer que los valores de /(x) estén 
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente cerca¬ 
nos a 1; esto es, |/(x) - 5| puede hacerse tan pequeño como se desee hacien- 
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y 



FIGURA 3 


do | jc — 11 lo suficientemente pequeño. Pero tenga presente que r nunca 
toma el valor 1. 

Esta condición puede escribirse en forma más precisa empleando dos 
símbolos para las diferencias pequeñas. Los símbolos empleados usualmente 
son las letras griegas £ (épsilon) y 8 (delta). De modo que se establéce que 
para cualquier número positivo £ existe un número positivo 8, seleccionado 
adecuadamente, tal que si | x - 11 es menor que 8 y j x - 1 j * O (esto es, 
x * 1), entonces \f(x) - 5| es menor que £ . Es importante señalar que pri- 
mero se elige £ y que el valor de 8 depende del valor de £ . Otra forma de 
expresar esto es: proporcionado cualquier número positivo £ , puede lograrse 
que \f(x) - 51 < € tomando | x - 1 | lo suficientemente pequeño; es 
decir, existe un número positivo 5 lo suficientemente pequeño tal que 

si O < | x - 1 | < ¿> entonces |/(x) - 5 j < £ (2) 

Observe que el numerador de la fracción en (1) puede factorizarse de 
modo que 

/(*) _ (2* + 3)(x - 1) 
x - 1 

Si x * 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
x - 1 para obtener 

f(x) = 2x + 3 x ^ 1 (3) 



FIGURA 4 



/(*) 


2x ¿ + x - 3 


x - I 

y = 4.8 y y = 5.2 


FIGURA 5 


La ecuación (3), junto con la indicación de que x *. I, es tan adecuada como 
la ecuación (1) para una definición de f(x). 

AJiora se verá el significado geométrico de todo esto para la función 
particular definida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa¬ 
do geométrico de e y & Observe que si x, en el eje horizontal, está entre 
1 - 8 y 1 + 8, entonces f(x ), en el eje vertical, estará entre 5 - € y 
5 + £ ; o equivalentemente, 

si O < \x - 1 | < 8 entonces \f(x) - 5| < £ 

Otra manera de establecer esto es la siguiente: f(x), en el eje vertical, puede 
restringirse a que esté entre 5 - £ y 5 + £ obligando a que x, en el eje 
horizontal, esté entre 1 - 8 y 1 + 5. 

A continuación se mostrará gráficamente cómo elegir una 8 adecuada 
para una £ dada. La figura 4 muestra la gráfica de la función / trazada en el 
rectángulo de inspección de [O, 4.7] por [4, 6]. La gráfica tiene un «agujero» 
en el punto (1,5), el cual puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende 
del modelo de la graficadora y del rectángulo de inspección elegido. 

Suponga que £ = 0.2; se desea restringir f(x), en el eje vertical, de modo 
que esté entre 5 - 0.2 y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra¬ 
zan las rectas y = 4.8 y y = 5.2 y la gráfica de / en el mismo rectángulo 
de inspección, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas 
intersectan a la gráfica de/en los puntos donde x = 0.9 y x - 1.1, respecti¬ 
vamente. De modo que para £ = 0.2, se toma 8 = 0.1 y se establece que 

si 0 < | x - 1 j < 0.1 entonces \f(x) - 5 | <0.2 

Esta es la proposición (2) con £ = 0.2 y 5 = 0.1, lo cual está de acuerdo 
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su graficadora tiene la característica de 
sombra ( shade ), se podrá tener apoyo gráfico al trazar la gráfica de/: el rec¬ 
tángulo horizontal sombreado entre las rectas y = 4.8 y y = 5.2, y el 
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.» - i 


y = 4.8 y y = 5.2 
x = 0.9 y .r = 1.1 

FIGURA 6 



f(x) = 


2x 2 + x - 3 
* - 1 


y = 4.98 y y = 5.02 


FIGURA 7 



[0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] 


2x ¿ 


x - 3 


f(x) 

x - 1 

y = 4.98 y y = 5.02 
jc = 0.99 y x = 1.01 


FIGURA 8 


rectángulo vertical sombreado entre las rectas x - 0.9 y x = 1.1 en el rec¬ 
tángulo de inspección de [0, 4.7] por [4, 6] como se muestra en la figura 6. 

Ahora suponga que £ = 0.02 y trace la gráfica de/y las rectas y = 4.98 
y y = 5.02 en el rectángulo de inspección de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como 
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la gráfica de 
/en los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tanto, para 
£ = 0.02, se toma 8 = 0.01 y se establece que 

si 0 < )jc — 11 < 0.01 entonces |/(x) - 5| < 0.02 

Esta es la proposición (2) con £ = 0.02 y 8 = 0.01, lo cual está de 
acuerdo con la información de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo grá¬ 
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rectángulo horizontal som¬ 
breado entre las rectas y = 4.98 y y = 5.02, el rectángulo vertical sombreado 
entre las rectas x = 0.99 y x = 1.01 y la gráfica de / en el rectángulo de 
inspección de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1], 

Se puede dar como £ cualquier número positivo pequeño y determinar 
un valor adecuado para 8 tal que si |x-l| < í y r ^ 1 (esto es, 0 < 
| x - 1 | < 8), entonces | f(x) - 5 | será menor que £. Observe que los 
valores de £ se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequeño como se desee, 
y que el valor de 8 depende del valor elegido de £ . También debe señalarse 
que a un valor pequeño de £ le corresponderá un valor pequeño de 8. Como 
para cualquier £ > 0 puede determinarse un 8 > 0 tal que la proposición 
(2) se cumpla, se establece que el límite de f(x) conforme x tiende o se apro¬ 
xima a 1, es igual a 5, o expresado con símbolos 

lím/(x) = 5 

X—tl 

Observe que en esta ecuación se tiene un nuevo uso del símbolo “igual”. Aquí, 
ningún valor de x hace que f(x) tenga el valor 5. El símbolo “igual” es apro¬ 
piado debido a que el lado izquierdo está escrito como lím/(x) 

X—*\ 

De (3) es evidente que puede lograrse que /(x) esté tan cerca de 5 como 
se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de 
la función / no depende de que / esté definida cuando x = 1. Este hecho 
proporciona la diferencia entre lím /(je) y el valor de la función en 1; es decir, 

x —>! 

lím /(je) = 5, pero /(1) no existe. En consecuencia, en la proposición (2), se 

x —►! I . 

escribe 0 < \x - 1 | debido a que sólo nos interesan los valores de f(x) 
para x cerca de 1, pero no para x = 1 . 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea g la función definida por 



La gráfica de g se muestra en la figura 9. Excepto en x = 1, la función g tiene 
los mismos valores de la función / definida por la ecuación (1). En conse¬ 
cuencia, como el hecho de que lím /(x) = 5 no tiene nada que ver con lo 

X —>1 

que ocurre enx = 1, se puede aplicar el argumento anterior a la función g 
y concluir que para cualquier £ > 0 existe un 8 > 0 tal que 

si 0 < | x - 11 < 8 entonces | g(x) — 5 | < £ 


de modo que lím g(x) = 5. Note que gfl) = 7; por lo que para esta función, 

X —>1 

el límite de la función y el valor de la función existen para x = 1, pero no 
son iguales. ^ 
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FIGURA 10 



FIGURA 11 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea h la función definida por 

h(x) = 2x + 3 

La gráfica de h consta de todos los puntos de la recta y = 2x + 3, mostrada 
en la figura 10. Otra vez, excepto en x = 1, se tiene una función con los 
mismos valores de la función/, definida por la ecuación (1), así como de la 
función g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez, 
más el mismo argumento y concluir que para cualquier e > 0 existe uti 
8 > 0 tal que 

si 0 < | x - 11 < <5 entonces | h(x) - 5 | < € 
de modo que lím h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasión, el valor de la fun- 

X —> } 

ción y el límite existen y son iguales para x = 1. Una consecuencia de este 
hecho, como se verá en la sección 1.8, es que la función h es continua en 
x = 1. Observe que la gráfica de h de la figura 10 no tiene ningún agujero 
en x = 1, considerando que las gráficas de/y g de las figuras 3 y 9, respec¬ 
tivamente, tienen un agujero en x = 1. En la sección 1.8 aprenderá que las 
funciones/y g son discontinuas en x =1. A 


h EJEMPLO 1 Sea/ la función definida por 
/« = 4x - 5 

(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para ( =0.1 con el fin de 
determinar una 8 > 0, tal que 

si 0 < | x — 21 < 5 entonces [ f(x) — 3 | < 0.1 

(b) Apoye la elección de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 

Solución 

(a) Refiérase a la figura 11 y observe que los valores de la función crecen 
conforme x se incrementa. Así, la figura indica que se necesita un valor 
de X] tal que/íjq) = 2.9 y un valor de x 2 tal que/(x 2 ) = 3.1; esto es, 
se necesitan x t y x 2 tales que 

4x, - 5 = 2.9 4x 2 - 5 = 3.1 

r - 79 r - 81 

*1 - ~4~ X Z - ~4 

x, = 1.975 * 2 = 2.025 

Debidp a que 2 - 1.975 = 0.025 y 2.025 - 2 = 0.025, se elige 8 = 
0.025 de modo que se tiene la proposición 

si 0 < | x — 2 | < 0.025 entonces |/(x) — 3 | < 0.1 

(b) En la graficadora se traza la gráfica de/y las rectas y = 2.9 y y = 3.1 

en ej rectángulo de inspección de [0, 3] por [0, 4] como se muestra en la 
figufa. 12. Con la operación de intersección ( intersection ) o las de rastreo 
(trace), y aumento (zoom) de la graficadora, se determina que la recta 
y = 2.9 intersecta a la gráfica de/xn x = 1.975 y que la recta y = 3.1 
intersecta a dicha gráfica en x = 2.025, lo cual apoya la elección de 8 
efectuada en el inciso (a). ^ 


j 


I 


4 
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y = 2.9 y y = 3.1 

FIGURA 12 


En el ejemplo siguiente se utiliza el símbolo => por primera vez. La fle¬ 
cha => significa implica. También se emplea la doble flecha <=>, lo cual sig¬ 
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes. 


W EJEMPLO 2 Confirme analíticamente la elección de <5 en el 
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades. 


Solución Se desea determinar una 8 > 0 tal que 



si 

0 < 

|z-2| 

< 8 

entonces 

l/M - 

3| 

< 0.1 


si 

0 < 

|*-2| 

< 8 

entonces 

| (4x - 5) - 

3 | 

< 0.1 


si 

0 < 

|* - 2 | 

< 8 

entonces 

4 \x - 

2 ¡ 

< 0.1 


si 

0 < 

U “ 2| 

< 8 

entonces 

1 x - 

2| 

< 0.025 


Esta proposición indica que una elección adecuada de 5 es 0.025. Con esta <5, 
se tiene el argumento siguiente: 


0. < \x - 2 
4 \x - 2 
=> | 4x - 8 

=> | (4x - 5) - 3 

=> | fW ~ 3 


< 0.025 

< 4(0.025) 

< 0.1 
<0.1 
< 0.1 


De esta manera, se ha confirmado analíticamente que 


si 0 < | z - 2 j < 0.025 entonces |/(z) - 3 | < 0.1 


<4j 


En los ejemplos 1 y 2 cualquier número positivo menor que 0.025 pue¬ 
de utilizarse en lugar de 0.025 como la 8 requerida. Observe este hecho en la 
figura 11. Además, si 0 < y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en¬ 
tonces se tiene que 

si 0 < |* - 2| < y entonces | f(x) — 3 | < 0.1 

ya que cualquier número x que satisfaga la desigualdad 0 < ¡ x - 2 | < y 
también satisface la desigualdad 0 < | jc — 21 < 0.025. 

Las soluciones de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar 
una 8 para una € especifica. En la sección 1.5 aprendérá q^fe si para riüil^uier 
€ > 0 se puede determina una 8 > 0, tal que 

si 0 < |.t — 2 | < 8 entonces | (4x - 5) - 3 | < £ 

entonces se habrá establecido que lím (4x - 5) = 3. Ésto se hará en el 
ejemplo 1 de la sección 1.5. 


► EJEMPLO 3 Sea/ la función definida pot 

m = x 2 

(a) Utilice una figura con £ = 0.3 para determinar una 8 > 0 tal que 

si 0 < | * - 21 < <5 entonces | f(x) — 4 ¡ < 0.3 

(b) Apoye la elección de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 
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y 



- 1 - 1 - 1 —-!-► * 

°\ 0.5 1 1.5 2 2.5 

/(*) = * 2 

FIGURA 13 



[1.91, 2.09] por [3.6, 4.4] 
/(*)• = * 2 
y = 3.7 y >• = 4.3 

FIGURA 14 


Solución 

(a) La figura 13 muestra una porción de la gráfica de/en una vecindad del 

punto (2, 4). Si x > 0, los valores de la función crecen conforme el va¬ 
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor 
positivo Xi tal que f(x¡) = 3.7 y un valor positivo x 2 tal que/(x 2 ) = 4.3; 
esto es, se necesitan X) > 0 y jc 2 > 0, tales que 

x¡ 2 = 3.7 x 2 2 = 4.3 

xi = V3/7 7 x 2 = -J~43 

X\ « 1.92 * 2 = 2.07 

Entonces 2 - 1.92 = 0.08 y 2.07 - 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08, 
se elige 5 = 0.07 de modo que se tiene la proposición 

si 0 < | x - 2 | < 0.07 entonces | /(x) — 4 | < 0.3 

Cualquier número positivo menor que 0.07 puede tomarse como la 5 re¬ 
querida. 

(b) La figura 14 muestra las gráficas de/y de las rectas y = 3.7 y y = 4.3 

trazadas en el rectángulo de inspección de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4], En 
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la gráfica 
de /en x = 1.92 y que la recta y = 4.3 intersecta a dicha gráfica en 
x = 2.07, lo cual apoya la elección de S del inciso (a). 4 


W EJEMPLO 4 Confirme analíticamente la elección de ó del ejem¬ 

plo 3 empleando propiedades de las desigualdades. 

Solución Se desea determinar una <5 > 0 tal que 

si 0 < |x - 2| < 5 entonces |/(jc) — 41 < 0.3 (5) 

si 0 < | jc — 2 | < 5 entonces | x 2 - 4 | < 0.3 

4=5 si 0 < | jc — 2 j < 5 entonces |x - 2 | |x + 2 | < 0.3 

Observe en el lado derecho de esta proposición que además del factor 
| x - 2 |, se tiene el factor | x + 2 |. Por tanto, se necesita obtener una 
desigualdad que contenga a | x + 2 | . Para hacer esto, se restringe la 8 que se 
requiere. Considere que 8 es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable. 
Entonces 


4 


0<|x-2|<5 y <5<0.1 
=5 0<|jc — 2|< 0.1 

=5 - 0.1 < x - 2 < 0.1 

=> 3.9 < x + 2 < 4.1 

=5 ¡x + 2 | < 4.1 

Así 

0 < |x - 2| < 8 y 8 < 0.1 
=5 0 < ¡x - 2| < 8 y |x + 2| < 4.1 

=5 |x — 2 | |x + 2 | < 5(4.1) 

Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposición (5). De modo que, 
debe pedirse que 


5(4.1) <0.3 4* 5 < ¿ 


1 
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 8: 8 < O.i y 8 < Para que ambas 
restricciones se cumplan, se toma 8 = 3b, el menor de los dos números. 
Mediante el uso de esta 8, se tiene el argumento siguiente: 

0 < \x - 2 1 < 

i i 41 

\* - 2 ! < ¿ y \ x + 2 I < 41 

\* - 2 I \x + 2| < ^(4-1) 

\x 2 - 4 1 < 0.3 

Por tanto, se ha determinado una 8 de modo que la proposición (5) se 
cumple. Puesto que 2- = 0.07 se ha confirmado la elección de 8 del 
ejemplo 3. 4 

Ahora se aplicarán los conceptos anteriores a fin de determinar cómo 
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima¬ 
ción específica de la medición de una segunda cantidad que depende de la 
primera. 



► EJEMPLO 5 Para la situación del ejemplo 1 de la sección 1.3, 
¿cuál debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen entre 79.5 m 3 
y 80.5 m 3 ? 

Solución En el ejemplo 1 de la sección 1.3 se obtuvo el siguiente modelo 
matemático de la situación: 


m = í x 

donde f(x) metros cúbicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x 
grados. Como /(140) = 80, el gas ocupa 80 m 3 a una temperatura de 140°. 
Se desea determinar qué tan cerca debe estar x de 140 para que f(x) no esté 
a más de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 8 > 0 
tal que 


<=> 


si 0 < \x,~ . 1401 < 8 entonces 

si 0 < | x - 1401 < 8 entonces 

si 0 < \x — 1401 < 8 entonces 

si 0 < \x - 1401 < 8 entonces 


| f(x) - 80 | < 0.5 
| á* - 801 < 0.5 
\\*¡*~ 801 < ¡ (0.5) 
\x - 1401 < 0.875 


Por tanto, se toma 8 = 0.875, y se tiene el argumento siguiente: 


0 < \x - 1401 < 0.875 
=> 3 \x - 1401 < 3(0.875) 

=> I 3* - 801 < 0.5 

I 7 I 

En consecuencia. 


si 0 < \x - 140 | < 0.875 entonces |/(x) — 801 < 0.5 
Conclusión: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m 3 su 
temperatura debe estar entre 139.125° y 140.875°. 4 


► EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un área 
que difiere de 225 n pulg 2 en menos de 4 pulg 2 . ¿Cuál es la medida aproxi¬ 
mada del radio? 
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A(r) = ir r 2 

FIGURA 15 


Solución Observe la figura 15. Si la longitud del radio de la cubierta de 
la mesa es de r pulgadas y A(r) pulgadas cuadradas es el área de la cubierta, 
entonces 

A(r) = Kr 2 


El área es 225n pulg 2 cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar qué 
tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no esté a más de 4 unidades de 
225;r. Esto es, si f = 4, se desea determinar una <5 > 0, tal que 

si 0 < |r - 15 | < S entonces | A(r) - 225n\ < 4 

4=> si 0 < | r - 15 ¡ < S entonces \nr í - 2257r| < 4 

<=> si 0 < | r — 151 < <5 entonces | r - 15 | | r + 15 | < — '(6) 

n 

Debido a que se tiene el factor | x + 15 | del lado derecho de la proposición 
(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener 
dicha desigualdad, se restringe 8 de modo que <5 < 1. Entonces 

0 < | r - 15 | < 5 y 8 < 1 => 0 < | r - 15 | < 1 
=> -1 < r - 15 < 1 => 14 < r < 16 

=> 29<r+15<31=> | r + 151 < 31 

Por tanto, 


si0<|r-15|<5 y¿><] entonces | r - 15 | | r + 15|< 5(31) 
Como se desea que la proposición (6) se cumpla, será necesario que 

5(31) < ^ «• 5 < 

x 31x 

Ahora se tienen dos restricciones sobre 8. 8 <, 1 y 8 <, ^ - ■ Se elige 5 

3\n 

como —, el menor de estos dos números. Con esta 8 se tiene el siguiente 
■ . 31?r 

argumento: 



0 < \r - 

15 | < — 

1 31tt 


=> 

| r - 15 | 

< — y 

| r + 15 | < 31 

=> 

| r ~ 15 

| \r + 15 | < 

31^ 

=> 

K 

1 r 2 - 225 1 < 

4 


Por tanto, 


< 


si 0 < | r - 15 | < —— entonces | A(r) - 225 n | < 4 
31 ^ 


Como - = 0.041, se tiene la siguiente conclusión. 

31 n 


Conclusión: El radio de la cubierta de la mesa debe estar entre 14.959 pulg y 
15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un área que difiera de 225^ pulg 2 
por menos de 4 pulg 2 . ^ 


1 
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EJERCICIOS 1.4 


En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan f(x), a, L, € y una fi¬ 
gura. A partir de la figura determine 8 > 0, tal que 

si 0 < \x - a\ <^) entonces \f(x) - L \ < € 

1. f(x) = 2x - 5, a = *3;¿ = I; € « 0.2 


y 



2. f(x ) = .2 - 3*; a = -1; L = 5; € = 0.6 


y 



/os ejercicios 3 a 14, se proporcionan f(x), a, L y €. (a) Uti¬ 
lice una figura semejante a la de- los ejercicios 1 y 2 y el 
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 para de¬ 
terminar una 8 > 0, tal que 

si 0 < \x - a \ < ¿entonces |/(*) - L[ < € 

(b) Apoye la elección de 8del inciso (a) usando una graficadora. 
3. /(*) = jc - 1; a = 4; L = 3; <f = 0.03 

4 /(*) = * + 2; a = 3; L = 5; ( = 0.02 

5. /(*) = 2* + 4; a = 3; Z. = 10,- e = 0.01 

6. f(x) = 3jc - 1;a = 2; L = 5; <f = 0.1 

7. /(*) = 5x - 3;a = \\L = 2; € = 0.05 

8. /(*) = 4x - 5; a = 2; L =■ 3,- e = 0.001 

9. f(x) = 3 - 4x;a = -1;¿ = 7; f = 0.02 

10. /(*) = 2 + 5r, a = -2; L = -8; f = 0.002 

11. /(*) = ■ i[2 ~ 4 ;a = -2; L = -4; f = 0.01 

* + 2 

12. /(*) = 9jc2 ~ = -\L = 2; f = 0.01 

3jc - 1 3 

13. /(x) = 4x2 ~- x ~ 3 ; a = -I;¿ = -4; f = 0.03 

7 2x + 1 2 


14. /(*) = - l-,a = 3 ;L = 10; € = 0.05 

x - 3 

Para los ejercicios 15 y 16, siga las mismas instrucciones 
que para los ejercicios 1 y 2. 

15. f(x) = i? + \;a = -2; L = 5; e = 1 ' 



16. /(*) = H - x 2 : a = 2; L = 4; f = 0.5 
y 


4 



£>2 /os ejercicios 17 a 24, se proporcionan f{x), a, L y € (a). 
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 y 16 y del 
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter¬ 
minar una 8 > 0, tal que 

si 0 < I* - o| < ¿> entonces (/(*) - L\ < € 

17. f(x) = x 2 ; a = 3; L = 9; f = 0.5 

18. f(x) = x 2 ;a = 0.5; L = 0.25; f = 0.1 

19. f(x) = x 2 ;a = -l;¿ = 1; f = 0.2 

20. f(x) = x 2 - 5\a = \\L = -4; f = 0.15 

21. /(*) = * 2 - 2* + l;a = 2;L = 1; € = 0.4 

22. /íjc) = x 2 + 4x + 4;a = -1;L = 1; f = 0.08 
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23. f(x) = 2x 2 + 5x + 3; a = -3; L = 6; f = 0.6 


24. f(x) = 3x 2 - Ix 

+ 2; a = 1: 

; L = -2; € = 0.3 

En los ejercicios 25 a 36, confirme analíticamente (empleando 
propiedades de las desigualdades) la elección de 5 del ejer¬ 
cicio indicado . 

25. Ejercicio 3 

26. 

Ejercicio 4 

27. Ejercicio 7 

28. 

Ejercicio 8 

29. Ejercicio 13 

30. 

Ejercicio 14 

31. Ejercicio 17 

32. 

Ejercicio 18 

33. Ejercicio 21 

34. 

Ejercicio 22 

35. Ejercicio 23 

36. 

Ejercicio 24 


En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una función como 
modelo matemático de la situación. Defina la variable depen¬ 
diente y el valor de Junción como números, e indique las uni¬ 
dades de medición. No olvide completar el ejercicio con una 
conclusión. 

37. A una persona que gana $15 por hora se le paga sólo por 
el tiempo real de trabajo. ¿Qué tan cerca de 8 horas debe 
trabajar una persona puraque su salario difiera de $120 en 
no más de 25 centavos? 

38. Para la situación del ejemplo 1 de la sección 1.3, ¿cuál 
debe ser la temperatura del gas si éste ocupa un volumen 
entre 79.95 m 3 y 80.05 m 3 ? 

39. Se construye una cerca alrededor de un jardín de forma 
cuadrada. ¿Qué tan próxima a 10 pie debe estar la longi¬ 
tud de cada lado del jardín para que la longitud total de la 
cerca esté entre 39.96 y 40.04 pie? 



40. Se construye una señal circular de modo que la longitud de 
su circunferencia difiera de 6n pie en no más d«*0.1 pie. 
¿Qué tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la señal? 

41. Para el jardín del ejercicio 39, ¿qué tan cercana a 10 pie 
debe estar la longitud de cada lado del jardín para que el 
área de dicho jardín difiera de 100 pie 2 en no más de 
0.5 pie 2 ? 

42. Para la señal del ejercicio 40, ¿qué tan cercano a 3 pie debe 
medir el radio de la señal para que el área de dicha señal 
difiera de 9n pie 2 en no más de 0.2 pie 2 ? 

43. El número de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en t 
segundos varía directamente como el cuadrado de i, y un 
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. ¿Qué tiem¬ 
po cercano a 5 s le tomará a un cuerpo caer entre 398 y 
402 pie? 

44. El número de libras por pie cuadrado de la fuerza del vien¬ 
to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento 
es v millas por hora, varía directamente como el cuadrado de 
v. Suponga que la fuerza es de 2 lb/pie 2 cuando la velocidad 
del viento es de 20 mi/h. ¿Qué tan cerca de 30 mi/h será la 
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie 
plana está entre 4.45 lb/pie 2 y 4.55 lb/pie 2 ? 


1.5 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION 
Y TEOREMAS DE LÍMITES 


Ahora se presentará la definición formal de límite de una función. La definición 
contiene la proposición que implica las desigualdades con la notación € -8 
mostrada con frecuencia en la sección 1.4. 


1.5.1 Definición de límite de una función 


Sea / una función definida en cada número de algún intervalo abierto 
que contiene a a, excepto posiblemente en el número a mismo. El 
límite de f(x) conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe 
como 

lím/(x) = L 

x-+a _ 

r- 

'si la siguiente proposición es verdadera: 

dada cualquier € > 0, no importa cuan pequeña sea, existe una 
8 > 0 tal que 

si 0 < |jc - a[ < 5 entonces j/(jt) - L\ < f (1) 
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y y = m 



y = /(•*) 



f y = /« 



En palabras, esta definición establece que los valores de función /(x) se 
aproximan al límite L conforme x lo hace al número a si el valor absoluto de la 
diferencia entre/(x) y L puede hacerse tan pequeña como se desee tomando x 
suficientemente cerca de a pero no igual a a. 

Observe que en la definición no se menciona nada acerca del valor de la 
función cuando x = a. Recuerde, como se señaló en la sección 1.4, la función 
/ no necesita estar definida en a, para que el lím f(x) exista. Más aún, si / 
está definida en a , lím f(x) puede existir sin que tenga el mismo valor que 

x->a 

f(a ) como en el caso de la función del ejemplo ilustrativo 2 de la sección 1.4. 

Una interpretación geométrica de la definición de límite de una función/ 
se muestra en la figura 1, la cual presenta una porción de la gráfica de/cerca 
del punto donde x = a. Como / no está necesariamente definida en a, no 
existe un punto en la gráfica de / con abscisa a. Observe que si x, en el eje 
horizontal, está entre a - S l y a + S h entonces /(x), en el eje vertical, estará 
entre L - € [ y L + € i. En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal, 
de modo que esté entre a - 8¡ y a + áj, se restringe a/(x), en el eje verti¬ 
cal, de manera que esté entre L - € j y L + €,. Así, 

si 0 < |x - a\ < 5| entonces |/(x) - L \ < f , 

La figura 2 muestra cómo un valor pequeño de € puede requerir una elec¬ 
ción diferente para 8. En la figura se aprecia que € 2 < (y que el valor 
¿i es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales 
0 < |x — a\ < 5,, pero |/(x) - L\ no es menor que € 2 ■ Por ejem¬ 
plo, 0 < |x — a| < 5|, pero |/(x) - ¿| > € 2 - Por esta razón debe 
elegirse un valor más pequeño, como se muestra en la figura 3, tal que 

siO<|x-a|< S 2 entonces |/(x) - L | < ( 2 

Sin embargo, para cualquier elección de € > 0, no importa que tan pequeño 
sea, existe 8 > 0 tal que la proposición (1) se cumple. Por tanto, lím/(x) = L, 

x—>a 

En el primer ejemplo de esta sección, se vuelve a tratar la función mos¬ 
trada en los ejemplos 1 y 2 de la sección 1.4. 


► EJEMPLO I Utilice la definición de límite para demostrar que 
lím (4x - 5) = 3 

x->2 

Solución El primer requisito de la definición 1.5.1 es que 4x - 5 esté 
definida en cada número de un intervalo abierto que Contenga a 2, excepto 
posiblemente en 2. Puesto que 4x - 5 está definida para todos los números 
reales, cualquier intervalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito. 
Ahora se debe demostrar que para cualquier e > 0 existe una <5 > 0 tal que 

si 0<|x-2|<<5 entonces | (4x - 5) - 3 | < € (2) 

<=> si -0 < |x - 2 | < 5 entonces 4 |x — 2 [ < e 

<=> si .0 < |x - "2 I < 8 entonces I x — 2 I < -e 

Esta proposición denota que fe es uña 8 satisfactoria. Con esta elección de 8 
se tiene el argumento siguiente:. 


0 < ¡x - 2 | < 8 
=> 4 j x - 2 [ < 48 

=> 14x - 8 | < 48 
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=> | (4x - 5) - 3 | < 48 

=> | (4jc - 5) - 3 | < € (porque S = | €) 

Por tanto, se ha establecido que si S = | € , entonces se cumple la proposición 
(2). Esto demuestra que lím (4x - 5) = 3. 

jc —> 2 

En particular, si € = 0.1, entonces se toma S = ^(0.1), es decir, S = 
0.025. Este valor de S corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y 
2 de la sección 1.4. 

Cualquier número positivo menor que ^€ puede emplearse también 
como la S requerida. 4 

En el suplemento de esta sección, al final del ápendice se proporciona un 
ejemplo que muestra cómo aplicar la definición 1.5.1 para demostrar que 
lím x 2 = 4. 

x A fin de calcular límites de manera más fácil que cuando se utiliza la 
definición se emplean teoremas, cuyas demostraciones están basadas en la de¬ 
finición. Estos teoremas, así como otros que aparecen en secciones posterio¬ 
res de este capítulo, están señalados con la etiqueta teorema de límites. 


1.5.2 Teorema 1 de límites Límite de una función lineal 


Si m y b son dos constantes cualesquiera, entonces 
lím (mx + b) = ma + b 

x-*a 


Demostración A partir de la definición de límite de una función, se 
debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una S > 0, tal que 

si 0 < | x - a | < S entonces | (mx + b) - (ma + b) \ < € (3) 

Caso 1: m s* 0. 

Como | (mx + b) ~ (ma + b) | = | m \ ■ \ x - a |, se desea encon¬ 
trar una S > 0 para cualquier € > 0, tal que 

si 0<|x-a|<<5 entonces \m\ ■ | x - a | < € 

o como m * 0, 

si 0<|x-a|<«5 entonces | x - a | < 

|m| 

Esta proposición se cumplirá si S = €¡ \ m \; por lo que se puede concluir que 

si 0<|x-a|<<5y«5= € entonces | (mx + b) - (ma + b) \ < € 

\m\ 

Esto demuestra el teorema para el caso 1. 

Caso 2: m = 0. 

Si m = 0, entonces | (mx + b) - (ma + b) \ =0 para todos los valo¬ 
res de x. De modo que se toma S como cualquier número positivo, cumplién¬ 
dose así la proposición (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. ■ 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

lím (3x + 5) = 3 • 2 + 5 

x —> 2 . . 


◄ 


Del teorema 1 de límites. 
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1.5.3 Teorema 2 de limites Limite de una función 
constante 


Si c es una constante, entonces para cualquier número a 
lim c = c 

x-*a 

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de límites toman- 


1.5.4 Teorema 3 de limites Limite de la función 
identidad 


lím x = a 

4-40 


Este teorema también se deduce inmediatamente del teorema 1 de límites 
tomando m = 1 y b = 0. 


!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 2 de límites. 


lím 7 = 7 

4—>5 

y del teorema 3 de límites, 

lím x = -6 A 

x ->-6 


1.5.5 Teorema 4 de límites Limite de la suma 
y de la diferencia de dos funciones 


Si lím f(x) = L y lím g(x) = M, entonces 

x-f a J¡~*a 

lím [/(*) ± «(*)] - L ± M 

X-*íl 


^jr¡ La demostración del teorema 4 de límites se presenta en el suplemento 
\ < T' de esta sección. En el enunciado del teorema, el hecho de que lím f(x) = L y 

x—*a 

) lím g(X) = M indica que los límites existen. En otras palabras, no se puede 

x—*a 

decir simplemente que el límite de la suma de dos junciones es la suma de 
sus límites, se debe agregar la condición de la existencia de los límites: si los 
límites existen. Consulte el ejercicio 44 de la sección 1.6 y el ejercicio 50 
de la sección 1.7. 

El teorema siguiente de límites es una extensión del teorema 4 de lími¬ 
tes para cualquier número finito de funciones. Se le pedirá que proporcione 
la demostración mediante inducción matemática en el ejercicio suplemen¬ 
tario 10. 


1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de n funciones 


Si lím f¡(x) = L|, lím fi(x) = L^, .... y lim /„(.x) = L n , entonces 

x-*a x-*a x—to 

lím [f,(x) ± f 2 (x) ± ... ± /„(*)] = ± ¿2 ± ... ± L* 

x-*a 


El límite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema 
siguiente de límites. Otra vez, observe que el teorema establece que el límite 
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del producto de dos funciones es el producto de sus límites si los límites exis¬ 
ten. Para la demostración, refiérase al suplemento de esta sección. 


1.5.7 Teorema 6 de limites Límite del producto 
de dos funciones 


Si lím f{x) = Ly lím g(x) = Ai, entonces 

x—*a x—*a 


lím [/( x) ■ g(x)] = L ■ M 

x ->a 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 3 de límites, 

lím x = 4, y del teorema 1 de límites, lím (2x + 1) = 9. Así, por el teore- 

x—>4 x-»4 

ma 6 de límites 


lím [x(2x + 1)] = lím x ■ lím (2x + 1) 

x—>4 x —> 4 jc—>4 

= 4-9 

= 36 ◄ 


El teorema 6 de límites también puede extenderse a un número finito de 
funciones mediante la aplicación de la inducción matemática, como se le pe¬ 
dirá que lo haga en el ejercicio suplementario 13. 


1.5.8 Teorema 7 de límites Límite del producto 
de n funciones 


Si lím f\(x) = L\, lím / 2 (x) = L 2 ,-..., y lím /„(jt) = L„, entonces 

x-*a x-*a x-*a 

lím [/,(*)/>(*).. ./„(*)] = ¿2 • -. K 

x-*a 


1.5.9 Teorema 8 de límites Limite de la n-ésima 
potencia de una función 


t* 

Si lím /(x) = Ly nes cualquier número entero positivo, entonces 

x—*a 

lím [/(*)}” = L n 

x-*a 


La demostración es inmediata a partir del teorema 7 de límites, tomando 
.., ,f n (x) todas iguales a f(x) y L\,L 1 ,...,L n todos iguales a L. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Del teorema 1 de límites, 

lím (5 jc + 7) = -3. Por tanto, del teorema 8 

x-f-2 

r i 4 

lím (5x + 7) 4 = lím (5x + 7) 

x —>-2 x ->-2 

= (—3) 4 

= 81 ◄ 

El siguiente teorema de límites trata acerca del límite del cociente de dos 
funciones, y no sólo se requiere la existencia de los límites, sino que también 
se pide que el límite de la función del denominador sea diferente de cero. 
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1.5.10 Teorema 9 de límites 
de dos funciones 


Limite del cociente 


Si lím f(x) = Ly lím g(x) = M, entonces 

x-*a x—+a 


lím 

x-« $(*) 


= £- si M *. 0 
M 


La demostración de este teorema se presenta en la sección 1.9. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del teorema 3 de límites, 

límx = 4, y del teorema 1 de límites, lím {-lx + 1) = -27, Por tanto, del 

X-44 X-*4 

teorema 9 de límites, 

lím x 

lím x —r- = -- 

x-*4 -lx + 1 hm(-7;c + 1) 

x->4 

4 

-27 


1.5.11 Teorema 10 de límites Limite de la raíz 
n-ésima de una función 


Si n es un número entero positivo y lím f(x) = L. entonces 

x-*a 

lím n Jf{x) = ¡i/L 

x~*a 

con la restricción de que si n es par, L > 0. 


La demostración de este teorema también se proporciona en la sección 1.9. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Del ejemplo ilustrativo 5 y 

del teorema 10 de límites. 


lím 

x->4 


-lx + 1 


3| lím —-- 

Al x -»4 -7 X + 1 



◄ 


Ahora se establecerán dos teoremas, los cuales son casos especiales de 
los teoremas 9 y 10 de límites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se 
utiliza en la sección 1.9 para la demostración de los teoremas de límites 
correspondientes. 


1.5.12 Teorema 


Si a es cualquier número real diferente de cero, entonces 
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1.5.13 Teorema 


Si a > 0 y n es un número entero positivo, o si a £ 0 y n es un nú¬ 
mero entero impar, entonces 

lim = Ifc 

x—*a 

Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el 
suplemento de esta sección. 

En los ejemplos siguientes se aplicarán los teoremas anteriores para calcu¬ 
lar límites. A fin de indicar qué teorema se ha aplicado se escribirá la abrevia¬ 
ción “T.n L.”, donde n representa el número del teorema; por ejemplo, “T.2 L.” 
se refiere al teorema 2 de límites. 


► EJEMPLO 2 Calcule lim (x 1 + Ix - 5), y cuando sea apro- 

x— >3 

piado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 

Solución 

lim (x 2 + Ix - 5) = lim x 2 + lim Ix - lim 5 (T. 5 L.) 

x — >3 r—>3 a— >3 x—)3 

= lim x ■ lim x + lim 7 • lim x - lím 5 (T. 6 L.) 

x— >3 x —> 3 jc— >3 x— >3 x — >3 

= 3 ■ 3 + 7 • 3 - 5 (T. 3 L. y T.2 L.) 

= 9 + 21-5 

= 25 ◄ 


Es importante que se de cuenta de que el límite del ejemplo 2 se evaluó 
mediante la aplicación directa de los teoremas de límites. Observe que para la 
función/del ejemplo no sólo el lím f(x) es igual a 25, sino que también/(3) 

JT—>3 

es igual a 25. Pero recuerde, lím f(x) y f(a) no siempre son iguales. 


^ EJEMPL0 ^ Determine el siguiente límite y, cuando sea apro¬ 

piado, indique los teoremas de límites que se aplicaron; 

lím I* 3 + 2 2 \ + 3 
x ->2 y x 2 + 5 

Solución 



lím * 3 +2x + - 3 - 

I lim x 3 + 2x + 3 

fT 10 í. 'I 

í™ i x 2 +5 A 

!x-> 2 x 2 +5 

Vi.» iu ) 


¡ lím (x 3 + 2x + 3) 

x->2 

(T 9 I. 'I 


lím (x 2 + 5) 

x— >2 

V 1 . ^ Li») 


1 ^ f 

\ lím ;r J + lím 2x + lim 3 

j jc —*2 x —>2 x — >2 

(T S 1» > 

11 

' lím x 2 + lím 5 

v 1 J Lj.J 


x —>2 x —> 2 

(T. 6 L. 
y T. 8 L.) 



o 3 -> . o i 


2 2 + 5 


(T. 3 L. y T. 2 L.) 
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8 + 4 + 3 



◄ 


Tabla 1 


X 

... x - 25 

/w =-— 

x - 5 

4 

9 

4.5 

9.5 

4.9 

9.9 

4.99 

9.99 

4.999 

9.999 


Tabla 2 


i 

X 

,, , x 2 - 25 

/M = -— 

x - 5 

6 

11 

5.5 

10.5 

5.1 

10.1 

5.01 

10.01 

5.001 

10.001 


► EJEMPLO 4 Sea 


m = 


x 2 - 25 
x - 5 


(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de f(x) cuan¬ 
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999 y cuando x es igual a 6, 5.5, 
5.1, 5.01, 5.001. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x 
tiende a 5? 

(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente mediante el cálculo 
del lím f(x). 


Solución 

(a) Las tablas 1 y 2 muestran los valores de f(x) para los valores indicados 
de x. Observando estas tablas, parece que/(x) se aproxima a 10 conforme 
x tiende a 5. 

(b) En este caso, se tiene una situación diferente a las de los ejemplos anterio¬ 


res. No puede aplicarse el teorema 9 de límites al cociente 


25 


de¬ 


bido a que lím (x - 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se 
obtiene * 


x 2 - 25 = (x - 5)(jc + 5) 
x - 5 x - 5 


Si x ^ 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en¬ 
tre x - 5 para obtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el límite de 
una función conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x 
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el 
numerador y el denominador entre x - 5. La solución se expresa en la 
siguiente forma. 


lím 

x—>5 


x 2 - 25 
x - 5 


lím 

i—>5 


(x - 5)(x + 5) 
x - 5 


lím (x + 5) 


10 


(T. 1 L.) 


◄ 


► EJEMPLO 5 Considere 



(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(x) cuan¬ 
do x toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3.999 y cuando x es igual a 5, 4.5, 
4.1, 4.01, 4.001. ¿A qué valor parece que se aproxima g(x) conforme x 
tiende a 4? 

(b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica de g en un rectángulo 
de inspección conveniente. 
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(c) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente mediante el cálculo del 
lím g(x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron. 


Tabla 3 


X 

, , VI - 2 

gU) = --— 

x - 4 

3 

0.2679 

3.5 

0.2583 

3.9 

0.2516 

3.99 

0.2502 

3.999 

0.2500 


Tabla 4 


X 

í« = 41 - 2 

JC - 4 

5 

0.2361 

4.5 

0.2426 

4.1 

0.2485 

4.01 

0.2498 

4.001 

0.2500 



FIGURA 4 


Solución 

(a) Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica¬ 
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500 
conforme x tiende a 4. 

(b) La figura 4 muestra la gráfica de g trazada en el rectángulo de inspección 
de [1, 5.7] por [0, 1], La gráfica tiene un agujero en el punto (4, 0.25). 
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se 
aproxima a 0.25 conforme x tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in¬ 
ciso (a). 

(c) Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de límites al co- 


rz _ 2 

cíente --V debido a que lím (x - 4) = 0. Para simplificar el cocien- 

X - 4 Jt—>4 

te se racionaliza el numerador multiplicando tanto el numerador como el 
denominador por VI +2. 


VI - 2 = (VI - 2)(VI + 2) 
x - 4 (x - 4 )(VI + 2) 
x - 4 

(x - 4)(VI + 2) 


Puesto que se está evaluando el límite conforme x tiende a 4, se consideran 
sólo los valores de x cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se 
pueden dividir el numerador y el denominador entre x - 4. Por tanto 


VI - 2 = 1 

x ~ 4 VI + 2 


si* * 4 


La solución se expresa como sigue: 


lím 

j:-*4 


VI - 2 

x - 4 


l¡ m (VI ~ 2)(VI + 2) 
*-*4 (x - 4)(VI + 2) 


Ulll p=- 

jc-»4 (x - 4)(VI + 2) 


lllll ",— 

x-*4 VI + 2) 

lím 1 

j->4 

lím(VI + 2) 

j-»4 


1 

lím VI + lím 2 

x—> 4 jc->4 

i 

/lím I + 2 

Íx->4 

1 

44 + 2 
1 
4 


(T. 9 L.) 
(T. 2 L.) y (T. 4 L.) 
(T. 10 L.) y (T. 2 L.) 

(T. 3 L.) 

◄ 


De vez en cuando se necesitarán otros dos enunciados de límites que son 
equivalentes a 


lím f(x) = L 
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Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos¬ 
traciones se le pedirán en los ejercicios 63 y 64. 




1.5.14 Teorema 


lím/(x) = L si y sólo si lim [/(x) - L] = 0 

x-+a x~*a 


1.5.1 5 Teorema 


lim/(x) = L si y sólo si lim/(í + a) = L 

x~*a t —>0 


El teorema siguiente establece que una función no puede aproximarse a 
dos límites diferentes simultáneamente. Este teorema recibe el nombre de 
teorema de unicidad, debido a que garantiza que si el límite de una función 
existe, entonces es único. 


1.5.16 Teorema 


Si lím/(x) = ¿i y lím/(x) = L¡, entonces L¡ = L 2 . 

x-*a x-*a 


Debido a este teorema se puede establecer que si una función / tiene 
un límite L en el número a, entonces L es el límite de / en a. La demostración 
del teorema se proporciona en el suplemento de esta sección. 


EJERCICIOS 1.5 


En los ejercicios 1 a 10, demuestre, aplicando la definición 
1.5.1, que el límite es el número indicado. 


1. 

lím 7 = 7 

x—*2 

2. 

lím (-4) = -4 

x-*5 

3. 

lím (2x + 1) = 9 

x—* 4 

4. 

lím(4x + 3) = 7 

5. 

lím (7 - 3x) = -2 

6. 

lím (2x + 1) — ~1 

x-b-4 

7. 

lím (1 + 3x) = -5 

jr—*—2 

8. 

lím (7 - 2x) — 11 

x—>~2 

9. 

x 2 - 1 

lím * , - -2 

x-»-) JT + 1 

10. 

lím jr2 - 9 - 6 
x->i x - 3 


En los ejercicios 11 a 24, determine el límite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 

12 . 


11. lím (3x - 7) 

x—>5 

13. lím Ce 2 + 2x - 1) 


lím (5x + 2) 

<->-4 


15. lím (z 3 + 8) 

z->-2 

16. lím (y 3 - 2y 2 + 3y - 4) 

y -,-1 

4x - 5 


14. lím(2x z 

»—>3 


4x + 5) 


17. lím 

jr—>3 

19. lím 


5* - 1 
t 2 - 5 
2 1 3 + 6 


18. lím 

x ->2 8x 

20. lím 


3x + 4 


1 

2x + 1 


3x + 4 


21 . 


lím 

r —*1 


8r + 1 
r + 3 


23. lím 

x->4 


- 3x + 4 


2x l 


- 1 


22. lím 


+ 3x + 4 


24. 


£ m 3 \ 5 


5 + 2x 


En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta¬ 
bular los valores de f(x) para los valores especificados de x. ¿A 
qué valor parece que se aproxima fyx) conforme x tiende ü 
c? (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica de 
f en un rectángulo de inspección adecuado, (c) Confirme analí¬ 
ticamente la respuesta del inciso (a) calculando el lím f(x) 

x —le 

y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de límites que 
se aplicaron. 

25. f(x) = ■ *i ~ 2 ; x es 1, 1.5, 1.9. 1.99, 1.999 y x es 3, 2.5, 

x 2 - 4 ' 

2.1, 2.01, 2.001; c = 2 

26. f(x) = ?x 2 + }x - 2 . xes _ 3 _ 2 5 -2.1, -2.01,-2.001 

x 2 -6x - 16 

y x es -1, -1.5, -1.9, -1.99, -1.999; c = -2 

27. /(x) = íL±_5x+_ 6 es _ 4 _ 3 5 _ 3-1 _ 3 0 1, -3.001, 

x 2 - x - 12 

-3.0001 y x es -2, -2.5, -2,9, -2.99, -2.999, -2.9999; 
c = -3 

28. /(x) = 2 \ ~ -;xes 1,1.4, 1.49, 1.499, 1.4999y xes2, 

4x 2 - 9 

1.6, 1.51, 1.501, 1.5001; c = f 

29. /(x) = ■ ~ x es 8, 8.5, 8.9, 8.99, 8.999 y x es 10, 

9 - x 

9.5,9.1,9.01,9.001; c = 9 
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30. fix) 


jt es-1,-0.5,-0.1,-0.01,-0.001 y 


¿es 1,0.5, 0.1, 0.01,0.001; c = 0 
En los ejercicios 31 a 46, determine el límite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de límites que se aplicaron. 


54. Si 

m 


lí 


si x ^ -3 
si x = -3 


encuentre el lím f(x) y demuestre que lím f(x) ^ /(-3). 

x->-3 

Dibuje la gráfica de/. 


31. lím 

x—*l 

x 2 - 49 
x - 7 

32. lím z2 “ 25 

Z-+-5 Z + 5 

En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir 
de la gráfica de/dibujada en la figura adjunta. 

33. lím 

x-»3/2 

4x 2 - 9 

2x + 3 

34. lím 3x _ 1 

,->l/3 q x 2 _ ] 

55. El dominio de/es (-oo, + oo). (a) Defina /(jc) a trozos, (b) 
¿Cuáles son los valores de/(-3),/(0) y/(3)? (c) ¿Cuáles 


35. lím 


3j 2 


8j - 16 


■>* 2s ¿ - 9j + 4 


36. lím 


3x 2 - 17x + 20 


->* 4x 2 - 25 x + 36 


37. lím 


y 3 + 8 


->-2 y + 2 


38. lím 


s 3 - 1 


41 s — 1 


39. 

lím 

y-» ~3 

1 y 2 -9 

40. 

lím 

í—» 3/2 

/8r 3 - 27 

y 2 y 2 + 7y + 3 

"V 4f 2 — 9 

41. 

lím 

x-H 

1 1 

42. 

lím 

Vx + 5 - 2 
x + 1 

43. 

lím 

sf h + 2 — -yj2 
h 

44. 

lím 

x-»i 

l[x - 1_ 
x - 1 

45. 

lím 

JT-4-) 

2x 2 - x - 3 




x 3 + 2x 2 + 6x 

+ 



46. 

lím 

x 3 - x 2 - x + 10 




49. Si g(x) = 


50. Si G(x) 


x 2 - 1 


51. Si h{x) = Jl±JL 
x 


52. Si H(x) = 


■Jx + 1 - 1 


, ¿por qué no existe H{ 0)? De- 


Apoye su respuesta gráficamente. 
53. Si 

f2x - 1 si x * 2 
si x = 2 


fix) 


2x 

,1 


son los valores de lím fix), lím fix) y lím/(x)? 



x 1 + 3x + 2 

47. Si f(x) = x 2 + 5x - 3, demuestre analíticamente que 
lím f(x) — /(2). Apoye su respuesta gráficamente. 

x-*2 

48. Si Fix) = 2X 3 + Ix - 1, demuestre analíticamente que 

lím Fix) = F(-l). Apoye su respuesta gráficamente. 


56. El dominio de/es (- oo, + oo). (a) Defina/(x) a trozos, (b) 
¿Cuáles son los valores de /(-2), /(0) y /(2)? (c) ¿Cuáles 
son los valores de lím /(x), lím f(x) y lim /(x)? 


, ¿por qué no existe g(l)? Demuestre 


x - 1 

analíticamente que límg(x) existe y calcúlelo. Apoye su 

I —11 

respuesta gráficamente, 
x - 1 


, ¿por qué no existe G(l)? Demuestre 


analíticamente que lím G(x) existe y calcúlelo. Apoye su 

x —M 

■ respuesta gráficamente. 

3 



¿por qué no existe A(0)? De¬ 


muestre analíticamente que lím h(x) existe y calcúlelo. 

j -»0 

Apoye su respuesta gráficamente. 


57. El dominio de/es [-5,5]. (a) Defina/(x) a trozos, (b) ¿Cuá¬ 
les son los valores de /(-4), /(-3), /(3) y /(4)? (c) 
¿Cuáles son los valores de lím fix), lím /(x), lím f(x) y 
lím /(x)? 

x->4 


muestre analíticamente que lím H{x) existe y calcúlelo. 


encuentre el lím /(x) y demuestre que lím /(x) ^ /(2). 

j ->2 j->2 

Dibuje la gráfica de/. 
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58. El dominio de/es [-oo, 2], (a) Defina fíx) a trozos, (b) 
¿Cuáles son los valores de /(-l),/(O), /(1) y /(V3)? 
(c) ¿Cuáles son los valores de lím fíx), lím f(x), 
lím/(;c) y lim /(*)? ' _>_l x ~ >0 

.->1 J-.V3 


y 



En los ejercicios 59 a 62, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do¬ 
minio def es (-oo, +oo). 

59. /(2) = 3; lím f(x) = 1; lím/U) = f(a) si a * 2; el 

x—»2 x —ya 

contradominio de / es el conjunto de todos los números 
reales. 

60. /(-3) = 4; /(3) = -5; lím fíx) = -5; lim/(je) = 4; 

2—»3 

lím fíx) = fia) si a * ±3; el contradominio de / es el 

x—ya 

conjunto de todos los números reales. 

61. lím fíx) * /(-6); lím f(x) * /(6); lím f(x) = f(a) si 

x —»—6 x—* 6 x—> a 

a * ±6; el contradominio de / es el conjunto de todos 
los números reales no negativos. 

62. /(-2) * /(2); lím f(x) * /(-2); lím f(x) * /(2); 

j ->-2 *—>2 

lím fix) = /(a) si a * ±2; el contradominio de / es el 

x—*a 

intervalo cerrado [-3, 3]. 


63. Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que 
el teorema tiene el conectivo lógico si y sólo si, la de¬ 
mostración debe realizarse en dos partes. Para demostrar 
que lím f(x) = L si lím [fíx) - L] = O, inicie con 

lím fíx) y sustituya f(x) por \f{x) - L] + L, después 

x —*a 

aplique el teorema 4 de límites. Para demostrar que 
lím fíx) = L sólo si lím lf(x) - I] = O o, equiva- 

x~*a x—*a 

lentemente, lím [fíx) - L] = O si lím fíx) = L, apli¬ 
que el teorema 4 de límites a lím [f(x) - L], 

x —>a 

64. Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de¬ 
mostración del teorema 1.5.14, se requieren dos partes. 

Para demostrar que lím fíx) = L si lím f(t + a) = L, 

(->0 

aplique la definición 1.5.1 y después sustituya r + a por x 
y t por x - a. Para demostrar que lím fíx) = L sólo si 

x-*a 

lím f(t + a) = Lo,equivalentemente, lím f(t + a) = L 

f->0 i->0 

si lím f{x) = L, aplique la definición 1.5.1 y después 

x->a 

sustituya x por t + a y x — a por r. 

65. Si P es una función polinomial, ¿por qué existe lím Píx) 

x —> o 

para todos los números a y por qué puede determinarse 
este límite calculando P(a)? Si R es una función racional, 
¿por qué no puede tenerse un enunciado semejante al ante¬ 
rior que implique a lím Ríx)2 ¿Cómo podría modificar el 

x-*a 

enunciado anterior para el límite de una función racional? 


66. Si lím fíx) existe y lím [f(X) + g(x)] no existe, expli- 

x—*a x—*a 

que por qué puede concluirse que lím gíx) no existe. 

X —) <1 

67. Sin emplear las palabras límite o se aproxima y sin utili¬ 
zar símbolos tales como € y S, establezca en palabras lo 
que significa el siguiente simbolismo: lím fíx) = L. 


1.6 LÍMITES LATERALES 

Hasta ahora, en el estudio del límite de una función conforme la variable 
independiente x tiende al número a, se han considerado valores de x cercanos 
a a, tanto mayores como menores que a; esto es, valores de x en un intervalo 
abierto que contenga a a , el cual no se considera como posible valor de x. 
Sin embargo, suponga que se tiene la función definida por 

fíx) = 

Como f(x) no existe si x < 4, entonces / no está definida en cualquier in¬ 
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lím fx - 4 no tiene signifi- 

Jt-*4 

cado. Si, de cualquier forma, se restringe x a números mayores que 4, puede 
lograrse que el valor de fx~- 4 esté tan cerca de 0 como se desee tomando 
valores de x suficientemente cercanos-a 4 pero mayores que 4. En tal'Caso, x 
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el límite por la derecha (o el 
límite lateral derecho), el cual se define a continuación. \ 
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1.6.1 Definición de limite por la derecha 


Sea / una función definida en cada número del intervalo abierto 
(a, c). Entonces, el límite de /(x), conforme x tiende a a por la de¬ 
recha, es L, lo que se denota por 

lím /(x) = L 

x -*a+ 

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe una 
8 > 0 tal que 

si0<x-a<5 entonces |/(x) - L \ < € 


Observe que en la última línea de la definición, no se colocaron barras de 
valor absoluto alrededor de x - a ya que se consideran únicamente valores 
de x para los cuales x > a. 

Al calcular, a partir de la definición, el límite de Vx - 4, conforme x 
tiende a 4 por la derecha, se tiene 


lím Vx - 4 = 0 

x-*4 + 

Si, cuando se considera el límite de una función, la variable independíente 
x se restringe a números menores que a, se dice que x se aproxima a a por la 
izquierda. Este límite recibe el nombre de límite por la izquierda (o límite 
lateral izquierdo). 


1.6.2 Definición de límite por la izquierda 


Sea/ una función definida en cada número del intervalo abierto (d, a). 
Entonces, el límite de /(x), conforme x tiende a a por la izquierda, 
es L, lo que se denota por 

lím f(x) = L 

x-*a~ 

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe una 
8 ^ 0 tal que 

si0<a-x<5 entonces |/(x) - L | < € 



f-l si x < 0 
sgn j = i o si x = 0 
[ I si 0 < s 

FIGURA 1 


Se referirá al lím f(x) como el límite bilateral para distinguirlo de los 
límites laterales. x ~ >a 

Los teoremas 1 a 10 de límites estudiados en la sección 1.5 siguen siendo 
válidos si “x -> a” se sustituye por “x -> a + " o “x —> a~”. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra la grá¬ 
fica de la función signo definida en el ejercicio 49 de la sección 1.1 
mediante 

f-l si x < 0 
sgnx = ¡ 0 si x = 0 
[ 1 si 0 < x 

Como sgn x = -1 si x < 0 y sgn x = 1 si 0 < x, se tiene 

lím sgnx = lím (-1) lím sgnx = lím 1 

x— >0” x —>0 — x — 1 0 + x —>0 + 

= -i =i ◄ 
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En el ejemplo ilustrativo 1, debido a que el límite por la izquierda y el límite 
por la derecha no son iguales, el límite bilateral lím sgn x no existe. El concepto 

x —>0 

de límite bilateral no existe debido a que los dos límites laterales son diferentes, 
lo cual es una consecuencia del siguiente teorema. 


1.6.3 Teorema 


El lím f(x) existe y es igual a L si y sólo si Km f(x) y lím f(x) existen 

x-ta x-*a- x-ta* 

y son iguales a L. 


La demostración de este teorema se deja al estudiante como ejercicio 
(consulte el ejercicio 34). 


y 



C(x) = 



si 0 <, X £ 10 
si 10 < * 


FIGURA 2 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 2 de la sec¬ 
ción 1.3 se tuvo la siguiente función en la que C(x) dólares es el costo total de 
un pedido de x libras de un producto: 

C( Í2* si0<x £ l 
[ 1.8x si 10 < x 

La gráfica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la gráfica 
en x = 10. A continuación se examinará el lím C(x). Como la definición 

x->IO 

de C(x) cuando x < 10 es diferente de la definición cuando x > 10, debe 
distinguirse entre el límite por la izquierda en 10 y el límite por la derecha en 
10. Al calcular estos límites se obtiene 

lím C(x) = lím 2x lím C(x) = lím 1.8x 

x-> 10“ X-+10" x—>10+ x->]0 + 

=20 =18 

i 

Puesto que lím C(x) *= lím C(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x->10- *—>10+ 

lím C(x) no existe. En la sección 1.8, se considerará otra vez esta función 

x —>10 

como un ejemplo de una función discontinua. A 


► EJEMPLO 1 


Sea g la función definida por 


y 



FIGURA 3 


g(x) = í |x| si X * 0 
[2 si x = 0 

(a) Dibuje la gráfica de g. (b) Determine lím g(x) si existe. 

x—>0 

Solución 

(a) La gráfica de g se muestra en la figura 3. Observe que la gráfica se rompe 
en el origen. 

(b) lím g(x) = lím (-x) lím g(x) = lím x 

x —> 0 x —> 0 jt-*0 + a:-f0 + 

= 0 =0 

Como lím g(x) = lím g(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x —>0 x —>0^” 

lím g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta 

x ->0 

al lím g(x). "R 

Jt —>0 
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► EJEMPLO 2 


Sea h la función definida por 



¡4 - x si x < 1 
\2 -t- jr 2 si 1 < x 

FIGURA 4 


., , _ í 4 - x 2 si x < 1 
Kx) ~ t 2 + *2 si 1 < * 

(a) Dibuje la gráfica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien¬ 
tes límites: lím h(x)\ lím h(x)\ lím/i(jc). 

x— >l~ x— >1+ x —>1 

Solución 

(a) La gráfica de h se muestra en la figura 4. 

(b) lím h(x) = lím (4 - x 2 ) lím h(x) = lí m (2 + x 2 ) 

jc-> 1~ *->! + jr—♦ I + 

= 3 =3 

Como lím h(x) = lím h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por 

X— >1“ A—> 1 + 

el teorema 1.6.3, que lím h(x) = 3. A 

x—>\ 


► EJEMPLO 3 


Sea / la función definida por 


f(x) = 



(a) Trace la gráfica de/y a partir de la gráfica haga una conjetura acerca de 
lím f(x). (b) Confirme analíticamente la conjetura del inciso (a). 

x —> 3 

Solución 

(a) La figura 5 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-1, 8.4] por [-2, 2], Debido a que la gráfica se rompe en el 
punto donde x = 3, se sospecha que lím f(x) no existe. 

(b) Como 


[-1, 8.4] por [-2, 2] 


3 si x > 3 
x si x < 3 


Al calcular los límites laterales se obtiene 


I* ~ 3 1 = 

jc — 3 


1 si x a 3 
-1 si jc < 3 


FIGURAS 


lím f(x) =.,lím - 

x —>3“ x —>3“ X j 

= lím (-1) 

X->1- 


lim f(x) = lím ■— 

r-*3 + jc—>3+ JC 

= lim 1 

r-*3+ 


Como lím /(jc) lím /( jc), se ha confirmado analíticamente que 

x—>3~ j^3 + 

lím /(jc) no existe. ^ 

x —>3 


► EJEMPLO 4 


m = 


Sea / la función definida por 
si jc < -3 
si -3 < jc < 3 
si 3 < jc 


(a) Dibuje la gráfica de /. (b) Determine cada uno de los siguientes límites: 
lím f(x): lím /(jc); lím f(x): lím /(jc); lím /(jc); lím/(jc). 

jt —►—3~ x— »-3+ x —»-3 t-43 - a— »3 + x —>3 
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X + 5 SÍ X < “3 
^9 - x 2 si -3 £ x 3 


3 - x si 3 < x 


FIGURA 6 


Solución 

(a) La gráfica de/se muestra en la figura 6. 


(b) lím f{x) = lím (x + 5) 

jt-4-3 - x — >-3~ 


lím f(x) = lím \9 - x 2 

*->-3+ *->-3+ 


Como lím f(x) ± lím /(x), entonces lím f(x) no existe. 


lím /(jc) = lím V9 - x 2 
^—>3“ ji->3“ 


lím f(x) = lím (3 - x) 

*-»3 + x -* 3 + 


Como lím f(x) = lím f(x), entonces lím f(x) existe y es igual a 0. A 
x -* 3 ~ jt—► 3+ x~>3 


EJERCICIOS 1.6 


En los ejercicios i a 22, dibuje la gráfica de la función y si exis¬ 
te, determine el limite indicado; si el límite no existe, diga por 
qué razón. 

í 2 si jc c 1 

1* /(■*) = j -1 si JC = 1 

[-3 si 1 < jc 

(a) lím /(jc); (b) lím /(jc); (c) lím /(jc) 


2. f(x) = | 


-2 si x <■ 0 

2 si 0 < x 


(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím flx) 

x-*0+ x—»0~ x—>0 


3. m = 


t + 4 si í < -4 


(a) lím /(r); (b) lím /(/); (c) lím f(t) 

X—♦ -4+ x —>-4~ x—»—4 


5 + 3 sí 5 £í —2 


3-5 si -2 < 5 


(a) lím g(s); (b) lím g(s); (c) lím g(s) 


5. F(x) = 


X 2 si X £ 2 

8 - 2x si 2 < x 


(a) lím F(x); (b) lím F (x); (c) lím F(x) 

x—»2 + x—»2 - x-*2 


6. h(x) 


+ 1 si x < 3 

- x si 3 < x 


(a) lím h(x); (b) lím h(x)\ (c) lím h(x) 

x-»3 + x —>3" x—>3 

f2r + 3 si r < 1 

7. g(r) = | 2 si r = 1 

[7 - 2r si 1 < r 

(a) lím g(r); (b) lím g(r)\ (c) límg(r) 

r-»l + r-»l - r-»l 

í 3 + l 2 si ( < -2 

8. gU) = j 0 si t = -2 

[ 11 - I 2 si -2 < í 

(a) 1 lím g(l)\ (b) lím g(t)\ (c) límg(r) 

x—>-2 + 7-)-2 


r* 2 - 4 

9. /(x) = \ 4 

U -x 2 


si x < 2 
si x = 2 
si 2 < x 


(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x) 

x—*2 + x—*2 x—*2 


10. /(x) = 


si X < 1 
si X = 1 

SÍ 1 < X 


(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lim /(x) 

*-H + *->l- x —. 1 

11. F(x) = |x - 5 I 

(a) lím F(x); (b) lím F(x); (c) límF(x) 

x—»5 + x-»5“ x—>5 

12. /(x) = 3 + | 2x - 4 | 

(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x) 

x—> 2 + x—>2 x—y 2 


13. G(x) 


(a) lím G(x); (b) lím G(x); (c) límG(x) 

*—>3/2+ x->3/2~ ..->3/2 


í I x - 1 | SÍ X < -1 
14. F(x) = < 0 si x = -1 


(a) lím F(x); (b) lím F(x); (c) lím F(x) 


15. /(x) = Lí-i 

x 

(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x) 

x—»0 + x-»0“ x-»0 

16. 5(x) = | sgn x | (la función sgn x se definió en el ejemplo 
ilustrativo 1) 

(a) lím S(x); (b) lím S(x); (c) lím S(x) 

jc—>0 + jc—>0“ i—.0 

(2 si x < -2 

17. /(x) = j xj4 - x 2 si -2 < x < 2 

[-2 si 2 < x 

(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x) (d) lím/(x); 

i-*- 2“ x->-2 + x—x-2 x—,2~ 

(e) lím /(x); (f) lím /(x) 

jc—.2+ x-,2 

{ X + 1 si X < -1 

x 2 si -1 < X < 1 

2 - x si 1 < x 

(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x) (d) lím /(x); 

JC-.-1+ Í-.-I 

(e) lím /(x); (f) lím /(x) 
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19. m = 


í Ift si t < 0 


2x - a 

si x < -3 j 

\-yft si 0 < t 

32. Dada/(jc) = « 

ax + 2b 
b - 5x 

si -3 < X < 3 
si 3 < x J 


(a) lím /(O; (b) lím /(f); (c) lím/(t) 
í->0+ í-»0 - (->0 


determine 


los valores de a y b tales que lím f(x) y lím/(jt) 
existan. 


20 . 


g(x) 


-x 

Tx 


(a) lím g(x); (b) 

x-*0 + 


si x £ -0 
si 0 < x 

límg(x);(c) límg(x) 


21. F(x) = 


'¡x 2 - 9 
V9^ 
v/x 2 ?l 9 


si x < -3 
si -3 < x < 3 
si 3 £ x 


33. Sea/U) = { * si x < 0 I Demuestre que iíin f(jc) 

[1 si 0 < x j j->o 

no existe, y que lím |/(x) I existe. 

*->o ' 

34. Demuestre el teorema 1.6.3. 

En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalúe los límites de los 
incisos (a)-(k) a partir de la gráfica mostrada en la figura 
adjunta. 


(a) lím F(x); (b) lím F(x); (c) lím F(x); (d) lim F(x); 

x >-3~ x-»-3+ x->-3 Jt —> 3~ 

(e) lím F(x); (f) límF(x) 

x->3+ Jt >3 


22. G(t) = 



si í £ -1 
si -1 < t < 1 
si 1 £ t 


(a) lím G(r); (b) lím G(r); (c) 

t-*~ r- f->-i+ 

(e) lím G(í); (f) límG(f) 


lím G(/j; (d) lím G(f); 


23. Sea F(x) = x - 2 sgn x, donde sgn x está definida en el 
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) lím F(x); 

(b) lím F(x); (c) lím F(x). 

x —.0 — J -.0 

24. Sea h(x) = sgn x - U(x), donde sgn x está definida en el 
ejemplo ilustrativo 1 y Ges la función salto unitario definida 
por 

0 si x < 0 
si 0 £ x 


U(x) 


■{! 


Si existen, determine: (a) lím h(x); (b) lím /¡(x); 

(c) lím h(x). " 

»o 

25. Si existen, determine: (a) lim [x]; (b) límQx]]; 
(c) lím [xl. 

.r-»2 

26. Si existen, determine: (a) lím (|x - 3j|; (b) límQx-3]]; 
(c) lim ||a 3[|. 

x —>4 

27. Sea h(x) = (x - 1) sgn x. Dibuje la gráfica de h. Si exis¬ 
ten. determine: (a) lím ft(x); (b) lím ft(x); (c) lím h(x). 

,r—.0+ r-íO- x .0 

28. Sea G(x) = [xj] + J4 - xj. Dibuje la gráfica de G. 

Si existen, determine: (a) lím G(x); (b) lím G(x); 
(c)límG(x). ^ 3+ 

29. Dada/(x) = \ ~ S ! x < ^ [, determine el valor 

J [5x + k si 4 < x J 

de k, tal que lím/(x) exista. 

x-*4 


35. El dominio de / es [-1, 5], (a) lím /(x); (b) lím /(x): 
(c)jún + /(x); (d)Um/(x); (e) ^lím/(x); (f) Jún /(x): 
(g) lím /(x); (h) lím /(x); (i) Tím /(x); (j) fim/(x); 

x — 1 2 x -» 3 " x -* 3 + x->3 

(k) lím f(x). 

x —* 5 ~ 


y 



36. El dominio de / es [0, 5j. (a) lím ffx); (b) lím /(x): 

.-. 0 + x —.1 — 

(c) lím/(x); (d) lim/(x); (e) lim_/(x); (f) lím f(x), 
(g) lím/(x); (h) lím /(x); (i) lím /(x); (j)lím/(x): 

x->2 x -* 4 ~ x -> 4 + x —>4 

(k) lím /(x). 


y 



En los problemas 37 y 38, dibuje la gráfica de alguna junción f 
que satisfaga las condiciones dadas. 


30. Dada/(x) = I ^ si x < 1 I j eterrn j ne e j va | or 

[x 2 + k si -1 < x j 

de k tal que lím /(x) exista. 

í x 2 si x < -2 1 

31. Dada/(x) = < ax + b si -2 < x < 2 k determine 

l 2x - 6 si 2 £ x j 

valores de a y b tales que lím /(x) y lím /(x) existan. 

x ->-2 x-*2 


37. El dominio de/es [-1,3]./(-I) = -2;/(0) = 0;/(l) = 
2; /(2) = 4; /(3) = 1; lím /( x) = -2; lím /( x) = 0; 

x— »-1 + x —>0 

lim/(x) = 3;lím/(x) = 4; lím /(x) = 4; lím + /(x) = 
0; lím /(x) = 5. 

38. El dominio de/es [-4,4], /(—4) = 3;/(—2) = -3;/(0) = 

1; /(2) = -1; /(4) = 0; lím /(x) = 0; lím/(x) = 1; 

*->-2 

lím /(x) = 1; lím /(x) = 4; lím/(x) = -1; lím /(x) = 0. 

x-»0 - x—*0 + x—>2 x— 
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39. En el inciso (a) del ejercicio 5 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
costo total de un embarque como una función de su peso. 
Si/es esa función y x es la variable independiente, deter¬ 
mine cada uno de los siguientes límites: (a) lím /(x); 

(b) lím /Ce); (c) lím /Ce); (d) lím /Ce). * _>5 ° 

i—>50+ *-.200- *-.200+ 

40. En el inciso (a) del ejercicio 6 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
porte de correo de primera clase para una carta que no pese 
más de 11 oz como una función de su peso. Si F es esa fun¬ 
ción y x es la variable independiente, determine cada uno 

de los siguientes límites: (a) lím F(x ); (b) lím F(x); 

*-.o+ *-*r 

(c) lím F(x); (d) lím F(x); (e) lím F(x); (f) lím F(x)\ 

*-.!+ *-.2“ *—*10"' x-»10+ 

(g) lím F(x). 
i-»ir 

41. En el inciso (a) del ejercicio 7 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
costo de una llamada telefónica, que no dure más de 5 
min, de Mendocino a San Francisco como una función de 
su duración. Si g es esa función y je es la variable inde¬ 
pendiente, determine cada uno de los siguientes límites: 

(a) lím g(x)\ (b) lím g(x); (c) lím g(x); (d) lím g(x). 

*-.r *-.!■*■ *—.2“ *—»5~ 

42. En el inciso (a) del ejercicio 8 de la sección 1.3, se le pidió 
que encontrase un modelo matemático que expresara el 
precio de admisión al Coast Cinema como una función de 
la edad de la persona. Si G es esa función y x es la variable 
independiente, determine cada uno de los siguientes lí¬ 
mites: (a) lím G(je); (b) lím G(je); (c) lím G(x); 

*-*12“ J-.12+ *-»60“ 

(d) lím G(x). 

x-*60 + 

43. Sean/y g las funciones definidas como 


/(*) = 


x 2 + 3 
x + 1 


si X < 1 
si 1 < X 


, , í X 2 si X < 1 

* W = Í2 si I < X 

(a) Muestre que lím /(x) y lím /(x) existen pero no son 

x-»i - jr—>1 + 

iguales, y en consecuencia, lím/(x) no existe. 

x-H 

(b) Muestre que lím g(x) y lim g(x) existen pero no son 

X-*l“ + 

iguales, y en consecuencia, lím g(x) no existe. 

(c) Obtenga una fórmula para/(x) • g(x). 

(d) Demuestre que lím [/(x) • g(x)] existe probando que 

X—► 1 

lím [/(x) • g(x)] = lím [/(x) • g(x)¡. 

X-») - x-*l + 

44. Sean/ y g las funciones definidas como 


/(*) = 
g(x) = 


X 

+ 1 

si 

X 

< 

1 

X 

- L 

si 

1 


X 

1 

- X 

si 

X 

< 

1 

.1 

+ X 

si 

1 

< 

X 


(a) Muestre que lím/(x) y lím g(x) no existen. 

j-.i x-»i 

(b) Defina la función f + g. 

(c) Demuestre que lím [/(x) + g(x)] existe. 

(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene 


lím[/(x) + g(x)] * lím/(x) + límg(x). 

x —i 1 x —► 1 x —► I 

¿Contradice este hecho al teorema 4 de límites 
(1.5.5)? ¿Porqué? 


45. Sin utilizar las palabras límite o se aproxima y sin em¬ 
plear símbolos tales como f y 8, exprese en palabras lo 
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a) 
lím /(x) = L\ (b) lím/(x) = L. 

x—>c¡- x-*a + 


1.7 LIMITES INFINITOS 



FIGURA 1 


En esta sección, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen 
sin límite conforme la variable independiente se acerca cada vez más a un nú¬ 
mero fijo. Para iniciar, considere la función definida por 



El dominio de/es el conjunto de todos los números reales excepto 0, mien¬ 
tras que su contradominio es el conjunto de todos los números reales positi¬ 
vos. La figura 1 muestra la gráfica de /trazada en el rectángulo de inspección 
de [-2, 2] por [0, 100]. Observe que conforme las coordenadas x de los 
puntos de la gráfica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda, 
las coordenadas y, o/(x), crecen. A continuación se calcularán algunos valo¬ 
res de la función cuando x tiende a 0. Aproxime x a 0 por la derecha, es decir, 
considere los siguientes valores de x: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de¬ 
termine los valores correspondientes de /(x), los cuales se muestran en la 
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Tabla 1 


X 

fw = 4 

X 

1 

3 

0.5 

12 

0.25 

48 

0.1 

300 

0.01 

30 000 

0.001 

3 000 000 


la tabla 1. Observe en esta tabla que f(x) crece conforme x se aproxima cada vez 
más a 0, a través de valores mayores que 0. En realidad, se puede hacer/(x) tan 
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 0 
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que f(x) crece sin límite confor¬ 
me x tiende a 0 mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como 

lím -4r = +oo 
«0+ X 2 

Ahora aproxime x a 0 por la izquierda; en particular, considere para x los 
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y -0.001. Debido a la simetría con res¬ 
pecto al eje y, los valores de la función son los mismos que los correspondien¬ 
tes a los valores positivos de x. Así, otra vez, f(x) crece sin límite conforme 
x tiende a 0 a través de valores menores que 0, lo cual se expresa como 

lím 4r = +oo 
no- X 2 


y 



FIGURA 2 


Por tanto, conforme x se aproxima a 0 por la derecha o por la izquierda, f(x) 
crece sin límite , lo que se expresa en símbolos como 

lím -4 = +oo 

x->0 X 2 

A partir de la información anterior, se obtiene la gráfica de/, mostrada en 
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la gráfica trazada en la figu¬ 
ra 1. Observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez más al eje y 
conforme x se aproxima a 0. Para esta gráfica, el eje y es una asíntota vertical, 
la cual se definirá posteriormente en esta sección. 


1.7.1 Definición de valores de función que crecen 
sin limite 


Sea/una función definida en cada número de algún intervalo abierto / 
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a a,f(x) crece sin límite, lo cual se escribe como 

lím /(x) = +oo (1) 

x —mi 

si para cualquier número N > 0 existe 6 > 0 tal que 
si0<|x-<i|<5 entonces f(x) > N 


Esta definición también puede establecerse en otra forma como sigue: 
“Los valores de función f(x) crecen sin límite conforme x tiende a un número 
a si /(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual¬ 
quier número positivo N) para todos los valores de x suficientemente cerca¬ 
nos a a, pero sin considerar a a, mismo. 

Se insiste una vez más, como se hizo cuando se analiza la notación de 
intervalos en la sección A-l del apéndice, que +oo no es un símbolo para 
representar un número real; en consecuencia, cuando se escribe lím f(x) = 

x-*a 

+oo, no tiene el mismo significado que lím f(x) = L, donde L es un número 

X — 

real. La ecuación (1) puede leerse como “el límite de f(x) cuando x tiende a a 
es infinito positivo (o más infinito)”. En tal caso, el límite no existe, pero el 
símbolo + oo indica el comportamiento de los valores de función /(x) confor¬ 
me x se aproxima cada vez más a a. 
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De manera análoga, puede indicarse el comportamiento de una función 
cuyos valores decrecen sin límite. Para llegar a esto, considere la función g 
definida por la ecuación 



g(x) = -4 

X 

FIGURA 3 


g(x) = -J 

La figura 3 muestra la gráfica de esta función trazada en el rectángulo de 
inspección de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de función dada por g(x) = 

-3 3 

—son los negativos de los valores proporcionados por f(x) = —De 
x z x ¿ 

modo que para la función g, conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por 
la izquierda, g(x) decrece sin límite, lo que se escribe como 


1.7.2 Definición de valores de función que decrecen 
sin limite 


Sea / una función definida en cada número de algún intervalo abierto I 
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a a,f(x) decrece sin limite, lo cual se escribe como 


lim f(x) = -oo (2) 

x—*a 

si para cualquier número N < 0 existe 8 > 0, tal que 


si0<|x-a|<5 entonces f(x) < N 


Nota: La ecuación (2) puede leerse como “el límite de f(x) cuando x tiende 
a a es infinito negativo (o menos infinito)”. Observe, otra vez, que el límite no 
existe, y que el símbolo -oo sólo indica el comportamiento de los valores de 
función f(x) conforme x se aproxima cada vez más a a. 

También se pueden considerar los límites “infinitos” laterales. Se estable¬ 
ce que y lím f{x) = +oo si /está definida en cada número de un intervalo 

X— >Í7 + 

abierto ( a , c) y si para cualquier número N > 0, existe 8 > 0 tal que 
si 0 < x - a < 8, entonces f(x) > N 


y 



x - 1 


FIGURA 4 


Definiciones semejantes pueden darse para lím fU) = +oo, lim f(x) = 

x-*Q~ x-ta + 

-oo y lim f(x) = -oo. Se le pedirá que escriba estas definiciones en el 

X 

ejercicio 52. 

Ahora suponga que h es la función definida por la ecuación 

h(x) = '~~~i (3) 

La gráfica de h se presenta en la figura 4, en esta figura también se muestra la 
recta x = 1 como una recta punteada (una asíntota vertical de la gráfica). 
Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento 
de la función de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que 


lím - x = -oo 

x-*t- x - 1 

(4) 

9 r 

lím -- = +oo 

X-+ 1 + x - 1 

(5) 
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Esto es, para la función definida por (3), conforme x se aproxima ala través 
de valores menores que 1, los valores de función decrecen sin límite, mientras 
que cuando x se aproxima a 1 mediante valores mayores que 1, los valores de 
función crecen sin límite. 

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de límites 
que implican límites “infinitos”. 


1.7.3 Teorema 1 1 de límites 


Si r es cualquier número entero positivo, entonces 

(i) lhn — = +oo; 

*->o + x r 

(li) lim — = 1°° SÍresÍm P ar 

r-*o- x r [+oo si res par 


Demostración Se probará el inciso (i). La demostración del inciso (ii) 
es análoga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se 
debe probar que para cualquier N > O existe 8 > O, tal que 


si O < x < 8 entonces — > N 
x r 

o, equivalentemente, como x > O y N > O, 
si O < x < 8 entonces x r < 
o, de modo equivalente, como r > O, 
si O < x < 8 entonces x < 



El enunciado anterior se cumple si 8 = 
si O < x < 8 entonces — 


1 
N 

> N 


Mr 


. Por tanto, cuando 8 


= (!) 
\N! 


Mr 


\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A partir del teorema 11 (i) 

de límites 


lim -ír = +oo y lim = +oo 

x->0+ X J jc->0+ 

Del teorema 1 l(ii) de límites 

lim -ir = -oo y lim = +oo ^ 

*->0- x ¡ *->0- X 4 

El teorema 12 de límites, que a continuación se presenta, implica el límite 
de una función racional para la cual el límite del denominador es cero y el lími¬ 
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situación se presenta 
en (4) y (5). 


1.7.4 Teorema 12 de limites 


Si a es cualquier número real y si lim f(x) = O y lim g(x) = c, donde 

j-*a x-*a 

c es una constante diferente de O, entonces 
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(i) 

(¡I) 

(iii) 


(iv) 


si c > 0 y /(x) 


g(x) _ 


lim , — 

x->a f(x) 

si c > 0 y f(x) -* 
lím *2 - 

f(x) 

sic < 0 y /(x) —» 

Um&l = 

>-*o /(x) 
sic < Oy/(x) -» 


#(*) _ 


Um /v \ 
/(x) 


0 a través de valores positivos de /(x), entonces 
+ 00 

O a través de valores negativos de/(x), entonces 
-oo 

O a través de valores positivos de/(x), entonces 
-oo 

O a través de valores negativos de/(x), entonces 
+ oo 


El teorema también es válido si se sustituye "x —> a" por “x -+ a + ” o 
"x -» fl“”. 


La demostración del inciso (i) se presenta en el suplemento de esta sec¬ 
ción. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con¬ 
sulte los ejercicios suplementarios 4 a 6). 

Cuando se aplica el teorema 12 de límites, con frecuencia se obtiene 
alguna indicación de si el resultado es +oo o -oo, tomando valores ade¬ 
cuados de x próximos a a para determinar si el cociente es positivo o 
negativo, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


lim 

X —>1 


2x 


x - 1 


En (4) se tiene 


Se puede aplicar el teorema 12 de límites ya que lím 2x = 2 y 

JC —► l — 

lím (x - 1) = 0. Se desea determinar si el resultado es +oo o - oo. Puesto 

JC —>1 

que x —r P. se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1; por ejemplo, 
tome x = 0.9 y al calcular el cociente se obtiene 


2(0.9) 
0.9 - 1 


= -18 


El cociente negativo conduce a sospechar que 
y 2x 

lim -- = -oo 

*-»r x - 1 


Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de límites, pues¬ 
to que cuando x -> 1~, x - 1 se aproxima a O mediante valores negativos. 
Para el límite de (5), como x —> 1 + , se toma x = 1.1 y se calcula 


J! 

1 - 1 


Debido a que el cociente es positivo se sospecha que 


lím 


2x 

x - 1 


+ 00 
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Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de límites, puesto 
que cuando x —> 1 + , jc — 1 se aproxima a O por medio de valores positivos. 4 


Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten¬ 
ga cuidado al elegir el valor de x, asegúrese de que esté suficientemente cer¬ 
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo, 


cuando se calculó el lím 


2.r 


r->l- X - 1 

menor que 1, sino que también debe ser mayor que 0. 


, el valor elegido de x no debe ser sólo 


► EJEMPLO 1 Sea 


F(x) = 


x 2 + x + 2 
x 2 - 2x - 3 


Determine: (a) lím F(x); (b) lím F(x). (c) Apoye las respuestas de los inci- 

a—>3 + x— >3" 

sos (a) y (b) trazando la gráfica de F. 

Solución 


(a) 


X 2 

lim -x.- 
*-►3+ X 2 


+ x + 2 
- 2* - 3 


lím x 2 + x + 2 
t-*3+ (x - 3)(x + 1) 


El límite del numerador es 14, lo cual puede verificarse fácilmente, 
lím (x - 3)(x + 1) = lím (x - 3) • lím (x + 1) 

¿->3+ x->3 + -t->3 + 

= 0-4 
= 0 


El límite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 0 me¬ 
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de límites. 


lím 


* 3 + 


+ x + 2 
- 2x - 3 


(b) lím 


+ x + 2 
- 2x - 3 


= lím 


+ x + 2 


(x - 3)(x + 1) 



[0, 9.4] por (-10, 10] 


gW = 


x 2 + x + 2 
x 2 - 2x - 3 


Como en el inciso (a), el límite del numerador es 14. 

lím (x - 3)(jc + 1) = lím (x - 3) .- lím (x + 1) 

x— >3 x —>3 x— »3 

= 0-4 
= 0 


En este caso, el límite del denominador es cero, pero el denominador 
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii) 
de límites, 


lím 

*-> 3 - 


x 2 + x + 2 
x 2 - 2x - 3 


— 00 


FIGURAS 


(c) La figura 5 muestra la gráfica de F trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 9.4] por [-10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a) 

y (b). 4 
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► EJEMPLO 2 


Sean 


/W = 


V* 


y g(x) = 




JC - 2 


Determine: (a) lím /(a:); (b) lím g(x). Apoye cada respuesta trazando la grá- 

i->2+ jc—>2 - 

fica de la función. 

Solución 

(a) Como* 


2 + , * - 2 > 0; de modo que x - 2 = V(x - 2) 2 . Así 


lím 

;c->2+ 


4x>~ 


X - 2 


lím 

¿c->2 + 


V(* - 2)(* + 2) 

V(* - 2) 2 


= lím 


A x — 2 A x + 2 


2+ Vac - 2 Va 


= lím 


V* + 2 


-c->2 + V* — 2 



/W = 


V? - 


FIGURA 6 


i \ Vt ■ 
£(*) = -S— 


jc - 2 



El límite del numerador es 2. El límite del denominador es 0, y el deno¬ 
minador se aproxima a 0 mediante valores positivos. En consecuencia, 
por el teorema 12(i) de límites. 


lím 

jc—»2' t 


!a~ 


V 1 * 


* - 2 


La gráfica de / trazada en el rectángulo de inspección de [2, 5] por 
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta. 

(b) Como * —» 2“ * - 2 < 0; de modo que x - 2 = ~-J(2 - x) 2 . Por 
tanto. 


lím 2C 

x->2* 2 


= lím 


-y'2 - *V2 + x 


= lím 


2- -VT^xyT 
y'2 +"* 


c—>2 —y 2 * 

El límite del numerador es 2. El límite del denominador es 0, y el deno¬ 
minador se aproxima a 0 mediante valores negativos. En consecuencia, 
por el teorema 12(ii) de límites. 


V4 


lím 

x->2~ X ~ ¿ 

La figura 7 muestra la gráfica de g trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 2] por [-10, 0], la cual apoya la respuesta. 4 

► EJEMPLO 3 Dada 

h(x) = 

(a) Trace la gráfica de h, y a partir de la gráfica elabore un enunciado acerca 
del comportamiento aparente de h(x) conforme * se aproxima a 4 por 
medio de valores menores que 4. 

(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analíticamente determinando el 

lím h(x). 

jc->4“ 


FIGURA7 
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M . X ) = líl- - 

x - 4 


Solución 

(a) La figura 8 muestra la gráfica de h trazada en el rectángulo de inspección 
de [3, 4]por[0, 30]. En la figura, parece que h(x) crece sin límite conforme 
x se aproxima a 4 mediante valores menores que 4. 

(b) Como lím M = 3, se tiene que lím (|[r]| - 4) = -1. Además, 

x —>4 ” x-*4“ 

lím (jc — 4) = 0, y x - 4 se aproxima a 0 por medio de valores ne- 
gativos. En consecuencia, del teorema 12(iv) de límites, 


lím 

x—>4~ 


ÍM - 4 
x - 4 


+ oo 


Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). 


◄ 


FIGURA 8 

Recuerde que como +oo y -oo no son símbolos para representar núme¬ 
ros reales, los teoremas 1 a 10 de límites de la sección 1.5 no se cumplen para 
límites “infinitos”. Sin embargo, las propiedades concernientes a dichos lími¬ 
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan 
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9). 


1.7.5 Teorema 


(i) Si lím f(x) = +oo y lím g(x) = c, donde c es cualquier cons- 

x-*a x-*a 

tante, entonces lím [/( x) + g(*)] = + oo 

x-*a 

(¡i) Si lím/( x) = -oo y lím g(x) = c, donde c es cualquier cons- 

x—*a x-*a 

tante, entonces 

lím [ f(x) + g(x)] = -oo 

x-*a 

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “jc —> a” por 
“jc —> o k *x —» a~'\ 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 


lím -- 

x->2+ X ~ 2 


lím -- 

x->2+ X + 2 


i_ 

4 


se deduce del teorema 1.7.5(i) que lím = —— 

x->2+ \_X ~ 


x + 2 


1.7.6 Teorema 


Si lím f{x) = too y lím g(x) = c, donde c es cualquier constante 

x—*a x—*a 

distinta de O, entonces 
(i) si c > O, lím f(x) ■ g(x) = +oo; 

x-*a 

(U) si c < O, lím/(x) • g(X) = -oo. 

x~*a 

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye "x -> a” por 
"jc -* a*" o“x -» a~'\ 


> EJEMPLO ILUSTRADO 4 


lím-^ 

Jc—>3 (x - 3) 2 


lím = -7 

jr—>3 X - 4 




i.7 límites infinitos 63 


y 

4 x = a 



FIGURA 9 


Por tanto, del teorema 1.7.6 (ii), 


lím 

x— >3 


5 

(x - 3) 2 


x + 4 
x - 4 


-oo 


◄ 


1.7.7 Teorema 


Si lím /(x) = -oo y lím g(x) = c, donde c es cualquier constante 

x-*a x-*a 

distinta de 0, entonces 
(I) sic > 0, lím/(x) ■ g(x) = -oo; 

x-*a 

(li) si c < 0, lím/(x) • g(x) = +oo. 

x—*a 

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x —> a" por 
“x -* a + ”o“x -» a~". 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2(b) se mos¬ 
tró que 


lím 

V4 - x 2 

= -oo 

j-»2" 

x - 2 


Además, 



lím 

x - 3 _ 


x-»2- 

x + 2 

4 

Por tanto, del teorema 1,7.7(ii) 

lím 

V4 - x 2 

x - 3 

x —>2 

x - 2 

X + 2 


Se pueden aplicar límites infinitos para determinar las asíntotas vertica¬ 
les de una gráfica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la 
gráfica de la función definida por 


m = 

X 



( 6 ) 


Cualquier recta paralela al eje x y por encima de éste intersectará esta gráfica 
en dos puntos, un punto a la izquierda del la recta x = a y el otro en el lado de¬ 
recho de dicha recta. Así, para cualquier k > 0, no importa qué tan gran¬ 
de sea, la recta y = k intersectará a la gráfica de/en dos puntos; la distancia de 
estos dos puntos a la recta x - a es cada vez más pequeña conforme k crece. 
Por esto, se dice que la recta x = a es una asíntota vertical de la gráfica de/. 


1.7.8 Definición de asíntota vertical 


La recta x = a es una asíntota vertical de la gráfica de la función /si 
a) menos uno de los siguientes enunciados es verdadero: 


(¡) 

<U) 

(iii) 

(lv) 


lím f(x) = +oo 

x-*a+ 

lím f(x ) = -oo 
x-*a+ 

lím f(x) = +oo 

x-*a~ 

lím f(x) = -oo 

x~*a~ 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10 

a 13 muestra una porción de la gráfica de una función para la cual la recta 
x = a es una asíntota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (i) de la de¬ 
finición 1.7.8; en la figura 11, se aplica el inciso (ii);y en las figuras 12 y 13 se 
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente. 


X 


a 


lira f(x) = +oo 

x-ta* 



FIGURA 10 


FIGURA 11 




g<.x) = 


1 

(í - a ) 1 


FIGURA 14 


Para la función definida 'por (6), los incisos (i) y (iii) de la definición an¬ 
terior son verdaderos. Véase la figura 9. Si g es la función definida por 


g(x) = - 


(X - a) 2 


entonces los incisos (ii) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es 
una asíntota vertwadde la gráfica de g. La figura 14 muestra esta situación. 


► EJEMPl ) 4 Determine la asíntota vertical de la gráfica de la 
función / definidapor 



Apoye la respuesta trazando ii gráfica de / y la asíntota en el mismo rectán¬ 
gulo de inspección. 



FIGURA 15 


Solución Se estudiarán los límites 
\\m fix) y lkn f(x) 

*—>3+ x—»3“ 

porque en los dos casos, el límite del denominador es cero. 

3 3 

lim -- = +0o lina-- = -oo 

x->3+ X - 3 _ x->3- X - 3 

De la definición 1.7.8 -se concluye que la recta x = 3 es una asíntota vertical 
de la gráfica de/. 

La gráfica de / y de la recta x = 3 trazadas en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la figura 15, apoyan la res¬ 
puesta. 4 
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En los ejercicios 1 a 12, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar y tabular los valores def(x ) para 
los valores de x indicados, y a partir de estos valores elabore 
un enunciado concerniente al comportamiento aparente de 
f(x). (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la gráfica 
de f (c) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente 
calculando el límite indicado. 

1. fíx) = ——; * es 6,5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001; 
x - 5 


lím —i— 

Jt->5 + x - 5 


12. /( x) = — . . ■; x es 4,3.5,3.1,3.01,3.001, 3.0001; 

9 - x~ 

,. 4x 2 

9 - x 2 

En los ejercicios 13 a 32, determine el límite analíticamente y 
apoye la respuesta trazando la gráfica de la función en la 
graficadora. 


13. lím \ +2 
/—> 2 + ¿2 _ 4 


(1 - 2 y 


2. f{x) = X es 4,4.5,4.9,4.99,4.999, 4.9999; 


lím —!— 
x->s- x - 5 


7 \x es 6, 5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001 y x 


17. !m 2L J _T- 

a-,0- * 


19. lím -2 

«->3 + X - 3 


es 4,4.5,4.9,4.99,4.999, 4.9999; lím-¡— T 

(x - 5) 2 

4. f(x) = í-t- 2 ; x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999; 

1 - x 

lím 

1 “ X 

5. f(x) = a: es 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; 

1 - x 

lím — 

«-»i+ 1 - x 

6 . f ( x ) = + es °> °- 5 - °- 9 - °- 99 - 0.999, 0.9999 y * 

\X l) 

es 2,1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; lím ■ *-t _ 2 

(x - l) 2 

7. f(x) = ¡Cz2- t X es 0,-0.5,-0.9,-0.99,-0.999,-0.9999; 

X + 1 


21. lím 


i-±) 

x X 2 ) 


x ~*°- 5x 2 + 3x 3 

4. lím ( —1— - - 

s ~* 2 — 2 s 

5. Im (-- í — 

+ 3 1 - 


¡ 16 - x 2 
x - 4 


22. lím —— 

*->0+ r 3 


_2_3_ 

2 + 3f - 4 í + 4 


26. lím 2 ^ 3 ~ 5 ^ 2 
<-» r x 2 - 1 

27. lím 11x11 ~ * 

*->3- 3 - X 


x 3 + + 20jc 

X 2 + X - 12 


28. Im -I 

x 2 - 1 

30. lím - 2 

2 a : 2 + 3 a : - 2 


lím -—- 
x + 1 


2 - V4a - x 2 


8. f(x) = -—|ues-2,-1.5,-1.1,-1.01,-1.001,-1.0001; 
x + 1 

lím 

«-*-!' X + 1 


9. f(x) = —i —; a: es -5, -4.5, -4.1, -4.01, -4.001, 
x + 4 


-4.0001; lím -U— 

x-*-4~ X + 4 


10. /(a) = —í—; a: es 5, 4.5, 4.01, 4.001, 4.0001; 

Jt - 4 

lím ——- 
*-»4+ jc - 4 

11. f(x) - 4x ; JT es -4, -3.5, -3.1, -3.01,-3.001, 

9 - x 2 

-3.0001; lím — ^ 

■->-3- 9 - a: 2 


f(x) = -*- + *~ 6 

x~ - 6a + 8 

(a) Trace la gráfica tíe/ en el rectángulo de inspección de 
[-1, 8.4] por [-5, 5], A partir de la gráfica elabore una con¬ 
jetura acerca de los límites siguientes y, después, confir¬ 
me analíticamente la conjetura: (b) lím /(a:); (c) lím /(a); 
(d) lím /( a); (e) lím /(a). 

a-» 4“ x—»4 + 


x 2 + x - 6 

(a) Trace la gráfica de / en el rectángulo de inspección 
de [-4.7, 4.7] por [-5, 5], A partir de la gráfica elabore 
una conjetura acerca de los límites siguientes y, después, 
confirme analíticamente la conjetura: (b) lím /(a); (c) 
lím /(x); (d) lím /(x); (e) ¡im f(x). 

x-»-3 + .r—>2“ x- »2+ 
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En los ejercicios 35 y 36, determine la asíntota vertical de la 
gráfica de la función y dibújela. 


35. (a)/W = — 
x 


36. (a)/W = - i 
x 

(c) F(x) = - -L 
x 


(b) g(x) = 


(d) G(x) = -4- 
x 4 

(b) g(x) = - -L 

(d) g« = --L 


En los ejercicios 37 a 44, (a) determine la(s) asíntotafs) verti¬ 
cales) de la gráfica de la función, y (b) aplique la respuesta 
del inciso (a) para dibujar la gráfica. 

TT n _ 2 TU fí _ 3 


37. f(x) 


39. f(x) = 
41. f(x) = 


43. f(x) 


-2 

(x + 3) 2 
5 

x 2 + Sx + 15 


38. f(x) = 


40. f(x) 


42. f(x) = 


44. f(x) = 


-4 

x - 5 
4 

(.X - 5) 2 

1 

x 2 + 5* - 6 


En los ejercicios 45 y 46, evalúe los límites de los incisos (a) a (j) 
a partir de la gráfica de la función f dibujada en la figura adjunta. 

45. El dominio de / es [-2, 3], (a) lím^/Cr); (b) lím/Cr); 
(c) ^lim /U); (d) límf(x); (e) Um/(*); (f) Jím/Cr); 
(g) lím/Cr); (h) Jim f(x); (i) Jim/(*); (j) lím /(x). 



46. El dominio de / es [-4, 4], (a) lím/(x); (b) lím /(x); 
(c) lim/(jc); (d) lim/(x); (e) Jm_/(x); (f) Jim f(x); 
(g) lím f(x); (h) lím /(x); (i) lim/(x); (j) lím f(x). 

x—*3~ X-.3+ *-*3 x-*4~ 



En los ejercicios 47 y 48, dibuje la gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. 

47. El dominio de/es [-5, 5]./(-5) = 0;/(-3)= 2;/(-l) = 
0;/(0) = 0; /(1) = 0;/(3) = -2;/(5) = -4; 

lím t /(x) = +oo; lím/(x) = 0; lím /(x) = +oo; 

lim /(x) = -oo; lím/(x) = 0; lím/(x) = -t-oo; 

+ X~*0 X —► 1 

lím/(x) = 0; lím f(x) = -oo. 

48. El dominio de / es [-2, 2]. /(-2) = 0; jf(-Sj = 0; 

/(0) = 5; /(l) = -5; /(2) = 3; ümj{x) = -oo; 

lím f(x) = +oo; lím f(x) = -oo; lím /(x) = 0; 

x^X]- X-.-1+ i-»0' 

lím fíx) = +oo; lím/Cr) = -oo; lím fíx) = 3. 

x->0 + x-*l x-*2~ 

49. Si C(f) dólares es el costo total por hora de luz en una fá¬ 
brica con n lámparas fluorescentes, cada una con un pro¬ 
medio de vida de t horas, entonces 


C(t) = n^ + 


epk\ 

1000 / 


donde r dólares es el costo de renovación, e es la constante 
de eficiencia comercial, p watts es la potencia de cada lám¬ 
para, y k dólares es el costo de la energía por cada 1 000 watts. 

Determine lím C(t). 

/—>o+ 

50. Dadas 




(a) Demuestre que lím f(x) y límgCr) no existen, (b) Defi- 

jr—.2 jr->2 

na la función f + g. (c) Demuestre que lím [/(x) + 
g(x)] existe, (d) De los resultados de los incisos (a) 
y (c), 


lím [/(x) + g(x)] * lím/Cr) + limg(x) 

x->7 jt-.2 jr—,2 

¿Contradice este hecho al teorema 4 de límites (1.5.5)? 

51. De acuerdo con la teoría especial de la relatividad de 
Emstein, ninguna partícula con masa positiva puede viajar 
más rápido que la velocidad de la luz. La teoría especifica 
que si m(v) es la medida de la masa de una partícula que 
se mueve con una velocidad de medida v, entonces 



donde nq¡ es la medida colistante de la masa de la partícula 
en reposo relativa a algún sistema de referencia, y c es la 
medida constante de la velocidad de la luz. Explique por¬ 
que ninguno de los siguientes límites existen: lím m(v); 
lím m(v); límm(v). En su explicación indique el com¬ 
portamiento de m(v) conforme v tiende a c mediante valo¬ 
res menores que c. 

52. Escriba una definición formal de cada uno de los siguien¬ 
tes límites laterales: (a) lím f(x) = + oo; (b) lím fíx) = 
-oo;(c) lím f(x) = -oo. 

x—*a~ _ 

En los ejercicios 53 y 54, establezca con palabras lo que signi¬ 
fica el simbolismo indicado sin utilizar las palabras límite, se 
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aproxima, infinito, crece sin límite o decrece sin límite, y sin 
emplear símbolos como Ny 8. 

53. límf(x) = +oo 54. lím f(x) = -oo 

55. Si P(x) es un polinomio y Q(x) = x - a, entonces ia gráfi¬ 
ca de la función / definida por f(x) = P(x)¡Q(x) puede 


tener a la recta x = a como asíntota o un agujero en el 
punto donde x = a. ¿Cuál es la relación entre estos dos 
conceptos geométricos y lím/(x)? 


1.8 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN NUMERO 



CU) 


2x si O £ x £ 10 
1.8a si 10 < x 

FIGURA 1 

y 



f(x) 


= (2x + i)jx - 1) 
a - 1 

FIGURA 2 

y 



F(x) 


2x + 3 si * * 1 
2 si j: = 1 


FIGURA 3 


En el ejemplo 2 de la sección 1.3 y en el ejemplo ilustrativo 2 de la sección 
1.6 se trató la función definida por 



si 0 < x < 10 
si 10 < x 


(1) 


donde C(x) dólares es el costo total de x libras de un producto. Se mostró que 
lim C(x) no existe debido a que lím C(x) * lím C(x). La gráfica de C, 

*->10 *-»l0 + .*—>10“ 

dibujada en la figura 1, se rompe en el punto donde x = 10 porque C es 
la discontinua en el número 10. Esta discontinuidad es causada por el hecho 
de que lím C(jc) no existe. Se hará referencia a esta función otra vez en el 

jr—>10 

ejemplo ilustrativo 1. 

En la sección 1.4, se consideró la función/definida por 
f(x) = {2x + t 3 ^ ( j ~ 1} (2) 


La gráfica de /consiste de todos los puntos de la recta y = 2x + 3 excepto 
(1, 5), y se muestra en la figura 2. La gráfica se rompe en el punto (1. 5) debido 
a que la función es discontinua en el número 1. Esta discontinuidad ocurre 
porque/(1) no existe. 

Suponga que la función F tiene los mismos valores que la función/defi¬ 
nida por (2) donde x * 1, y suponga que, por ejemplo, F( 1) = 2. Entonces F 
está definida para todos los valores de x, pero existe una rotura en la gráfica 
(consulte la figura 3), y la función es discontinua en 1. Sin embargo, si se 
define F(i ) = 5, la gráfica no se rompe, y se dice que la función F es con¬ 
tinua en todos los valores de x. 


1.8.1 Definición de función continua en un número 


Se dice que la función/es continua en el número a si y sólo si se satis¬ 
facen las tres condiciones siguientes: 

(I) /(n) existe; 

(II) lim/(x) existe; 

x-*a 

(üi) lím/(jc) = /(a). 

x—*a 

Si una o más de estas tres condiciones no se cumplen en a, entonces se 
dice que la función/ es discontinua en a. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la función C 

definida por (1) se muestra en la figura h Como la gráfica se rompe en el pun¬ 
to donde x = 10, se investigarán las condiciones de la definición anterior en ese 
número. 
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CU) 


(i) C(10) = 10 

(ii) lím C(x) no existe. 

jc—> 10 

Así, la condición (i) se satisface, pero la condición (ii) no se cumple en 10. Por 
tanto, se concluye que C es discontinua en 10. 4 

El siguiente ejemplo ilustrativo presenta otra situación, en la cual la fór¬ 
mula para calcular el costo de más de 10 Ib de un producto es diferente de la 
fórmula para el cálculo del costo de 10 Ib o menos. Sin embargo, para esta 
situación la función costo es continua en 10. 


y 



FIGURA 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un mayorista distribuye un 

producto que se vende por libra (o fracción de libra) cobra $2 por libra si se 
ordenan 10 o menos libras. Si se ordenan más de 10 libras, el mayorista cobra 
$20 más $1,40 por cada libra que exceda de las 10. Por tanto, si se compran 
x libras por un costo total de C(x) dólares, entonces C(x) = 2x si 0 < x < 10 
y C(x) = 20 + 1 ,4(x - 10) si 10 < x; esto es, 


C(x) = ~ - 

[1.4x + 6 si 10 < x 

La gráfica de C se muestra en la figura 4. Para esta función, C( 10) = 20 y 


lím C(x) = lím 2x lím C(x) = lím (1 Ax + 6) 

> —> 10 — j :—> 10 - >-> 10 + >->10 + 

=20 =20 


Por tanto, lím C(x) existe y es igual a C(10). En consecuencia, C es conti- 
nuaenlO. ^ 

Ahora se presentarán algunos ejemplos de funciones discontinuas. En 
cada ejemplo se dibuja la gráfica de la función dada, se determinan los puntos 
donde la gráfica se rompe y se muestran cuáles de las tres condiciones de la 
definición 1.8.1 no se cumplen en cada discontinuidad. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/la función definida por 

. Í2x + 3 si x * 1 

/w " h „ > = i 

La gráfica de esta función, la cual se muestra en la figura 3, se rompe en el punto 
donde x = 1, por lo que se investigarán en ese punto las condiciones de la 
definición 1.8.1. 

(i) /(O = 2 

(ii) lím/(x) = 5 

(iii) Íím/(x) * /(l) 

A—>1 

Las condiciones (i) y (ii) se satisfacen pero la condición (iii) no se cumple. Por 
tanto, la función/es discontinua en 1. 4 

Observe que si en el ejemplo ilustrativo 3, se definirá/(l) como 5, enton¬ 
ces lím/(x) y f(l) serian iguales y / seria continua en 1. Por esta razón, la 

A —>1 

discontinuidad del ejemplo ilustrativo 3 se denomina discontinuidad removible. 

En general, suponga que /es una función discontinua en el número a para 
la cual lím/(x) existe. Entonces/(a) no existe, o bien,/(a) lím/(x). 
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y 



Dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminabie) por¬ 
que si/se redefine en a de modo que f(a) es igual a lím/(x), la nueva función 

x—*a 

es continua en a. Si la discontinuidad no es removible, entonces se le llama 

discontinuidad esencial. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea/la función definida por 



La gráfica de/ mostrada en la figura 5, se rompe en el punto donde x = 2; por lo 
que se investigarán las condiciones de la definición 1.8.1. 

(i) /(2) no está definida. 


FIGURAS 



FIGURA 6 


Como no se satisface la condición (i),/es discontinua en 2. 

La discontinuidad es esencial porque lím/(x) no existe. 4 

x—*2 

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 4 recibe el nombre de dis¬ 
continuidad infinita. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 


Sea g la función definida por 


1 


g(x) = j x - 2 


si x ^ 2 
si x = 2 


La gráfica de g se muestra en la figura 6. Se investigarán las tres condiciones 
de la definición 1.8.1 en 2. 

(i) S(2) = 3 


(ii) lím g(x) = lím -- 

x —>2 x — i2 X 2 


lím g(x) = lím — 

*-> 2 + *-> 2 + X 


y 



lím g(x) no existe. 

*->2 

Como no se cumple la condición (ii), g es discontinua en 2. 

La discontinuidad es infinita, y por supuesto, esencial. 4 


C> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


h(x) = 


3 + x 
3 - x 


si x < 1 
si 1 < x 


Sea h la función definida por 


La figura 7 muestra la gráfica de h. Como la gráfica de h se rompe en el punto 
donde x = 1, se investigarán las condiciones de la definición 1.8.1 en 1. 

(i) KD = 4 


(ii) lím h(x) ~ lím (3 + x) 

X— »1 - X —11 ~ 

= 4 


lím h(x) = lím (3 - x) 

*-»!+ x-»l + 


= 2 


Debido a que lím h{x) ^ lím h(x), entonces lím h(x) no existe. 

X —11 ~ J-»l+ X—t\ 

La condición (ii) no se cumple en 1; de modo que h es discontinua en 1. 
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Puesto que límh(x) no existe, la discontinuidad es esencial. 4 

X-»l 

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 6 se denomina discontinuidad 

de salto. 


y 



FIGURA 8 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Sea F la función definida por 

«*> - {]' ’ 3 

La figura 8 muestra la gráfica de F. Se investigarán las tres condiciones de la 
definición 1.8.1 en 3. 

(i) F( 3) = 2 

(ii) lím F(x) = lím (3 - x) lím F(x) = lím (x - 3) 

x— >3“ x— >3“ x— >3+ x— >3+ 

= 0 =0 

Por tanto, lím F(x) = 0 

*->3 

(iii) lím F(x) & F( 3) 

x— >3 

Debido a que la condición (iii) no se satisface, Fes discontinua en 3. 

Esta discontinuidad es removible porque si se redefine F(3) como 0, 
entonces la nueva función será continua en 3. 4 


si x ^ 3 
si x = 3 


► EJEMPLO 1 


flx) = 


-fx - 2 
x - 4 


La función definida por 


es discontinua en 4. (a) Trace la gráfica de/en el rectángulo de inspección de 
[0, 9.4] por [0, 1]. La gráfica se rompe en el punto donde x = 4. ¿La 
discontinuidad mostrada es removible o esencial? Si la discontinuidad parece 
removible, especule sobre cuál sería el valor de /(4) de modo que la discon¬ 
tinuidad sea eliminada, (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a). 


Solución 



[0, 9.4] por [0, 1] 


m = 


Vx - 2 
x - 4 


FIGURA 9 


(a) La figura 9 muestra la gráfica de / con un agujero en el punto donde 
x = 4. Al emplear el rastreo (Trace) de la graficadora, se sospecha que 
lím/(x) existe y es 0.25. Así, la discontinuidad parece removible y pue- 

x —>4 

de eliminarse si se redefine/(4) como 0.25. 

(b) Al calcular lím f(x) se obtiene 

x—>4 


lím/(x) = 

x-*4 


lím 

x—>4 


4x - 2 
x - 4 


lím 

x—>4 


lím 


(Vx — 2)(Vx + 2) 
(x - 4 )(VÍ + 2) 

x - 4 


= lím 


x—*4 (x - 4)(4x + 2) 

1 


I—*4 Vx + 2 


i 

4 
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Así, se ha confirmado la respuesta del inciso (a). Por tanto, se redefine la fun¬ 
ción/en 4 y se obtiene la nueva función definida por 

si x * 4 
si x = 4 

n 4. 4 

Los teoremas acerca de funciones continuas en un número son de gran 
ayuda al calcular límites, así como para demostrar otros teoremas. El primero 
de estos teoremas se obtiene al aplicar la definición 1.8.1 y algunos teore¬ 
mas de límites. 


F(x) = 




Esta función es continua ei 


1.8.2 Teorema 


Si/y g son dos funciones continuas en el número a. entonces 

(I ) f + g es continua en a\ 

(U) f - ge scontinua en a; 

(Ul) / • g es continua en a; 

(iv) f/g es continua en a, considerando que g(a) * 0. 

A fin de ilustrar el tipo de demostración requerida para cada inciso de este 
teorema, se probará el inciso (i). 

Demostración de (i) Como /y g son continuas en a , de la definición 
1 . 8.1 

lím/U) = f(a) y lím g(x) = g(a) 

x—>a x—*a 

De estos dos límites y del teorema 4 de límites, 
lím [/(*) + g(x)] = f(a ) + g(a) 

x->a 

la cual es la condición para que/ + g sea continua en a. m 

Las demostraciones para los incisos (ii), (iii) y (iv) son semejantes. 
Considere la función polinomial/definida por 

f(x) = b( í x n + b) jc' 1-1 + b 2 x n ~ 2 + .. . + b n _\X + b„ b 0 ^ 0 

donde n es un número entero no negativo y b fh h\ . b n son números rea¬ 

les. Mediante aplicaciones sucesivas de los teoremas de límites, se puede 
demostrar que si a es cualquier número, entonces 

lím f(x) = b 0 a n + ¿>io n_l + + • • ■ + b„_¡a + b n 

x:—*a 

= /(«) 

de modo que se establece el siguiente teorema. 


1.8.3 Teorema 


Una función polinomial es continua en todo número. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 sí/m = r 3 - 2 x 2 + 5*+1, 

entonces/es una función polinomial y por tanto, por el teorema 1.8.3, 
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/ es continua en todo número. En particular, como / es continua en 3, 
lím/CO = /(3). Así, 

lím (x 3 - 2x 2 + 5* + 1) = 3 3 - 2(3) 2 + 5(3) + 1 
= 27-18 + 15+1 
= 25 ◄ 


1.8.4 Teorema 


Una función racional es cpntinua en todo número de su dominio. 


Demostración Si /es una función racional entonces se puede expresar 
como el cociente de dos funciones polinomiales. De modo que/se puede de¬ 
finir por 


m 


g(x) 

h(x) 


donde g y h son dos funciones polinomiales, y el dominio de/consta de todos 
los números reales excepto aquellos para los que h(x) = 0. 

Si a es cualquier número del dominio de / entonces h(á) & 0; de modo 
que por el teorema 9 de límites 


lím/(x) = 


lím g(x) 

x —> a _ 

lím h(x) 


x—*a 


(3) 


Como g y h son funciones polinomiales, por el teorema 1.8.3 son continuas 
en a; por lo que lím g(x) = g(a) y lím h(x) = h(a). En consecuencia, 

x->a x-*a 


lím/(x) = 

x—>a 


g(a) 

h(a) 


Por tanto,/es continua en cada número de su dominio. 


► EJEMPLO 2 

guíente es continua: 



Determine los números en los que la función si- 


SoluciÓn El dominio de fes el conjunto R de números reales excepto 
aquellos para los que x 2 - 9 = 0. Como x 2 - 9 = 0 cuando x = +3, el do¬ 
minio de/es el conjunto de todos los números reales excepto 3 y -3. 

Debido a que/es una función racional, por el teorema 1.8.4,/es conti¬ 
nua en todos los números diferentes de 3 y -3. ^ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Sea / la función del ejem¬ 
plo 2. Puesto que 2 está en el dominio de/, entonces por el teorema 1.8.4 

lím f(x) = /(2) 

x —* 2 

2 3 + 1 

◄ 


2 2 - 9 
_ 9 
5 
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► EJEMPLO 3 

guíente es continua: 


Determine los números en los que la función si- 


f(x) = 



si X < 1 
si 1 < X 


Solución Las funciones cuyos valores son 2x - 3 y x 2 son funciones 
polinomiales y, por tanto, son continuas en todo número real. De esta manera, 1 es 
el único número en el que la continuidad es cuestionable. Por esto, se investi¬ 
garán las tres condiciones de continuidad en 1. 


(i) /(1) = -1. Por lo que se cumple la condición (i). 


(ii) lím f(x) = lím (2x - 3) 

>1“ X—>\~ 

= -1 


lím ftx) = lim x 2 

X-.I+ x->l + 

= 1 


Como lím f(x) * lím f(x), el límite bilateral lím f(x) no existe. Por esto, 

■*—>1“ >1 + X —> 1 

/tiene una discontinuidad de salto en 1. Por tanto,/es continua en cada nú¬ 
mero real excepto 1. A 


1.8.5 Teorema 


Si n es un número entero positivo y 

f(x) = VI 

entonces 

(i) si n es impar, entonces/es continua en todo número, 

(ii) si n es par, entonces/es continua en todo número positivo. 


y 



FIGURA 10 


La demostración de este teorema es una consecuencia inmediata del 
teorema 1.5.13, el cual establece que si a > 0 y n es un número entero positi¬ 
vo, o si a < 0 y n es un número entero positivo impar, entonces 

lím VI = Va 

x *->“ 


E> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 

(a) Si f(x) = xfx, entonces, por el teorema 1,8.5(i), / es continua en cada 
número real. La figura 10 muestra la gráfica de/. 

(b) Si g(x) = -jx , entonces, por el teorema !.8.5(ii), g es continua en cada nú¬ 
mero real positivo. La gráfica de g se muestra en la figura 11. 4 


y 



En ocasiones se necesita emplear una definición de continuidad en la 
que se utiliza la notación €-5. A fin de obtener esta definición alternativa, 
se comienza con la definición 1.8.1, la cual establece que la función/es con¬ 
tinua en el número a si 

lím f(x) = f(a) (4) 

x—>a 

Al aplicar la definición de límite de uña función (1.5.1), donde L es igual a 
f(a), (4) se cumple si para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 


si 0 < |r - a | < <5 entonces |/(jc) - f(á) \ < € 


FIGURA 11 


(5) 
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Si / es continua en a , debe existir f(á)\ por tanto, la condición de que 
I* ~ a \ > 0 no es necesaria en la proposición (5), debido a que cuando x = a, 
1/w - m | será 0 y así, menor que € . Se tiene, entonces, el teorema si¬ 
guiente, el cual servirá como la definición alternativa deseada de continuidad. 


1.8.6 Teorema 


La función/es continua en el número a si/está definida en algún inter¬ 
valo abierto que contenga a a y si para cualquier e > 0 existe S > 0 
tal que 

si |x - a \ < 8 entonces |/(x) - f (a) \ < € 


EJERCICIOS 1.8 


En los ejercicios 1 a 14, dibuje la gráfica de ia junción. Observe 
donde la gráfica se rompe, determine el número en el que la 
función es discontinua, y muestre por qué la definición 1.8.1 
no se satisface en este número. 


1. /(*) = 

3. g(x) = 

4. G(x) = 

5. h{x) = 

7. /(*) = 

8. g(x) = 


9. f(x) 


x 1 + x - 6 
x + 3 

x 2 + x - 6 


1 


x + 3 


<c 2 - 3x 


X - 4 
5 


2. F(x) -- 

si x * -3 
si x = -3 

si x * 4 
si x = 4 

6. H(x) 


x 2 - 3x - 4 
x - 4 


x + 2 


si x * 4 
si x = 4 


-1 si x < 0 

0 si x = 0 

\fx si 0 < x 


10. /(x) 


n. g (t) 



En los ejercicios 15 a 28, la función es discontinua en el núme¬ 
ro a. (a) Trace la gráfica de f en un rectángulo de inspección 
conveniente y determine que la gráfica se rompe en el punto donde 
x = a. ¿Parece ser removible o esencial esta discontinuidad? 
Si parece ser removible, especule sobre cómo debe redefinirse 
f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada, (b) Confir¬ 
me analíticamente la respuesta del inciso (a). 

15. f(x) = Y~;a = 2 

16. f(x) = LÍ±ÍL±3 ;a = _ 3 

17. f(x) = = 9 


18. f(x) = 


4x - 3’ 
x — 5 

V^T - 2 


a = 5 


19. m = 3 ; a = 5 


20. f(x ) = - ~ + -f ——; a = 0 

21. f(x) = V L-VTT2 . fl = Q 


22. f(x) = 2 « = 3 

23. /(x) = = 8 

24. /(x) = 1 - a = 0 


25. /(x) = ■ * + , 3 ■ a = -3 

3 


26. /(x) = 


1*1 
x + 5 


x + 1 - 4 


27. /(x) = — - + , 3 . ; o = 3 


28. /(x) = 


3 - l*| 
x + 5 

|x + l| - 4 


-;a = 3 
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En ios ejercicios 29 a 40, determine los números en los que la 
función es continua e indique la razón. 

29. f(x) = x 2 (x + 3) 2 
3». f(x) = (x - 5) 3 (a 2 + 4) 5 


31. *(x) = ^ 


32. 


h(x) = 


x + 1 
2a + 5 


33.. F(x) = 


35. /(a) = 


A 3 + 7 
A 2 - 4 

3a - 1 
4 - A 2 


34. G(a) = 


A - 2 

a 2 + 2a - 8 


si a < 2 
si 2 < A 


36. /(a) = 


J(.v + 2) 2 

{a 2 + 2 


si a < 0 
si 0 < A 


1 


37. /(a) = | 

A + 1 

1 


1.3 - A 



38. /(a) = • 

A 

2 


9 - A 


si A £ 1 
si 1 < A 

si A < 3 
si 3 < A 


39. h{x) = 



si A < 0 
si 0 £ A 


40. «(a) = 


|2a - ^ 
[aa/a 


SÍ A £ 1 
si 1 < A 


En los ejercicios 41 a 44, realice lo siguiente: (a) determine 
los valores de las constantes c y k que hagan a la función con- 


tinua en todo número, 
resultante. 

(b) Dibuje la gráfica de la función 

41. /(a) = 

3a + 7 

kx - 1 

si A £ 4 

si 4 < A 

42. /(a) = 

kx - 1 

kx 2 

si A £ 2 

si 2 < x 


X 

si A £ 1 

43. /(a) = 

ex + k 

si 1 < A < 4 


-2a 

si 4 £ A 


a + 2c 

si A < -2 

44. /(a) = 

3ca + k 

si -2 < A < 1 


3a - 2 k 

si 1 < A 


Los ejercicios 45 y 46 tratan acerca de la función dibujada en 
la figura adjunta. En los incisos (a)-(c) confirme analíticamen¬ 
te por qué f es discontinua en el número indicado, señalando 
por qué no se cumple la definición 1.8.1. 

45. (a) En a = -3; (b) en a = 1; (c) en x = 3. (d) ¿Cuáles 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia¬ 
les? ¿Por qué? (e) ¿Cuáles de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? ¿Qué haría para eliminar 
la discontinuidad? 



46. (a) En a = 0; (b) en a = 2; (c) en a = 4. (d) ¿Cuáles 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia¬ 
les? ¿Por qué? (e) ¿Cuáles de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? ¿Qué haría para eliminar 
la discontinuidad? 



En los ejercicios 47 y 48, dibuje ¡a gráfica de alguna función f 
que satisfaga las condiciones dadas. 

47. El dominio de / es (-4, 4). La función / es continua en 
cada número de los intervalos (-4, -2), (-2, 2) y (2, 4) 
y/es discontinua en -2 y 2; /(—2) = 0 y/(2) = 0; 

líin t /(A) = + oo, ]ím_/(.A) = 0, lím/( a) = 0 y 
lím /(a) = -oo, 

.r~» 4“ 

48. La función /es continua en cada número de los intervalos 
(-oo, -1), (-1, 1) y (1, +oo) y/es discontinua en -1 y 1; 
/(-1) = 0 y/( 1) = 0; lím /(a) y lím + /(A) existen pero 
son diferentes de 0; lím/( a) y lím/( a) no existen. 

En los ejercicios 49 a 52, determine los números en los que la 
función indicada es discontinua, y muestre por qué no se cumple 
la definición 1.8.1 en cada discontinuidad. 

49. La función del ejercicio 5 de la sección 1.3 y del ejercicio 

39 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático 
que expresa el costo total de un embarque como una fun¬ 
ción de su peso. 

50. La función del ejercicio 6 de la sección 1.3 y del ejercicio 

40 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que 
expresa el porte de correo de primera clase para una carta 
que no pese más de 11 oz como una función de su peso. 

51. La función del ejercicio 7 de la sección 1.3 y del ejercicio 41 
de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que expre¬ 
sa el costo de una llamada telefónica, que no dura más de 
5 min. de Mendocino a San Francisco como una función de 
la duración de la llamada. 
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52. La función del ejercicio 8 de la sección 1.3 y del ejercicio 
42 de la sección 1.6, la cual es un modelo matemático que 
expresa el precio de admisión al Coast Cinema como 
una función de la edad de la persona. 

53. Suponga que a los t minutos, r(t) metros es el radio del 
flujo circular de petróleo que se derrama por una fisura 
de un tanque y 


Í4í 2 + 20 si 0 < t < 2 

“ [lóf +4 si 2 < t 

Demuestre que r es continua en 2. 

54. Si A(l) metros cuadrados es el área de la fisura del tanque 
del ejercicio 53 a los t minutos, (a) defina A(f), y (b) de¬ 
muestre que A es continua en 2. 

55. Demuestre que la función definida por 


donde n es un número entero positivo, tiene una discon¬ 
tinuidad removible en 1. Sugerencia: para el factor x" - 1 
utilice la fórmula (12) de la sección suplementaria 1.5. 

56. La función/está definida por 


Dibuje la gráfica de/. ¿En qué valores de x es discontinua 
la función / ? 


57. Si/(x) = 


-x si x < 0 
1 »0<r í * W = 


] si x < 0 
x si 0 s x 


demuestre que f y g son discontinuas en 0 pero que el 
producto/ • g es continuo en 0. 

58. Proporcione un ejemplo para mostrar que el producto de 
dos funciones / y g puede ser continuo en a, donde / es 
continua en a, pero g es discontinua en a. 

59. Dé un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en 
un número a , pero cuya suma sea continua en a. 

60. Explique por qué la definición de función continua en un 
número a garantiza que la gráfica de la función no se 
rompe en el punto donde x = a. 

61. Si la función / es continua en a y la función g es discon¬ 
tinua en a, ¿por qué puede concluirse que la suma de las 
dos funciones,/ + g, es discontinua en a ? 

62. Si la función/es discontinua en a y la función g es conti¬ 
nua en a, ¿es posible que el cociente de las dos funciones, 
fjg, sea continuo en a ? Explique su respuesta. 


f(x) = 


lím 

»-*o tr 


2 nx 
- nx 


1.9 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA 
Y CONTINUIDAD EN UN INTERVALO 


Recuerde la definición (1.2.2) de función compuesta: dadas las funciones / y 
g, la función compuesta, denotada por / ° g, está definida por 

(/°s)W = /(íW) 

y el dominio de/ ° g es el conjunto de todos los números del dominio de g 
tales que g(x) está en el dominio de/. 


y 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 sí/« = y *w = 4 - 

x 2 , y si h es la función compuesta/ ° g, entonces 

h(x) = f(g(x)) 

= /(4 - x 2 ) 

.= 4* Zr x 2 

Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los números reales y el 
dominio de/es el conjunto de todos los números no negativos, el conjunto de h 
es el conjunto de todos los números tales que 4 - x 2 > 0, esto es, todos los nú¬ 
meros del intervalo cerrado [-2,2]. La gráfica de h se muestra en la figura 1. 4 

De la figura 1, parece que h es continua en cada número del intervalo 
abierto (-2, 2). Antes de probar este hecho en el ejemplo 1, se necesitan dos 
teoremas más, el primero de los cuales trata acerca del límite de una función 
compuesta. 
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1.9.1 Teorema Límite de una función compuesta 


Si Km g(x) = b y si la función/es continua en b, entonces 

x -*a 

Km (/ o gX*) = f(b) 
o, equivalentemente, 

Ijí . 

lim/^)) = /< Km g(x)) 

I-^O x-*a 

Demostración Puesto que / es continua en b, por el teorema 1.8.6, se 
tiene el siguiente enunciado: para cada > 0 existe una <5| > 0, tal que 

si |y - b\ < 8¡ entonces \f(y) - f(b)\ < €j (1) 

Como lím g(x) = b, para cada ó ¡ > 0 existe 82 > 0, tal que 

x—*a 

si 0 < \x - a | < 82 entonces | g(x) - b\ < 8 \ (2) 

Si 0 < \x - a\ < ó 2 , se sustituye y por g(x) en el enunciado (1) obte¬ 
niéndose lo siguiente: para cada € | > 0 existe 8 j > 0, tal que 

si \g(x) - b\ < entonces | f(g(x)) - f(b) \ <f, (3) 

De los enunciados (2) y (3) se concluye que para cualquier f j > 0 existe 
82 > 0, tal que 

si 0 < \x - a \ < 82 entonces |/(g(x)) - f(tí) | < €] 
de lo que se deduce que 

lím f(g(x)) = f(b) 

x—*a 

<=> Km/(g(x)) = /(límg(x)) ■ 

x—*a x—*a 

El teorema 1.9.1 tiene un papel importante en las demostraciones de los 
teoremas de límites 9 y 10, presentadas al final de la sección. A continuación 
se aplicará el teorema en la demostración del teorema siguiente que trata so¬ 
bre la continuidad de una función compuesta. 


1.9.2 Teorema Continuidad de una función compuesta 


Si U función g es continua en a y la función/es continua en gia), enton¬ 
ces la función compuesta/ 0 g es continua en a. 

Demostración Puesto que g es continua en a, entonces 

lím g(x) = g(a ) (4) 

x-*a 

Como la función fes continua en g(á), se puede aplicar el teorema 1.9.1 a la 
función compuesta f 0 g, de lo que se obtiene 

lím (/ o g)(x) = lím/(£(*)) 

j(-*a x—*a 

= /(lím g(x)) 

x—*a 

= (por (4)) 

= (/ 0 g)(a) 


lo cual demuestra que f 0 ge s continua en a. 
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_ 

El teorema 1.9.2 establece que una fundón continua de una función conti¬ 
nua es continua. El siguiente ejemplo muestra como se emplea este teorema 
en la obtención de los números para los cuales una función particular es 
continua. 


W EJEMPLO 1 Determinar los números en los que la función si¬ 
guiente es continua: 

_- 3 

h(x) = V4 - x 2 

Solución La función h eala que se obtuvo en el ejemplo ilustrativo 1 como 
la función compuesta f°g, donde f(x) = -Jx y g(x) = 4 - x 2 . Como g es 
una función polinomial, es continua en todos los números reales. Además, 
por el teorema 1.8.5(ii),/es continua en cada número real positivo. En conse¬ 
cuencia, por el teorema 1.9.2, h es continua en cada número * para el cual 
g(x) > 0. Esto es, cuando 4 - x 2 > 0. Por tanto, h es continua en el intervalo 
abierto (-2, 2). 4 

Como la función h del ejemplo 1 es continua en cada número del intervalo 
abierto (-2, 2), se dice que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2). 


1.9.3 Definición de continuidad en un intervalo abierto 


Se dice que una función es continua en un intervalo abierto si y sólo 
si es continua en cada número del intervalo abierto. 

Se hará referencia otra vez a la función h del ejemplo 1. Como h no está 
definida en cualquier intervalo abierto que contenga a -2 o 2, no se puede 
considerar lím h(x) o lím h(x). Por tanto, la definición 1.8.1 de continuidad 

j :—»-2 x —>2 

en un número, no permite que h sea continua en -2 o 2. En consecuencia, para 
discutir la cuestión de la continuidad de h en el intervalo cerrado [-2, 2], se 
debe extender el concepto de continuidad para incluir la continuidad en un 
extremo de un intervalo cerrado. Para esto, primero se define continuidad por 
la derecha y continuidad por la izquierda 


1.9.4 Definición de continuidad por la derecha 


Se dice que la función / es continua por la derecha en el número a si 

y sólo si se cumplen las tres condiciones siguientes: 

(i) f(a) existe, 

(II) lím f(x) existe; 

1 + 

(iii) lím /(x) = f(af 

X-KJ+ 


1.9.5 Definición de continuidad por la izquierda 


Se dice que la función/es continua por la izquierda en el número a si 
y sólo si se cumplen las tres condiciones siguientes: 

(1) f(a) existe; 

(H) lím f{x) existe; 

x-*a~ 

(iii) lím f{x) = /(a). 

X —»fl - 
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1.9.6 Definición de continuidad en un intervalo cerrado 


Se dice que una función, cuyo dominio condene al intervalo cerrado 
[a, b], es continua en el intervalo cerrado [a, A] si y sólo si es continua 
en el intervalo abierto (a, b), así como continua por la derecha en a y 
continua por la izquierda en b. 


► EJEMPLO 2 Demuestre que la función h del ejemplo 1 es con¬ 
tinua en el intervalo cerrado [-2, 2]. 

Solución La función h está definida por 

h(x) = V4 - x 2 

y en el ejemplo 1 se mostró que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2). 
Al aplicar el teorema 1.9.1 se calculan los límites lím h(x) y lím h(x). 

j->-2+ x->2- 

lím h(x) = lím -\/4 - x 2 lím h(x) = lím V4 - x 2 

x-»-2 + x-)-2 + x—>2~ x-»2“ 

= o =o 

= h(- 2) = h( 2) 

De este modo, h es continua por la derecha en -2 y es continua por la izquier¬ 
da en 2. En consecuencia, por la definición 1.9.6, h es continua en el in¬ 
tervalo cerrado [-2, 2]. La gráfica de h se muestra en la figura 1. A 

Observe la diferencia en la terminología utilizada en los ejemplos 1 y 2. 
En el ejemplo 1 se estableció que h es continua en cada número del intervalo 
abierto (-2, 2), mientras que en el ejemplo 2 se concluyó que h es continua en 
el intervalo cerrado [-2, 2], 


1.9.7 Definición de continuidad en un intervalo 
semiabierto 


(I) Una función cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto [a, b ) 
es continua en [a, b) si y sólo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b)y es continua por la derecha en a. 

(II) Una función cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto (a, b] 
es contknia en (a, b] si y sólo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b ) y es continua por la izquierda en b. 

Se tienen definiciones similares a las de la definición 1.9.7 para la conti¬ 
nuidad en los intervalos [a, +oo) y (-oo, b]. 


► EJEMPLO 3 Determine el intervalo más grande (o unión de in¬ 
tervalos) en el que la función siguiente es continua: 

m = 

x - 3 

Solución Primero se determina el dominio de /. La función está definida 
en todo número excepto cuando x = 3 o cuando 25 - x 2 < 0 (esto es, cuan¬ 
do x > 5 o x < -5). Por tanto, el dominio de/es [-5, 3) U (3, 5J. Como 

lím /(x) = 0 y lím f(x) = 0 

x->-5 + *->5~ 

= f(~5) = /( 5 ) 
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/es continua por la derecha en -5 y es continua por la izquierda en 5. Ade¬ 
más, / es continua en los intervalos semiabiertos (-5, 3) y (3, 5). En con¬ 
secuencia,/es continua en [-5, 3) U (3, 5], ^ 

La importancia de la continuidad de una función en un intervalo será más 
evidente a medida que avance en el estudio del Cálculo. Esta propiedad es parte de 
las hipótesis de muchos teoremas esenciales , tales como el teorema del valor 
medio, los teoremas fundamentales del Cálculo, y el teorema del valor extremo. 


y 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 4 de la sec¬ 
ción 1.3 se obtuvo como modelo matemático la función V definida por 

V(x) = 17(k - 54x 2 + 4x 3 

y expresa el volumen de una caja de cartón como función de la longitud del 
cuadrado cortado en cada una de las esquinas de un trozo de cartón de forma 
rectangular. Debido a que V es una función polinomial, es continua en todo 
número, y por tanto, es continua en su dominio, el intervalo cerrado [O, 5]. Este 
hecho es necesario para aplicar el teorema del valor extremo de la sección 3.2 
para determinar el valor de x, el cual hace que V(x) sea un máximo. 4 

Otro teorema importante concerniente a la continuidad de una función en 
un intervalo cerrado es el teorema del valor intermedio, el cual se tratará a 
continuación. 


y 



y 



f(x) = 



s¡ O £ i S 2 
si 2 < x <, 3 


1.9.8 Teorema del valor intermedio 


Si la función fes continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f(a) =* f\b), 
entonces para cada valor k entre f(a) y f(b) existe un número c entre a 
y b tal que /(c) = k. 

La demostración del teorema del valor intermedio está más allá de los 
objetivos de este libro y puede encontrarse en un texto de Cálculo avanzado. 

En términos geométricos, el teorema del valor intermedio establece que 
la gráfica de una función continua en un intervalo cerrado debe intersectar a 
cada recta y = k entre las rectas y = f(á) y y = f(b) al menos una vez. Ob¬ 
serve la figura 2, donde (O, k) es cualquier punto sobre el eje y entre los puntos 
(O, f(a)) y (O,/(£)); la recta y — k intersecta la gráfica de /en el punto (c, k), 
donde c está entre ay b. 

Para algunos valores de k. puede tenerse más de un valor posible para c. El 
teorema establece que existe al menos un valor de c pero tal valor no es 
necesariamente único. La figura 3 muestra tres valores posibles para c (c¡, c 2 
y c 3 ) para una ¿ particular. 

El teorema del valor intermedio afirma que si la función /es continua en 
el intervalo cerrado [a,b], entonces/( jc) toma todos los valores entre/(a) y 
f(b) conforme x toma todos los valores entre ay b. Los dos ejemplos ilustrati¬ 
vos siguientes muestran la importancia de la continuidad de / en [a, b] para 
poder garantizar esta afirmación. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

finida por 


f(x) = 



1 


si O < x <. 2 
si 2 < x < 3 


Considere la función / de- 


FIGURA 4 


La gráfica de esta función se presenta en la figura 4. 
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y 



X - 4 

FIGURA 5 


La función / es discontinua en 2, el cual está en el intervalo cerrado [0, 3]; 
/(O) = -1 y /(3) = 9. Si k es cualquier número entre 1 y 4, entonces no hay 
ningún valor de c tal que/(c) = k porque no existen valores de la función entre 
1 y 4. ◄ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 



Sea g la función definida por 


La figura 5 muestra la gráfica de esta función. 

La función g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado 
[2, 5]; g( 2) = -1 y g( 5) = 2. Si k es cualquier número entre -1 y 2, no hay 
ningún valor de c entre 2 y 5, tal que g(c) = k. En particular, si k = 1, enton¬ 
ces #(6) = 1, pero 6 no pertenece al intervalo (2, 5). ^ 


► EJEMPLO 4 Dada la función /definida por 

f(x) = 4 + 3x - x 2 2 < x <, 5 



y = i 

FIGURA 6 


y 



FIGURA 7 


(a) Verifique que el teorema del valor intermedio se cumpla para k = 1 trazando 
la gráfica de/y la recta y = 1; estime, con cuatro cifras decimales, el número c 
del intervalo (2, 5), tal que/(c) = 1. (b) Confirme la estimación del inciso (a) 
analíticamente, (c) Dibuje la gráfica de/en el intervalo [2, 5] y muestre el punto 
(c, 1). 

Solución 

(a) Como/es una función polinomial, es continua en todo número, en particu¬ 
lar en [2, 5], La figura 6 muestra la gráfica de/y la recta y = 1 trazadas 
en el rectángulo de¡ inspección de [2, 5] por [-10, 10]. En la graficadora, 
se estima c = 3.7913. 

(b) Se resuelve la ecuación cuadrática 

4 + 3c - c 2 = 1 
c 2 - 3c - 3 = 0 

r _ 3 ± /9~TT2 
2_ 

r - 3± V21 
2 

Se rechaza j(3 - /21) porque este número es negativo y no pertenece 
al intervalo (2, 5). El número | (3 + v 21) está en el intervalo (2, 5), y 



Como (3 + /21)/2 = 3.7913, se confirma la estimación. 

(c) La gráfica requerida se muestra en la figura 7. 4 

El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teo¬ 
rema del valor intermedio. 


1.9.9 Teorema del cero intermedio 


Si la función /es continua en el intervalo cerrado [o, i>] y si /(a) y f(b) 
tienen signos opuestos, entonces existe un número c entre a y b, tal que 
f(c ) = 0; es decir, c es un cero de/. 
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Demostración La función / satisface las hipótesis del teorema del valor 
intermedio, y como f(á) y f(b) tienen signos opuestos, se considera a 0 como 
un número k entre f(a) y f(b). Por tanto, existe un número c entre ay b, tal 
que/(c) = 0. ■ 

En el ejemplo siguiente se aplica el teorema del cero intermedio para 
localizar ceros de una función. 


W EJEMPLO 5 (a) Aplique el teorema del cero intermedio para 

mostrar que la función definida por 

f(x) = 2r> - 2x 2 - 4x + 1 


tiene tres ceros entre -2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos 
cifras decimales. 


Tabla 1 


X 

-2 -1 

0 1 

2 

m 

-15 1 

1 -3 

i 



[-3, 3] por [-5, 5] 
f(x) = 2j? - 2x 2 - 4x + 1 


FIGURA 8 


Solución 

(a) Se calculan los valores de f(x) para los valores enteros de -2 a 2 y se for¬ 
ma la tabla 1. Como /(-2) y /(-1) tienen signos opuestos, / tiene un 
cero entre -2 y -1; también /tiene un cero entre 0 y 1, y otro entre 1 y 2 
por la misma razón. 

(b) La gráfica de / trazada en el rectángulo de inspección dé [-3, 3] por 

[-5, 5] se muestra en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros 
son-1.14, 0.23 y 1.91. ◄ 

Ahora se demostrarán los teoremas 9 y 10 como se indicó en la sección 1.5. 
Observe la aplicación del teorema 1.9.1 (límite de una función compuesta). 


Teorema 9 de limites 


Limite del cociente de dos 
funciones 


Si lím /(x) = L y si lim g(x) = M, entonces 

x-*a x-*a 

lím = M 

x-a g(x) M 


si M * 0 


Demostración Sea h la función definida por h(x) = 1/x. Entonces la 
función compuesta h ° g está definida por h(g(x)) = 1 ¡g(x). La función h 
es continua en todo número excepto en 0, lo cual se deduce del teorema 
1.5.12. En consecuencia, 

lím = lím h(g(x)) 

x-*a g{X) x-ui 

= h( lím g (x)) (por el teorema 1.9.1) 

x-*a 

= h(M) 

J_ 

M 


Del teorema 6 de límites y del resultado anterior se tiene que 
lím = lím f(x) ■ lím —j— 

x->a g(X) x-.a x->a g(x) 



M 
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Teorema 10 de limites Limite de la raíz n-ésima 

de una función 


Si n es un número entero positivo y lím/( x) = L, entonces 

x-*a 

lím 3//(x) = ’ÜL 

x-*a 

Con la restricción deque sin es par, L > 0. 

Demostración Sea h la función definida por h(x) = \íx. Entonces la 
función compuesta h ° f está definida por h(f(x)) = 1¡f(x). Del teorema 
1.8.5, h es continua en L si n es impar, o si n es par y L > 0. Por tanto. 


lím H¡f(x) = lím h(f(x)) 

x—+a x—>a 

= /i( lím f(x)) (por el teorema 1.9.1) 

x—*a 

= h(L) 

= n 4L 


EJERCICIOS 1.9 


En los ejercicios 1 a 6, defina f ° g y determine los números 
en los que f ° g es continua. 

1. (a) f(x) = 4x ; g(x) = 9 - r 2 ; 

(b) f(x) = -Jx\g(x) = x 2 - 16 

2. (a) f(x) = 4x\g(x) = 16 - x 2 \ 

(b) f(x) = -Jx ; g(x) - x 2 + 4 

3- («) /(*) = V*;«(*) = ~2’ 

(bj /<*) = g(x) = -Jx 

4. (a) f(x) = Tx:g(x) = 47T1; 

(b) f(x) = -Jx + l;g(x) = l[x 

5 . /« = d^jL- g(x) = 1*1 

6. f(x) = d xLü -'gix) = \x | 

V 4 - * 

En los ejercicios 7 a 16, determine el dominio de la función, y 
después determine para cual de los intervalos indicados es con¬ 
tinua la función. 

7. fU) = —7), [-6,4], (-oo, 0),(-5, + oo), [-5, + oo), 

* + 5 

[-10,-5) 


10. 

/(r) = 

r L - 4 

4], (-2,2), (- 

oo, -2], (2, +oo), [- 

-4,4], 


(-2, 2] 





11. 

g(x) = 

V* 2 - 9; 

(-00, -3), 

(-00, -31, (3, 

+ oo), 


[3, +oo), (-3, 3) 




12. 

/« = 


),(I.i).0. 

2), Ll. 2), (1, 2] 


13. 

/«) = 

\t - ll . , 

/ - l 

oo, 1), (- 00 , 

ín-i. i], (-i. 

+ oo). 


(1, +oo) 


í 2x - 3 si x < -2 

14. h{x) = j * - 5 si -2 £ J S 1 f; (-<», D, (-2, + oo), 

13 - jt si 1 < j: J 

(- 2 , 1 ), [- 2 , 1 ), [- 2 , 1 ] 

15. f(x) =' -J4 - x 2 ; (-2, 2), [-2, 2], [-2, 2), (-2, 2], 
(-oo, -2], (2, +oo) 

16. F(y) = -i— T ;(-l, 3), [—1, 3], [-1, 3), (-1, 3] 

3 + 2 y- y 2 ' 

En los ejercicios 17 a 22, determine el intervalo más grande (o 
unión de intervalos) en el que la función f o g del ejercicio 
indicado es continua. 

17. Ejercicio 1 18. Ejercicio 2 19. Ejercicio 3 

20. Ejercicio 4 21. Ejercicio 5 22. Ejercicio 6 


8. g(x) = (-oo, 0], [0, +oo), (0, 2), (0, 2], [2, +oo), 

(2,+oo) 


23. Determine el intervalo más grande (o unión de intervalos) en 
el que la función del ejercicio 17 de la sección 1.6 es 
continua. 


9. f(t) = (0, 1), (-1,1), [0, 1], (-1, 0], (-oo, -1], 

t ¿ - 1 

(l.+oo) 


24. Determine el intervalo más grande (o unión de intervalos) 
en el que la función del ejemplo 4 de la sección 1.6 es 
continua. 
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En los ejercicios 25 a 28, dibuje la gráfica de una función f que 
satisfaga las condiciones dadas. 

25. / es continua en (-oo, 2] y (2, +oo); lim f(x) = 4; 

x -*0 

lím fix) = -3; lim /( x) = +oo; lím /( x) = 0 

x—* 2 + 5 

26. f es continua en (- oo, -2), [-2, 4] y (4, + oo); lím f(x) = 

4T-»-5 

0; lím fix) = -oo; lím fix) = -3; lím f(x) = -1; 

x —*~2 x— * — 2 + x —>0 

lím /( x) = 2; lím /( x) = 5; lím fix) = 0 

x— »4 a—» 4 + i—»6 

27. / es continua en (- oo, -3], (-3, 3) y [3,+oo); 

lím^/(jc) = 2; lím /(*) = 0; lim/(x) = 4; 

lím/O) = 1; lím /( x) = 0; lím /( x) = -5; 

j-»0 je —► 3 j-»3+ 

lím fíx) = 0 

j-»4 

28. / es continua en (-oo, 0) y [0, +oo); lím f(x) = 0; 

lím f(x) = 3; lím /(x) = -3; lím fix) = 2 

x -»0 x-» 0 + x-*4 

En los ejercicios 29 a 34, demuestre que la función obtenida 
como un modelo matemático en el ejercicio indicado de la sec¬ 
ción 1.3 es continua en su dominio. 


29. (a) Ejercicio 13 (b) Ejercicio 15 


30. (a) Ejercicio 14 (b) Ejercicio 16 


31. (a) Ejercicio 17 (b) Ejercicio 19 

32. (a) Ejercicio 18 (b) Ejercicio 20 

33. (a) Ejercicio 21 (b) Ejercicio 23 

34. (a) Ejercicio 22 (b) Ejercicio 24 

En los ejercicios 35 a 42, determine si se cumple el teorema del 
valor intermedio para la función f el intervalo cerrado [a, ¿>] y 
el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple, establezca 
la razón y apoye gráficamente su respuesta. Si el teorema se 
cumple: (a) trace la gráfica de f y la recta y = k en la grafica- 
dora y estime, con cuatro cifras decimales, el número c del 
intervalo ( a, ti) tal que fie) = k. (b) Confirme la estimación 
del inciso (a) analíticamente, (c) Dibuje la gráfica de f en 
[a, b\ y muestre el punto (c, k). 


35. fix) 

= 2 + x - 

x 2 ; [a, b] = 

-- [0, 3]; k = 1 

36. fix) 

= -V100 - 

x 2 ; [a, b ] 

= [0,8];* = -8 

37. fix) 

= V25 - x 

= 

[-4.5,3];* = 3 

38. fix) 

= x 2 + 5x 

- 6; ¡a. ti\ 

= [-1, 2];* = 4 

39. fix) 

= [a, b ] = [-3 

x + 2 

, i];* = | 

40. fix) 

5 . 

2x - r 

la, ti] = [0 

, 1];* = 2 

41. fix) 

¡X 2 - 4 

= Wl 

si -2 < x < ll r ,. 
si 1 < x s 3 ) ; [a ’ b] - 

k = 

-1 




42. f(x) = 


1 + * 
2 - x 


si -4 < x < -2 
si -2 < x S 1 


[«, b] = [-4, 1]; 


k = 


1 

2 


En los ejercicios 43 a 46, haga lo siguiente: (a) aplique el teore¬ 
ma del cero intermedio para mostrar que la función f tiene el 

número indicado de ceros entre a y b. (b) Estime .estos ceros 

con dos cifras decimales en la graficadora. 

43. fix) = x 3 - 6x + 3; tres ceros; a = -5; b = 5 

44. fíx) = x A + Ix 3 + x - 8; dos ceros; a = -10; b = 5 

45. f(x) = 4x 4 - Sx 3 + 2x - 5; dos ceros; a = -3; b = 3 

46. fíx) = 3x 4 - Hx 3 + 36X 2 + 2x - 8; cuatro ceros; a = 

-5;b = 5 

47. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuación x 3 - áx 2 + x + 3 = 0 tiene una raíz entre 1 
y 2, y utilice la graficadora para estimar esta raíz con dos 
cifras decimales. 

48. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuación x 3 + x + 3 = 0 tiene una raíz entre -2 y 2, 
y utilice la graficadora para estimar esta raíz con dos ci¬ 
fras decimales. 

49. De la ecuación que define a m(v), que trata de la teoría 
especial de la relatividad de Einstein del ejercicio 51 de la 
sección 1.7, determine el intervalo más grande en el que m 
es continua. 

50. Demuestre que si la función/es continua en a, entonces 

lím/(a - t) = fía) 

/—»o 

51. Demuestre que si /(*) es no negativo para todo valor de x 
en su dominio y lím [/(*)] 2 existe y es positivo, entonces 

x-*a 

lím/(x) = I lím [/(x)] 2 
x-*a V x-*<¡ 

52. Demuestre que si lím fíx) = L, entonces lím I fíx) I = 
\L\. 

53. Suponga que/es una función para la cual 

0 S fíx) £ 1 sí 0 < x < 1 

Demuestre que si / es continua en [0, 1], entonces existe al 
menos un número c en [0, 1] tal que fie) = c. Sugerencia: 
si c no es 0 ni 1, entonces /(0) > 0 y/(l) < 1. Considere 
la función g para la cual g(x) = fíx) - x y aplique el 
teorema del valor intermedio a g en [0, 1 ]. 

54. Encuentre el valor mayor de k para el cual la función de¬ 
finida por fix) = ¡jx 2 - 2J es continua en el intervalo 
[3, 3 + k). 

55. ¿Son equivalentes los dos enunciados siguientes: (i) la 
función / es continua en el intervalo cerrado [a, b ]; (ii) 
la función / es continua en cada número del intervalo ce¬ 
rrado [a, 6]? Justifique su respuesta. 
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1.10 CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
Y TEOREMA DE ESTRICCIÓN 





[-10, 10] por [-1, 2] 


f(t) = HU 

FIGURA 1 


Tabla 1 


t 

sen t 

t 

1.0 

0.84147 

0.9 

0.87036 

0.8 

0.89670 

0.7 

0.92031 

0.6 

0.94107 

0.5 

0.95885 

0.4 

0.97355 

0.3 

0.98507 

0.2 

0.99335 

0.1 

0.99833 

0.01 

0.99998 


Se supondrá que usted estudió trigonometría previamente; sin embargo, debido 
a la importancia de las funciones trigonométricas en Cálculo, se presenta un 
breve repaso de ellas en la sección A.9 del apéndice. 

En un curso de trigonometría, las gráficas de las funciones trigonométri¬ 
cas se dibujan mediante consideraciones intuitivas, debido a que dos conceptos 
de Cálculo, continuidad y diferenciación , son necesarios para una presenta¬ 
ción formal de dichas gráficas. En esta sección se tratará la continuidad de las 
funciones trigonométricas, mientras que en la sección 2.7, donde se obten¬ 
drán las gráficas, se dedicará a la diferenciación de estas funciones. En el estudio 
de la continuidad de las funciones trigonométricas se considerará el límite 
siguiente: 

lím *“£ (1) 

r-> 0 t 

Observe que la función definida por /(/) = no existe cuando t = 0, 

pero existe para todos los otros valores de t. A fin de tener una idea intuitiva 
acerca de la existencia del límite (1), primero se trazará la gráfica de/en el 
rectángulo de inspección de [-10, 10] por [-1, 2], mostrada en la figura 1. 
Como/(0) no existe, la gráfica tiene un agujero en el eje y. De la figura, se 
sospecha que probablemente el límite de (1) existe y es igual a 1. A fin de 
examinar el límite a mayor profundidad, se calculan los valores de la función 
para conformar las tablas 1 y 2. De las dos tablas, se sospecha otra vez que 
si el límite en (1) existe, puede ser igual a 1. El hecho de que el límite exista y 
sea igual a 1 se demuestra en el teorema 1.10.2, pero en la demostración de 
este teorema se necesita el siguiente teorema, al cual se hará referencia 
como el teorema de estricción. Este último no sólo es importante en la 
demostración del teorema 1.10.2, sino que también se utiliza en la de¬ 
mostración de teoremas importantes en secciones posteriores. 


1.10.1 El teorema de estricción 


Suponga que las funciones f.gyh están definidas en algún intervalo 
abierto /que contiene a a, y que/(x) S g(x) £ h(x) para toda x en/ para 
la cual ría. También suponga que lím f(x) y llm h(x) existen y son 

x x—*a 

iguales a L. Entonces lím g(x) existe y es igual a L. 


Tabla 2 


/ 

sen t 

t 

-1.0 

0.84147 

-0.9 

0.87036 

-0.8 

0.89670 

-0,7 

0.92031 

-0.6 

0.94107 

-0.5 

0.95885 

-0.4 

0.97355 

-0.3 

0.98507 

-0.2 

0.99335 

-0.1 

0.99833 

-0.01 

0.99998 


Se demostrará el teorema de estricción en el suplemento de esta sección. 
Sin embargo, ahora se interpretará el teorema geométricamente en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sean/, g y h las funciones defi¬ 
nidas por 

f(x ) = -4(x -2) 2 + 3 

g ( x ) = (* ~ 2)(x 2 - 4x + 7) 
x - 2 

h{x) = A(x -2) 2 + 3 





86 CAPÍTULO I FUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 



/(*)■ = -4(x - 2) 2 + 3 


«(*) 


(JT - 2)(j 2 - 4x + 7) 
j - 2 


)i(je) = 4(* - 2) 2 + 3 


FIGURA 2 


Las gráficas de estas funciones están trazadas en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-1, 10] por [-10, 10] de la figura 2. Las gráficas de / y h son 
parábolas que tienen su vértice en el punto (2, 3). La gráfica de g es una pa¬ 
rábola con su vértice en (2, 3) suprimido. La función g no está definida 
cuando x = 2; sin embargo, para todax x- 2, f(x) < g(x) < h{x). Además, 
lím j\ x) = 3 y lím h(x) = 3. Por tanto, se satisfacen las hipótesis del 

x —>2 x—>2 

teorema de estricción, de donde se deduce que lím g(x) = 3. . < 

x—>2 


► EJEMPLO I Considere que | g(x) - 2j < 3(x - l) 2 para 
toda x. Utilice el teorema de estricción para determinar límg(jt). 

x—► I 

Solución Como | g(x) - 2| < 3(jc - 1 ) 2 para toda x, se infiere que 

-3(jc - l) 2 < g{x) - 2 < 3(x - l) 2 para toda x 

<=> -3(jc - l) 2 + 2 < g(x) < 3(jc - l) 2 + 2 para todajc 

Sea/(jt) = -3 (jc - l) 2 + 2 y h(x) = 3(x - l) 2 + 2. Entonces 

lím/(jc) = 2 y lím h(x) = 2 - (2) 

x —►.! x —► 1 


Además, para toda x, 

f(x) < g(x) < h{x) (3) 

Por tanto, de (2), (3) y el teorema de estricción 

límgU) -2 4 

X->] 


► EJEMPLO 2 


lím x sen — = 0 

Jt—»o x 


Utilice el teorema de estricción para probar que 


Apoye este hecho gráficamente. 

Solución Como -1 < sen t < 1 para toda t, entonces 


0 < 


< 1 


Por tanto, si x ^ 0, 


1 

1 1 ^ 

1 

x sen — 

= \x\ \ 

sen - 

*1 


X 


< |*| 

En'consecuencia, 


0 < 


£ * 


si* 7^ o 


si X 0 


(4) 


Como lím 0 = 0 y lím x = 0, se deduce de la desigualdad (4) y del 

jr ->0 *->0 11 

teorema de estricción que 

lím * sen — =0 
j->o | x | 
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y 


/ 



FIGURA 3 


FIGURA 4 


La gráfica de la función que tiene valores 


x sen - 
x 


, trazada en el rectángulo de 


inspección de [-1, 1] por [0,1], se muestra en la figura 3. Observe el inusual 
comportamiento oscilante de la función cuando -0.32 <, x < 0.32. La 
gráfica apoya el hecho de que el límite es 0 . 4 


1.10.2 Teorema 


lím 

Í -+0 


sen 1 

t 


= I 


Demostración Primero suponga que 0 < t < Refiérase a la figura 4, 
la cual muestra la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 y el sector sombreado 


BOP, donde B es el punto (1, 0) y P es el punto (eos t, sen i). El área del sector 
circular de radio r y ángulo central cuya medida en radianes es t está determi¬ 



nada por ir 2 í; de modo que si 5 unidades cuadradas es el área del sector BOP, 


s = ¥ 


(5) 


Considere ahora el triángulo BOP, y sea A) unidades cuadradas el área de 
este triángulo. Como AT] = i | AP \ ■ | OB |, | AP | = sen t y | OB | = 1, 
se tiene 


ATi = ^sen t 


( 6 ) 


Si Ko unidades cuadradas es el área del triángulo rectángulo BOT, donde T es 
el punto (1, tan t), entonces K 2 = \ | BT | • | OB \. Debido a que BT = tan t 
y OB = 1, se tiene 


“i* 


(7) 


En la figura 4 se observa que 
K r < S < K 2 

Al sustituir de (5), ( 6 ) y (7) en esta desigualdad se obtiene 


isen t < It < ítan t 


Si se multiplica cada miembro de esta desigualdad por 2/sen t, el cual es 


positivo porque 0 < t < f n, se tiene 


< —< —í— 
sen t eos t 


( tan t 1 \ 

porque -=-í. = - 

V sen t eos ti 


Al considerar el recíproco de cada miembro de esta desigualdad (lo cual 
hace que cambie de sentido el signo de desigualdad), se obtiene 


cost < 5SÜÍ < 1 

t 


( 8 ) 


De la parte derecha de la desigualdad anterior se tiene 
sení < t 

y de una identidad trigonométrica de semivalor, se obtiene 
1 


(9) 


- sen ¿ ^ t 


2 


( 10 ) , 
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Al sustituir t por ' t en la desigualdad (9), y si se eleva al cuadrado, se tiene 
sen 2 1 1 < i t 2 ( 11 ) 

Por tanto, de (10) y (11) se infiere que 

1 - eos t t]_ 

2 4 

<=> 1 - jt 2 < eos t ( 12 ) 

De ( 8 ) y (12) y como 0 < t < i/r, se deduce que 

1 - -t 2 < <1 si 0 < / < ¿;r (13) 

2 -f 2 

Si-jtr < t < 0, entonces 0 < -t < jTT, y de (13), 

1 - -(-r ) 2 < sen ^ — <1 si -i?r < t < 0 

2 t 2 

Pero sen (-f) = -sen /; de modo que lo anterior puede escribirse como 
1 - ir 2 c < i S i _< / < o (14) 

2 t 2 

De (13) y (14) se concluye que 

1 - -M < <] si -i?r < t < y t * 0 (15) 

Como lím(l - \t 2 ) = 1 y lím 1 = 1, se deduce de (15) y del teorema 

f —>0 1 

de estricción que 

lím^SÜÍ =1 . 

!-»0 t 


► EJEMPLO 3 Sea/la función definida por 
/« = SSlii 

sen 5x 



[—0.j6, 0.6] por [-5, 5] 

f(x) = 255L22E 
sen 5* 

FIGURA 5 


(a) Trace la gráfica de/en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-5, 5], 
¿A qué valor parece que se aproxima f(x) conforme x se acerca a 0? (b) Confir¬ 
me la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando lím f(x). 

x—»0 

Solución 

(a) La figura 5 muestra la gráfica de/trazada en el rectángulo de inspección 
de [-0.6, 0.6J por [-5, 5], Como/(0) no existe, la gráfica tiene un agujero 
en el punto donde x = 0. En la graficadora parece que f(x) se aproxima 
a 0.6 cuando x se acerca a 0 . 

(b) Para determinar el lím f(x) se desea escribir el cociente sen 3x/sen 5x 

x —>0 

de tal forma que pueda aplicarse el teorema 1.10.2. Si x ^ 0, 



t [sen 3 jA 

sen 3x _ 

J V 3x ) 

sen 5x 

. /sen 5x1 

{ 5x j 
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Conforme x se aproxima a cero, 3x y 5x también lo hacen. En consecuencia, 

sen5x ,, sen5x 


lím 553-lí = Um sen3x 


3x 


3j- 
= 1 


3jc 


Por tanto, 
1 m 


sen 3x 

3 lím| 

_ x->0 

^sen 3 jc 
( 3x 

sen 5 jc 

5 lím 1 

(sen 5x\ 


*->o 

1 5* f 


_ 3 • 1 

5 • 1 

3 



lím : 

x->0 


5x 


= lím 

5*->0 

= 1 


5x 


Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). 4 

Del teorema 1.10.2 se puede demostrar que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0 . 


1.10.3 Teorema 


La función seno es continua en 0. 


Demostración Se demostrará que se cumplen las tres condiciones ne¬ 
cesarias para la continuidad en un número. 


(i) 

(ü) 


(iii) 


sen 0 = 0 
lím sen r = 

i-> o 


límSSEf 

í -+0 t 

lím mil 

t —t 0 t 
1 • 0 
0 


lím sen t = sen 0 


t 

lím t 
t -»o 


Por tanto, la función seno es continua en 0. ■ 


1.10.4 Teorema 


La función coseno es continua en 0. 


Demostración Se verificará que se cumplen las tres condiciones nece¬ 
sarias para la continuidad en un número. En la verificación de la condición (ii) 
se utilizará el hecho de que la función seno es continua en 0 , y se sustituirá 
eos t por VI - sen 2 t porque eos t > 0 cuando -i/r<r< i n. 

(i) eos 0 = 1 

(ii) lím eos t 

,->0 j j 

= vT^o 

= i 

(iii) lím eos t = eos 0 

t—*0 


= 1 m Vi - sen 2 tí 
r-*0 ^ 

— J 1 m(l - sen 2 t ) ^ 

Ví-to 







90 CAPftUtO 1 FUNCIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD 


De este modo, la función coseno es continua en 0. ■ 

El límite del enunciado del siguiente teorema; el cual se aplicará posterior¬ 
mente, se obtiene a partir de los tres teoremas previos y de I 05 , teoremas de 
límites. 


1.10.5 Teorema 


límL^il = 0 

f-»0 t 


Demostración 

limL^osí 

r -»0 t 


_ [jm (1 - COS 0(1 + eos t) 

t~*0 í(l + COS l) 


= lím 


1 - eos 2 t 


'-*0 í(l + COS 1) 

,_„2 

lím 


sen " 1 t 


->o í (1 + eos t) 

= lím^lím sení 


1 —>0 t I-* o 1 + eos t 


Por el teorema 1.10.2 


sen t 


lím 
<->o t 


1 


y como las funciones seno y coseno son continuas en 0 , se infiere que 

= _o_ 

<->o 1 + cos t 1 + 1 
= 0 

Por tanto, 

, ím LlCosi = J .0 

r —>0 t 

= 0 


► EJEMPLO 4 Sea g la función definida por 

g(x) = 1 ~ eos x 
sen x 



g(x) - 


1 - eos X 
sen x 


FIGURA 6 


(a) Trace la gráfica de g en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué 
valor parece que se aproxima g(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando el lím g(x). 

/—►O 

Solución 

(a) La figura 6 muestra la gráfica de la función g trazada en el rectángulo 
de inspección de [—3, 3] por [-5, 5]. La gráfica tiene un agujero en 
x = 0 porque g( 0) no existe. En la gráfica, parece que g(x) se aproxima 
a 0 conforme x tiende a 0 . 

(b) Puesto que llm(l - cos x) = 0 y lím sen x = 0, los teoremas de lí- 

x-+0 x —*0 

mites no pueden aplicarse al cociente (1 - cos x)/sen x. Sin embargo, si 
el numerador y el denominador se dividen entre x, lo cual está permi¬ 
tido ya que x & 0, se podrán aplicarlos teoremas 1.10.2 y 1.10.5. Así, 
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1 - eos X 

lím 1 ~- C0SX = lím-¿- 

x->o sen* sen x 

x 

lím 

_ *->0 x 

lím «LE 

x—*0 X 

0 

1 

= 0 

Por lo que se .ha confirmado la respuesta del inciso (a). ^ 


► EJEMPLO 5 

h(x) = 2 ^ 
x ¿ 


Sea h la función definida por 



r-jff, \n] por [0.10] 

m = 

X 2 

FIGURA 7 


(a) Trace la gráfica de h en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué 

valor parece que se aproxima h(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 

la respuesta del inciso (a) analíticamente calculando lím h(x) 

»->o 

Solución 

(a) Se traza la gráfica de h en el rectángulo de inspección de [-i K, Ijt] por 
[0, 10] para obtener la figura 7. La gráfica tiene un agujero en x = 0 
porque /i(0) no existe: En la gráfica, parece que h(x) se aproxima a 2 
conforme x se acerca a 0. 

(b) Se aplica la identidad trigonométrica 


mil ~ ~ 

x ~*0 x ¿ ■ COS ¿ X 

2 i im . ita MI . i ím 1_ 

J-.0 X r->0 X x^o eos* 1 X 

2 1-11 

2 


tan x = 


y se tiene 


lím 

JT -.0 x ¿ 


Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). 

Del teorema 1.5.15 y de los hechos de que las funciones seno y coseno son 
continuas en 0, se puede demostrar que las funciones seno y coseno son conti¬ 
nuas en todo número, como se establece en el teorema siguiente. 


1.10.6 Teorema 


Las funciones seno y coseno son continuas en cada número real. 


Demostración El conjunto de números reales es el dominio de las 
funciones seno y coseno. Por tanto, se debe demostrar que si a es cualquier 
número real, entonces 

lím sen x = sen a y lím eos x = eos a 

x—>a x-*a 
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o, equivalentemente, del teorema 1.5.15, 

lím seri(r + a) = sen a y lím cos(f + a) = eos a (16) . 

í—>0 o 

En la demostración se utilizarán las identidades 

sen(f + á) = sen t eos a + eos t sen a (17) 

cos(t + á) = eos í eos a - sen i sen a (18) 

. De (17), 

lím sen(f + á) = lím(senfcosa + cosí sen a) 

f —»o l->0 

= lím sen t ■ lím eos a + lím eos t • lím sen a 

/—►O /—>0 /—>0 t —>0 

= 0 ■ eos a + 1 • sen a 
= sen a 

Por tanto, se cumple la primera ecuación de (16); de modo que la función seno 
es continua en cada número real. De (18), 

lím cos(f + a) = lím (eos t eos a - sen t sen a) 

t —>0 • t —>0 

= lím eos t■ lím eos a - lím sen t■ lím sen a 

r-*0 /~*0 r-tO l->0 

= 1 • eos a - 0 ■ sen a 
= eos a 

Por lo que se cumple la segunda ecuación de (16); así, la función coseno es 
continua en cada número real. ■ 

Mediaflte el uso de identidades trigonométricas, el teorema 1.8.4, acerca 
de la continuidad de una función racional, y el teorema 1.10.6 se puede de¬ 
mostrar que las otras cuatro funciones trigonométricas son continuas en su 
dominio. 


1.10.7 Teorema 


Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante son continuas en 
sus dominios. 

La demostración del teorema 1.10.7 se deja como ejercicios (consulte 
los ejercicios 37 a 40). 


EJERCICIOS 1.10 


En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: fa) trace la gráfica de 9 j-( X j 
f en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A <fué valor pa¬ 
rece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? 

(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lím f(x)c 


1 , 

/W = 

sen 4* 

2 . f(x) = 

ix 

13. f(x) 


X 

sen 3 jc 


3. 

f(x) = 

sen 9x 

sen Ix 

4. m = 

sen 3^: 

sen 6x 

15. /(a) 

5. 

f(x) = 

3* 

6 - f(x) = 

sen 3 x 

17. f(x) 

sen Sx' 

x 2 ’ 

7. 

f(x) = 

x 2 

■ II 

3 

o>. 

sen 5 2x 

19. /(a) 

sen 2 3a 

4a 5 


X 

>Ví‘ 10 . /(a) = 

1 - eos X 

eos X 

1 + sen x 

I - eos 4x 

X 

12 . f(x) = 

1 - eos 2x 

4x 

3a 2 

) iy • 

14. f(x) = 

\ 

1 - eos 2 x 

1 - eos 2 jX 

2x 2 


tan x 
2x 

1 - eos 2x 
sen 2>x _ 

x 2 + 3.t 
sen x 


16. f(x) = 


ti 

w. m = 


tan 4 2x 
4x 4 


1 - cosa 



20 . f(x) = 


sen x 


3a 2 + 2x 
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En los ejercicios 21 y 22, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de g en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué se parece 
el comportamiento de g(l) conforme t se aproxima a 0 mediante 
valores mayores que 0? (b) Confirme la respuesta del inciso (a) 
calculando el lím g(t). 

t-* 0 + 

sen 1 

21. g(t) = — 
t 2 

En los ejercicios 23 y 24, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de h en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué valor pa¬ 
rece que se aproxima h(f) conforme t tiende o se acerca a k( 2? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lím h(t). 
Sugerencia: considere x — ~K - t. 

y H \ - <u>n t - t 

23. h(t) = i—24. h(t) = ± - 

\ K-t cos ' 

En los ejercicios 25 y 26, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de f en un rectángulo de inspección conveniente. ¿A qué valor 
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a n 
mediante valores mayores que K? (b) Confirme analíticamente 
la respuesta del inciso (a) calculando lím /( x). Sugerencia: 

x—*x + 

considere t = x - te. 


29. lím* eos- 30. lím x 2 sen ~ N'O'At'i 

•T-iO X *-»o ÍJ x ? 

31. lím g(jt), si Jg(jt) + 4| < 2(3 - jr) 4 para toda x 

32. lím g(x ), si | g(x) - 3 | < 5(¿t + 2) 2 para toda x 

En los ejercicios 33 y 34, determine el límite si existe y apoye su 
respuesta gráficamente. \ ^ 

^ 33. lím 5 - e B 5en ^ - ¿-¿- 34. lím sen, sen I 

X—*0 X C *->0 X 

35. Dado que 1 - eos 2 x < f{x) < x 2 , para toda x en el in¬ 
tervalo abierto (- ¿ K, ¿ ti), determine lím /(,). 

¿ 2 ^-*o 

36. Dado que -sen x < /(jt) < 2 + sen x, para toda x en el 
intervalo abierto (-K, 0), determine lím f(x). 

En los ejercicios 37 a 40, demuestre que ¡a función es continua 
en su dominio. 

37. La función tangente 

38. La función cotangente 


■> 22. 


g(¡) 


sen 4 1 
eos 3f - 1 


f < 

v '25. f(x) = 


sen x 
x ~ n 


26. f(x) = 


tan x 
x ~ n 


21. Si R(9) pies es el alcance de un proyectil, entonces 


W) 


v 0 2 sen 28 
g 


Os0< ±71 


donde v 0 pie/s es la velocidad inicial, g pie/s 2 es la constante 
de aceleración debida a la gravedad, y 9 es la medida en 
radianes del ángulo que el cañón forma con la horizontal. 
Pemuestre que R es continua en su dominio. 

28. Si un cuerpo cuyo peso es de W libras es arrastrado a lo 
largo de un piso horizontal a una velocidad constante por 
una fuerza de magnitud F libras y dirigida en un ángulo de 
9 radianes con respecto al piso, entonces 

F(9) = kw ' 

k sen 8 + eos 8 


donde k es una constante llamada coeficiente de fricción y 
0 < k < 1. Demuestre que F es continua en [0, ¿rr]. 


En los ejercicios 29 a 32, utilice el teorema de estricción para 
determinar el límite. En los ejercicios £9 y 30, apoye su res¬ 
puesta gráficamente. 


39. La función secante 

40. La función cosecante 

41. Si \f(x) I < M para toda ,, donde M es una constante, utilice 
el teorema de estricción para demostrar que límjr/ú) = 0. 

42. Considere que |/(:t) | < M para toda ,, donde M es 
una constante. Además suponga que lím | g(x) | = 0. 
Utilice el teorema de estricción para demostrar que 
lím/(jt)g(,) = 0. 

x—*a 

43. Si | f(x) | < k | x - a ] para toda x * a, donde k es una 
constante, demuestre que lím f(x) = 0. 

x-*a 

44. Dada/(jt) - senil/,), trace la gráfica de /en cada uno de 
los siguientes rectángulos de inspección: (a) [-2, 2] por 
[-2, 2]; (b) [-1, 1] por [-2, 2]; (c) [-0.5, 0.5] por [-2, 2]; 
(d) [-0.25,0.25] por [-2,2]; (e) [-0.1,0.]] por [-2, 2]; 
(f) [-0.01, 0.01] por [-2, 2]; (g) ¿Sospecha que el lím/(jt) 

* x-+0 

existe? Si es así, ¿qué número sospecha que es y por qué? O, 

¿sospecha que el lím/(jr) no existe? Si es así, ¿por qué? 

*—>0 

45. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que f(x) = eos —. 

x 

46. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que/(jr) = tan 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO I 


1. Defina función y en su definición incluya los conceptos de 
dominio y contradominio: 

2. Invente un ejemplo de una función que tenga la propiedad 
indicada: 


(a) El dominio es el conjunto de todos los números 
reales! 

(b) El dominio es el conjunto de todos los números no 
negativos. 
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(c) El dominio es el conjunto de todos los números negati¬ 
vos. 

(d) El dominio es el conjunto de todos los números reales 
excepto 0. 

(e) El contradominio es el conjunto de todos los números 
enteros. 

3. ¿Qué se entiende por gráfica de una función'! 

4. Invente un ejemplo de una función que tenga la propiedad 
indicada: 

(a) La gráfica de / tiene un “agujero” en x = 4, cuando 
/(4) no está definido. 

(b) La gráfica de/ tiene un “agujero” en x = 4, cuando 
/(4) está definido. 

(c) La función/está definida a trozos parar < 2y2 < x, 
donde la gráfica de/ se rompe en x = 2. 

(d) Lafunción/estádefinidaatrozosparar < 2y 2 < x, 
donde la gráfica de/ no se rompe en x = 2. 

5. Defina la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun¬ 
ciones /y g, y establezca cómo se relaciona el dominio de la 
función resultante con los dominios de las funciones f y g. 

6. Invente un ejemplo de dos funciones /y g, tales que al me¬ 
nos una no sea una función polinomial, y defina (f + g)(x), 
<f - g)(x), </■ g)(x) y (f/g)(x). Determine los dominios de 
/y g y los dominios de las funciones resultantes. 

7. Defina la función compuesta de dos funciones / y g, y 
establezca cómo se relaciona el dominio de la función 
compuesta con los dominios de las funciones fyg. 

8. Invente un ejemplo de dos funciones fyg, tales que al menos 
una no sea una función polinomial, y defina if° g)(x) y 
(g o f)(x). Determine los dominios defyg, así como los 
dominios def°gyg°f. 

9. ¿Qué se entiende por: (a) función par, (b) función impar ? 
Describa la simetría de las gráficas de cada uno de estos tipos 
de funciones. 

10. Invente un ejemplo de una función, diferente de una poli¬ 
nomial, que sea (a) par, (b) impar y (c) ni par ni impar. 

11. Defina con precisión, empleando la notación € -S, lo que se 
entiende por: el límite de f(x ) conforme x se aproxima a a es 
igual a L. Ahora establezca en palabras lo que significa sin 
utilizar la notación €-Sy sin usar las palabras límite y tiende 
o se aproxima. 

12 . ¿Cómo se utiliza la definición del límite de una función para 
demostrar que lira f(x) = ¿? 

13. Describa en términos geométricos la relación entre € y 5de 
la definición del límite de una función, 

14. Invente un ejemplo de una función para la cual: 

(a) /(a) no existe, pero lím f(x) existe; 

i— 

(b) fia) existe, pero lim fix) no existe; 

(c) tanto f{a) como lím fix) existen, pero no son iguales. 


15. ¿Qué se entiende cuando se dice que el límite de una función, 
cuando existe es único ? Establezca el teorema que garantiza 
este hecho. 

16. ¿Cómo se utilizan los teoremas de límites para calcular el 
límite de una función? 

17. Establezca los teoremas que tratan sobre los límites de la 
, suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones. 

18. ¿Por qué no es preciso el siguiente enunciado: El límite de 
la suma de dos funciones es la suma de sus límites ? In¬ 
vente un ejemplo de dos funciones para las cuales el 
enunciado es incorrecto. 

19. Invente un ejemplo de dos funciones fyg tales que al 
menos una no sea una función polinomial, y muestre cómo 
se aplican los teoremas de la sugerencia 17. 

20. Defina con precisión, utilizando la notación € 8, cada uno 
de los siguientes límites laterales : (a) lint f(x) = /.; (b) 

Jr-»a + 

lim fix) = L. Ahora establezca en palabras lo que sig- 

r ~*a 

nifica cada una de estas definiciones sin utilizar la nota¬ 
ción £- 8 ni usar las palabras límite y tiende o se aproxima. 

21. ¿Cómo están relacionados los límites laterales y los límites 
bilaterales? 

22. ¿Cuándo es necesario emplear los límites laterales para 
calcular un límite bilateral? Invente un ejemplo para ilus¬ 
trar su respuesta. 

23. ¿Cuándo pueden emplearse los límites laterales para demos¬ 
trar que un límite bilateral no existe? Invente un ejemplo 
para ilustrar su respuesta. 

24. Defina con precisión, empleando la notación 8-N, cada una 
de las siguientes expresiones: (a) conforme x se aproxima a 
a,fix) crece sin límite; (b) conforme x se aproxima a a, fix) 
decrece sin límite. Ahora establezca en palabras lo que 
significa cada una de estas definiciones sin utilizar la 
notación 8-N y sin usar las palabras límite, tiende a o se 
aproxima a, infinito, crece sin límite o decrece sin límite. 

25. ¿Cómo se evalúa el límite de una función racional para la 
cual el límite del denominador es cero y el límite del 
numerador es una constante diferente de cero? 

26. ¿Qué es la asíntota vertical de la gráfica de una función? 

27. ¿Cómo puede determinarse cualquier asíntota vertical para 
la gráfica de una función? 

28. Invente ejemplos de dos funciones racionales tales que la 
gráfica de una tenga un agujero en el punto donde x = 3 y 
la otra tenga a la recta x = 3 como una asíntota vertical. 

29. Defina: la función/ es continua en el número a. 

70. Invente un ejemplo de una función discontinua en el núme¬ 
ro 1, debido a las condiciones indicadas: 

(a) /( 1) no existe, pero lím fix) existe; (b) /(l) existe pero 
iím/(jt) no existe; (c) tanto/(l) como lím/(jt) existen, 

x-»l X—>1 

pero no son iguales. 
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31 . ¿Cuál es la diferencia entre discontinuidad esencial y dis¬ 
continuidad removible'! 

32. Invente un ejemplo de una función que tenga una dis¬ 
continuidad esencial en x = 2. Después invente un ejemplo 
de una función que tenga una discontinuidad removible en 
x = 2 y muestre cómo puede removerse o eliminarse esta 
discontinuidad. 

33 . Establezca los teoremas concernientes a la continuidad de 
funciones polinominales y racionales. ¿Cómo se aplican 
estos teoremas para calcular los límites de estas funciones? 

34 . ¿Qué condiciones de continuidad de las funciones/ y g son 
necesarias para que la función compuesta / o g sea conti¬ 
nua en el número a? 

35 . Invente un ejemplo de dos funciones/ y g tales que la fun¬ 
ción compuesta / o g sea continua en cada número del 
intervalo abierto (-3, 3). Muestre que las funciones / y g 
de su ejemplo cumplen las condiciones de la respuesta de 
la sugerencia 34. 

36 . Invente un ejemplo de una función que sea discontinua en 
el número c y que sea continua por la derecha de c. Muestre 
que su función satisface los requerimientos. 

37 . Defina: la función / es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 


38. Establezca el teorema del valor intermedio. 

39. Invente un ejemplo de una función que ilustre el teorema del 
valor intermedio. Muestre que la hipótesis y la conclusión 
del teorema son satisfechas por su función. 

40. Establezca el teorema de estricción. Invente un ejemplo de 
tres funciones f,gyh que satisfagan las hipótesis de este 
teorema y muestre que se cumple la conclusión. 

41. Invente un ejemplo de tres funciones f g y h que ilustren 
cómo se aplica el teorema de estricción para calcular el límite 
de g(x) cuando los límites de f(x) y h(x) se conocen. 

42. ¿A qué es igual el lím 2221 y cómo se utiliza su valor para 

(-.0 ( 

demostrar que la función seno es continua en 0? 

43. ¿Cómo se emplea la continuidad de la función seno en 0 para 
demostrar que la función coseno es continua en 0? 

44. ¿Cómo se usa el hecho de que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0 para demostrar que dichas funciones son 
continuas en cada número real? 

45. ¿Cómo se demuestra la continuidad de las otras cuatro fun¬ 
ciones trigonométricas a partir de la continuidad de las 
funciones seno y coseno? 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO I 


1. Dada/(x) = 4 - x 2 , determine: (a) /(l); (b) /(- 2); 

(c) /(3); (d) f(x - 1); (e) /(je 2 ); (f) /<* + *) ~ /(*) , 

h 

h ± 0. 

2. Dada g(x) = sil - x, determine: (a) g(l); (b) g(-3); (c) 

g(x + 1); (d) gd - je 2 ); (e) Z- { - ? + h ) ~ g{x) , h * 0. 

h 


En los ejercicios 3 a 6, defina las siguientes junciones y deter¬ 
mine los dominios de las junciones resultantes: (a) f + g; 
(b)f - g; (c)f ■ g; (d)flg; (e) g¡f,■ (f)f° g; (g) g °f 


3. j(x) = 4x + 2 ; g(x) = x 2 

4. j(x) = x 2 - 9; g(x) -- 

r* 


i 


5. f(x) = -\;g(x) 

x 2 

6. f(x) = ~^—.g(x) = 

x - 1 x + 2 


En los ejercicios 7 y 8, trace la gráfica de la función y a partir 
de la gráfica conjeture si la junción es par, impar o de ninguno de 
estos tipos. Después confirme su conjetura analíticamente. 


7. (a) f(x) = 2x 3 - 3x (b) g(x) = 5je 4 + 2x 2 - 1 

(c) h(x) = 3x 5 - 2x 3 + x 2 - x 

(d) F(x) = 

X 3 - X 


8. (a) f(x) 


2x 


(b) g(x) = -ri- 


3 r 

(C) h(x) = (d) F(x) = X 2 M 

X 

En los ejercicios 9 y 10, trace la gráfica de la junción y determine 
su dominio y su contradominio. 


9. (a)/(x) = 

4 - 2x 

(b) 

g(x) = x 2 - 4 

(c) h(x) = 

Vx 2 - 16 

(d) 

F(x) = Vl6- x 2 

(e) /(x) = 

|5-x| 

(f) 

£(x) = 5 - |x| 

10. (a) g(x) = 

3x + 2 

(b) 

/(x)'= 9 - x 2 

(c) H(x) = 

s/l - x 2 

(d) 

G(x) = v/x 2 - 1 

(e) g(x) = 

|x + 4 j 

(Q 

j(x) = |x| + 4 


En los ejercicios II a 14, dibuje la gráfica de la junción y 
determine su dominio y su contradominio. 


11. (a) g(x) = 
(b) G(x) = 

12. (a) /(x) = 
(b) F(x) = 

13. (a) F(x) = 


16 


x + 4 
x - 4 
3 

2 +x- 
x -2 

x + 3 
1 

3 - x 
3 + 2x 


si x * -4 
si x = -4 

six 4- 2 
si x = 2 
si x < 0 
si 0 < x 


x 2 - 1 


13. (a) F(x) 
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í x 2 - 1 

si X < 0 

(b) h(x) = i 


lx- 1 

si 0 < x 

í 3x + 2 

si x < 0 

14. (a) G(x) = 


[ 4 - 2x 

si 0 < x 

íx 2 

si x < -1 

(b) H(x) = { 


[ (x + 2) 2 

si -1 < X 


En los ejercicios 15 a 20, se han dadofíx), a, L y €. (a) Utilice 
una figura y un argumento semejante a los de los ejemplos l y 3 
de la sección 1.4 para determinar una S > 0 tal que 

si 0 < | jc - a | < <5 entonces | f(x) - L \ < £ 

(b) Apoye la elección de 8 del inciso (a) con la graficadora. (c) 
Confirme analíticamente, empleando las propiedades de las 
desigualdades, la elección de 8 del inciso (a). 


15. f(x) = 2x - 5; a = 3; L = 1; £ = 0.05 

16. fix) = 3x + 2; a = \\L = 5; € = 0.2 

17. /(x) = - 1 ~-— \a = 5-L = 10; £ = 0.1 

x - 5 

18. f( x) = 2x1 + 9x + 10 ;a = -2-L = 1; £ = 0.03 

x + 2 

19. f(x) = x 2 + 4; a = 2; L = 8; £ =0.3 

20. f(x) = x 2 - 3x;a = 3;¿ = 0; £ 0.08 


En los ejercicios 21 a 26, demuestre que el límite es el número 
indicado aplicando la definición 1.5.1; esto es, para cualquier 
£ > 0, determine una 8 > 0 tal que 



si 0 < |x - a | < 8 entonces 

1 m - L | 

< £ 

21 : 

lím(2x - 5) = 1 22. 

x—*3 

lím (8 - 3x) 

x-*-2 

= 14 

23. 

lím (3x + 8) = 5 24. 

lím (4x - 11) 

X—>5 

= 9 

25. 

lím 16 " 2 - 9 = -6 
«-(-3/4 4x + 3 



26. 

1— 9x 2 

lím y = 2 




1 - 3* 


En los ejercicios 27a 34, calcule el límite y, cuando sea apropia¬ 
do, indique los teoremas de límites empleados. 


27. 

límíSx 2 - 4x + 5) 

x-*2 



28. 

lím — 

x 2 - x - 6 




,-,-2 * 

2 - 5x - 14 



29. 

lím — 

2 - 9 

30. 

h 2 - 4 


t— »-3 ¡ 

: + 3 


3A 3 + 6 

31. 

lím I 

4x 2 + 4x - 3 

32. 

lím 1 " ^ 




X-.1/2 ]¡ 

4x 2 - 1 


Í~>0 f 

33. 

lim^ 9 -'- 3 

34. 

lím l 5y + 4 


i-*0 

t 


,—4 y - 5 


En los ejercicios 35 a 42, calcule el límite si existe, y apoye su 
respuesta trazando la gráfica de la función en un rectángulo de 
inspección adecuado. 


35. lím 


37. 


2x 2 


1 3x 2 + 8* + 5 

l ím 2VL1Í 

x - 9 


39. lím -— + 3 * 

•~>t 1 - s 

41. lím 

X-92+ lx] - X 


36. 


38. 


lím 

y -3 


y- 3 
y 3 - 27 


lím , 


25 - y 2 


40. lím -- 

*-«■ 2x 3 - 3x 2 

42. lím ^ x ~ 1 - 2 
X - 5 


£n /oí ejercicios 43 a 48, dibuje ¡a gráfica de la función y calcule 
el límite indicado si existe; si el límite no existe, establezca la 
razón. 

íx 2 - 1 si x < 3 

43. /(x) = 

[x + 5 si 3 <. x 

(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(x). 

.-♦3- x—.3+ . .1 


44. g(x) 


x - 2 si x < 0 

x 2 - 1 si 0 < x 


(a) lím g(x): (b) lím g(x); (c) llm g(x). 

x—»0“ x-»0 + x->0 


45. h(t) 


¡LlU 

t - l 


(a) lím A(r); (b) lím h(t)\ (c) lím hit). 
/—»1 — /-»1 + /—»! 


46. f(r) = 


r- 2 


si r * 2 


(a) lím /(r); (b) lím f(r); (c) lím f(r). 

r-*2~ r—t2 + r~¥ 2 


íx -4 

47. gíx) = | 


si x < -4 
si -4 s x < 4 
si 4 < x 


14 - x 

(a) lím g(x); (b) lím g(x);(c) lím g(x); 

x—»-4 _ x—»-4 + x—>-4 

(d) lím g(x); (e) lím gíx); (f) lím g(x). 

x—*4 - r->4 + x—»4 

si x s 2 

si 2 < X £ 4 

si 4 < x 

(a) lím h(x)\ (b) lím A(x); (c) lím ft(x); 

X-.2- x—*2 + x-»2 

(d) lím A(x); (e) lím ft(x); (f) lím A(x). 



En tos ejercicios 49 a 54, calcule el límite y apoye su respuesta 
gráficamente. 


49. (a) lím 

x—>~4~ 

50. (a) lím 

x-*-2~ 

51. (a) lím 

x—»4~ 

52. (a) lím 


2x 


16 - x 2 
x - I 
x 2 - 4 


2x 


16 


x 2 - 4 


(b) lím 

x-*~4 

(b) lím 
(b) lím 


2x 


16 - x 2 
x - 1 
x 2 _ 4 

2x 


16 


(b) lím 


x 2 - 4 
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53. (a) lím —~ 4 
(i - 5) 2 


54. (a) lím 


(b) lím 


5 * Vf - 5 


! (* + iy 


(b) lím ?- ■ - 

«- 2+ V7T 2 


En los ejercicios 55 a 62, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de f en un rectángulo de inspección adecuado. ¿A qué número 
parece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analíticamente, calcu¬ 
lando el límite lím f{x). 



x-»0 


55. flx) = 

X 

56. f(x) = 

sen 3x 

57. flx) = 

sen 5x 

sen 2x 

58. fix) = 

59. flx) = 

1 - eos 2 X 

60. fix) = 

x 

0^ 

61. fix) = 

esc 3x 

cot X 

62. fix) = 


1 - eos x 
1 - eos 3* 
sen 3x 
4x 
tan x 

2x 2 - 3* 
2 sen x 


En los ejercicios 63 a 68, determine las asíntotas verticales de la 
gráfica de la función y utilícelas para dibujar la gráfica. 


63. f(x) = 
65. g(x) = 

67. f(x) = 


x + 8 
x - 4 

1 - J 

x 

5x 2 


64. fix) = 
66. f(x) = 

68. h(x) = 


3x - 2 


x- - x ■ 
2x 2 


- 1 


En los ejercicios 69 a 74, dibuje la gráfica de la junción; después 
observe donde se rompe la gráfica, determine los valores de x en 
los que la función es discontinua y muestre por qué la definición 
1.8.1 no se satisface en cada discontinuidad. 


li 

s 

OÑ 

x + 2 



x ¿ +• X ~ 


f 2x + 1 

71. gix) = | 

x-2 

[2-x 


í 14 - x 

72. Fix) = | 

i- 2 

73. hix) = • 

í i 


[x 2 - 1 


[x 2 - 9 

74. fix) = | 

5 

9 - x 2 


70. g(x) = ^-=1 
x 2 - 1 

si x < -2 
si -2 < x £ 2 
si 2 < x 

si x * 4 

si x = 4 

si x £ 1 

si 1 < X 

si x < 3 
si x = 3 
si 3 < x 


En los ejercicios 75 a 78, demuestre que la junción es disconti¬ 
nua en el número a. Después determine si la discontinuidad es 
esencial o removible. Si la discontinuidad es removible, rede¬ 
fina f(a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. 

75. fix) = * 2 + 2lc ~ 8 ; a = -4 
x 2 + 3x - 4 



f 4 - x 2 

si X 

< i 

76. fix) = | 

[ 2x + 3 

si 1 

£ x 

77. fix) = | 

-L_ 

si X 

* 2 

x - 2 




i 3 

si X 

= 2 

78. fix) = 

1 2x - 61 . 

a = 3 


2x ~ 6 




En los ejercicios 79 a 82, la función es discontinua en el número 
a. (a) Trace la gráfica def la cual se rompe en el punto donde 
x = a. ¿Es esencial o removible la discontinuidad? Si pare¬ 
ce que es removible, especule acerca de cómo debe redefinirse 
fia) de modo que la discontinuidad sea eliminada, (b) Con¬ 
firme la respuesta del inciso (a) analíticamente. 


79. f(x) = 

80. fix) = 

81. f(x) = 

82. f(x) = 


- xl 


x - 1 

2 - Vx + 4 . 

X ' 

_ X _ 

Vx + 9 - 3 


*; a = 1 

; a = 0 
; a = 0 


-1 


; a = 1 


En los ejercicios 83 y 84, (a) defina f 0 g y (b) determine los 
números en los que f o g es continua y establezca la razón. 

83. (a) fíx) = Vx y g(x) = 25 - x 2 

(b) /(x)= y g(x) = M 

(c) f(x) = sgnx y g(x) = x 2 - 1 

84. (a) /(x) = Vx y g(x) = x 2 - 25 

(b) /(x) = Vx + 1 y g(x) = — !_ 

x - 3 

(c) /(x) = sgnx y g(x) = x 2 - x 


En los ejercicios 85 y 86, determine los valores de las constantes 
ayb que hagan a la función continua en todo número y dibuje la 
gráfica de la función resultante. 


[ 2x + 1 

si 

* < 3 

85. fix) - \ ax + b 

si 

3 < jc < 5 

[x 2 + 2 

si 

5 < x 

í 3x + 6 a 

• si 

x < -3 

86. fix) = | 3 ax - Ib 

si 

-3 < x < 3 

x - 126 

si 

3 < x 


87. Sea / la función definida por 


flx) = 


si x es un número entero 
si x no es un número entero 


(a) Dibuje la gráfica de/. (b) ¿Para qué valores de a existe el 
límite lím /(x)? (c) ¿En qué números reales es continua/? 

x-»0 

88. Proporcione un ejemplo de una función / para la cual 
lím |/(x)| exista pero que lím/(x) no exista. 

J-.0 J-*0 
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En bs ejercicios 89 a 92, determine el intervalo más grande (o 
unión de intervalos), donde la función es continua. Apoye la res¬ 
puesta con la graficadora. 


89. (a) f(x) = 
(b) g(x) = 



90. (a) f(x) = 
(b) g(x) = 



91. (a) f(x) = Ji—|i 


(b) g(x) = —-— 
x 2 - 4 



si x < -4 

si -4 S jt S 4 
si 4 < x 


En los ejercicios 93 a 96, haga lo siguiente: (a) verifique que se 
cumpla el teorema del valor intermedio para la función/, el in¬ 
tervalo cerrado [a, b] y el valor dado de k; (b) trace la gráfica de 
f y la recta y = k en la graficadora y estime, con cuatro cifras 
decimales, el número c de (a, b ) tal quef(c) = k; (c) confirme 
analíticamente la estimación del inciso (b); (d) dibuje la gráfica 
de f en el intervalo (a, h] y muestre el punto (c, k). 

93. f(x) = x 2 - 4x + 1; [a,b] = [-10, 0]; k = 10 

94. f(x) = x 2 - 4x + 1; la,b] = [0, 10];* = 10 

95. f(x) = x - -¡ib- x 2 ;[a,b] = [0,4];* = -2 

96. /( x) = x - V16 - x 2 ;[a,b] = [-4,0];* = -2 


En los ejercicios 97 y 98, responda las preguntas a partir de la 
gráfica adjunta de la función f. 

97. ¿Cuál es el valor de cada uno de los límites siguientes: 
(a) lím /(x); (b) lím /(x); (c) lím /(*); (d) lim f(x), 

*-*-3 x—*-2 -r-*0 x—»2 

(e) lím /(x), (f) lím /Ce); (g) lím /(x)? (H) ¿En qué 

x-*2 + x—>3 x-»3 + 

números es discontinua/? (i) ¿Cuáles de las discontinui¬ 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) ¿Cuáles de las dis¬ 
continuidades del inciso (h) son removibles? ¿Cómo 
redefiniría la función para eliminar las discontinuidades? 


X - -2 y x = 2 



98. ¿Cuál es el valor de cada uno de los limites siguientes: 
(a) lim /(x); (b) lím /(x); (c) lim /(x); (d) lím /(x); 

r-*-2“ x-*2 + x-»-l r—»0 

(e) lim /(x), (f) lím /(x); (g) lim /(x)? (h) ¿En qué nú- 

x-*r x-*l + x-»2 

meros es discontinua /? (1) ¿Cuáles de las discontinui¬ 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) ¿Cuáles de las 
discontinuidades del inciso (h) son removibles? ¿Cómo 
redefiniría la función para eliminar las discontinuidades? 


y 



En los ejercicios 99 a 102, dibuje la gráfica de una función fque 
satisfaga las condiciones dadas. 

99. -5, -3, -2, -1, 0, y 2 son los únicos ceros de /; 
lím /(x) = 4; lím /(x) = -oo; lím /(x) = 0; 

x—*-3 x-*-l” x—»-l + 

lím /(x) = +oo; / es continua en todos los números 

x-»0 

de los intervalos abiertos (-oo, -3), (-3,-1), (-1,0), 
(0, + oo). 

100. / es continua en (-oo, -2), [-2, 1), [ 1, 3], y (3, + oo); 

Hm /(x) = 0; lím /(x) = +oo; lím f{x) = 0; 
lim /(x) = -3; lím /(x) = -as, lím /(x) = 2; 

x—»0 x-*l" x-ti* 

lím /(x) = 4; lím /(x) = -1; lím /(x) = 0. 

I-.J- x-»5 

101. El dominio de/ es (-oo, + oo);/(-4) = 2; -2, 0, 2, 4 y 6 
son los únicos ceros de /; lím /(x) = 0; lím /(x) = 

x-»-4 x-»-2 

-oo; lím /(x) = +oo; lím /(x) - 0; lim /(x) = -3; 

x-*-2 + x-»0 x-*0+ 

lím /(x) = 5; / es continua en todos ios números 

x—»4 

excepto -4, -2, 0, y 4. 

102. /es continua en (-oo, -4], (-4, 4) y [4, + oo); 

lím /(x) = 0; lím /(x) = 2; lím /(x) = +oa; 

x—»-6 x—a-4 - x-*-4 + 

lim /(x) = 0; lim /(x) = -3; lím /(x) = 0; 
lím /(x) = 1; lím /(x) = -2; lím /(x) = 0. 

x-*4“ X—»4 + x-»3 

En los ejercicios 103 a 106, obtenga un modelo matemático de 
la situación particular. Estos modelos se tratarán más ade¬ 
lante cuando se aplique el Cálculo a la situación. Defina la 
variable independiente y los valores de función como números, 
e indique las unidades de medición. Asegúrese de completar el 
ejercicio escribiendo una conclusión. 

103. Se construye una cacerola abierta cortando cuadrados del 
mismo tamaño en las esquinas de un trozo rectangular 
de lámina de 14_por 18 puig y doblando los lados hacia 
arriba, (a) Encuentre un modelo matemático que exprese 
el volumen de la cacerola como una función de la lon¬ 
gitud del lado de los cuadrados que se cortarán. 
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(b) ¿Cuál es el dominio de la función del inciso (a)? 

(c) Demuestre que la función es continua en su dominio. 

(d) En la gfaficadora. estime con aproximación de centési- 
mos de pulgada la longitud del lado de los cuadrados que 
deben cortarse de modo que el volumen de la cacerola sea 
un máximo. 


F(x) = (sgnx) • U(x + 1) 

y dibuje su gráfica. ¿En qué números es F discontinua y 
por qué? 

En tos ejercicios IOS y ¡09, utilice el teorema de estricción para 
calcular los límites. 


104. Una caja abierta tiene base cuadrada y un volumen de 
4 OOOpulg 3 . (a) Encuentre un modelo matemático que expre¬ 
se el área de la superficie total de la caja, como una función 
de la longitud del lado de la base cuadrada, (b) ¿Cuál es el 
dominio de la función del inciso (a)? (c) Demuestre que la 
función es continua en su dominio, (d) En la graficadora, 
determine, con aproximación de pulgadas, las dimensiones 
de la caja que pueda construirse con la mínima cantidad de 
material. 

105. Se requiere que un anuncio, que contiene 50 m 2 de material 
impreso, tenga márgenes de 4 m en las partes superior e 
inferior y 2 m en los otros dos lados, (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el área total del anuncio 
como una función de la dimensión horizontal de la región 
cubierta por el material impreso, (b) ¿Cuál es el dominio de 
la función del inciso (a)? (c) Demuestre que la función es 
continua en su dominio, (d) En la graficadora, estime, con 
aproximación de metros, las dimensiones del anuncio más 
pequeño que cumpla con estas especificaciones. 


4 m 

_L 

ÁraoPde descanso 


Suida 282 

4rn 

i 

PRÓXIMA PARADA A SO MUIAS 

H 2m ^ 1 2m b* 


108. lim g(x) si I g(x) + 5 | < 3(4 - x) 2 para toda x 

x—»4 


109. 


lím (x 

X —i I 


- I) 2 sen 




110. Dibuje la gráfica de / si /(x) = [[l - x 2 ]] y -2 < 
x < 2. (a) ¿Existe lím fix)¡ (b) ¿Es /continua en 0? 

x-»0 

111. Dibujelagráficadegsigfx) = (x - l)Qx]]yO < x < 2. 

(a) ¿Existe lím g(x)? (b) ¿Es g continua en l? 

112. (a) Demuestre que si/(x) = g(-x) para todos los valores de 
x excepto a, entonces lím /(x) = lím g(x) si los límites 
existen, (b) Demuestre que si /(x) = g(x) para todos los 
valores de x excepto a, entonces si lim g(x) no existe, 
lím /(x) no existe. Sugerencia: muestre que la suposición 

x-*a 

de que lím /(x) existe conduce a una contradicción. 

x—*a 

113. (a) Demuestre que si lím /(x + h) = /(x), entonces 

A—*0 

lim /(x + h) = lim /(x - h) 

A-»0 A—»0 

(b) Demuestre que el inverso del teorema del inciso 
(a) es falso proporcionando un ejemplo de una fun¬ 
ción para la cual lím/(x + h) = lím /(x - /i),pero 

A—»0 A-*0 

lím /(x + h) * /(x). 

A —>0 

114. Si el dominio de / es el conjunto de todos los números 
reales y/es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = f(a ) + fib) 


106. Un estanque puede mantener a 10 000 peces, la tasa de cre- 
cimientode la población de peces es conjuntamente propor¬ 
cional al número de peces presentes y a la diferencia entre 
10 000 y el número de peces presentes. La tasa de creci¬ 
miento es de 90 peces semanales cuando se encuentran 
presentes I 000 peces, (a) Encuentre un modelo matemáti¬ 
co que exprese la tasa de crecimiento de la población, como 
una función de la cantidad de peces presentes, (b) ¿Cuál es 
el dominio de la función del inciso (a)? (c) Demuestre que 
la función es continua en su dominio, (d) En la graficadora, 
determine el tamaño de la población de peces, de modo que 
la tasa de crecimiento sea un máximo. 


para todo a y b, entonces/es continua en todo número real. 

115. Si el dominio de/es el conjunto de todos los números reales 
y/es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = fia) ■ fib) 


a para todo ay b, entonces/es continua en todo número real. 

116. Suponga que la función / está definida en el inter¬ 
valo abierto (0, 1) y que 


/(x) = 


sen 7 tx 
x(x - 1) 


107. U y sgn son las funciones salto unitario y signo definidas Defina/en 0 y 1 de modo que/ sea continua en el intervalo 

en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de la sección cerrado [0, lj. 

1.1. Encuentre fórmulas para la función F definida por 
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2.1 Recta tangente y derivada 

2.2 Diferenciabilidad y 
continuidad 

2.3 Derivada numérica 

24 Teoremas sobre diferenciación 

de funciones algebraicas y 
derivadas de orden superior 

‘2.5 Movimiento rectilíneo 

2.6 Derivada como tasa de 
variación 

2.7 Derivadas de las funciones 
trigonométricas 

2.8 Derivada de una función 
compuesta y regla de la 
cadena 

2.9 Derivada de la función 
potencia para exponentos 
racionales y diferenciación 
implícita 

2.10 Tasas de variación 
relacionadas 


L E 


n la sección 2.1 se introduce la derivada, con¬ 
siderando primero su interpretación geomé¬ 
trica como la pendiente de la recta tangente 
a la gráfica de una función. Una función que tiene una 
derivada se dice diferenciable, y en la sección 2.2 se 
estudiará la relación entre diferenciabilidad y continuidad. 
La derivada numérica se aplica en la sección 2.3 para 
aproximar la derivada de una función en una graficadora 
y en secciones posteriores para apoyar gráficamente los 
cálculos de derivadas. 

Una derivada se calcula mediante la operación de 
diferenciación o derivación. Los teoremas que permiten 
efectuar este cálculo sobre funciones algebraicas se 
establecen y demuestran en la sección 2.4, en la cual 
también se introducen las derivadas de orden superior. 

La interpretación de la derivada como una tasa de 
variación (o razón dp cambio j, se inicia en la sección 2.5 
con aplicaciones al movimiento rectilíneo. En la sección 
2.6, se extienden las aplicaciones a otras disciplinas. Por 
ejemplo, la tasa de crecimiento de,una población de 
bacterias proporciona una aplicación de la derivada en 
biología. La tasa de variación en una reacción química es 
de interés para un químico. Los economistas tratan con 
conceptos marginales tales como ingresó marginal, costo 
marginal y utilidad marginal, los cuales son tasas (o 
razones) de variación. 

La diferenciación de funciones trigonométricas se 
irata en la sección 2.7, y en la sección 2.8 se establece 
y demuestra la regla de la cadena, un poderoso 
medio empleado para diferenciar funciones 
compuestas. La regla de la cadena se aplica en la 
sección 2.9 para obtener la fórmula que 
proporciona la derivada de la función potencia 
con exponentes racionales así como en la 
diferenciación de funciones definidas 
implícitamente. Los problemas que involucran 
tasas de variación relacionadas, tratadas en 
a sección 2.10, proporcionan otra aplicación 
importante de la derivada. 
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2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA 




Muchos problemas importantes en Cálculo dependen de la determinación de 
la recta tangente a la gráfica de una función en un punto específico de su 
gráfica. Esta sección se inicia con la definición de lo que significará recta 
tangente. 

Recuerde de su curso de geometría plana que la recta tangente en un 
punto de una circunferencia se definió como la recta que intersecta a la cir¬ 
cunferencia en sólo un punto. Tal definición no es suficiente para una curva 
en general. Por ejemplo, en la figura 1 la recta que debería ser la recta tan¬ 
gente a la curva en el punto P intersecta a la recta en otro punto Q. Para 
obtener una definición adecuada de la recta tangente a la gráfica de una 
función en un punto, se emplea el concepto de límite a fin de definir la pen¬ 
diente de la recta tangente en el punto. Después, la recta tangente se deter¬ 
mina por medio de su pendiente y el punto de tangencia. 

Considere que la función /es continua en x\. Se desea definir la pen¬ 
diente de la recta tangente a la gráfica de/en el punto P (x l ,f(x ] )). Sea / un 
intervalo abierto que contiene a jcj, en el cual está definida /. Sea 
Q(x 2 , f(x 2 )) otro punto sobre la gráfica de / tal que x 2 también esté en /. 
Dibuje la recta que pasa por P y Q. Cualquier recta que pase por dos puntos 
de una curva se denomina recta secante; por tanto, la recta que pasa por 
P y Q es una recta secante. En la figura 2 se muestra la recta secante para 
varios valores de x 2 . La figura 3 muestra una recta secante particular. En 
esta figura Q está a la derecha de P. Sin embargo, Q puede estar a la de¬ 
recha o a la izquierda de P, como se muestra en la figura 2. 

La diferencia de las abscisas (las coordenas x) de Q y P se denota por 
Ax (y se lee “delta jc”) de modo que 

Ax = x? - xi 

Observe que Ax representa el cambio en el valor de x de x l a x 2 y 
puede ser positivo o negativo. Este cambio recibe el nombre de incremento 
de x. Note que el símbolo Ax para el incremento de x no significa “delta 
multiplicado por x". 

Considere la recta secante PQ de la figura 3; su pendiente está deter¬ 
minada por 


y 



f(x 2 ) - f(x i) 
mp Q = A / 

Como x 2 = x\ + Ax, la ecuación anterior puede escribirse como 

TII /(■*i + Ax) - /(*,) 
m PQ -Sí- 

Ahora considere el punto P como un punto fijo y que el punto Q se 
mueve a lo largo de la curva hacia P\ esto es, Q tiende o se aproxima a P. 
Esto equivale a decir que Ax tiende a cero. 

Conforme esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo P. Si la recta 
secante PQ tiene una posición límite, es esta posición límite la que se quiere 
como la recta tangente a la gráfica de/en el punto P. Se desea así, que la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de / en P sea el límite de m P Q 
conforme Ax tiende a cero, si este límite existe. Si lím m P Q es igual a 
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+ oo o a - oo, entonces conforme Ax tiende a cero la recta PQ tiende a la 
recta que pasa por P y es paralela al eje y. En este caso se desearía que 
la recta tangente sea la recta x = x¡. Esta discusión conduce a la si¬ 
guiente definición. 


y 



2.1.1 Definición de recta tangente a la gráfica de una 
función 


Suponga que la función /es continua en x t . La recta Ungen te a la 
gráfica de/en el punto P{x\, fix(f )es 

(I) la recta quí pasa por P y tiene pendiente m(X]), dada por 

n*x x ) = lim * - 4/> - - __ / l 5 x > (1) 

Ax-*0 Ax 

si este límite existe. 

(II) la recta x - x\ si 

lim *+ 000-00 

Aj->0+ Ax 

y ' 

/(x, + Ax) - /(x.) 

lím --*-;- *■ ■ ' es + 00 o - 00 

¿x-*o- Ax 

La figura 4 muestra la gráfica de una función / y su recta tangente 
cuando m(xj) existe. La figura 5 muestra la gráfica de una función/con una 
recta tangente vertical en el punto (X],/(X|)). 

Si no se cumple ninguno de los incisos de la definición 2.1.1, entonces 
no existe la recta tangente a-la gráfica de/en el punto P(x¡,f(x¡)). 

La pendiente de la recta tangente a la gráfica de una función en un 
punto se denomina pendiente de la gráfica en el punto. 


(x,,/(x,)) 


FIGURA 5 


► EJEMPLO I Encuentre una ecuación de la recta tangente a la 
parábola y = x 2 - 1 en el punto (2, 3). Dibuje la parábola y muestre un seg¬ 
mento de la recta tangente en (2, 3). 

Solución Primero se calcula la pendiente de la recta tangente en (2, 3). 
Con /(x) = x 2 - 1, se tiene de (1) 


m( 2) = lím 
oi-»o 


/(2 + Ax) - /(2) 
Ax 


= lím « 2 + - ]1- 3 

A*-fO Ax 


= lím 

A.r->0 


4 + 4Ax + (Aje) 2 
Ax 


= lím 4A * + . ( - } 
Ax-iO Ax 


= lím (4 + Ax) 

Ax—*0 K 

= 4 
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y 



Así, la recta tangente en (2, 3) tiene pendiente 4. De la forma punto-pendiente 
de la ecuación de una recta, y - y¡ = m(x - jcj), se obtiene 

y - 3 = 4(x - 2) 

4x - y - 5 = O 

La figura 6 presenta la parábola y un segmento de la recta tangente en 

(2,3). ◄ 


2.1.2 Definición de recta normal a una gráfica 


La r*c ta normal a una gráfica en un punto dado es la recta perpen¬ 
dicular a la recta tangente en ese punto. 


D > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La recta normal a la gráfica del 
ejemplo 1 en el punto (2, 3) es perpendicular a la recta tangente en ese punto. 
Como la pendiente de la recta tangente en (2, 3) es 4, entonces la pendiente de 
la recta normal en (2, 3) es - 4, y una ecuación de esta recta normal es 


y 



FIGURA 7 


y - 3 = -\(x - 2) 

4y - 12 = -x + 2 
x + 4y - 14 = O 

La figura 7 muestra la parábola y la recta normal en (2, 3). ^ 


► EJEMPLO 2 (a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la 

gráfica de 

/<*) = x > - 3x 

en el punto (* ( , f(x\)). (b) Determine los puntos de la gráfica donde la recta 
tangente es horizontal y utilice estos puntos para dibujar la gráfica de/. 

Solución 

(a) Al calcular f{x\) y f(x l + A*) se obtiene 
/(*i) = V - 3*i 

/(*! + A*) = (*¡ + A*) 3 - 3(*] + A*) 


De (1) 


m(*i) = lím 

1 A*-»0 


/(*! + A*) -/(*') 


A* 

3 


= lím 

Ax-*0 


(*i + A*) 


3(*| + A*) - (*| 3 - 3*i) 
A* 


*i 3 + 3 *i 2 A* + 3*|(A*) 2 + (A*) 3 - 3*i - 3A* - *] 3 + 3*i 
a*-*o A* 

]¡ m 3*i 2 A* + 3*i (A*) 2 + (A*) 3 - 3A* 

Aí-íO A* 


Como A* * O, el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
A* para obtener 


m(*i) = lím [3*i 2 + 3*]A* + (A*) 2 - 3] 

Ax-iO 

m(x x ) = 3*! 2 - 3 (2) 
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y 



f(x) = x 3 - 3x 

FIGURA 8 


(b) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero. 
Considerando m(x)) = O, se tiene 

3x, 2 -3 = 0 

V= 1 

x¡ = ±1 

Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (-1, 2) y (1, -2). 
Al localizar estos puntos y algunos otros se obtiene la gráfica mostrada en la 
figura 8. A 


El tipo de límite en (1), empleado para definir la pendiente de una recta 
tangente, es uno de los más importantes en Cálculo. Este límite es de uso 
frecuente y recibe un nombre específico. 


2.1.3 Definición de la derivada de una función 


La derivada de la función / es aquella función, denotada por /’, tal 
que su valor en un número x del dominio de/está dado por 

f\x¡) = lim f(X * ~ f{ - } (3) 

J V " 4j-*0 Ax 

si este límite existe. 


Si x\ es un número particular del dominio de/, entonces 


/’(*!) 


lim 

Aa—*0 &X 


(4) 


si este límite existe. Observe que el dominio de /' es un subconjunto del 
dominio de/. 

Al comparar las fórmulas (1) y (4), se observa que la pendiente de la 
recta tangente a la gráfica de la función /en el punto (xj, /(jcj)) es precisa¬ 
mente la derivada de/evaluada en X|. 


► EJEMPLO 3 Determine la derivada de/si 

m = f 

Solución Si x es un número del dominio de/, entonces de (3) 

/(x + Ax) - f(x) 


f'{x) = lím 
a«->o 


Ax 

3_3 

x 


= lím ^ 

Ax ->0 Ax 

3x - 3(x + Ax) 

= lim , - t— r 

aj->o Ax(x)(x + Ax) 


= lím 


-3Ax 


¿íx~>o Ax(x)(x + Ax) 


= lim 


áx~*o x(x + Ax) 
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'l 

Por tanto, la derivada de / es la función /' definida por /’(x) = - . 

x 

El dominio de f es el conjunto de todos los números reales excepto 0, el 
cual es el mismo que el dominio de/. ^ 



m = j¡ 

FIGURA 9 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la función / del ejemplo 

3 se puede aplicar f(x) a fin de obtener una ecuación de la recta tangente a 
la gráfica de /en un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2, |) la pen¬ 
diente de la recta tangente es /'(2) = -|. Por tanto, una ecuación de esta 
recta tangente es 

y - ¡ = -f(x - 2) 

4y - 6 = -3x + 6 
3x + 4y - 12 = 0 

La figura 9 muestra la gráfica de/y su recta tangente trazadas en el rectán¬ 
gulo de inspección de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. 4 

Considere ahora la fórmula (4), la cual es 


/X*i) 


lím /Ui + Ax) - fjxQ 
Ai -»0 Ax 


En esta fórmula considere 


xj + Ax = x 


Entonces, 

“Ax —> 0” equivale a “x —> x" 

De (4), (5) y (6) se obtiene la fórmula siguiente para/'(xi): 


/'(x,)’* lim ~ /U|) 

. 4 “ *1 


(5) 

( 6 ) 

(7) 


si este límite existe. La fórmula (7) es una fórmula alternativa a la (4) para 
calcular/'(xi). 


Los cocientes 


/(xi + Ax) - /(x¡) 


en (4) y 


/(x) - /(x¡) 


en (7) re- 


Ax - x - X] 

ciben el nombre de cocientes de diferencias estándar de la función / en el 
número xj. ' 


► EJEMPLO 4 Para la función del ejemplo 3, calcule /’(2) apli¬ 
cando la fórmula (7). 


Solución De la fórmula (7) 


/'( 2 ) = 


lim 

Ax-*2 


/(*) ~ /(2> 
x - 2 


- lim 

Aj -»2 


1 _ 3 

x_2 

x - 2 


= lím 

ái -»2 2x(x - 2) 
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= lím 

AJt -*2 2x 


3 

4 


lo cual concuerda con/'(2) del ejemplo ilustrativo 2. 


« 


El uso del símbolo /' para la derivada de la función / fue introducido 
por el matemático francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en el 
siglo xviu. Esta notación destaca que la función /' se deriva (o proviene) de 
la función /y su valor en x es/'(*). 

Si (x, y) es un punto de la gráfica de /, entonces y = f(x), y y'se uti¬ 
liza también como una notación para la derivada de f(x). Con la función / 
definida por la ecuación y = f(x) se considera que 


Ay » ftx + Ajt) - /Cx) (8) 

donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de 

la función cuando x varía en A*. Al utilizar (8) y escribir ^ en lugar 
de /'(*), la fórmula (3) se transforma en ' 


ÉL „ ÉL 

dx aj-»oAjc 


El símbolo ^ fue empleado como notación para la derivada por primera 

vez por el matemático alemán Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 
En el siglo xvii Leibniz y Sir Isaac Newton (1642-1727), trabajando 
de manera independiente, dieron a conocer casi simultáneamente la de¬ 
rivada. Leibniz probablemente pensó en dx y dy como pequeños cambios 
o variaciones de las variables x y y, y de la derivada de y con respecto a x 
como la razón de dy a dx cuando dy y dx son pequeños. El concepto de 
límite, como se acepta actualmente, fue desconocido por Leibniz y 
Newton. 

En la notación de Lagrange el valor de la derivada en x = x¡ se in¬ 
dica por/'(*]). Con la notación de Leibniz se escribiría 


ÉL 

¿y 

Se debe recordar que cuando se utiliza como notación para la de¬ 
rivada de una función, a dy y dx no se les ha dado significado indepen¬ 
diente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se definirán por 

separado. De modo que en esta ocasión ÉL es un símbolo para la derivada 
y no debe considerarse como una razón. De hecho, se puede considerar 
-É- como un operador (un símbolo'para la operación de calcular la de¬ 
rivada), y cuando se escribe significa — (y), esto es, la derivada de y 

dx dx 

con respecto a x. 
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yi 


■iU |(.f- 


;r 



► EJEMPLO 5 Calcule Él si 

dx 

y = -Jx 

Solución Se ha dado y = f(x) donde/( x) = -Jx . 


Él 

dx 


lím 4^ 


lím 

A*->0 


lím 

Aj->» 


o Ax 
f(x + A*) 


- f(x) 
Ax 

•Jx + Ax - -J~x 
Ax 


A fin de evaluar este límite se racionaliza el numerador. 


dy ., (Vx - Ax - -Jx)(sfx~¥~Ax + -Jx) 

~ = lim - , -p=- 

dx Aj ->0 Ax(-Jx + Ax + -Jx 


uní - r -7=^ 

Ax-»o Ax(Vx + Ax + -Jx) 


Al dividir el numerador y el denominador entre Ax (ya que Ax *■ 0) se 
obtiene 


~, — HUI , = 

dx Ax ->0 -Jx + Ax + -Jx 



Otras dos notaciones para la derivada de una función / son 
>¿ [/(*)] y D x \f(x)\ 

Cada una de estas notaciones permite indicar la función original en la 
expresión para la derivada. Por ejemplo, se puede escribir el resultado del 
ejemplo 5 (¡orno 

i (VÍ) = ár ocomo DMx) = 

Por suRuesto, si la función y las variables se denotan por otras letras 
diferentes de/, x y y, las notaciones para la derivada deben incluir esas letras. 
Por ejemplo, si la función g está definida por la ecuación s = g(t), entonces 
la derivada de g puede indicarse en cada una de las siguientes formas: 

g'(t) ^ D,[g(t)] 


EJERCICIOS 2.1 


En loa ejercicios l q 6, obtenga una ecuación de la recta tan¬ 
gente a la gráfica de la ecuación en el punto dado. Dibuje la 
gráfica' de la ecuación y muestre un segmento de la recta 
tangente en el punto. 

1. > = 9 - x 2 ; (2, 5) 

2. y‘¿Ti 2 + 4; (-1, 5) 

3. y = 2x 2 + 4x; (-2, 0) 


4. y = x 2 - 6x + 9; (3, 0) 

5. y = x 3 + 3; (1, 4) 

6. y = 1 - x 3 ; (2, -7) 

En los ejercicios 7 a JO, (a) determine la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de la funcién f en el punto (x\,f(x j)). (b) 
Determine los puntos de la gráfica donde la recta tangente es 
horizontal y utilice estos puntos para dibujar la gráfica. 
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7. fix) = 3x 2 - 12x + 8 

8. fix) = 7 - 6x - x 2 

9. /( x) = x 3 - 6x 2 - 9x - 2 
10. /( x) = 2x 3 - 3x 2 


29. /CjcJ = cot x; = 2 te 

30. /(x) = esc x;x¡ = 2 jt 

En los ejercicios 31 a 36, determine f'(x) aplicando la fór¬ 
mula (3). 


En los ejercicios 11 a 16, obtenga ecuaciones de la recta tan¬ 
gente y de recta normal a la gráfica de la ecuación en el punto 

indicado. Trace en la graficadora la gráfica junto con las rec¬ 
tas tangente y normal en el mismo rectángulo de inspección. 

11 . y = 

12. y = V4 - x; (-5, 3) 

13. y = 2x - x 3 ; (-2, 4) 

14. y = x 3 - 4x; (0, 0) 

15. y = 4 ;( 2 -d 

jc z 

16. y = - 4 ; (4, -4) 

Vx 

17. Sea /(x) - 3x 2 - 7x. (a) En la calculadora determine los 
valores del cociente de diferencias estándar 

/(2 + Ax) - /(2) 

Ax 

cuando Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . . , 0.01, y 
-0.10, -0.09, -0.08, . . . , -0.01. ¿A qué valor parece 
que se aproxima el cociente conforme Ax tiende a 0? (b) 
Calcule /’(2) aplicando la fórmula (4) y compare este 
número con la respuesta del inciso (a), (c) En la calcu¬ 
ladora determine los valores del cociente de diferencias 
estándar 


/U) - /(2) 
x - 2 


cuandoxes igual a 2.10, 2.09, 2.08.2.01, y 1.90,1.91, 

1.92, . . . , 1.99. ¿A qué valor parece que se aproxima el 
cociente conforme x tiende a 2? (d) Calcule/’(2) aplicando 
la fórmula (7) y compare este número con la respuesta 
del inciso (c). 


18. Haga el ejercicio 17 considerando ahora/(x) = x 3 . 

19. Resuelva el ejercicio 17 considerando ahora f(x) - V 6 - x . 


20. Haga el ejercicio 17 considerando ahora/(x) 



En los ejercicios 21 a 30, determine f\xf) en dos formas: (a) 
aplique la fórmula (7); (b) aplique la fórmula (4). 


21. /(x) 

22. /(x) 

23. /(x) 

24. /(x) 

25. /(x) 

26. /(x) 

27. /(x) 

28. /(x) 



senx;x| = 0 
cosx;x| = 0 


sen x; x¡ = 3 re 
eos x; X| = 2- re 
secx;x| = 0 
tanxjxj =0 


31. /(x) = -4 32. /(x) = 10 

33. /(x) = 7x + 3 34. /(x) = 8 - 5x 

35. /(x) = 4 + 5x - 2x 2 

36. f(x) = 3x 2 - 2x + 1 

En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada. 


37. —(8 - x 3 ) 


38. |(r 3 + 0 


- 


40. 


En los ejercicios 41 a 44, encuentre 4. 

dx 


41. y 
43. y 


3x + 
1 


_ 6 _ 


Vi 


42. y = ific 
44. y = 


2x 


45. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 2x 2 + 3 que sea paralela a la recta 8x - y + 3 = 0. 


46. Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 3x 2 - 4 que sea paralela a la recta 3x + y = 4. 


47. Encuentre una ecuación de la recta normal a la curva 
y = 2 - 2jt 2 que sea paralela a la recta x - y = 0. 

48. Obtenga una ecuación de cada recta normal a la curva 
y = x 3 - 3x que sea paralela a la recta 2x + 18y - 
9 = 0. 


49. Demuestre que no existe una recta que pase por el 
punto (1, 5) que sea tangente a la curva y = 4x 2 . 

50. Demuestre que no existe una recta que pase por el pun¬ 
to (1, 2) que sea tangente a la curva y = 4 - x 2 . 

51. Si g es continua en a y /(x) = (x - a) g(x), determine 
f'(a). Sugerencia: utilice la fórmula (7). 

52. Si g es continua en a y f(x) = (x 2 - a 2 ) g(x), deter¬ 
mine/'(a). Sugerencia: utilice la fórmula (7). 

53. Si 

= lim /’(* + ~ /'(*) 

Ax->0 Ax 


calcule f"(x) si/(x) = ax 2 + bx. 

54. Emplee la fórmula del ejercicio 53 para determinar/"(x) 
si/(x) = a/x. 

55. Si f\a) existe, demuestre que 


m 


lim /(« + A *> - /(« - A *> 

Ax — 2Ax 


Sugerencia: f(a + A*) - f(a - A*) 

= f(a + Ax) - fia) + fia) - fia - Ax) 
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56. Sea / una función cuyo dominio es el conjunto de todos 
los números reales tal que fia + b) = f(a) ■ f(b) para 
toda a y b. Además, suponga que /(O) = 1 y que /'(O) 
existe. Demuestre que f\x) existe para toda x y que 

f\x) = /'(O) • f(x) 

57. Trace la parábola y = -x 1 y su recta tangente en el pun¬ 
to (2, 1) en el rectángulo de inspección de [-4.7, 4.7] 


por [-3.1, 3.1], Conforme aplique el aumento ( zoom ) de 
la graficadora en el punto (2, 1) describa lo que sucede. 
¿Por qué ocurre esto? 

58. Trace la parábola y = fx y su recta tangente en el punto 
(1, 1) en el rectángulo de inspección de [-1, 3.7] por 
[-1,2.1], Conforme aplique el aumento (zoom) de la grafi¬ 
cadora en el punto (1, 1) describa lo que sucede. ¿Por 
qué ocurre esto? 


2.2 DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El proceso de calcular la derivada de una función se denomina diferen¬ 
ciación :; esto es, la diferenciación es la operación mediante la cual se ob¬ 
tiene la función/' a partir de la función/. 

Si una función tiene una derivada en jtj, se dice que la función es 
diferenciable en jq. Una función es diferenciable en un intervalo abier¬ 
to si es diferenciable en cada número del intervalo. Si una función es dife¬ 
renciable en cada número de su dominio, entonces se dice que es una 
función diferenciable. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 3 de la sección 

2.1, f(x) = 3/x y f\x) = -3/x 2 . Como el dominio de /es el conjunto de 
todos los números reales excepto 0 , y f\x) existe en cada número real 
excepto en 0 , entonces /es una función diferenciable. A 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea g la función definida por 

g(x) = VI. El dominio de g es [0, + oo). Del ejemplo 5 de la sección 2 . 1 , 



Como g'(0) no existe, g no es diferenciable en 0. Sin embargo, g es dife¬ 
renciable en cualquier otro número de su dominio. Por tanto, g es diferen¬ 
ciable en el intervalo abierto ( 0 , +oo), A 


Se comienza la discusión acerca de diferenciabilidad y continuidad 
con el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 1 Sea 

f(x) = x 113 


(a) Muestre que / no es diferenciable en 0 aunque es continua en 0. (b) 
Trace la gráfica de/. 

Solución 

(a) Al aplicar la fórmula (7) de la sección 2.1, se tiene, si el límite existe, 


/'(0) = lím 


f(x) - /(0) 


o x - 0 
1/3 _ o 


= lím 

x->0 X 

= lím — 7 — 

x—*0 „2/3 
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/(*) = x' b 

FIGURA I 


Pero este límite no existe. Por tanto,/no es diferenciable en 0. No obs- 
tante,/es continua en 0 porque 

lím/U) = lim x *^ 3 

= o 

= /( 0 ) 


(b) La figura 1 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-6, 6] por [-4, 4], 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la función / del ejemplo 

1, como 

Um = /(°+ *;>-/«» = i ím 

A.r-»0 Ax A*->0 Ax 


— 11111 *77 

Aa —>0 (Ax) 2 ‘ 
= +00 


se concluye, por la definición 2.1.1 (ii), que x = 0 es la recta tangente a la 
gráfica de/en el origen. ^ 


Del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 3, la función definida por/U) = 
x 1 ^ tiene las siguientes propiedades: 

1. /es continua en 0. 

2. /no es diferenciable en 0. 

3. La gráfica de/tiene una recta tangente vertical en el punto donde x = 0. 

En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra función que es con¬ 
tinua pero no diferenciable en cero. La gráfica de esta función no tiene recta 
tangente en el punto donde x = 0. 


y 



FIGURA 2 




l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 

definida por 
f(x) = \x\ 

La gráfica de esta función se muestra en la figura 2. De la fórmula (J) 
de la sección 2.1, si el límite existe, 

/'(0) = lim f( - x) ~ f m 
J *->o x - 0 


= lim 


- 0 


o x 
x\ 


= lim 

i->0 X 


Como |x| = x si x > 0 y |x| 
mites laterales en 0: 

lim = lim — 

i->0+ X *—>0+ X 

= lim 1 

x-> 0 + 

= 1 


= -x si X 


< 0, se consideran los 


lim = lim 


0- X 

= lim (-1) 
= -i 
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I x I [ x I 

Debido a que lím - —i- * lím -!— L , se deduce que el límite bilateral 
i. *-»<>+ a: n-.o a: 

lím -—- no existe. Por tanto, /'(O) no existe, de modo que / no es diferen- 

x->0 X J M J 

renciable en 0. 

Dado que no se cumple la definición 2.1.1 cuando x = 0, la gráfica de 
la función valor absoluto no tiene recta tangente en el origen. 4 

Como las funciones del ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son 
continuas en un número pero no son diferenciables en ese número, se pue¬ 
de concluir que la continuidad de una función en un número no implica la 
diferenciabilidad de la misma en el punto en cuestión. Sin embargo, la di- 
ferenciabilidad implica continuidad, lo cual se establece en el teorema 
siguiente. 


2 . 2.1 Teorema 


Si una función / es diferenciable en un número jC|, entonces / es 
continua en Xj. 


Demostración Para demostrar que / es continua se debe probar que se 
cumplen las tres condiciones de la definición 1.8.1. Esto es, se debe 
probar que (i)/(x[) existe, (ii) lím f(x) existe y (iii) lím f(x) = f{x\). 

Por hipótesis, / es diferenciable en jc ( . Por tanto, existe f'(x \). Debido 
a la fórmula (7) de la sección 2.1 


f\xO = lím ¿W —ñhl 

*->*, X - Xi 

/(*[) existe; en otro caso el límite anterior no tendría significado. Por tanto, 
se cumple la condición (i) en x\. Ahora considere 


lím [/(x) -/(*])] = lím 

X-*X { X-*X x 


(x - x,) 


/(X) ~ /(X] ) 
X ~ X\ 


( 1 ) 


Como 


lím (x — x0 = 0 y lím = fXx { ) 


se aplica el teorema del límite de un producto (1.5.7) al miembro derecho de 
(1) y se obtiene 

lím [/(jc) - /(xO] = lím (x - xO • lím f( ~ x) ~ 

x-tx¡ *-».!, i-»i, X - X\ 

= 0-fXxi) 

= 0 


Por el teorema 1.5.14, este límite equivale a 
lím f(x) = /(x,) 

JC—» 

De esta ecuación se concluye que se cumplen las condiciones (ii) y (iii) para 
la continuidad de/en x\. Por tanto, el teorema se ha demostrado. ■ 


Una función / puede no ser diferenciable en un número c por alguna 
de las siguientes razones; 
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/ no es diferenciable en c 
f es discontinua en c 


1. La función / es discontinua en c. La gráfica de la figura 3 es de este 
tipo. 

2. La función / es continua en c, pero la gráfica de / tiene una recta tan¬ 
gente vertical en el punto donde x = c. La figura 4 muestra la gráfica 
de una función que tiene esta propiedad. Esta situación también ocurre 
en el ejemplo 1 . 

3. La función/es continua en c pero la gráfica de/ no tiene recta tangen¬ 
te en el punto donde x = c. La figura 5 muestra la gráfica de una 
función que satisface esta condición. Observe un “cambio brusco” 
(o pico) en la gráfica enr = c. En el ejemplo ilustrativo 4 se tiene otra 
función de este tipo. 


FIGURA 3 


Antes de mostrar un ejemplo más de una función continua pero no 
diferenciable en un número, se presenta el concepto de derivada lateral. 



f no es diferenciable en c 
f es continua en c 


FIGURA 4 



/ no es diferenciable en c 
f es continua en c 


2.2.2 Definición de derivada lateral 


(i) Si la función /está definida en * 1 , entonces la derivada por la 
derecha de/en xj, denotada por f\(x i), está definida por 

f' + (x ,) = litn / ( . * l■ + ~ /( *¡ } 

3 + 1 áj-*o* Ax 

« f\ cx.) = um 1> 

si existe el límite. 

(U) Si la función /está definida en x It entonces la derivada por la 
izquierda de/en Xi, denotada por/'_(xj), está definida por 

/'.(X,) = Um A*! + Aj> ~ K *1 > 

« /'.(x,) = Um ~ 

X - Xl 

si existe el límite. 


A partir de esta definición y del teorema 1.6.3, se deduce que una fun¬ 
ción / definida en un intervalo abierto que contiene a x¡ es diferenciable en 
xj si y sólo si f'+(x j) y f'-(x¡) existen y son iguales. Por supuesto, 
/'(*i),/'+(*i) yf'-(x¡) son iguales. 


FIGURA 5 


► EJEMPLO 2 Sea/la función definida por 


/(*) = 11-^1 

(a) Dibuje la gráfica de/. (b) Demuestre que/es continua en 1. 
(c) Determine si/es diferenciable en 1. 


Solución Por la definición de valor absoluto, si x < -1 o x > 1 , en¬ 
tonces f(x) = -(1 - x 2 ), y si -1 < x <, 1, entonces f(x) = 1 - x 2 . 
Por tanto, /puede definirse como sigue: 

si x < -1 
si -1 < X < 1 
si 1 < X 
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y 



(a) La gráfica de /se muestra en la figura 6 . 

(b) Para demostrar que / es continua en 1 se verifican las tres condiciones 
para la continuidad. 

(i) /(l) = 0 

(ii) lím f{x) = lím (1 - x 2 ) lím/(x) = lím (x 2 - 1 ) 

X->1 - X —> 1 X-*l + X —► 1 

= 0 =0 

Así, lim f(x) = 0. 

x-*r 

(iii) lím f(x) = /( 1 ) 

Jt->l 

Como se cumplen las condiciones (i)—(iii), entonces/es continua en L 


FIGURA 6 


(c ) /'-(1) = 


lím 

X— >1“ 


/U) ~ /(l) 
* - 1 


/'+(D 


lím 

*->i + 


f(x) - /( 1 ) 
a: - 1 


= lím 

X—* 1 


(1 - x 2 ) - 0 
* - 1 


= lím 

Jt—>1“ 


(1 ~ x)(l + x) 
x - 1 


= lím 

*->i+ 


= lím 

*—>i+ 


(x 1 - 1 ) - 0 
a: - 1 

U - l)(x + 1 ) 
* - 1 


= lím (-(1 + *)] 
= -2 


= lím (x + 1 ) 
í-»i+ ’ 

= 2 


Debido a que/'_(l) ^ /'+(1), se concluye que/'(1) no existe, de modo 
que /no es diferenciable en 1 . ^ 


y 


C(x) 



2x si 0 s x < 10 

lAx + 6 si 10 < x 


FIGURA 7 


La función del ejemplo 2 tampoco es diferenciable en -1. En el ejerci¬ 
cio 32 se le pedirá que pruebe esto. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo ilustrativo 2 de 

la sección 1 . 8 , se obtuvo el modelo matemático 


C(x) = 


Í 2 x 

[1.4* + 6 


si 0 < * < 10 
si 10 < * 


donde C(x) dólares es el costo total de * libras de un producto. La gráfica de 
C se presenta en la figura 7. En la sección 1.8 se mostró que C es continua 
en 10. Ahora se determinará si C es diferenciable en 10. Puesto que C está 
definida a trozos, se calcularán las derivadas laterales en 10 . 


C'-( 10 ) 


lím 


C(x) - C(10) 
* - 10 


C' + ( 10 ) 


lím 

i ->10 + 


CU) - C(10) 
* - 10 


= lím 


2x - 20 
x - 10 


= lím 
*->10 + 


(1.4* + 6 ) - 20 
* - 10 


lím %*- . M 
*->io- * - 10 


lim 
*->10 + 


1.4U - 10) 
* - 10 


= lim 2 
*->io- 


lím 1.4 
*->10 + 


= 2 


= 1.4 


Como C'_(10) 5 * C' + (10), entonces C no es diferenciable en 10. 4 
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► EJEMPLO 3 Sea 


/« = 


i 

X 


1 - i* 


si 0 < x < b 
si b S x 


(a) Determine un valor de b tal que / sea continua en b. (b) Dibuje la grá¬ 
fica de / con el valor de b determinado en el inciso (a), (c) ¿Es dife¬ 
renciare /en el valor de b determinado en el inciso (a)? 


Solución 

(a) La función /será continua en b si lím /(*) = f(b) y lim f(x) = f(b). 

X—*b~ x-*b + 

lím f(x) = lim — lím f(x) = lím (1 - ±x) 

x-*b x—*b X x-*b + x-*b + * 


f(b) = 1 - i b\ por tanto, /será continua en b si 


y 



FIGURA 8 


= 1 - 


1 

b * 4' 

4 = 4b - tí 2 
b 2 - 4b + 4 = 0 
(b - 2) 2 = 0 
b = 2 


Asf 


f(x) = 


i 

r 

1 - 


si 0 < x < 2 
si 2 á x 


y/es continua en 2. 

(b) La gráfica de/se presenta en la figura 8. 

(c) Para determinar si/es diferenciable en 2 se calcularán/’_(2) y/’+(2). 


lím f (x) ~ ( (2) 

/'+(2) = lím 

/(x) - /(2) 

x—>2- X - 2 


x - 2 

1 1 

lím x 2 

= lím 

*-»2 + 

(1 - j x) - 

x~>2~ X - 2 

x - 2 

lím 2 — x 

= lím 

1 _ I* 

2 4* 

2x(x - 2) 

x - 2 

lím — 

= lím 

2 - x 

(N 

1 

* 

x-*2~ 2x 

*->2 + 

1 

= lím 

^1 


x-»2 + 

4 


1 

“ " 7 



Como /'_(2) = /'+(2), se concluye que /'{2) existe, y en consecuen¬ 
cia,/es diferenciable en 2. 4 


► EJEMPLO 4 En la planeación de una cafetería, se estimó que 
la ganancia diaria es de $16 por lugar si se tienen de 40 a 80 lugares de capa- 
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cidad. Sin embargo, s| se cuenta con.-más de 80 lugares, la ganancia diaria 
por cada lugar disminuirá en $0.08 veces el número de lugares que exceden 
a 80. (a) Encuentre un modelo matemático que exprese la ganancia diaria 
como una función del número de lugares de la cafetería, (b) Demuestre que la 
función del inciso (a) es continua en su dominio, (c) Determine si la función 
del inciso (a) es diferenciable en 80. 

Solución 

(a) Sea x el número de lugares para la capacidad de la cafetería y P(x) 
dólares la ganancia diaria. P{x) se obtiene al multiplicar x por el nú¬ 
mero de dólares de la ganancia por cada lugar. Cuando 40 < x < 80, 
la ganancia por lugar es $16, de modo que P(x) = 16x. Cuando 
x > 80, el número de dólares de la ganancia por cada lugar es 16 - 
0.08(x - 80); de donde se obtiene P(x) = x[16 - 0.08(x - 80)]; esto 
es, P(x) = 22.40.1 - 0.08x 2 . Por tanto, 

p, . _ | I6x si 40 < x < 80 

X ~ \ 22.4Qx - 0.08x 2 si 80 < x < 280 

El límite superior de 280 para x se obtiene al observar que 22.40x - 
0.08x 2 = 0 cuando x = 280; 22.40x - 0.08x 2 < 0 cuando x > 280. 

Aunque, por definición, x es un número entero no negativo, para 
tener continuidad se considerará que x toma todos los valores reales 
del intervalo [40, 280]. 

(b) Como P(x) es un polinomio en [40, 80] y (80, 280], entonces P es con¬ 
tinua en esos intervalos. Para determinar la continuidad en 80 se 
calcularán los límites laterales en ese valor: 

lím P(x) = lím 16x lím P(x) = lím (22.40x - 0.08x 2 ) 

*-> 80 - *-> 80 ~ *-> 80 + *->80 + 

= 1280 = 1280 
Como P(80) = 1280 y lím P(x) = 1280, Fes continua en 80. En con- 

' J jc-»80 

secuencia, P es continua en su dominio [40, 280]. 

(c) Para determinar si P es diferenciable en 80, se calcularán las derivadas 
laterales en 80. 


P1Í80) = lim 

P(x) - P(80) 

P'+( 80) = lím 

P(x) - P{ 80) 

*->80- 

x - 80 

*->80 + 

x - 80 

= lím 

16x - 1280 

= lim 

(22.40x - 0.08x 2 ) - 1280 

x - 80 

x - 80 

*->80" 

.r—»80 + 

= lím 

O; 
OO i 

l 

£ 

= lím 

-0.08(x 2 - 280x + 16 000) 

x - 80 

w 

1 

OO 

o 

*->80- 

j-»80 + 

= lím 

16 

= lím 

-0.08(x - 80)(x - 200) 

>r 

OO 

o 

*->80- 


x->%0 + 

= 16 


= lím ¡ 

T-4 80 + 

[-0.08(x - 200] 


= 9.60 

Como P'_(80) P' 4.(80), entonces P no es diferenciable en 80. ^ 


En la sección 3.2, se considerará otra vez la situación del ejemplo 4 y se 
determinará la capacidad necesaria para obtener la máxima ganancia diaria. 
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EJERCICIOS 2.2 


En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) dibuje la grájica 
de la función; (b) determine sifes continua en x\; (c) calcule 
/'_(*[) y f\{x i) si existen; (d) determine si f es diferenciable 
enx\. 


1 . fíx) 


\x + 2 
-x ~ 6 

si x < -4 

si -4 < x 

*1 = 

= -4 

2. ftx) 

= < 

\ 3 - 2x 
[ 3x - 7 

si x < 2 
si 2 < x 

*1 = 

2 

3 . ftx) 

= | 

\ x ~ 

x l = 3 



4 . ftx) 

= 1 + | jc + 2 | *i = - 

-2 


5 . f(x) 


-1 

[X - 1 

si jc < 0 
si 0 < jc 

= 0 


6 . ftx) 


\ x si x < 0 

[i 2 si 0 < x X ‘ 

= 0 


7 . f(x) 


í X 2 si 

I -* 2 si 

x < 0 

0 < x 

*1 = 

0 

8 . f(x) 


f x 2 - 4 

si x < 2 

*1 = 

2 


\ -Jx-2 

si 2 £ i 


9. ftx) 

= < 

\ Vi X 

\ (1 - X) 2 

si X < l 

si l < X 

*1 = 

1 

10 . ftx) 


' X 2 

[ -1 - 2x 

si JC < —l 

si -1 < X 

*1 = 

: -1 

U. ftx) 


í 2^ 2 - 3 
[Sx - 11 

si jc < 2 

si 2 < x 

*1 = 

2 

12 . ftx) 


í ,c 2 - 9 

! 6* - 18 

si jc < 3 
si 3 < x 

*1 = 

3 

13 . ftx) 

= • 

VxTT 

x\ = -1 



14 . ftx) 

= (x - 2 r 2 

x¡ = 2 



15 . ftx) 

■1 

5 - 

[ -4 - x 2 

si x < 3 
si 3 < x 

*1 = 

3 

16 . ftx) 

= < 

\ -x 212 
[x 2 ' 2 

si x < 0 

si 0 . < jc 

X¡ = 

0 

17. ftx) 

=1 

' x - 2 

X 2 

si x < 0 

si 0 s x 

*1 = 

0 

18 . ftx) 


' X 2 

X + 1 

si X < 1 
si 1 < X 

X¡ = 

1 

19 . ftx) 


3* 2 si 
si 

x < 2 

2 < x 

Xl = 

2 

20 . ftx) 

= 

x 2 + 1 
,1-í 1 

si x < -1 

si -1 < JC 

*1 = 

1 


Los ejercicios 2J a 26 tratan acerca de la junción continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales y cuya 
gráfica se muestra en la figura adjunta. Suponga que cada 
porción de la gráfica que parece ser un segmento de la recta es 
un segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) defina f como una función a trozos. Encuentre (b) /'_(-!), 
(c)f\{- 1), (d)fj 0), (e)f' + ( 0), (ftf'M)y(g)f' + (l). (h) ¿En 
qué números f no es diferenciable? 

21 . 



22 . 


y 



23 . 


y 
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25. 


26. 




En los ejercicios 27 a 30, dibuje la grájica de alguna función 
continua f, cuyo dominio es el conjunto de todos los números 
reales, la cual satisfaga las condiciones indicadas. 


27. El contradominio de / es (-oo, + oo); / es diferenciable 
en todo número excepto en 0 y 3;/(-3) = -l;/(0) = 0; 
/(3) = l;/'_(0) = l;/' + (0) = 0; 


lím 

x-*3 


fW - W = + co. 

x - 3 


28. El contradominio de / es [0, + oo); / es diferenciable en 
todo número excepto en -2, 0 y 2; /(-2) = 0; /(O) = 3; 
/( 2 ) = 0 ; 2 ) = -1 ; /' + (- 2 ) = 1 ; /’.( 2 ) = - 1 ; 


/’+( 2 ) 


l; lím 


lím 


/(X) - /(0) 
X 


= -oo. 


+ oo; 


29. El contradominio de / es (-oo, +oo); / es diferencia- 

ble en todo número excepto en -2, 0 y 2; /(-2) = 3; 
/(-1) = 0; /(O) = 0; /(1) = 0; /(2) = -3; 2) = 1; 

A(-2) = -l;/’.(2) = -l;/' + (2) = 1; 

lím f(x) -m = lím m.rJ í 0) = -oo. 

x-+0 _ X x—>0 + JC 

30. El contradominio de/es (-oo, + oo);/es diferenciable en 
todo número excepto en 0, y 4; /(-2) = 0; /(O) = -1; 
/(4) = 1; /(5) = 0; /'JO) = 2; / J4) = 2; 

Um = —oo; lint = -oo. 

J->0“ X J-*4 + X - 4 


31. Para la fuga de petróleo del ejercicio 53 de la sección 1.8, 
determine si la función r es diferenciable en 2. 

32. Demuestre que la función del ejemplo 2 es continua en 
-1 pero no es diferenciable en ese número. 

33. Sea 

si 0 < x < b 
si b < x 

(a) Determine un valor de b tal que/sea continua en b. (b) 
Dibuje la gráfica de / con el valor de b determinado 
en el inciso (a), (c) ¿Es diferenciable / en el valor de b 
determinado en el inciso (a)? 

34. Sea /(x) = sgn(x). (a) Demuestre que /'JO) y / J0) 
no existen, (b) Demuestre que lím f\x) = 0 y 

x-»0~ 

lím + /'(x) = 0. (c) Dibuje la gráfica de/. 

35. Determine los valores de a y b tales que la función / sea 
diferenciable en 1 y después dibuje la gráfica de/si 



/(*) 


X 2 si X < 1 

ax + b si 1 < x 


36. Determine los valores de. a y b tales que la función / sea 
diferenciable en 2 y después dibuje la gráfica de /si 


fU) = 


ax + b 
2x 2 - 1 


si x < 2 
si 2 < x. 


En los ejercicios 37 a 40, obtenga una función como modelo 
matemático de la situación particular. Aunque por definición 
la variable independiente represente un número entero no ne¬ 
gativo. considere que dicha variable representa un número real 
no negativo a fin de tener los requerimientos necesarios de con¬ 
tinuidad. 

37. Una agencia de excursiones escolares puede transportar a 
250 estudiantes con un costo de $15 si no más de 150 
estudiantes asisten a la excursión; sin embargo, el costo por 
alumno se reducirá en $0.05 por cada alumno que exceda 
a los 150 hasta que el costo sea de $10 por estudiante, (a) 
Obtenga un modelo matemático que exprese el ingreso en 
bruto como una función del número de estudiantes que 
asistirán a la excursión, (b) Demuestre que la función del 
inciso (a) es continua en su dominio, (c) Determine si la 
función del inciso (a) es diferenciable en 150. 

38. Realice el ejercicio 37 considerando ahora que la reduc¬ 
ción por cada estudiante que exceda a 150 es $0.07. 

39. Los naranjos que crecen en California producen 600 na¬ 
ranjas por año si no se plantan más de 20 árboles por acre. 
Por cada naranjo adicional plantado por acre el rendi¬ 
miento por árbol decrece en 15 naranjas, (a) Encuentre un 
modelo matemático que exprese el número de naranjas 
producidas por año como una función del número de na¬ 
ranjos plantados por acre, (b) Demuestre que la función del 
inciso (a) es continua en su dominio, (c) Determine si la 
función del inciso (a) es diferenciable en 20. 
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40 . Un club privado cobra una cuota de membresía anual 
de $100 por miembro, menos $0.50 por cada miembro 
que exceda a 600 y más $0.50 por cada miembro que falte 
para completar 600. (a) Encuentre un modelo matemático 
que exprese el ingreso por las cuotas anuales como una 
función del número de sus miembros, (b) Demuestre que 
la función del inciso (a) es continua en su dominio, (c) De¬ 
termine si la función del inciso (a) es diferenciable en 600. 

41 . En el ejemplo ilustrativo 4 se mostró que la función valor 
absoluto no es diferenciable en 0. Demuestre que 

D x ( |*|) = lil si* ví 0 

Sugerencia: considere | * | = -Jx^ ■ 

42 . Dada fix) = [je], determine/'(*|) si *j no es un numero 
entero. Demuestre que/'ft,) no existe si x¡ es un núme¬ 
ro entero. Si x { es un número entero, ¿qué se puede decir 
acerca de/'_(*i) y de/' + (*|)? 

43 . Sea f(x) = (x - 1)UjcJJ. Trace la gráfica de/para * en 
[0, 2], Calcule, si existen: (a) /'_(!), (b) /' + (1), (c)/'(l). 

44 . Sea /(*) = (5 - *) O]. Trace la gráfica de /para * en 
[4, 61. Calcule, si existen, (a)/'_(5). (b)/' + (5), (c)/'(5). 


45. Dada /(*) = (x- o)H*]], donde a es un número entero, 
muestre que/'Jn) + 1 = f'Ja). 

46 . Sea/ la función definida por 

[ g( *) ~ g(°) si * ve a 

/(*)=| X- a 

( g\a) si * = a 

Demuestre que si^'la) existe, entonces/es continua en a. 

47. (a) Sean f(x) = | * | y g(x) = - \ x |. Encuentre una 
fórmula para (f + g)(x) y demuestre que / + g es di¬ 
ferenciable en 0. Utilice las funciones / y g como ejem¬ 
plos para explicar por qué es posible que la suma de dos 
funciones es diferenciable en un número aunque ninguna 
sea diferenciable en el número en cuestión, (b) Sean 
F(x) = je -1 y G(x) = -jc _l . Encuentre una fórmula para 
(F + G)(*). ¿Es diferenciable Ft Gen 0? ¿Pueden 
emplearse las funciones F y G en lugar de / y g como 
ejemplos para la explicación del inciso fa)? Explique su 
respuesta. 


2.3 DERIVADA NUMERICA 

La derivada numérica es importante debido a que su gráfica puede trazarce 
en una gráficadora. Además, la derivada numérica puede emplearse para 
obtener una aproximación de la derivada de una función en un número 
particular siempre que la derivada exista. 

Para desarrollar el Concepto de derivada numérica, recuerde que f\a), 
la derivada de la función / evaluada en el número a, está definida como el 
límite del cociente de diferencias estándar 


f’(a) 


lim f(a + A*) - /(a) 
&x->o A* 


( 1 ) 



si este límite existe. En-jel ejercicio 55 de la sección 2.1 se le pidió que 
demostrara que si fia ) existe, entonces 


m 


■ ¡¡i' 


lím f(a + A*) ~ fia ~ A*) 
a jt-*o 2Ax 


( 2 ) 



Si no realizó este ejercicio cuando estudió la sección 2.1, regrese y hágalo 
ahora. El cociente * 

f(a + A*) - fia - A*) ,,, 

ZAx ’ 

que aparece en (2) se denomina cociente de diferencias simétricas de la 
función / en el número a. El término simétricas es apropiado porque el co¬ 
ciente es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos 
(a - A *,/(a - A*)) y (a + A x,f(a + A*)). Consulte la figura 1. Al valor 
elegido de A* se le llama tolerancia. 


FIGURA 1 
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► EJEMPLO I Sea 

/(x) = ■Jx 

(a) Utilice el resultado del ejemplo 5 de la sección 2.1 para calcular el va¬ 
lor exacto de /'(4). Obtenga una aproximación de /'(4) empleando el 
cociente de diferencias simétricas de / en 4 con cada una de las tole¬ 
rancias siguientes: (b) 0.1; (c) 0.01 y (d) 0.001. 

Solución 

(a) Del ejemplo 5 de la sección 2.1 



Así,/’(4) = 0.25. 


(b)-(d) De (3), el cociente de diferencias simétricas de/en 4 es 

y¡4 + Ax - i¡4 - Ax 
2Ax 

Ahora se evaluará el cociente con la tolerancia Ax indicada. 


(b) Ax = 0.1 

* °1(0.1) 4 ~^ L = 0*25®M®5366 

(c) Ax = 0.01 


V 4 + 0.01 - V 4 - o;oi 
2 ( 0 . 01 ) — 


= 0.2500001953 


(d) Ax = 0.001 


V4 + 0.001 - V4 - 0.001 

2 ( 0 . 001 ) 


= 0.2500000019 


◄ 


Observe en el ejemplo 1 que el cociente de diferencias simétricas de/en 
4 proporciona una buena aproximación de /'(4), y la menor tolerancia da la 
mejor aproximación. Si para una tolerancia específica se compara la aproxima¬ 
ción de /'(a) determinada mediante el cociente de diferencias simétricas con la 
obtenida por medio del cociente de diferencias estándar (1), se observará que 
el cociente de diferencias simétricas proporciona una mejor aproximación. En 
los ejercicios 1 a 4 se le pedirá, que realice algunas de estas comparaciones. 

Se utilizará el cociente de diferencias simétricas para calcular la deri¬ 
vada numérica de una función en un número, exactamente como lo hacen 
algunas graficadoras con la elección de la tolerancia del usuario. Por tanto, 
se presenta la siguiente definición formal: 


2.3.1 Definición de derivada numérica 


- La derivad» numérica de la función /en él número a, denotada por 
NDBR(/(x), a), está definida por 

JTOEBí/(x). a) -■ r**) 

donde fe elección de Ax depende de la aproximación deseada de 
WJER<^x),«)a/ , (fl). ; 
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En este texto, se calculará NDER(/(x), a) con una tolerancia de O.OOlj 
esto es, 

NDER(/(*),«) = f(a + 0 00 ~ a001) (4) 

Observe en el enunciado del ejercicio 55 de la sección 2.1 que 
NDER(/(x), a) proporciona una aproximación para f'(a) sólo si f'(a) exis¬ 
te; es decir, 

NDER(/(x), a) - f(a) si/'(a) existe (5) 

Consulte el manual del usuario acerca de cómo obtener la derivada numéri¬ 
ca en su grañcadora particular. Si su calculadora no tiene esta función, usted 
puede emplear un programa o el cociente de diferencias simétricas de (4). 


► EJEMPLO 2 Sea 



(a) Aproxime /'(5) con cinco cifras decimales calculando NDER(/(;t), 5) 
en la graficadora. (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando/'(5) a partir del resultado del ejemplo 3 de la sección 2.1. 

Solución 

(a) En la graficadora se tiene 

NDER^-2-, 5j = -0.1200000048 

Por tanto, con cinco cifras decimales,/'(5) = -0.12000. 

(b) Del ejemplo 3 de la sección 2.1, 

m = -4 

Así,/’(5) = -0.12, lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 4 

La notación NDER(/(x), x) denota la derivada numérica de la función 
/en x ; esto es, 

NDER(/(jr), x) = f(x + ~ fU ~ Ax) 

2 aX 

Tanto para las funciones lineales como para las cuadráticas 
NDER(/(x), x) es exactamente/’(*). Se le pidará que demuestre esto en los 
ejecicios 21 y 22 . 

En la grafícádora puede trazarse la gráfica de NDER(/(x), x). Com¬ 
prenderá la importancia de esta característica de la graficadora conforme 
avance en el texto. 


► EJEMPLO 3 

definida por 


La función del ejemplo 3 de la sección 2.1 está 


f(x) = 


3 

x 
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FIGURA 2 


Utilice la gráfica de NDER(/(x), x) para apoyar el valor de /'(x) calcu¬ 
lado en la sección 2.1. 

Solución La figura 2 muestra el resultado de trazar las gráficas de 
NDER^-j, xj y de la función /' definida por 

fXx) = -4, 

en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-7, 1]. El hecho de que las 
dos gráficas aparecen idénticas apoya el valor de f'(x). ^ 


De (5), NDER(/(x), a ) = f'(a) si f'(a) existe. La condición de que 
f'{á) debe existir a fin de que NDER(/(x), a) proporcione una aproximación 
de f'(a ) es indispensable, como se mostrará en el siguiente ejemplo. 


► EJEMPLO 4 

f\á) existe, entonces 


f'(a ) = lim 


El ejercicio 55 de la sección 2.1 establece que si 

/(a + Ax) - f[a - Ax) 

2Ax 


Demuestre, empleando la función valor absoluto, que es posible que 
exista el límite de la ecuación anterior aunque /'(a) no exista. 

Solución Con f(x) = | x | y a = 0, se tiene 

lím /(a + Ax) - /(a - Ax) _ ^ |0 + Ax| - |0 - Ax| 

o 2Ax &x->o 2Ax 

= lím H - h -— 
ai-»o 2 Ax 

= lím 0 

áx->0 
= 0 


Así, el límite existe y es igual a 0. Sin embargo, se sabe, del ejemplo ilus¬ 
trativo 4 de la sección 2.2, que la derivada de la función valor absoluto no 
existe en cero. ^ 


y 



FIGURA 3 


Si se calcula NDER( | x |, 0) en la graficadora, se obtendrá 0. Este 
resultado es consistente con lo aprendido en el ejemplo 4, pero, por supuesto, 
esto no proporciona la derivada de la función valor absoluto en 0. La figura 3 
también apoya el resultado del ejemplo 4. Esta figura es el caso especial de 
la figura 1, donde/(x) = | x |. El cociente de diferencias simétricas es la 
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (-Ax, | -Ax |) y 
(Ax, | Ax |), la cual es 0 para cualquier elección de Ax. 

La discusión del párrafo anterior debe convencerlo de ser muy cuida¬ 
doso cuando emplee el valor de la derivada numérica de la función fea a 
para aproximar el valor de f\a). Los dos valores son aproximadamente igua¬ 
les únicamente si f'(a) existe. Vea los ejercicios 27 a 29 para otros ejemplos 
que muestran este hecho. 
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EJERCICIOS 2.3 


En los ejercicios 1 a 4, haga lo siguiente: (a) en la calculadora, 
obtenga los valores del cociente de diferencias simétricas 

/(2 + Ax) - f( 2 - Ají) . , ,, . 

-- y elabore una tabla para la función f 

dada cuando Ají es igual a 0.10,0.09,0.08,.. ., 0.01 y -0.10, 
0.09, -0.08,.... -0.01. ¿A qué valor parece que se aproxima 
el cociente de diferencias simétricas conforme Ají tiende a 0? 
(b) En la grqficadora, determine NDER(/(jí), 2) y compare 
este número con la respuesta del inciso (a) y el valor exacto de 
/’(2) calculado en el inciso (b) del ejercicio indicado de la 
sección 2.1. (c) Compare los valores calculados en el inciso 
(a) de este ejercicio con los valores correspondientes tabu¬ 
lados en el inciso ja) del ejercicio indicado de la sección 2.1, 
donde se utilizó el cociente de diferencias estándar. ¿Qué ta¬ 
bla de valores proporciona la mejor aproximación a /'( 2)? 

1. f(x) = 3x 2 - 7 jt, ejercicio 17. 

2. f(x) = jí 3 ; ejercicio 18. 

3. f(x) = - x ; ejercicio 19. 

4. /(x) = —-—; ejercicio 20. 

4 - Jí 


En los ejercicios 5 a 8, utilice la gráfica de la derivada nu¬ 
mérica en x trazada en la grqficadora pitra apoyar el valor 
de la derivada determinada en el ejercicio indicado de la 
sección 2.1. 


5. 

(a) Ejercido 33 

(b) 

6. 

(a) Ejercicio 34 

(b) 

7. 

(a) Ejercido 39 

(b) 

& 

(a) Ejercicio 40 

(b) 


Ejercicio 33 (c) Ejercicio 37 

Ejercicio 36 (c) Ejercicio 38 

Ejercicio 41 (c) Ejercicio 43 

Ejercicio 42 (c) Ejercicio 44 


En los ejercicios 9a 20, haga lo siguiente: (a) utilice la deriva¬ 
da numérica de la función f en el número x,,' calculadada en la 
grqficadora, para determinar la pendiente de la recta tangen¬ 
te a la gráfica de f en el punto donde x = x¡; (b) encuentre 
una ecuación de la recta tangente a la gráfica def en el punto 
(x,, f(x¡)); (c) trace la gráfica de f y la recta tangente en el 
mismo rectángulo de inspección. 

9. f(x) = (x - l) 2 ; x, = 2 

10. /(x) = 2 + 2x - jr 2 ; jc, = -1 

11. /(x) = x 2 - 2x - 4; jc, = 3 

11 f(x) = (2 - jí) 2 + 5;x, = 4 

13. /(jí) = Vjí 2 - 16 ; jí, = -3 

14. /( x) = ^25 - x 2 ; Je, = 3 

15 . /w = 4-^4 ;*i = 1 

ío. m = 4^4 = - 2 

. 1 + X 1 ~ 

17. /(jí) = x sen x; jc, = 1 

18. /(x) - x 2 eos x; x, = 2 


19. f(x) = sen(cos x); x , = 2 

20. /(x) = tan(senx);x, = 3 

21. ' Demuestre que si / es una función lineal, entonces 

NDER(/(jt), x) es exactamente f\x). 

22. Demuestre que si / es una función cuadrática, entonces 
NDER(/(x), x) es exactamente f\x). 

23. Sea /(x) = x 2 + 2. (a) Trace las gráficas de / y de 
NDER(/(x), x) en el mismo rectángulo de inspección. 
¿Para qué valores de x se tiene que (b) NDER(/(xX x) > 0, 
y (c) NDER(/(x), x) < 07 ¿Para qué valores de x parece 
que (d) /(x) crece conforme x crece, y (e) /(x) decre¬ 
ce conforme x crece? (f) Compare las respuestas de los 
incisos (b) y (d) y de los incisos (c) y (e). 

24. Realice el ejercicio 23 considerando ahora que 

m = \. 

x * 

25. Haga el ejercicio 23 considerando ahora que 
/(X) = V4 - x 2 . 

26. Efectúe el ejercicio 23 considerando ahora que 
/(x) = Vx 2 - 4. 

27. Sea /(x) = x 1 ^ 3 . En el ejemplo 1 de la sección 2.2, se 
mostró que /’(0) no existe. (■) Calcule NDER(/(x), 0) 
mediante la ecuación (4). (b) Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando NDER(/(x), 0) en la graficadora. 
(c) Explique por qué existe NDER(/(x), 0) para esta 
función aunque no existe /'(0). (d) Trace la gráfica de 
NDER(/(x), x). ¿Qué es lo que observa cuando x = 0? 
(e) ¿Es consistente la respuesta del inciso (d) con lo 
aprendido en el ejemplo I de la sección 2.2? Explique 
su respuesta. 

28. Sea /(x) = x 1 ^. (a) Utilice la fórmula (7) de la sección 
2.1 para mostrar que /’(0) no existe, (b) Calcule 
NDER(/(x), 0) mediante la ecuación (4). (c) Apoye la res¬ 
puesta del inciso (b) determinando NDER(/(x),0) en la 
graficadora. (d) Explique por qué existe NDER(/(x), 0) 
para esta función aunque no existe fifi), (e) Trace la grá¬ 
fica de NDER(/(x), x). ¿Qué es lo que observa cuando 
x = 0? (f) ¿Es consistente la respuesta del inciso (e) con 
la respuesta del inciso (a)? Explique su respuesta. 

29. Siga las instrucciones del ejercicio 28 para/(x) = x 2 ^ 3 . 

30. Compare los cálculos de /'(0) de los ejercicios 27 y 29. 
Después compare el valor de NDER(/(x), 0) calculado en 
el inciso (a) del ejercicio 27 con el valor de NDER(/(x), 0) 
calculado en el inciso (b) del ejercicio 29. Explique por qué 
se obtiene una conclusión semejante para /’(0) en las dos 
funciones pero'resultados completamente diferentes para 
NDER(/(x), 0). 
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te.4 TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES 
ALGEBRAICAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 


Debido a que el proceso del cálculo de la derivada de una función a partir 
de la definición 2.1.3 es muy largo, se estudiarán ahora algunos teoremas 
que permitirán determinar las derivadas con mayor facilidad. Estos teore¬ 
mas se demostrarán a partir de la definición 2.1.3. En el enunciado de los 
teoremas se emplea la notación de Lagrange para la derivada, y la conclu¬ 
sión se expresa con la notación D x (f(x)) y en palabras. 


2.4.1 Teorema Regla de diferenciación de una 
constante 


Si c es una constante y si f(x) = c, entonces 
f(x) = 0 


Demostración 


f'(x) = lím + -\ X) -J( X 2 

Ax->0 AX 


= lím 

Ax->0 


C ~ C 

Ax 


r 


■■ ti 


y 



m = 5 


= lím 0 

Ax—>0 


= 0 


D/c)= 0 

La derivada de una constante es cero. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si f(x) = 5, entonces por el 
teorema 2.4.1 

f’<x) = 0 

Este resultado es apoyado por la gráfica d ef(x) = 5 de la figura 1. Como 
la gráfica es una recta paralela al eje x, entonces la pendiente de la gráfica 
será 0 en cualquier parte. 4 


2.4.2 Teorema Regla de diferenciación de potencias 
(para potencias con exponentes enteros positivos) 


Si n es un número entero positivo y sí/(jc) = x n , entonces 
f = nx n ~' 


ti: 


Demostración 


f\x) 


lím /(■* + Ajc ) ~ f(x') 


lím 


(JC + Ax) n 


x n 


Ax 
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/'(*) 


lím 


Al aplicar el teorema del binomio a (x + Ax)" se tiene 
x” + nx n ~ l Ax + 1} x"“ 2 (Ax) 2 + ... + nx( Ax)"- 1 + (Ar)" 


Ax 


w.n-1* v i n ( n r-n- 


lim - 

A 


nx n ~'Ax + " v " 2 y x n ~ 2 (Ax) 2 + . . . + nx(Ax) n ~ l + ( Ax) n 


Ax 

Si se divide el numerador y el denominador entre Ax se obtiene 


f ' (x) = JfSol 


x n-l + U x"~ 2 Ax + . . . + nx(Ax) n ~ 2 + (Ar)"' 1 


Cada término excepto el primero tienen un factor Ax; por tanto, todos los 
términos excepto el primero tienden a cero conforme Ax se aproxima a 0. Así, 

/’(x) = nx"- 1 . 

D x (x n ) = nx"- 1 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si /(x) = x 8 , entonces 

/'(x) = 8x 7 . ◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/la función identidad; esto 

es, /(x) = x. Por el teorema 2.4.2 
/'(*) = 1 • x° 

Observe que si x = 0, x° se transforma en 0 o lo cual no está definido, pero 
si x 0, x° = 1, de modo que 

/’(x) =1 si x ^ 0 


Para calcular/'(O) para la función identidad, se aplica la fórmula (7) de 
la sección 2.1: 


/'(°) = Hm 


/(x) - /(O) 
x - 0 


= lím 

r-*0 


x - 0 

X 


= lím 1 

*->0 

= 1 


Por tanto, para toda x, D x (x) = 1. 


◄ 


2.4.3 Teorema Regla de diferenciación para el 
producto de una función por una constante 


Si fes una función, c es una constante y g es la función definida por 
«(x) = c • /(x) 
y si/' existe, entonces 
g\x) = c ■ f(x) 
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Demostración 


= ÜSo 


— lím 

Ax-+0 


g(x + A .i) - g(x ) 
Ax 

cf(x + Ag) - cf(x) 
Ax 


lím c 

Ax-,0 


= c • lím 

Ajr->0 


f(x + Ax) - f(x) 
Ax 

f(x + Ax) - f(x) 
Ax 


= cf'(x) 

D x [c ■ f(x)] = c • DJ(x) 


La derivada de la multiplicación de una función por una constante es 
igual a la derivada de la función multiplicada por la constante. 

Al combinar los teoremas 2.4.2 y 2.4.3, se obtiene el resultado siguiente: 
Si f(x) = ex", donde n es un número entero positivo y c es una constante, 
entonces 

f'(x) = cnx n ~ l 


D/cx") = cru' 1-1 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si f(x) = 5x 7 , entonces 
f'(x) = 5 • 7jc 6 

= 35jc 6 ◄ 


2.4.4 Teorema Regla de diferenciación para la suma 


Si/ y g son funciones y si h es la función definida por 
h(x) = /( x) + g(x) 
y si f'(x) y g \x) existen, entonces 
h\x) = /'(*) + g\x) 


Demostración 


h\x) 


lím h(x + Ax ) - h(x) 

Sx—to Ax 

lím [/(* + Ax) + g(x + Ax)] - [/(*) + g(x)] 
Ax —>0 Ax 


lím r f(x + Ax) - f(x) + g(x + Ax) - g(x) 

Ax ->0 Ax Ax 


lím /(* + Ax) - f(x) + [¡m g(x + Ax) - g(x) 
A*-to Ax Ax-*o Ax 


= /’w + *'(*) 

DJfix) + *(*)] = DJ(x) + D x g(x) 
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La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus deri¬ 
vadas si estas derivadas existen. 

El resultado del teorema anterior puede extenderse a cualquier número 
finito de funciones mediante inducción matemática. Este hecho se establece 
en el siguiente teorema. 


2.4.5 Teorema 


La derivada de la suma de un número finito de funciones es igual a la 
suma de sus derivadas si estas derivadas existen. 

De los teoremas anteriores, se tiene que la derivada de cualquier función 
polinominal puede calcularse fácilmente. 


^ EJEMPLO 7 Determine f'(x) si 
/( x) = 7x 4 - 2x 3 + 8x + 5 

Solución 

f'(x) = D x (lx 4 - 2x 3 + 8x + 5) 

= D,(7x 4 ) + D x (-2x 3 ) + D,(8x) + 0,(5) 

= 28x 3 - 6x 2 + 8 ◄ 

La derivada del producto de dos funciones no es lo que usted espera; esto 
es, no es el producto de las derivadas, como se mostrará en el ejemplo ilus¬ 
trativo siguiente. 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sea 

h(x) = (2x 3 - 4x 2 )(3x 5 + x 2 ) 

Se puede calcular la derivada h\x) con los teoremas anteriores si se desa¬ 
rrolla el miembro derecho y se diferencia el polinomio resultante como sigue: 

h(x) = 6x 8 - 12x 7 + 2x 5 - 4x 4 
h'(x) = 48x 7 - 8^ 6 + 10x 4 - 16 jc 3 

Ahora corisidere 

f(x) = 2x 3 - 4x 2 de modo que f'(x) = 6x 2 - 8x 

g(x) = 3x 5 + x 2 de modo que g’(x) = 15x 4 + 2x 

Observe que h(x) = f(x) ■ g(x) pero h'(x) & f'(x) ■ g'(x). 4 


2.4.6 Teorema Regla de diferenciación para el producto 


Si/y g son funciones y h es la función definida por 
h(x) = f(x) ■ g(x) 
y sif(x) y g'(x) existen, entonces 
h\x) = f(x)g\x) + g(x)f'(x) 
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Demostración 


h\x) = 


Um h(x + Ax)- h(x) 
4JC-+0 Ax 


Um /(* + ' *(* + A *) ~ /(■*) ' £(*) 

&*-+o Ax 


A continuación se realizará un poco de manipulación hábil que condu¬ 
cirá a los límites que definen/'(x) y g'(x). Al restar y sumar f(x + Ax) • g(x) 
en el numerador se obtiene 


h\x) = 


Un, /(■* + A*) • g(x + Ax) - f(x + Ax) ■ g(x) + f(x + Ax) ■ g(x) - f(x) ■ g(x) 
áx->o Ax 


= lím f/(x + Ax) ■ + . ñí± \ *L r f H ) ] 

a.«->o|/ v Ax 8 Ax J 

= lim T fix + Ax) • + Um |g(x) • ^ 1 

A* J a,-x)L s ' Ax J 


= Um f(x + Ax) 

A*->0 


lim 

A*-+0 


g{x + Ax) - g(x) 
Ax 


+ .ton g(*) 

Aj--+0 


Um 

Aj-tO 


/(x + Ax) - /(x) 
Ax 


Como/es diferenciable enx, por el teorema 2.2.1,/es continua en x; 
por tanto, Um /(x + Ax) = /(x). También lim g(x) = g(x), 

Aj-+ 0 Aj;-+0 


lím 

Ajc—tO 


g(x + Ax) - g(x) 
Ax 


= gXx) 


y 


Um /(•* ± Ax) - /(x) 
Ajr ->0 Ax 


= fXx) 


por lo que se obtiene 

h'(x) = f{x)g\x) + g)x)f'(x) ■ 


D x U(x)g(x)} = /(x) • D x g(x) + g(x) • DJÍx) 

La derivada del producto de dos funciones es igual a ¡a primera junción 
por la derivada de la segunda mds la segunda función por la derivada de la 
primera si estas derivadas existen. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se aplica la regla del producto 

para calcular h'(x) para la función h del ejemplo ilustrativo S: 

h(x) = (2X 3 - 4x 2 )(3x 5 + x 2 ) 

De la regla del producto, 

h\x) = (2x 3 - 4x 2 )(15x 4 + 2x) + (3x 5 + x 2 K6x 2 - 8x) 

= (30x 7 - óOx 6 + 4x 4 - 8x 3 ) + (l&x 7 - 24x 6 + 6x 4 - 8X 3 ) 
= 48x 7 - 84x 6 + 10x 4 - 16x 3 

Lo cual es acorde con lo obtenido para h'(x) en el ejemplo ilustra¬ 
tivo 5. ^ 

No dude en concluir que el cálctilo de h'(x) en el ejemplo ilustrativo 5 
fue más simple que en el cálculo del ejemplo ilustrativo 6. Pero recuerde que 
h{x) en estos ejemplos es un polinomio. Se aplicará la regla del producto a 
muchas otras funciones diferentes de los polinomios. 



128 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


h'(x) 


Puesto que la derivada del producto de dos funciones no es el producto 
de sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cocien¬ 
te de sus derivadas, como se verá en el siguiente teorema. 


2.4.7 Teorema Regla de diferenciación para el cociente 


Si/y g son funciones y h es la función definida por 
h(x) = donde g(x) * 0 

y si/’(*) y g'(x) existen, entonces 

f.(r) _ g(x)/'(x) - /(x)g'(x) 


Demostración 

hX x) = lím ^ + - A *> - *(*> 

Ax-tO Ax 

f(x + Ax) _ f(x) 

= lím gp + Ax) g(x) 

Ax-fO Ax 

lím /(x + Ax) ■ g(x) - f(x) ■ g(x + Ax) 

Ax-tO Ax ■ g(x) ■ g(x + Ax) 

Como se hizo en la demostración de la regla del producto, se efectuará 
otra hábil manipulación. En esta ocasión se resta y suma f(x) ■ g(x) en el nu¬ 
merador para obtener 


¡ ím f(x + Ax) ■ g(x) - /(x) ■ g(x) - f(x) ■ g(x + Ax) + /(x) ■ g(x) 
Aj->o Ax ■ g(x) ■ g(x + Ax) 


= lím 


g(x) 


f(x + Ax - f(x) 
Ax 


/(x) 


g(x + Ax) - g(x) 
Ax 


Ax ■ g(x) ■ g(x + Ax) 


lím g(x) 


lím 

Ax-iO 


f(x + Ax - f(x) 
Ax 


- lím /(x) 

Ax-*0 


lím 

Ax-tO 


g(x + Ax) - g(*) 
_ Ax _ 


lim g(x) 

Ax-*0 


lím g (x + Ax) 

Ax-*0 


Como g es diferenciable en x, entonces g es continua en x; de modo que se tie¬ 
ne lím g(x + Ax) = g(x).También lím g(x) = g(x)y lím/(x) = /(x). 

Ax-*0 Ax-*0 Ax-♦O 

Con estos resultados y las definiciones de/'(x) y g'(x) se obtiene 

l'í y \ = g(x) ■ f(x) - f(x) ■ g'(x) 

( ’ g(x) • g(x) 


_ g(x)/'(x) - /(x)g'(x) 



ig(x )] 2 

n ÍZMl 

g(x)D,f(x) - f(x)D x g(x) 

'UwJ 

[g(x)P 
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La derivada del cociente de dos funciones es igual a la fracción que tie¬ 
ne como denominador el cuadrado del denominador original, y como su 
numerador tiene al denominador original por la derivada del numerador 
menos el numerador por la derivada del denominador original si estas 
derivadas existen. 


► EJEMPLO 2 Determine 


D r 


2x 3 + 4 \ 
x 2 + l) 


Solución 


D x 


2jc 3 + 4 \ 
x 2 +l) 


(x 2 + 1)(6jc 2 ) - (2x 3 + 4)(2x) 
(x 2 + l) 2 

6;t 4 + 6x 2 - 4jc 4 - 8jc 
(x 2 + l) 2 

2x 4 + 6x 2 - 8x) 

(x 2 + l) 2 


◄ 


2.4.8 Teorema Regla de diferenciación de potencias 
(para potencias con exponentes eideros negativos) 


Si /(*).= x~ n , donde -n es un número entero, negativo yj^O, 
entonces 

fXX) = -tur"-' 


Demostración Puesto que -n es un número entero negativo, entonces 
n es un número entero positivo. En consecuencia, se expresa f(x) como un 
cociente y se aplica la regla del cociente. Así, 


/(*) = 


/’(*) ,-= 


x n • 0 — 1 ■ nx n 
(x n ) 2 


^ n-l-2n 
r ~n -1 


EWIPL0 3 Determine _ 

Solución 

7 -Í 4 ) = ~ír^x~ 5 ) 

dx x- 5 / dx 

= 3(-5x‘ 6 ) 

15 


◄ 
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Si r es cualquier número entero positivo o negativo, entonces se tiene la regla 
para potencias: 

D x (x r ) = rx r_1 

De esta fórmula y de la regla del producto de una función por una constante 
se obtiene 


D x (cx r ) = crx r -' 

si c es una constante y r es cualquier número entero negativo o positivo. 

Si la función / es diferenciable, entonces su derivada /' se llama, en 
ocasiones, primera derivada de / o primera función derivada. Si la fun¬ 
ción /' es diferenciable, entonces la derivada de /' se denomina segunda 
derivada de / o segunda función derivada. La segunda derivada de / 
se denota por/" (que se lee “/biprima”). De la misma manera, la tercera 
derivada de / o la tercera función derivada, está definida como la deri¬ 
vada de/”, suponiendo que la derivada de/" existe. La tercera derivada de/ 
se representa por/’" (lo cual se lee como “/ triprima”). 

La n-ésima derivada de la función / donde n es número entero mayor 
que 1, es la derivada de la (n - l)-ésima derivada de/ La n-ésima derivada 
se denota por f (n) . De modo que si f fn> es la n-ésima derivada, entonces se 
puede representar la función/misma como/ (0) . 


► EJEMPLO 4 

finida por 


Encuentre todas las derivadas de la función/de- 


f(x ) = 8x 4 + 5x 3 - x 2 + 7 

Solución 


f\x) = 32x 3 + 15x 2 - 2x 
f"(x) = 96x 2 + 30* - 2 
f"\x) = \92x + 30 
/ (4) (x) = 192 
P\x) = 0 

f n \x) = 0 n > 5 ◄ 


La notación de Leibniz para la primera derivada es ~. Patela según- 

• d^y 

da derivada de y con respecto a x la notación de Leibniz es —y, debido a 

dx ¿ 

que representa El símbolo Í2- es una notación para la 

n-ésima derivada de y respecto a x. 

Otros símbolos para la n-ésima derivada de/son 


~[/W] D/[f(x)] 


Para denotar la segunda derivada numérica de la función / en x se uti¬ 
liza la notación NDER2(/(x), x); esto es, 


NDER2(/(x), x) = NDER(NDER(/(x), x), x ) 
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FIGURA 2 


► EJEMPLO 5 Calcule 



y apoye las respuestas gráficamente. 
Solución Sea 4 = jc — 3 , entonces 

-f t*' 3 ) = -3*- 4 

dx 



fie) = 12x~ 5 y NDER2(x -3 , x) 

FIGURA 3 


ír^ = 12 *“ 5 

Para apoyar gráficamente las respuestas, primero se traza la gráfica de la 
función definida por f\x) = -3x~ 4 y NDER(x~ 3 , x) en el rectángulo de 
inspección de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 2 muestra que las gráficas son 
idénticas, lo cual apoya la respuesta de la primera derivada. Ahora se trazan 
las gráficas de las funciones definidas por /"(x) = 12x -5 y NDER2(x -3 ,x) 
o, equivalentemente, NDER(-3x~ 4 . x), en el rectángulo de inspección de 
[-6, 6] por [-4, 4], para obtener la figura 3. En esta figura se muestra que 
las dos gráficas son idénticas, lo que apoya la respuesta para la segunda 
derivada. ^ 


EJERCICIOS 2.4 


En los ejercicios I a 24, obtenga la derivada de la función por 
medio de los teoremas de esta sección. 

1. /(x) = 7x - 5 2. g(x) = 8 - 3x 

3. g(x) = 1 - 2x - x 2 4. f(x) = 4x 2 + x + 1 

5. /(x) = x 3 - 3x 2 + 5x - 2 

6. /(x) = 3x 4 - 5x 2 + 1 

7. /(x) = ix 8 - x 4 

8. g(x) = x 7 - 2x 5 + 5x 3 - 7x 

9. F{t) = \t A - i t 1 

10. H(x) = |x 3 - x + 2 

11. v(r) = 3 jif 

12. G(y) = y 10 + 7y 5 - y 3 + 1 

13. F(x) = x 2 + 3x + 4 

14. /(x) =4 + 4 15. g(x) = 4x 4 - -4 

j x J 4x 

16. /(x) = x 4 - 5 + x“ 2 + 41x" 4 

17. g(x) =4 + 4 18. H (x) = * 

x L x H 6x 

19. f(s) = V3 (s 3 - s 2 ) 

20. g(x) = (2x 2 + 5)(4x - 1). 

21. f(x) = (2x 4 - lX5x 3 + 6x) 

22. f(x) = (4x 2 + 3) 2 

23. G(y) = (7 - 3y 3 ) 2 ' 


24. F(t) = (f 3 - 2/ + l)(2t 2 + 3t) 

En los ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los 
teoremas de esta sección. En los ejercicios 25 a 30, apoye la 
respuesta trazando en la graficadora la gráfica de su respuesta 
y de la derivada numérica en x, en el mismo rectángulo de 
inspección. 


25. 

DJ(x 2 - 3x + 2)(2x 3 + 1)] 



26. 

D [ 

2x ) 





x + 3) 




27. 

J 


28. 

d( 

2y + 1\ 

A 

x - lj 

A 

3y + 4/ 

29. 

d_ 

í x 2 + 2x + 1 

j 30. 

d 

(4 - 3x 

dx 

\ x 2 — 2x + 1 

dx 

l x - 

31. 

— 1 

' 5í \ 




dt ' 

\l + 2t 2 ) 




32. 

d 

( X a - 2x 2 + 5x + l'l 



dx 

\ X 4 

) 



33. 

d_ 

f> 3 -8\ 

34. 

d_ i 

(s 2 - a 2 

dy 

\y 3 + s) 

ds 

U 2 + « 2 . 

35. 


2x + 1 

-— (3* - 

X + 5 

■>] 



36. 


'*z 3 + V- 

x l + 3 

2x _l + 1) 
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En los ejercicios 37 y 38, determine todas las derivadas de la 
función 

37. fix) = 6x 5 + 3x 4 - 2x 3 + 5x 2 - 8* + 9 

38. flx) = 2x 1 - * 5 + 5x 3 - 8* + 4 

39. Calcule D, 3 ^j 

40. Determine — T (x 5 - — 

dx 4 \ 15 * 5 ) 

En los ejercicios 4¡ y 42, determine y apoye gráfica- 

dx l 

mente su respuesta trazando en la graficadora la gráfica de la 
respuesta y la segunda derivada numérica en x, en el mis¬ 
mo rectángulo de inspección. 


41. y = 


+ 1 


42. y = 


1 

3x 3 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre una ecuación de la recta 
tangente o de la recta normal, según se indica, y apoye su 
respuesta trazando la recta y la curva en el mismo rectángulo de 
inspección. 

43. La recta tangente a la curva y = x 3 - 4 en el punto (2, 4). 


44. 


45. 


La recta tangente a la curva y = 

( 2 , 1 ). 


8 

x 1 + 4 


La recta normal a la curva y 
(4,-5). 



en el punto 
en el punto 


46. La recta normal a la curva y = 4x 2 - 8* en el punto 
(1, -4). 


47. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = 3x 2 - 4x que sea paralela a la recta 2x - y + 
3 = 0. Apoye su respuesta trazando la recta y la curva 
en el mismo rectángulo de inspección. 


48. Determine una ecuación de cada una de las rectas tan¬ 
gentes a la curva 3y = x 3 - 3* 2 + 6x + 4 que son pa¬ 
ralelas a la recta 2x - y + 3 = 0. Apoye sus respuestas 
trazando la curva y las rectas en el mismo rectángulo de 
inspección. 

49. Encuentre una ecuación de cada una de las rectas norma¬ 
les a la curva y = x 3 - 4x que sean paralelas a la recta 
x + 8y - 8 = 0. Apoye sus respuestas trazando la cur¬ 
va y las rectas en el mismo rectángulo de inspección. 

50. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x 4 - 6x que sea perpendicular a la recta 


x - 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y 
las dos rectas en el mismo rectángulo de inspección. 

51. Determine una ecuación de cada una de las rectas que pa¬ 
san por el punto (4, 13) y que sean tangentes a la curva 
y = 2x 2 — 1. Apoye sus respuestas trazando la curva y 
las rectas en el mismo rectángulo de inspección. 

52. Sea/(x) = jx 3 + 2x 2 + 5x + 5. Muestre que/'(x) a 0 
para todos los valores de x. 

53. Si/, g y h son funciones y tp(x) = fix) ■ g(x) ■ h(x), de¬ 
muestre que si/'(x), g'(x) y h'(x) existen, entonces 

<t>'(.x) = /(x) ■ g(x) ■ h\x) + f(x) ■ g\x) ■ h(x) 

+ f\x) • g(x) ■ h(x) 

Sugerencia: aplique la regla del producto dos veces. 

Utilice el resultado del problema 53 para diferenciar las fun¬ 
ciones de los ejercicios 54 a 57. 

54. f(x) = (x 2 + 3){2x - 5)(3x + 2) 

55. h(x) = (3x + 2)\x 2 - 1) 

56. g(x) = (3x 3 + x“ 3 )(x + 3)(x 2 - 5) 

57. <t>(x) = (7x 2 + x + l) 3 

58. Si / y g son dos funciones tales que sus primeras y segun¬ 
das derivadas existen y si h es la función definida por la 
ecuación h(x) = f(x) ■ g(x), demuestre que 

h"(x) = f(x) ■ g"(x) + 2f'(x) ■ g\x) + f"(x) ■ g(x) 

59. Si y = x", donde n es cualquier número entero positivo, 

demuestre por inducción matemática que ^-2- = n\ 

dx" 

60. Dé una demostración alternativa de la regla de diferen¬ 
ciación de potencias (para potencias enteras positivas) 
mostrando que si f(x) = x", entonces f'(a) = na"' 1 apli¬ 
cando la fórmula (7) de la sección 2.1. 

Sugerencia: factorice x" - a", empleando la fórmula 
(12) de la sección suplementaria 1.5. 

61. Demuestre que si / y g son dos funciones diferenciables 
tales que /(0) = g(0) = 0, entonces el producto de / y g 
no puede ser la función identidad; esto es fix) ■ g(x) ¿ x. 
Sugerencia: aplique la regla de diferenciación del producto. 

62. Explique por qué tres teoremas sobre diferenciación per¬ 
miten diferenciar cualquier polinomio. Incluya los enun¬ 
ciados de los teoremas en su explicación. 


2.5 MOVIMIENTO RECTILÍNEO 


La derivada de una función /en el número Z] tiene una interpretación im¬ 
portante como la tasa de variación (o razón de cambio) instantánea de f en 
x ¡, la cual se tratará en esta sección y la siguiente. Esta sección se inicia 
considerando una aplicación en física: el movimiento de una partícula sobre 
una recta. Dicho movimiento recibe el nombre de movimiento rectilíneo. 
Se elige arbitrariamente un sentido como positivo en la recta, y el sentido 
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opuesto es el negativo. Para simplificar esta discusión, suponga que la 
partícula se mueve sobre una recta horizontal, cuyo sentido (o dirección) po¬ 
sitivo es hacia la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. Selec¬ 
cione algún punto sobre la recta y denótelo por la letra O. Sea / la función 
que determina la distancia dirigida de la partícula a partir de O en cualquier 
tiempo particular. 

Para ser más específicos, sea i metros (m) la distancia dirigida desde O 
a los t segundos (s). Entonces s es la función definida por 

i = m 

la cual proporciona la distancia dirigida desde el punto O hasta la partícula 
en un instante particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 

i = t 2 + 2t - 3 

Entonces, cuando t = 0, i = -3; por tanto, la partícula está a 3 m a la iz¬ 
quierda del punto O cuando t = 0. Cuando t = 1, i = 0; de modo que la 
partícula se encuentra en el punto O en el segundo 1. Cuando t = 2, i = 5; 
por lo que la partícula se encuentra a 5m a la derecha del punto O a los 2s. 
Cuando t = 3, s = 12; de manera que la partícula está ubicada a 12m a 
la derechadel punto O a los 3.v. 

La figura 1 ilustra las diferentes posiciones de la partícula para valo¬ 
res específicos de t. 


í = 0 t = I t - 2 f - 3 


I l ♦ l - 1 - 4 l l l l ♦ H ■ + ■ i | i »■ i - i . 1-► + 

-5 O +5 +10 +15 5 

FIGURA 1 


Entre el tiempo t = 1 y t = 3, la partícula se mueve desde el punto 
donde i = 0 hasta el punto donde i = 12; por lo que en el intervalo de 2 
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio 
de la partícula es la razón del cambio en la distancia dirigida desde un punto 
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el número de metros por segun¬ 
do de la velocidad promedio de la partícula desde t = I a / = 3 es y = 6. 
Desde t = 0 a t = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta 
la partícula es de 8 m, por lo que el números de metros por segundo de la 
velocidad promedio de la partícula, en este intervalo de 2 segundos, es 
f = 4. ◄ 

En el ejemplo ilustrativo 1, la velocidad promedio de la partícula evi¬ 
dentemente no es constante; y la velocidad promedio no proporciona in¬ 
formación específica acerca del movimiento de la partícula en cualquier 
instante particular. Por ejemplo, si un automóvil recorre una distancia de 100 
kilómetros (km) en el mismo sentido en 2 horas (h), se dice que la velocidad 
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promedio (o velocidad media) con que recorre esa distancia es de 50 km/h. 
Sin embargo, a partir de esta información no se puede determinar la lectura 
del velocímetro del automóvil en ningún tiempo particular en el intervalo de 
2 horas. La lectura del velocímetro en un instante determinado se conoce 
como velocidad instantánea. La discusión siguiente permitirá llegar a uná 
definición de lo que significa velocidad instantánea. 

Suponga que la ecuación i = /(/) define a i (el número de metros de la 
distancia dirigida de la partícula desde el punto O) como una función de t (el 
número de segundos en el tiempo). Cuando t = t l , s = .v|. El cambio en la 
distancia dirigida desde O es (s - v ¡) metros durante el intervalo de tiempo 
(t - í[) segundos, y el número de metros por segundo de la velocidad pro¬ 
medio de la partícula durante este intervalo de tiempo está dado por 

r - 5j 

t - t¡ 

o, como s = f(t) y ij = fit¡), la velocidad promedio se determina a partir de 

m-ñh) (1) 

t - íj 

Ahora, entre más corto sea el intervalo de t\ a í, más cerca estará la velocidad 
promedio de lo que pensaríamos que es la velocidad instantánea en fi. 

Por ejemplo, si la lectura del velocímetro de un automóvil al pasar por 
el punto P\ es de 80 km/h, y si un punto P está a 10 m de Py entonces la veloci¬ 
dad promedio del automóvil conforme recorre esos 10 metros estará pró¬ 
xima a 80 km/h ya que la variación de la velocidad del automóvil en este 
pequeño espacio probablemente es ligera. Ahora bien, si la distancia de P { a P 
se acortará a 5 m, la velocidad promedio del automóvil en este intervalo es¬ 
taría aún más próxima a la lectura del velocímetro en Py. Este proceso se 
puede continuar y la lectura del velocímetro en P\ puede representarse 
como el límite de la velocidad promedio entre Py y P conforme P tiende a P\. 
Esto es, la velocidad instantánea puede definirse como el límite del co¬ 
ciente (1) conforme t tiende a fi, suponiendo que este límite existe. Este lími¬ 
te es la derivada de la función/en t¡. En consecuencia, se tiene la definición 
siguiente. 


2.5.1 Definición de velocidad instantánea 


Si/es una función definida por la ecuación 



s = /(O 

y una partícula se desplaza a lo largo de una recta, tal que ,r es el nú¬ 
mero de unidades de la distancia dirigida de la partícula desde un 
pumo fijo sobre la recta en t unidades de tiempo, entonces la velo¬ 
cidad instantánea de la partícula a las ( unidades de tiempo es v uni¬ 
dades de velocidad, donde 



<=> 



si existe. 


La velocidad instantánea puede ser positiva o negativa, dependiendo de 
que si la partícula se desplaza en el sentido positivo o negativo. Cuando la 
velocidad instantánea es cero, la partícula está en reposo. La rapidez de una 
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partícula en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instan¬ 
tánea. En consecuencia, la rapidez es un número no negativo. Los tér¬ 
minos “rapidez” y “velocidad instantánea” se confunden con frecuencia. 
Observe que la rapidez sólo indica qué tan rápido se está moviendo la 
partícula, en cambio la velocidad instantánea también indica el sentido 
del movimiento. 


► EJEMPLO 1 Una partícula se desplaza a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo con la ecuación 

i = r 3 - 12t 2 + 36r - 24 t > 0 


Determine los intervalos de tiempo en los que la partícula se está moviendo a 
la derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También determine el 
instante cuando la partícula cambia de sentido. 

Solución 



= 3fl - 24í + 36 
= 3(í 2 - 8í + 12) 

= 3 (/ - 2)(r - 6) 

La velocidad instantánea es cero cuando t = 2 y cuando t = 6. Por tan¬ 
to, la partícula está en reposo en estos instantes. La partícula se mueve hacia 
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es 
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de t, y los re¬ 
sultados se muestran en la tabla 1. 4 


Tabla 2 


t 

s 

V 

0 

-24 

36 

1 

1 

15 

2 

8 

0 

3 

3 

-9 

4 

-8 

-12 

5 

-19 

-9 

6 

-24 

0 

7 

-17 

15 

8 

8 

36 


Tabla 1 



t - 2 

/ - 6 

Conclusión 

0 < r < 2 

- 

- 

v es positivo; la partícula se mueve hacia la 
derecha 

t = 2 

0 


v es cero; la partícula está en reposo 

2 < t < 6 

+ 


v es negativo; la partícula se mueve hacia la 
izquierda 

t = 6 

+ 

0 

v es cero; la partícula está en reposo 

6 < t 

+ 

+ 

v es positivo; la partícula se mueve hacia la 
derecha 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para interpretar visualmente 

el movimiento de la partícula del ejemplo 1, consulte la figura 2 donde el mo¬ 
vimiento de la partícula es a lo largo de la recta horizontal de la figura. Sobre 
la recta se ha indicado el comportamiento de la partícula, descrito en la ta¬ 
bla 1, donde las flechas indican el sentido del movimiento de la partícula 
sobre el eje horizontal. La tabla 2 proporciona los valores de s y v para los va¬ 
lores enteros de t de 0 a 8. El valor de s indica la posición de la partícula 
sobre la recta horizontal para un valor determinado de t. 
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( = 7 í = 8 


= 

•-« 

t = 5 

CO 

11 1 

''t 

11 1 
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1— 1 —1— 1 — 1—1 —1—1— 1 — 

i 1 1 1 t 1 1 -1 4 1 

b-t“ 

I-'H-H— t-H 

'I 

i 


-25 -20 -15 -10 -5 O 5 10 

FIGURA 2 

Ahora se describirá el movimiento de la partícula. Cuando t = 0, la 
partícula está a 24 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia la derecha; 
en t = 1, la partícula se encuentra a 1 unidad a la derecha de O y sigue 
moviéndose hacia la derecha; cuando t = 2, la partícula está a 8 unidades a 
la derecha de O y en reposo (se detiene por un instante) y después cambia 
de sentido e inicia el movimiento hacia la izquierda; cuando t = 3, la par¬ 
tícula se encuentra a 3 unidades a la derecha de O y se desplaza hacia la 
izquierda; en t = 4, la partícula está a 8 unidades a la izquierda de O y sigue 
desplazándose hacia la izquierda; cuando t = 5, la partícula se encuentra a 
19 unidades a la izquierda de O y el movimiento es hacia la izquierda; en 
t = 6, la partícula está a 24 unidades a la izquierda de O y en reposo, des¬ 
pués cambia de sentido e inicia el movimiento hacia la derecha; cuando 
t = 7, la partícula está a 17 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia 
la derecha; en t = 8, la partícula se encuentra a 8 unidades a la derecha de 
O y sigue moviéndose hacia la derecha; después la partícula continúa mo¬ 
viéndose hacia la derecha. ^ 

El movimiento rectilíneo puede simularse en la graficadora. El método 
implica la representación del movimiento mediante ecuaciones paramé¬ 
tricas, por lo que se debe activar el modo paramétrico de la graficadora. Si 
usted no ha estudiado ecuaciones paramétricas en algún curso anterior al de 
Cálculo, consulte la sección 9.1. El ejemplo ilustrativo siguiente muestra 
el procedimiento para el movimiento rectilíneo del ejemplo 1 y del ejemplo 
ilustrativo 2. 






T = 0 

X = -24 Y = 2 



[-25, 10] por [-3,5] 
x,(r) = r 3 - 12r 2 + 36r - 24, y,(t) 2 


FIGURA 3 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para aclarar estas ideas, se 

simulará el movimiento de la partícula sobre la recta y = 2 en lugar del eje x. 
Active la graficadora en modo paramétrico. Sean 

Jtj(f) = í 3 - 12r 2 + 36f - 24 y y,(f) = 2 

En el rectángulo de inspección de [—25, 10] por [-3, 5], considere 
í m ín = 0, t mix = 10 y f step = 0.05. Ahora presione la tecla I trace 1 (ras¬ 
treo) y después presione la tecla flecha a la izquierda y manténgala opri¬ 
mida hasta que el cursor esté en t = 0. La figura 3 muestra la pantalla de la 
graficadora con su nuevo aspecto. Observe la información en la parte infe¬ 
rior de la pantalla: t = 0, x = -24 y y = 2. 

De este modo, se está preparado para iniciar el movimiento de la par¬ 
tícula. Se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene oprimida. El 
cursor representa la partícula que se mueve a lo largo de la recta y = 2. 
Observe que la partícula se desplaza hacia la derecha hasta que t = 2 y 
x = 8, cuando se detiene y cambia de sentido. Después, la partícula se 
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mueve hacia la izquierda hasta t = 6 y x = -24, cuando otra vez se de¬ 
tiene y cambia de sentido. Luego, el cursor se desplaza hacia la derecha y se 
pierde de la pantalla por el lado derecho. Este movimiento apoya los re¬ 
sultados del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2 . 4 


El movimiento rectilíneo puede visualizarse en otra forma en la grafi- 
cadora, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



[-25, 10] por [-3,10) 

jc,(r) = r 3 - 12r 2 + 36r - 24, >,(;) = 2 
JC 2 (0 = í 3 - 12r 2 + 36f - 24. y 2 (l) = ( 

FIGURA 4 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se considera otra vez el mo¬ 
vimiento rectilíneo del ejemplo 1 y de los ejemplos ilustrativos 2 y 3. A la 
graficadora en modo paramétrico se le proporciona la información siguiente: 

Jt 2 ;(í) = í 3 - 12r 2 + 36/ - 24 y y 2 (/) = f 

En esta ocasión se utiliza el rectángulo de inspección de [-25, 10] por 
[-3, 10] con / considerada como en el ejemplo ilustrativo 3. Se trazan las 
gráficas para jq (/), y\(t), x 2 (í), y >' 2 (/) en el mismo rectángulo de inspección, 
y se selecciona IsimulI ( simultáneo) del menú ImodeI . La figura 4 muestra las 
dos gráficas: la recta y = 2 sobre la que realmente se desplaza la partícula; 
y la curva sobre la cual las coordenadas son (jc 2 (r), y 2 (/)), y que representa 
una amplificación vertical del movimiento de la partícula. Se puede obser¬ 
var que la partícula primero se mueve sobre la recta horizontal como en el 
ejemplo ilustrativo 3. Después se ve que la partícula se mueve sobre la curva 
(recuerde, esta curva no es la trayectoria real de la partícula). Para esto, pri¬ 
mero se presiona la tecla flecha hacia arriba o flecha hacia abajo hasta que 
el cursor esté sobre la curva. Luego, como anteriormente se hizo, se presiona 
la tecla flecha a la izquierda y se mantiene oprimida hasta que el cursor esté 
en / = 0. Ahora se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene opri¬ 
mida. Este segundo procedimiento muestra el movimiento de la partícula de 
izquierda a derecha, después de derecha a izquierda y luego de izquierda a 
derecha otra vez. Observe en esta curva que la partícula cambia de sentido 
en el punto donde jc = 8 y y = 2 (8 unidades a la derecha de O a los 2 s) y 
después otra vez en el punto donde x = -24 y y = 6 (24 unidadc ■ a la 
izquierda de O a los 6 s). A 


W EJEMPLO 2 Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba 
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de 
la distancia desde su punto inicial es hacia arriba, / segundos es el tiempo 
que transcurre desde que la pelota fue lanzada, y s pies es la distancia de la 
pelota desde el punto inicial a los t segundos, entonces la ecuación del mo¬ 
vimiento es 

s = —16 r 2 + 64/ 

(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime qué 
tan alto llegará la pelota y cuántos segundos le tomará para alcanzar su 
punto más alto, (c) Confirme analíticamente las estimaciones del inciso 

(b) . (d) Obtenga la velocidad instantánea de la pelota en 1 s y 3 s. (e) Calcule 
la rapidez de la pelota en 1 s y 3 s. (f) Calcule la velocidad instantánea cuan¬ 
do llega al piso. 
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Solución 

(a) Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la 
graficadora en modo paramétrico. Sean 

xi(/) = 2 y >,(/) = -16/ 2 + 64/ 

Para determinar los valores de z de interés, en la ecuación dada se con¬ 
sidera s = 0 y se obtiene 

-16/(/ - 4) = 0 

t = 0 / = 4 

Por tanto, la pelota está en el piso a los 0 s y 4 s, lo que indica que 
0 < / < 4. En el rectángulo de inspección de [0, 4] por [-25, 100], sean 
/ mi - n = 'máx = 4 y z step = 0.05. Ahora se presiona la tecla ItraceI y 
después la tecla flecha a la izquierda manteniéndose oprimida hasta que 
el cursor esté en t = 0. La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora 
con su nueva apariencia. Presione la tecla flecha a la derecha y observe 
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia 
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2. 

(b) Al aproximar el valor de y como 64 y el valor de / como 2 cuando la pe¬ 
lota está en su punto más alto, se estima que la pelota alcanzará su al¬ 
tura máxima de 64 pie a los 2 s. 

(c) Para confirmar analíticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula v(/), el número de pies por segundo de la velocidad instantánea 

de la pelota a los t segundos. Como v(r) = ^, 

v(/) = -32/ + 64 (2) 

Debido a que la pelota alcanzará su altura máxima cuando el sentido 
del movimiento cambia, esto es, cuando v(/) = 0, se sustituye v(/) por 
0 en la ecuación (2) y se obtiene 

-32/ + 64 = 0 
/ = 2 

De la ecuación de movimiento cuando / = 2, resulta que s = 64. Por 
tanto, la pelota alcanza su máxima altura en el punto a 64 pie del punto 
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in¬ 
ciso (b). 

v(l) = -32(1) + 64 <=> v(l) = 32; de modo que al final de 1 s la pelo¬ 
ta se eleva con una velocidad instantánea de 32 pie/s. v(3) = -32(3) + 
64 <=> v(3) = -32; de manera que al final de 3 s la pelota cae con una 
velocidad instantánea de -32 pie/s. 

| v(t) | es el número de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los 
/ segundos; así, ]v(l)| = 32 y |v(3)| =32. 

Se determinó anteriormente que la pelota llegará al piso a los 4 s. Como 
v(4) = -64, su velocidad instantánea cuando alcance el piso será de 
-64 pie/s. 4 

E> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, las ecua¬ 
ciones paramétricas de la trayectoria de la pelota están dadas por 

x ](/) = 2 y y t (/) = -16/ 2 + 64/ 


(d) 

(e) 

(f) 



[0, 4) por [-25, 100) 

*,(/) = 2. >',(() = -16/ 2 + 64/ 

FIGURAS 


(3) 
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[0,4] por [-25, 100] 
i: 2 (l) = t, y 2 ( r) = -I6r 2 + 64 1 

FIGURA 6 


y sus gráficas se muestran en la figura 5. La ecuación de movimiento es 
i = -16í 2 + 64í 

Para trazar la gráfica de esta ecuación en modo paramétrico, se consideran 

x 2 (t) = t y y 2 (t ) = -16í 2 + 64f (4) 

La gráfica es una parábola cuyo punto más alto, el vértice, está en el punto 
(2, 64). La gráfica se muestra en la figura 6 . La velocidad v de la pelota está 
dada por la ecuación 



[0, 4] por [-25, 100] 
x 3 (r) = /, v 3 (/) = -32 1 + 64 

FIGURA 7 



[0,4] por [-25, 100] 

x,(t) = 2, v t (f) = -16í 2 + 64r 
x 2 (t) = t. y 2 (t) = -16r 2 + 641 
x 3 (t) = t, y 3 (r) = -32r + 64 

FIGURA 8 



v = -32í + 64 

cuya gráfica es una recta que tiene pendiente negativa. Las ecuaciones pa¬ 
ramétricas de esta ecuación son 

*3(0 = t y y 3 (0 = —32/ + 64 (5) 

La figura 7 muestra esta recta. Refiérase ahora a la figura 8 que muestra 
las gráficas de los tres conjuntos de ecuaciones paramétricas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que la velocidad es cero (en el punto don¬ 
de la recta intersecta al eje x) cuando la pelota está en su punto más alto. 
También observe que cuando la pelota se está elevando, la velocidad es 
positiva, mientras que al caer, su velocidad es negativa. Además, la velocidad 
es siempre decreciente como lo indica la pendiente de la recta que represen¬ 
ta la velocidad. 

Como la rapidez de una partícula es el valor absoluto de su velocidad, las 
ecuaciones paramétricas de la rapidez de la pelota son 

* 4 (0 = t y > 4 (0 = I -32/ + 64 | (6) 

La figura 9 presenta las gráficas de (3), (4) y ( 6 ) trazadas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que la rapidez es decreciente cuando la 
pelota se está elevando, la rapidez es cero cuando la pelota alcanza su punto 
más alto, y la rapidez es creciente cuando la pelota está cayendo. A 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Ahora se considerará el movi¬ 
miento del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4. Observe en la tabla 2 
que la velocidad parece ser decreciente cuando 0 < I < 4 y creciente 
cuando 4 < t. Este hecho puede apoyarse gráficamente observando que el 
movimiento de la partícula de los ejemplos ilustrativos 3 y 4. Cuando 
0 < í < 2 , v > 0 y la rapidez de la partícula es decreciente; cuan¬ 
do 2 < t '<, 4, v < 0 y la rapidez de la partícula es creciente de modo que 
para 0 < t < 4, v es decreciente. Cuando 4 < r < 6 , v < 0 y la rapidez 
es decreciente; cuando 6 S t < 8, v > 0 y la rapidez es creciente; de ma¬ 
nera que para 4 < t < 8 , v es creciente. 4 


[0,4] por [-25, 100] 

x,(t) = 2, y,(r) = -16í 2 + 64r 

x 2 (t) = /, v 2 U) - — 16r 2 + 64r 

x¿t) = t, y 4 (r) = 1 —32r + 641 

FIGURA 9 


En física, a la tasa de variación (o razón de cambio) instantánea de la 
velocidad se le llama aceleración instantánea. Por tanto, si una partícula se 
mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento 
i = /(/), donde a los i segundos la velocidad instantánea es v metros por 
segundo y la aceleración instantánea es a metros por segundo por segundo, 
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entonces a es la primera derivada de v con respecto aro, equivalentemente, la 
segunda derivada de .v con respecto a r; esto es, 


v 

a 


ds 

dt 


dv 

dt 


» a 


d 2 s 
dt 2 


Cuando a > 0, v es creciente, y cuando a < 0, v es decreciente. Cuando 
a = 0, v no está cambiando. Como la rapidez de la partícula a los t segun¬ 
dos es | v(r) | m/s, se tienen los resultados siguientes: 


(i) Si v a 0 y a > 0, entonces la rapidez es creciente. 

(ii) Si v > 0 y a < 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iii) Si v < 0 y a > 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iv) Si v < 0 y a < 0, entonces la rapidez es creciente 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Para el movimiento rectilí¬ 
neo del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4, 

í = r 3 - 12r 2 + 36 1 - 24 

v = => v = 3r 2 - 24r + 36 

dt 

a = => a = 6r-24 

dt 

Por tanto, a = 6 (r - 4); de modo que para 0 < t < 4, a < 0, y para 
4 < t < 8 , a > 0. Estos resultados son consistentes con la discusión del 
ejemplo ilustrativo 6 . 4 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la pelota del ejemplo 2 
í = -16r 2 + 64r y v = -32 1 + 64 
La aceleración de la pelota es a pies por segundo por segundo donde 

a = ^ => a = -32 

dt 

Por tanto, la aceleración es -32 pies/s 2 . Esta aceleración constante de la pe¬ 
lota en la dirección hacia abajo, ya sea que la pelota suba o baje, se debe a la 
fuerza de gravedad. 4 


► EJEMPLO 3 Una partícula se mueve a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo a la ecuación 

í = 3r 2 - f 3 t > 0 (7) 

donde s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantánea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleración instantánea a los t segundos, en¬ 
cuentre v y a en términos de t. Describa la posición y movimiento de la par¬ 
tícula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la partícula 
se mueve a la izquierda, y en los que se mueve a la derecha, los intervalos 
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en los que la velocidad es creciente y en los que es decreciente, los interva¬ 
los en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posición 
de la partícula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo. 
Muestre el comportamiento del movimiento mediante una figura análoga a 
la figura 2. 

Solución Como s = 3f 2 - f 3 y v = 

dt 

v = 6/ - 3r 2 (8) 

Puesto que a = 4^, 

^ dt 

a = 6 - 6t (9) 

Ahora se determinarán los valores de t cuando alguna de las cantidades s, v 
o a es cero. De (7), 

í = 0 cuando t = 0 o t = 3 

De (8), 

v = 0 cuando t = 0 o t = 2 
De (9), 

a - 0 cuando t = 1 

La tabla 3 muestra los valores de s, v y a cuando t es igual a 0, 1, 2 y 3. 

También se ha indicado el signo de s, v y a en los intervalos de t sin incluir a 

0, 1, 2 y 3. Entonces se puede hacer una conclusión acerca de la posición y 
del movimiento de la partícula para los diferentes valores de t. 


Tabla 3 




s 

V 

a 

Conclusión 

/ = 0 


0 

0 

6 

La partícula está en el origen. La velocidad es 0 y es creciente. La 
rapidez es creciente. 

0 < t 

< 1 

+ 

+ 

+ 

La partícula está a la derecha del origen y se mueve hacia la 
derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

í = 1 


2 

3 

0 

La partícula está a 2 metros a la derecha del origen y se mueve 
hacia la derecha a 3 m/s. La velocidad no cambia, de modo que 
la rapidez tampoco. 

1 < I 

< 2 

+ 

+ 


La partícula está a la derecha del origen y su movimiento es ha¬ 
cia la derecha. La velocidad es decreciente. La rapidez es de¬ 
creciente. 

t -2 


4 

0 

-6 

La partícula está a 4 metros a la derecha del origen y cambia el 
sentido de su movimiento de derecha a izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es decreciente. 

2 < t 

< 3 

+ 



La partícula está a la derecha del origen y su movimiento es ha¬ 
cia la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es 
creciente. 

t = 3 


0 

-9 

-12 

La partícula está en el origen y su movimiento es hacia la izquierda 
a 9 m/s. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 

3 < t 





La partícula está a la izquierda del origen y su movimiento es hacia 
la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 


La figura 10 presenta el movimiento de la partícula a lo largo de la rec¬ 
ta horizontal. El comportamiento de la partícula, descrito en la tabla 3, se in¬ 
dica sobre la recta donde las flechas señalan el sentido del movimiento de la 
partícula sobre el eje horizontal. 4 
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t = 3 


—i - i 

|- 

MI 


II 

-1- i 

1-1 

—.—•—-1- 

-4 

»-> 


-10 12 3 4 


FIGURA 10 

Los resultados del ejemplo 3 se pueden apoyar al simular el movimien¬ 
to de la partícula en la graficadora, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 3 
para el movimiento del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. En el ejercicio 
24 se le pedirá que haga esto. 


► EJEMPLO 4 Una partícula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuación de movimiento 

4í 


s = \ t 2 + 

2 t + 1 


donde s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los í 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantánea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleración instantánea de la partícula a los t 
segundos, determine t, s y v cuando a = 0. 


Solución 


_ ds 
dt 

= t + — 


_ dv 
dt 

= 1 - 


8 


(f + O 3 


(t + l) 2 
Al considerar a = 0 se tiene 

ÍLLüiii =0 

(t + i ) 3 

, (r + i) 3 = 8 

De donde el único valor real de t se obtiene de la raíz cúbica principal de 8, 
de modo que í -t- 1=2; esto es, t = 1. Cuando t = 1, 


* = ¿(D 2 

= 2.5 


4 ■ 1 
I + I 


v = 1 + 


(l + l Y 


= 2 


Conclusión: La aceleración es 0 en 1 s cuando la partícula está a 2.5 m 
del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 m/s. 4 


EJERCICIOS 2.5 


En los ejercicios 1 a 8, una partícula se mueve a lo largo de una 1. s 
recta horizontal de acuerdo a la ecuación indicada, donde s me- 

2 s 

tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos. 
Determine la velocidad instantánea v(t) metros por segundo a 
los t segundos, después calcule víq) para el valor particular de t,. ’ S 


3t 2 + 1; t, = 3 
8 - r 2 ; t, = 5 

±. , = I 

4 1 ' ' 2 
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4 - ' = 7 ; 'i = - 2 

5. í = 2/ 3 - í 2 + 5; t { = -1 

6. i = 4r 3 + 2t - l;í, = | 


8 - * = 7 + f; 'i = 2 


£« los ejercicios 9 a 14, una partícula se desplaza a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación indicada, donde s 
metros es la distancia dirigida a partir del punto 0 a los t 
segundos. El sentido positivo es hacia la derecha. Determine los 
intervalos de tiempo en los que la partícula se mueve hacia la 
derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. También de¬ 
termine dónde la partícula cambia su dirección. Muestre el com¬ 
portamiento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 2, y elija valores de t al azar pero incluya los valores de 
t cuando la partícula cambia de sentido. Apoye sus resultados 
simulando el movimiento de la partícula en la graficadora. 

9. í = / 3 + 3r - 9/ + 4 


10. s = 2f 3 - 3t 2 - 12í + 8 

11. í‘= |í 3 + |í 2 - 2t + 4 

12. s = —í-=- 13. s 

1 + f 


t 

9 + f 2 


15. Para el movimiento rectilíneo del ejercicio 9, trace en el 
mismo rectángulo de inspección la recta y = 2 sobre la cual 
se desplaza la partícula realmente y una curva la cual re¬ 
presente una amplificación del movimiento de la partícula, 
semejante a la del ejemplo ilustrativo 4. Apoye los resul¬ 
tados del ejercicio 9 visualizando la partícula que se mueve 
sobre la curva (la cual no es en realidad la trayectoria de la 
partícula). Dibuje lo que ve en la pantalla de la graficadora 
y describa el movimiento de la partícula sobre la curva. 

16. Siga las instrucciones del ejercicio 15 para el movimiento 
rectilíneo del ejercicio 10. 

Para los ejercicios 17 a 21. utilice la siguiente ecuación 
de movimiento para un objeto que se mueve sobre una 
recta vertical y sujeto sólo a la fuerza de gravedad, donde 
el sentido (o dirección) positivo es hacia arriba: 


s= -16f 2 + v 0 í + r 0 


( 10 ) 


donde s pies es la altura del objeto a los t segundos, s 0 pies es la 
altura inicial del objeto y v fj pies por segundo es su velocidad 
inicial. 

17. Una piedra cae desde un edificio de 256 pie de altura. 

(a) Utilice (10) para escribir una ecuación del movimiento 
de la piedra y simule este movimiento en la graficadora. 

(b) Determine la velocidad instantánea de la piedra en 1 s y 
2 s. (c) Determine el tiempo que le tomará a la piedra lle¬ 
gar al piso, (d) ¿Cuál es la rapidez de la piedra cuando 
llega al piso? 



256 pie 


18. En un teatro, la base de un candil está a 160 pie de altura 
sobre el piso del vestíbulo. Suponga que el fantasma de 
la ópera suelta el candil y lo deja caer desde el reposo has¬ 
ta estrellarse en el piso, (a) Utilice (10) para escribir una 
ecuación del movimiento del candil y simule su movimien¬ 
to en la graficadora. (b) Determine la velocidad instantá¬ 
nea del candil en 1 s y en 1.5 s. (c) Determine el tiempo que 
le tomará al candil llegar hasta el piso, (d) ¿Cuál es la rapi¬ 
dez del candil cuando llega al piso? 



19. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fantas¬ 
ma es capaz de darle al candil una velocidad inicial de 
48 pie/s. 

20. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
piso con una velocidad inicial de 32 pie/s. (a) Emplee (10) 
para escribir una ecuación del movimiento de la pelota y 
simule este movimiento en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegará la pelota y cuánto tiempo le tomará llegar 
hasta su punto más alto, (c) Confirme analíticamente las 
estimaciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad 
instantánea de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s. (e) Determi¬ 
ne la rapidez de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s (f) Deter¬ 
mine la rapidez de la pelota cuando ésta llega al piso. 
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21. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una 31. 
velocidad inicial de 560 pie/s. (a) Utilice (10) para escribir 
una ecuación del movimiento de la piedra y simule este 
movimiento en la graficadora. (b) Estime qué tan alto lle¬ 
gará la piedra y cuánto tiempo le tomará llegar hasta su 
punto más alto, (c) Confirme analíticamente las estima¬ 
ciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad instan¬ 
tánea de la piedra en 10 s y en 25 s. (e) Determine la 
rapidez de la piedra en 10 s y en 25 s. (f) Determine 
la rapidez de la piedra cuando ésta llega al piso. 

22. Para la pelota del ejercicio 20, haga lo siguiente: (a) Trace 
en el mismo rectángulo de inspección la trayectoria de 
la pelota, la gráfica de la ecuación de movimiento y la 
gráfica de la ecuación que expresa la velocidad instan¬ 
tánea v como una función de t. Dibuje lo que ve en la 
pantalla de la graficadora y describa por qué esta 
visualización apoya la respuesta del inciso (b) del ejer¬ 
cicio 20 . 

23. Siga las instrucciones del ejercicio 22 para la piedra del 
ejercicio 21 . 

24. Simule el movimiento de la partícula del ejemplo 3 en la 
graficadora. Explique por qué esto apoya los resultados 
del ejemplo 3. 

En los ejercicios 25 y 26, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación indicada, donde s pies es 
la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo en el que la aceleración ins¬ 
tantánea es cero, después determine la distancia dirigida de 
la partícula desde el origen y la velocidad instantánea en ese 
tiempo. 

25. s = ±f 3 - \t 2 + 2r + 1; t > 0 

26. s = 2r 3 - 6t 2 + 3r - 4; t > 0 

En los ejercicios 27 y 28, una partícula se desplaza a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación indicada donde a los t 
segundos, s metros es la distancia dirigida de la partícula des¬ 
de el origen, v metros por segundo es la velocidad instantá¬ 
nea de la partícula y a metros por segundo por segundo es la 
aceleración instantánea de la partícula. Determine v y a en 
términos de t. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que 
proporcione una descripción de la posición y del movimiento de 
la partícula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en 
los que la partícula se mueve hacia la derecha y en los que se 
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los 
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la po¬ 
sición de la partícula con respecto al origen durante estos in¬ 
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento 
mediante una figura similar a la figura 10. 

27. s = í 3 - 9í 2 + 15/; t s 0 

28. í = ±í 3 - 2 í 2 + 6 / - 2 ; í 2 0 

29. Simule el movimiento de la partícula del ejercicio 27 en la 
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados. 

30. Simule el movimiento de la partícula del ejercicio 28 en la 
graficadora y explique por qué esto apoya sus resultados. 


En la ecuación (10), el coeficiente -16 de t 2 es igual a 
i (-32) donde -32 pie/s 2 es la aceleración debida a la 
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver¬ 
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten¬ 
cia del aire no se considera. Como la aceleración debida a 
la gravedad de la Luna es -5.5 pie/s 2 , la ecuación de mo¬ 
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta 
vertical cercano a la superficie de la Luna es 

s = -2.15t 2 + v 0 1 + Sq 

Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la 
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 s. Después 
un segundo astronauta, en la parte inferior del risco, toma 
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta, 
(a) ¿Cuál es la altura del risco? (b) ¿Con qué velocidad 
llega la piedra al piso? (c) ¿Con qué velocidad, por lo me¬ 
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo 
que le llegue al primero? 


32. En lugar de la Luna, suponga que los dos astronautas del 
ejercicio 31 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera¬ 
ción debida a la gravedad es de -12 pie/s 2 . Escriba la 
ecuación correspondiente al movimiento y responda las 
mismas preguntas que en el ejercicio 31, considerando 
ahora que la piedra llega al piso en 3 s. 

33. Suponga que un corredor en una carrera de 100 metros 
está a s metros de la línea de meta t segundos después del 
inicio de la carrera, donde 

s = 100 - -j(r 2 + 33t) 

Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera, 
y (b) cuando el corredor cruza la línea de meta. 
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34. Si se empuja una pelota en un plano inclinado con una ve¬ 
locidad inicial de 24 pie/s, entonces s - 24í + 1 Oí 2 , don¬ 
de s pies es la distancia de la pelota desde el punto inicial a 
los t segundos, y la dirección positiva se considera hacia 
abajo sobre el plano inclinado, (a) ¿Cuál es la velocidad 
instantánea de la pelota a los r, segundos? (b) ¿Cuánto 
tardará la velocidad en llegar a 48 pies/s? 

35. Se golpea una bola de billar de modo que se desplaza en 
línea recta. Si s centímetros es la distancia de la bola des¬ 
de su posición inicial a los t segundos, entonces 
s = 100 1 2 + 100 1. Si la bola golpea una banda que se 
encuentra a 39 cm de su posición inicial, ¿a qué velocidad 
la golpea? 



36. Dos partículas, A y B, se mueven hacia la derecha sobre una 
recta horizontal. Ellas inician su movimiento en un punto 
O, s metros es cada distancia dirigida de cada partícula des¬ 
de O a los í segundos, y las ecuaciones de movimiento son 

r = 4r 2 + 5 1 (para la partícula^) 

j = 7r 2 + 3r (para la partícula B) 

Si i - 0 en el inicio, ¿para qué valores de t la velocidad de 
la partícula A excederá la velocidad de la partícula 8? 


2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACION 


En la sección 2.5 se dijo que si una partícula se mueve a lo largo de una 
recta de acuerdo con la ecuación de movimiento s = /ir), entonces la velo¬ 
cidad de la partícula a las t unidades de tiempo está determinada por la de¬ 
rivada de s con respecto a t. Este concepto de velocidad en el movimiento 
rectilíneo corresponde al concepto más general de tasa instantánea de varia¬ 
ción ; esto es, la tasa de variación de s por unidad de variación de t es la de¬ 
rivada de s con respecto a t. 

De manera semejante, si una cantidad y es función de una cantidad x, se 
puede expresar la tasa de variación de y por unidad de variación de x. Esta 
discusión es análoga a la discusión de la pendiente de la recta tangente a la 
gráfica y a la de la velocidad instantánea de una partícula que se mueve a lo 
largo de una recta. 

Si la relación funcional entre y y x está dada por 

y = /<*) 

y si x varía del valor X] al X] + Ax, entonces y varía de f(x¡) a f(x¡ + Ax). 
De modo que la variación de y, denotada por Ay, es f(x ¡ + Ax) - f(x¡) 
cuando la variación de x es Ax. La tasa promedio de variación de y por 
unidad de variación de x, conforme x varía de x¡ a x\ + Ax, está dada por 

/(x, + Ax) - f{x |) _ Ay m 

Ax Ax ( ’ 

Si el límite de este cociente existe cuando Ax —> 0, este límite es el que se 
considera como la tasa instantánea de variación de y por unidad de variación 
de x en x\. En consecuencia, se tiene la definición siguiente. 


2.6.1 Definición de tasa de variación instantánea 


Si- y = f(x), entonces la tasa de variación instantánea de y por 
unidad de variación de x en Xj es/'(xi) o. equivalentemente, la de¬ 
rivada de y con respecto a x en x¡, si ésta existe. 


Para ilustrar esta definición geométricamente, sea /'(xi) la tasa instan¬ 
tánea de variación de y por unidad de variación de x en x¡. Entonces, si f'(x¡) 
se multiplica por Ax (la variación de x), el producto es la variación que ocu¬ 
rriría en y si el punto (x, y) se desplazara a lo largo de la recta tangente a 
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y 



(xj, >’j) de la gráfica de y = f(x). Vea la figura 1. La tasa promedio de va¬ 
riación de y por unidad de variación de x está dada por la fracción en (1), y 
cuando esta fracción se multiplica por Ax, el producto es Ay, la cual es la 
variación real de y causada por una variación Ax en x cuando el punto (x, y) 
se mueve a lo largo de la gráfica. 


► EJEMPLO 1 Sea V(x) centímetros cúbicos el volumen de un 
cubo cuyas aristas miden x centímetros, medidas con cuatro dígitos signi¬ 
ficativos. En una calculadora obtenga la tasa promedio de variación de V{x) 
con respecto a x conforme x varía de (a) 3.000 a 3.200; (b) 3.000 a 3.100; 
(c) 3.000 a 3.010; (d) 3.000 a 3.001. (e) ¿Cuál es la tasa instantánea de varia¬ 
ción de V(x) con respecto a x cuando x = 3.000? 

Solución 

La tasa promedio de variación de V(x) con respecto a x cuando x varía de xy a 
X\ + Ax es 


V(Xj + Ax) - V(xi) 
Ax 


(a) x¡ = 3.000, Ax = 0.200 

y(3.200) - y (3.000) 
0.200 


(3.200) 3 - (3.000) 3 
0.200 

28.84 


(b) x\ = 3.000, Ax = 0.100 

y (3,100) - y(3.ooo) _ (3.100) 3 - (3.000) 3 
0.100 - 0.100 

= 27.91 

(c) xj = 3.000, Ax = 0.010 

K(3.010) - y(3.000) _ (3.010) 3 - (3.QOO) 3 

0.010 “ 0.010 

= 27.09 

(d) x¡ = 3.000, Ax = 0.001 

y (3.001) - F(3.000) = (3.001) 3 - (3.000) 3 
0.001 0.001 
= 27.01 


En el inciso (a) se ve que conforme la longitud de las aristas del cubo 
varía de 3.000 cm a 3.200 cm, la tasa promedio de variación del volumen es 
28.84 cm 3 por centímetro de variación en la longitud de las aristas. Los inci¬ 
sos (b)-(d) pueden interpretarse de manera semejante. 

(e) La tasa instantánea de variación de V(x) con respecto a x cuando x = 3 
es V'(3). 

V'(x) = 3x 2 V'(3) = 27 


Conclusión: Cuando la longitud de las aristas del cubo es de 3 cm, la tasa 
instantánea de variación del volumen es 27 cm 3 por centímetro de variación 
en la longitud de las aristas. ^ 
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► EJEMPLO 2 En un circuito eléctrico, si E volts es la fuerza 
electromotriz, 7 amperes es la corriente y R ohms es la resistencia, entonces 
de la ley de Ohms 

IR - E 


(a) Si se supone que E es una constante positiva, demuestre que I decrece a 
una tasa proporcional al inverso del cuadrado de R. (b) ¿Cuál es la tasa 
instantánea de variación de I con respecto a R en un circuito eléctrico de 90 
volts cuando la resistencia es de 15 ohms? 


Solución 

(a) Si se resuelve la ecuación dada para 7, se obtiene 
/ = E • 7T 1 


Al diferenciar 7 con respecto a 7?, se tiene 


áL 

dR 

áL 

dR 


-E ■ R~ 2 

__E_ 

R 1 


( 2 ) 


Esta ecuación establece que la tasa de variación de 7 con respecto a R 
es negativa y proporcional a \¡R 2 . Por tanto, 7 decrece a una tasa pro¬ 
porcional al inverso del cuadrado de R. 

(b) De la ecuación (2) con E = 90 y R = 15, se tiene 


áL _ 90 

dR 225 

= -0.4 

Conclusión: La corriente decrece a una tasa de 0.4 amperes por ohm. A 


En economía, la variación de una cantidad con respecto a otra puede 
describirse mediante el concepto de variación promedio o del concep¬ 
to de variación marginal. El concepto de variación promedio expresa la 
variación de una cantidad sobre un intervalo de valores de una segunda 
cantidad, mientras que el concepto dé variación marginal es la variación 
instantánea de la primera cantidad que resulta de una pequeña unidad de 
variación de la segunda cantidad. Se inician los ejemplos en economía con 
la definición de costo promedio y costo marginal. 

Suponga que C(x) es el costo total para producir x unidades de un ar¬ 
tículo. La función C se denomina función de costo total. En circunstancias 
normales x y C(x) son positivos. Debido a que x representa la cantidad de 
unidades de un artículo, usualmente x es un número entero no negativo. Sin 
embargo, a fin de aplicar el Cálculo, se supondrá que x es un número real no 
negativo para satisfacer los requerimientos de continuidad de la función C. 

El costo promedio de producción de cada unidad de un artículo se ob¬ 
tiene al dividir el costo total entre el número de unidades producidas. Si Q(x) 
dólares es el costo promedio, entonces 


Q(x) 


C(x) 

x 


y Q se conoce como función de costo promedio. 
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Ahora suponga que el número de unidades producidas es jtj, y que se 
incrementa en A*. Entonces la variación del costo total está determinado 
por C(x l + Ax) - C(X]), y la variación promedio en el costo total con res¬ 
pecto a la variación del número de unidades producidas está dado por 

C(x l + Ax) - C(x j) 

Ax 

Los economistas utilizan el término costo marginal para el límite de este 
cociente cuando Ax tiende a 0, suponiendo que el límite existe. Este límite, 
que es la derivada de C en x¡, establece que el costo marginal, cuando 
x = x h está dado por C'(x { ), si existe. La función C' recibe el nombre de 
función de costo marginal, y C'(x ■[) puede interpretarse como la tasa de va¬ 
riación del costo total cuando se producen x¡ unidades de cierto artículo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Supóngase que C(x) dóla¬ 
res es el costo total por la fabricación de x juguetes, y que 

C(x) = 110 + Ax + 0.02 r 2 

(a) La función de costo marginal es C' y está definida por 

C'(x) = 4 + 0.04 .r 

(b) El costo marginal cuando x — 50 es C’(50), y 

C'(50) = 4 + 0.04(50) 

= 6 

Conclusión: La tasa de variación del costo total, cuando se fabrican 
50 juguetes, es $6 por juguete. 

(c) El número de dólares del costo real de fabricación del juguete 51 es 
C(51) - C(50), y 

C(51) - C(50) = [110 + 4(51) + 0.02(51) 2 ] - [110 + 4(50) + 0.02(50) 2 ] 
= 366.02 - 360 
== 6.02 

Observe que las respuestas de (b) y (c) difieren por 0.02. Esta discrepancia 
es debida a que el costo marginal es la tasa instantánea de variación de C(x) 
con respecto a una variación de una unidad de x. En consecuencia, C"(50) es 
el número aproximado de dólares del costo de fabricación del juguete 51. 4 

Note que el cálculo de C'(50) en el ejemplo ilustrativo 1 es más simple 
que calcular C(51) - C(50). Con frecuencia, los economistas aproximan 
el costo de producción de una unidad adicional utilizando la función de 
costo marginal. 

Específicamente, C\k) dólares es el costo aproximado de la (k + l)-ési- 
ma unidad después de que las primeras k unidades se han producido. 

Otra función importante en economía es la función de ingreso total, 
denotada por R, la cual está definida por 

R(x) = px 


donde R(x) dólares es el ingreso total recibido cuando se venden x unidades 
a p dólares por unidad. 
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El ingreso marginal, cuando x = jc], está determinado por «'(jq), 
si existe. La función R' se denomina función de ingreso marginal. «'(jq) 
puede ser positivo, negativo o cero, y puede interpretarse como la tasa de 
variación del ingreso total cuando se venden jq unidades. R'(k) dólares es el 
ingreso aproximado por la venta de la (k + l)-ésima unidad después de que 
las primeras k unidades se han vendido. 


r EJEMPLO 3 Suponga que R(x) dólares es el ingreso total por 
la venta de x mesas, y que 

R(x) = 300x -jX 2 

Determine (a) la función de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal cuan¬ 
do x = 40; (c) el ingreso real por la venta de la mesa 41. 

Solución 

(a) La función de ingreso marginal es R 1 y está definida por 


R\x) = 300 - x 


(b) El ingreso marginal cuando x = 40 está dado por «'(40), y 

«'(40) = 300 - 40 
= 260 


Conclusión: La tasa de variación del ingreso total cuando se han 
vendido 40 mesas es $260 por mesa. 


(c) El número de dólares del ingreso real por la venta de la mesa 41 es 


«(41) - «(40), y 
«(41) - «(40) 


300(41) - - 

11 459.50 - 11 200 
259.50 


300(40) - 


(40) 2 

2 


Conclusión: El ingreso real por la venta de la mesa 41 es $259.50. A 


Observe que en el inciso (b) del ejemplo 3 se obtuvo «'(40) = 260, y 
$260 es una aproximación del ingreso recibido por la venta de la mesa 41, el 
cual es $259.50, según el inciso (c). 

Como f(x) proporciona la tasa instantánea de variación de f(x) con 
respecto a x , f"(x), la cual es la derivada de f(x), proporciona la tasa ins¬ 
tantánea de variación de f(x) respecto a x. Además, si (x, y) es cualquier 


punto de la gráfica de y = f(x), entonces ^ proporciona la pendiente 

d 2 y 

de la recta tangente a la gráfica en el punto ( x , y). Por tanto, es la 

tasa de variación de la pendiente de la recta tangente con respecto a x en el 
punto (x, y). 


► EJEMPLO 4 


Sea m(x) la pendiente de la recta tangente a la curva 


y = x 2 - 2x 2 + x 
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en el punto (x, v). Determine la tasa instantánea de variación de m{x) con 
respecto a x en el punto ( 2 , 2 ). 

Solución 


m(x) = 


dy 

dx 


= 3x 2 - 4x + 1 


La tasa instantánea de variación de m(x) con respecto a x está determinada 

d^y 

por m\x) o, equivalentemente, — 5 -, 

dx* 


tn'(x) = 


d 2 y 
dx 2 


= 6x - 4 


En el punto (2, 2), —y = 8 . 

dx 1 


◄ 


EJERCICIOS 2.6 


1. Sea A(x) centímetros cuadrados el área de un cuadrado 
cuyos lados miden x centímetros, medidos con cuatro cifras 
significativas. En la calculadora obtenga la tasa promedio 
de variación de A(x) con respecto a x cuando x varia 
(a) de 4.000 a 4.600; (b) de 4.000 a 4.300; (c) de 4.000 a 
4.100; (d) de 4.000 a 4.050. (e) ¿Cuál es la tasa instantánea 
de variación de A(x) con respecto a x cuando x = 4.000? 

2. El largo de un rectángulo mide 4 pulg más que su ancho, y 
las 4 pulg de diferencia se mantienen conforme el rectán¬ 
gulo aumenta de tamaño. Sea A(w) pulgadas cuadradas el 
área del rectángulo cuyo ancho es de w pulgadas, medido 
con cuatro cifras significativas. En la calculadora obtenga 
la tasa promedio de variación de A(w) con respecto a w 
cuando w varía (a) de 3.000 a 3.200; (b) de 3.000 a 3.100; 
(c) de 3.000 a 3.010; (d) de 3.000 a 3.001. (e) ¿Cuál es la 
tasa instantánea de variación de A(w) con respecto a w 
cuando w = 3.000? 

3. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energía 
radiante de acuerdo con la fórmula R = kT 4 , donde R es 
la medida de la tasa de emisión de energía radiante por 
unidad cuadrada de área, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Determine 
(a) la tasa promedio de variación de R con respecto a T 
cuando T se incrementa de 200 a 300; (b) la tasa instantá¬ 
nea de variación de R con respecto a T cuando T = 200. 

4. Suponga que un cilindro circular recto tiene una altura 
constante de 10.00 pulg. Sea V pulgadas cúbicas el volu¬ 
men del cilindro circular recto, y r pulgadas el radio de su 
base. Determine la tasa promedio de variación de V con 
respecto a r cuando r varía de (a) de 5.00 a 5.40; (b) de 
5.00 a 5.10; (c) de 5.00 a 5.01. (d) Determine la tasa 
instantánea de variación de V con respecto a r cuando 
r = 5.00. 

5. Sea r pulgadas el radio de un plato metálico circular de 
área A(r) pulgadas cuadradas y circunferencia de C(r) pul¬ 


gadas. Si el calor expande el plato, determine (a) la tasa 
instantánea de variación de A(r) con respecto a r, y (b) la 
tasa instantánea de variación de C(r) con respecto a r. (c) 
Compare las respuestas de los incisos (a) y (b) y explique 
en cuánto difieren estas tasas. 

6. Un sólido consiste de un cilindro circular recto y una se- 
miesfera en cada extremo, y la longitud del cilindro es el 
doble de su radio. Sean r unidades el radio del cilindro y de 
las semiesferas y V(r) unidades cúbicas el volumen del 
sólido. Determine la tasa instantánea de variación de V(r) 
con respecto a r. 

7. Sean x la longitud total del sólido del ejercicio 6, y V(x) 
unidades cúbicas el volumen del sólido en términos de x. 
Determine la tasa instantánea de variación de V(x) con 
respecto a x. 

8. La le y de Boyle para la expansión de un gas es PV = C, 
donde P unidades de fuerza por unidad cuadrada de área 
es la presión, V unidades cúbicas es el volumen del gas y 
C es una constante, (a) Muestre que V decrece a un tasa 
proporcional al inverso del cuadrado de P. (b) Determine 
la tasa instantánea de variación de V con respecto a P cuan- 
do P = 4 y V = 8. 

9. La temperatura de una persona es f(t) grados Fahrenheit 
t días después de adquirir una enfermedad que dura 10 
días, donde 

f(t) = 98.6 + 1.2/ - 0.12r 2 0 < t < 10 

(a) Determine la tasa de variación de /(/) con respecto a t 
cuando 0 < t < 10. ¿Cuál es la temperatura de la perso¬ 
na y la tasa de variación de la temperatura cuando la per¬ 
sona ha estado enferma por (b) 3 días, y (c) 8 días? 
(d) Trace la gráfica de /, estime cuando la temperatura es 
un máximo así como la temperatura máxima. 
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10. Suponga que un tumor del cuerpo de una persona tiene 
forma esférica. Determine la tasa de variación del volu¬ 
men del tumor con respecto a su radio cuando éste mide 
(a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

11 . Una bacteria tiene forma esférica. Determine la tasa de 
variación del volumen de la bacteria con respecto al radio 
cuando éste mide (a) 1.5 gm (mieras), y (b) 2 pm. 

12 . Para el tumor del ejercicio 10, determine la tasa de variación 
del área de la superficie del tumor con respecto al radio 
cuando éste mide (a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

13 . Para la bacteria del ejercicio 1 1, determine la tasa de varia¬ 
ción del área de la superficie de la bacteria con respecto al 
radio cuando éste mide (a) 1.5 |im (mieras), y (b) 2 pm. 

14 . Se vierte arena en un montículo de forma cónica de modo 
que la altura de éste es el doble de su radio. Determine la 
tasa de variación del volúmen del montículo con respecto 
al radio cuando la altura de éste es (a) 4 m, y (b) 8 m. 

15 . Una masa de aire frío se aproxima a un campus univer¬ 
sitario de modo que si la temperatura es T(t) grados 
Fahrenheit / horas después de la media noche, entonces 

7Xf) = 0.1(400 - 40í + t 2 ) 0 SIS 12 

(a) Determine la tasa promedio de variación de T(t) con 
respecto a t entre 5 a.m. y 6 a.m. (b) Determine la tasa ins¬ 
tantánea de variación de T(t) con respecto a t a las 5 a.m. 

16 . Se estimó que un trabajador en una tienda donde se fabri¬ 
can marcos para pinturas puede pintar y marcos x horas 
después de comenzar a trabajar a las 8 a.m., donde 

y = 3x + 8-t 2 - x 3 0 < x s 4 

(a) Determine la tasa a la que el trabajador está pintando a 
las 10 a.m. (b) Determine el número de marcos que el 
trabajador pintará entre las 10 y las 11 a.m. 

17 . Se está extrayendo el agua de una piscina y el volumen del 
agua, después de t minutos de iniciada la extracción, es 
V(t) litros, donde V(í) = 250 (1600 - 80f + r 2 ). (a) De¬ 
termine la tasa promedio de la salida del agua de la pis¬ 
cina durante los 5 primeros minutos, y (b) ¿qué tan rápido 
sale el agua de la piscina 5 minutos después de iniciada la 
extracción? 

18 . Se lanza una piedra a un charco, generándose ondas 
circulares concéntricas. Determine la tasa de variación del 
área de la superficie afectada cuando su radio es (a) 4 cm, 
y (b) 7 cm. 

19 . El número de dólares del costo total de fabricación de x 
relojes en cierta fábrica está dado por C(x) = 1500 + 
3x + x 2 . Determine (a) la función de costo marginal; 

(b) el costo margina] cuando x = 40; (c) el costo real de 
fabricación del reloj 41. 

20 . El ingreso total recibido por la venta de x escritorios 
es R(x) dólares, donde R(x) = 200x - ix 2 . Determine 
(a) la función de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal 
cuando x = 30; (c) el ingreso real por la venta del escri¬ 
torio 31. 


21. Si R(x) dólares es el ingreso total recibido por la venta de 
x equipos de televisión, donde R(x) = 600x - -Lx 3 , de¬ 
termine (a) la función de ingreso marginal; (b) el ingreso 
marginal cuando x = 20; (c) el ingreso real por la venta 
del equipo de televisión 21. 

22. Si C(x) dólares es el costo total por fabricar x pisapape¬ 
les, y 

C(x) = 200 + ^ + 

x 5 

determine (a) la función de costo marginal; (b) el costo 
marginal cuando x = 10; (c) el costo real por la fabrica¬ 
ción del onceavo pisapapeles. 


En los ejercicios 23 a 25, se utiliza el concepto de tasa relativa 
definido como sigue: si y - f(x), la tasa relativa de variación 

de y con respecto a x en x¡ está determinada por °> 


equivalentemente, 


dy/dx 


y evaluada en x = x¡. 


f(x>) 


23. Las utilidades anuales brutas de una compañía t años des¬ 
pués del lo. de enero de 1994 es p millones de dólares, 
donde p = |r 2 + 2r + 10. Determine (a) la tasa a la que 
las utilidades brutas crecieron el lo. de enero de 1996; 
(b) la tasa relativa de crecimiento de las utilidades brutas 
el lo. de enero de 1996 con aproximación del 0.1 %; (c) la 
tasa a la que las utilidades brutas crecerán el lo. de enero de 
2000; (d) la tasa relativa de crecimiento prevista de las 
utilidades brutas el lo. de enero de 2000 con aproxima¬ 
ción del 0.1 %. 


24 . Cierta compañía inició sus operaciones el lo. de abril 
de 1993. Las utilidades anuales brutas de la compa¬ 
ñía después de t años de operación son p dólares, donde 
p = 50000 + 18 OOOí - 600r 2 . Determine (a) la tasa a la 
que crecieron las utilidades brutas el lo. de abril de 
1995; (b) la tasa relativa de crecimiento de las utilida¬ 
des brutas el lo. de abril de 1995 con aproximación del 
0.1 %; (c) la tasa a la que crecerán las utilidades brutas 
el lo. de abril de 2003; (d) la tasa relativa de crecimien¬ 
to prevista de las utilidades brutas el 1 o. de abril de 2003 
con aproximación del 0.1 %. 

25 . Suponga que el número de personas de la población de 
cierta ciudad t años después del lo. de enero de 1995 se 
espera que sea 40Í 2 + 200í + 10000. Determine (a) la tasa 
a la que se espera crezca la población el lo. de enero de 
2004; (b) la tasa relativa de crecimiento esperada de la 
población el lo. de enero de 2004 con aproximación del 
0.1 %; (c) la tasa a la que la población se espera que crez¬ 
ca el lo. de enero de 2010; (d) la tasa relativa de creci¬ 
miento prevista de la población el lo. de enero de 2010 
con aproximación del 0.1 %. 

26 . Sea r el recíproco de un número n. Determine la tasa ins¬ 
tantánea de variación de r con respecto a n y la tasa relati¬ 
va de variación de r por unidad de variación de n cuando n 
es igual a (a) 4, y (b) 10. 

27 . Las utilidades de una tienda que vende al menudeo son 
100)' dólares cuando se gastan diariamente x dólares en 
publicidad y y = 2500 + 36x - 0.2x 2 . Utilice la deri- 
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v aria para determinar si sería ventajoso que se incremen¬ 
tase el presupuesto para publicidad si éste es de (a) $60, y 
(b) $300. (c) ¿Cuál es el valor máximo para x bajo el cual • 
es ventajoso incrementar el presupuesto de publicidad? 

28. La ecuación de oferta para cierto tipo de playeras es 
jc = 3 p 1 + 2 p, donde p dólares es el precio rebajado por 
playera cuando se ofrecen lOOCtr. (a) Determine la tasa 
promedio de variación de la oferta para una variación de 
$1 en el precio rebajado cuando éste aumenta de $10 
a $11. (b) Determine la tasa instantánea (o marginal) de 
variación para una variación de $1 en el precio rebaja¬ 
do cuando ese precio es de $10. 

29 . Calcule la pendiente de la recta tangente en cada punto de 
la gráfica de y = x 4 + x ] - 3x 2 donde la tasa de varia¬ 
ción de la pendiente es cero. 

30. Determine la tasa instantánea de variación de la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de y ~ 2x 3 - 6x 2 - 
x + 1 en el punto (3, -2). 


31. Para el derrame de petróleo del ejercicio 53 de la sección 
1,8 y del ejercicio 31 de la sección 2.2. calcule la tasa a la 
que el radio de la abertura está variando a los (a) 0.4 min; 
(b) 2 min; (c) 3.2 min. 

32. Demuestre que para cualquier función lineal/, la tasa pro¬ 
medio de variación de/(x) cuando x varía de X] a Xj + k 
es la misma que la tasa instantánea de variación de /(x) 
en X[. 

33. Demuestre que en cualquier instante (a) la razón de la tasa de 
variación del área de un círculo a la tasa de variación del 
radio es igual a la longitud de la circunferencia, y (b) la ra¬ 
zón de la tasa de variación del volumen de una esfera a la 
tasa de variación del radio es igual ai área de la superficie 
de la esfera. 


2.7 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 



En la sección 1.10 se demostró que las funciones trigonométricas son con¬ 
tinuas en sus respectivos dominios. En esta sección se demostrará que 
también son díferenciables en sus dominios. Después se emplearán estos 
hechos para dibujar de manera formal sus gráficas, las cuales se obtuvie¬ 
ron en los cursos previos al de Cálculo aplicando sólo consideraciones 
intuitivas. 

Antes de calcular la derivada de la función seno, trace la gráfica de 
NDER(sen x, x) en el rectángulo de inspección de 2n\ por [-4, 4], la 
cual se muestra en la figura 1. Puesto que esta gráfica se parece a la gráfica 
de la función coseno, con la que se familiarizó en los cursos previos al de 
Cálculo, puede sospecharse que ía derivada de la función seno es la fun¬ 
ción coseno. A continuación se confirmará esta sospecha analíticamente al 
aplicar la identidad trigonométrica 


NDER(senjc, sen(n + b) - sen a eos b + eos a sen b (1) 

FIGURA 1 

así como los teoremas 1.10.2 y 1.10.5. 

Sea/la función seno, de modo que 


f(x) = sen x 

De la definición de derivada, 


m 


lím & + 

Ajt-*0 Ax 


- lím 


A*->0 


senQ + Ax) - sen(x) - 
Ax 


Se emplea la fórmula (1) para sen(x + Ax), por lo que 
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f(x) - |( m sen x cos(Aat) + eos x sen(Ax) - sen x 

&x-*Q 

= lim y" ^ COs(Ajc) - '1 . lím eos , sen(A v) 
Ajt->o Ax a“-»o Ajc 


= - lím 
Ajr-»0 


1 - COSCA*) 
Ax 


lím sen x + 

\ lím cos x 

lím 

sen(A*) 

J 

U*-*0 ) 


Ax 


( 2 ) 


De los teoremas 1.10.5 y 1.10.2 se tiene 


Km 1— COS(A ^ 
Ai->0 Ax 


= 0 


y 


lím iSÜM = ! 
Ajt-»o Ax 


Al sustituir de estas ecuaciones en (2) se obtiene 


(3) 


/’(*) = -0 ■ sen* + eos x ■ 1 
- eos x 

De este modo, se ha demostrado el teorema siguiente. 


2^7.1 Teorema Derivada de la función seno 




^ EJEMPLO 1 Calcule/‘(jc) si 

/(*} - x 2 sen * 


Solución 


Al aplicar la regla del producto se obtiene 



NDERicos jt, i) 

FIGURA 2 


f'(x) = * 2 D r (sen*) + D c (* 2 )sen x 

• = x 2 cos* + 2 a: sen a: ^ 

Ahora está preparado para obtener la derivada de la función coseno, 
pero antes se trazará la gráfica de NDER(cos *, x) en el rectángulo de inspec¬ 
ción de f—2 jt, 2/t] por {-4, 4], la cual se muestra en la figura 2. La gráfica se 
parece a la gráfica de la función seno reflejada con respecto al eje *, lo que 
sugiere que la derivada de la función coseno puede ser la negativa de la fun¬ 
ción seno. Para confirmar esta sospecha analíticamente, se procede como 
con la función seno. En este caso se aplicará la identidad 

eos (a + b) = eos a eos b - sen a sen h (4) 

Si g es la función coseno, entonces 

g(x) - cosa: 


íW = lím & + Ax) ~ S (x X 
A*-»0 Ax 


lím cos (* + _ cos x 

Ajc-*0 


Ax 



gV) = 


Se emplea la fórmula (4) para cos(* + A*), de donde se tiene 
eos x cos(A*) - sen x sen(Ax) - eos x 


eos *fcos(A*) - il ,, sen x sen(A*) 

= lím --- 1 - i™ - - - 

Aje— Ax Ax -»0 ¿XX 


,, 1 - cos(A*) 

= - lim - - - 

A*-*0 A* 


( lím cos*| - ( lím sen*) lím 

\A*-»0 ) VA*->0 j Ajc-> 


sen(A*) 
0 Ax 


Si se sustituye de las ecuaciones (3) en (5) se obtiene 

g’{x) = -0 • eos* - sen* • 1 
= -sen* 

De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


2.7.2 Teorema Derivada de la función coseno 


Observe el signo menos antes de sen x para la derivada de eos x\ esto 
es, la derivada de eos * es el negativo de sen *, mientras que la derivada de 
sen * es eos *. 

► EJEMPLO 2 Determine ~ si 

- sen * 
y ~ 1 - 2 eos * 

Solución 

Al aplicar la regla del cociente se obtiene 

dy _ (1-2 eos *)D x (sen *) - sen * ■ ¿>¿(1 - 2 eos *) 
dx (1-2 eos *) 2 

(1-2 eos *)(cos *) - sen *(2 sen *) 

(1-2 eos *) 2 

_ eos * - 2(cos 2 * + sen 2 *) 

(1-2 eos *) 2 

_ eos * - 2 4 

(1-2 eos *) 2 


► EJEMPLO 3 Calcule 

d 3 , 

— T (2 sen * + 3 eos * - *■’) 
dx i 

Solución 

■4- (2 sen * + 3 eos* - * 3 ) = 2cos* - 3sen* - 3* 2 
dx 

-^-(2 sen* + 3 eos* - * 3 ) = -2 sen* - 3 eos* - 6* 


- (2 sen * + 3 eos * - * 3 ) = -2 eos * + 3 sen * - 6 
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Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 
se obtiene de las identidades trigonométricas que contienen al seno y coseno, 
así como las derivadas de seno y coseno y los teoremas de diferenciación. Para 
la derivada de la función tangente se aplican las identidades 


tan x = 


sen x 
eos x 


sec* = 


eos x 


sen 2 x + eos 2 x = 1 


2.7.3 Teorema Derivada de la fundón tangente 


/J x (lan x) = sec 2 x 


Demostración 

Z>,(tan*) = 

Veos x) 

_ eos x ■ D x (sen x) - sen x • D x (eos x) 
eos 2 x 

_ (eos x)(cos x) - (sen x)(- sen x) 
eos 2 x 

_ eos 2 x + sen 2 x 
eos 2 x 

= 1 
eos 2 x 
= sec 2 * 


2.7.4 Teorema Derivada de la función cotangente 


¿¡ D x (cotx) = -esc 2 x , ' 

La demostración de este teorema, análoga a la del teorema 2.7.3, se 
deja como ejercicio (vea el ejercicio 1). En la demostración utilizará las 
identidades 


seii-* sen x 


2.7.5 Teorema Derivada de la función secante 


D x { secx> = sec x tan x 

Demostración 


D x (sec*) = D x l - 

V eos x¡ 

_ eos x ■ D x ( 1) - 1 ■ D x ( eos x) 
eos 2 x 

_ eos X ■ 0 - 1 • (- sen x) 
eos 2 X 

sen x 
eos 2 x 

_ 1 sen x 

eos x eos X 


= secjctanjc 
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EJEMPLO 4 

d 


Calcule 


dx 

Solución 


(tan x sec x) 


— (tan x sec x) = tan x 
dx 


— (sec x) + (tan x) • sec x 
dx dx 


= tan x(sec x tan x) + sec 2 x(secx) 
= sec x tan 2 x + sec 3 x 


2.7.6 Teorema Derivada de la función cosecante 


D,(cscx) = -esc* cotí 

La demostración de este teorema también se deja como ejercicio (refié¬ 
rase al ejercicio 2). 

Como se dijo al principio de esta sección, ahora se mostrará cómo pue¬ 
den dibujarse las gráficas de las funciones trigonométricas aplicando la con¬ 
tinuidad y la diferenciabilidad de estas funciones. Primero se tratarán las 
gráficas de las funciones seno y coseno, cuyos dominios son el conjunto de 
los números reales y sus contradominios son el intervalo [-1, 1]. Sean 

f(x) = sen x y f\x) = eos* 

Para determinar dónde tiene rectas tangentes horizontales la gráfica, se 
considera f\x) = 0, de donde se obtiene que x = \n + kn, donde k es 
cualquier número entero. En estos valores de x, sen x es igual a +1 o -1, y 
estos son los valores más grande y más pequeño que sen x puede tomar. La 
gráfica intersecta al eje x en los puntos donde sen x = (fes decir, en los puntos 
en los que x = kn, donde k es cualquier número entero. Además, cuando k 
es un número entero par, f'{kn) = 1, y cuando k es un número entero im- 
par f\kri) = -1. Así, en los puntos de intersección de la gráfica con el eje x 
la pendiente de la recta tangente es 1 o -1. A partir de esta información se 
dibuja la gráfica de la función séno la cual se muestra en la figura 3. 


y 



Para la gráfica de la función coseno se utiliza la identidad 
cosx = sen(x + \n) 

Por lo que la gráfica del coseno se obtiene a partir de la gráfica del seno al 
trasladar ^unidades a la derecha al eje y. Vea la figura 4. 
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X 


f(x) = eos X 

FIGURA 4 


r' EJEMPLO 5 Obtenga una ecuación de la recta tangente a la 
gráfica de la función coseno en el punto (| n, 0 ). 

Solución 

Si /(*) = eos x, f’(x) = -sen x. Por lo que /’(f n) = -sen§ 7 T. Como 
sen j n = -1, /'(frc) = 1 . De la forma punto-pendiente para la ecuación de 
la recta tangente que tiene pendiente 1 y que pasa por el punto (-n , 0 ), se 
obtiene 2 

y - 0 = 1 (* - \n) 

y = x - \n 4 

Ahora se considerará la gráfica de la función tangente. Debido a que 
tan(-*) = -tan* 

la gráfica es simétrica con respecto al origen. Además, 
tan(* + n) = tan* 

por lo que la tangente es periódica con periodo n. La función tangente es 
continua en cualquier número de su dominio, el cual es el conjunto de todos 
los números reales excepto los puntos de la forma \n + kn, donde k 
es cualquier número entero. El contradominio de esta función es el conjunto 
de todos los números reales. Si k es cualquier número entero, entonces tan 
kn = 0. Por tanto, la gráfica intersecta al eje * en los puntos de la forma 
(kn, 0). Sean 

/(*) = tan* y /'(*) = sec 2 * 

Como / (kn) = sec 2 kn y sec 2 kn = 1 para cualquier número entero k, se 
deduce que donde la gráfica intersecta al eje *, la pendiente de la recta tan¬ 
gente es 1. Si se considera/’(*) = 0, entonces sec 2 * = 0. Puesto que 
sec * > 1 para toda *, se concluye que la gráfica no tiene rectas tangentes 
horizontales. 

Considere el intervalo [0, j n) en el que la función tangente está de¬ 
finida en cualquier número. 

lím tan* = lím — n * 

jr->)r/2- COS * 

Puesto que lím sen * = 1 y lím eos * = 0, donde eos * tiende a 0 

x-*Kl 2 x~>n/2~ 

a través de valores positivos, entonces ~ 
lím tan* = +oo 

x—>?r/2~ 



NJlUJ 
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Tabla 1 


X 

tan x 

0 

0 

I* 

-L = 0.58 

6 

V3 

1 

1 

i 

T* 

V? = 1.73 



FIGURA 5 


Por tanto, la recta x = ~ n es una asíntota vertical de. la gráfica. La tabla 1 
muestra algunos valores de x del intervalo [0, itr) y los valores correspon¬ 
dientes de tan x. Al localizar los puntos cuyas coordenadas son los pares de 
números (x, tan x), se obtiene la porción de la gráfica para x en [0, 
Debido a la simetría con respecto al origen, se obtiene la porción de la gráfi¬ 
ca para xeii(-{ n, 0]. Como el periodo de la función tangente es n, se com¬ 
pleta la gráfica de tan x, como se muestra en la figura 5. 

La gráfica de la función cotangente se puede obtener a partir de la 
gráfica de la tangente empleando la identidad 

cotx = -tan(x + \n) 

De esta identidad se deduce que la gráfica de la cotangente se obtiene de la 
gráfica de la tangente, al trasladar ^unidades a la derecha al eje y después 
considerar la reflexión de la gráfica con respecto al eje x. La gráfica de la 
x función cotangente se presenta en la figura 6. 


y 



FIGURA 6 


Como 

sec(x + 2 7l) = secx 

¡la función secante es periódica con periodo 2k. El dominio de esta función 
jes el conjunto de todos los números reales excepto aquéllos de la forma 
- í i k + kjt, donde k es cualquier número entero. El contradominio de esta 
función es (-oo, -1] U [1, + oo). La función es continua en todo número 
de su dominio. La gráfica no intersecta al eje x porque sec x nunca toma el 
valor cero. 

Se utilizará la derivada para determinar si la gráfica tiene alguna recta 
tangente horizontal. Sean 

, /(x) = secx y /'(x) = secx tan x 

Al considerar f'(x) = 0 se tiene que sec x tan x = 0. Como sec x ^ 0, en¬ 
tonces f'(x) = 0 cuando tan x = 0, lo que ocurre cuando x = kn, donde k 
es cualquier número entero. 

Primero se obtendrá la gráfica para xen (-|x, U (\tc, ftfi.Se 
tienen rectas tangentes horizontales en x = 0 y x = n. Además, como 
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lím secx = lím —-— 
x->-x/ 2 + x-»-tt/ 2 + eos x 

= +00 

lím sec x = lím —-— 
*->?r/2 + x-*nf2 + COS X 

= -00 


lím sec x = lím —-— 

x-*jt/2~ x-^n/2-COSX 

= +00 


lím sec * = lím —-— 

x->3n/2- x-i3n/2~ COS X 

= -oo 


entonces las rectas x = -I>r, x = {n y x = §tt son asíntotas verticales 
de la gráfica. 

Con la información anterior y localizando algunos puntos se dibuja la 
gráfica de la función secante para x en (-^n, ±rc) U ( jtf, \n). Debido a 
que el periodo de esta función es 2 n, se obtiene la gráfica mostrada en 
la figura 7. 

De la identidad 

esc x = sec(x - íjt) 


/» 



FIGURA 7 

se obtiene la gráfica de la función cosecante a partir de la gráfica de la secante 
al trasladar unidades a la izquierda al eje y. La gráfica de la función 
cosecante se muestra en la figura 8. 


/« 



f(x) = CSC* 

FIGURA 8 























A 


FIGURA 9 


► EJEMPLO 6 Un péndulo de 10 cm de longitud ha oscilado de 
modo que 9 es la medida en radianes del ángulo formado por el péndulo y 
una recta vertical. Si h{9) centímetros es la altura vertical del extremo del 
péndulo por arriba de su posición más baja, determine la tasa instantánea de 
variación de h{0) con respecto a 9 cuando 9 = \n. 

Solución 

Refiérase a la figura 9. Como h{&) = \ AC | - | BC |, se tiene 

h{9) =10-10 eos 6 
h’(9) = -10(-sen 0) 

= 10 sen 6 

Así,h’(±n) = 10 sen \n, esto es, h\\n) = 5. 

rnnrlnsión: Cuando 9 = la tasa de variación instantánea de h(9) 
con respecto a Oes 5 cm/rad. ^ 


EJERCICIOS 2.7 


1. Demuestre: D x ( cot x) = -esc 2 x. 

2. Demuestre: O/csc x) = -esexeotx. 

En los ejercicios 3 a 18, calcule la derivada de la función. 

3. f(x) = 3 sen x 

4 . g(x) = senx + eos* 

5. g(x) = tan.r + cot.r 

6 . f(x) = 4 sec x - 2 esc x 

7. /(r) = 2 1 eos t 

8 . f(x) = 4x 2 eos x 

9 . g(x) = xsenr + eos x 


27. D x [(x - sen x)(x + eos x)] 

28. D z [z 2 + eos z)(2z - sen?)]’ 


29 , 30. 

A esc t + 2 ) ' \tan y - 1 / 


Én los ejercicios 31 a 42, calcule NDER(/(x), a) en la gráfica- 
dora. Después confirme su respuesta analíticamente oble 
niendo el valor exacto def'(a). 


31. f(x) = xcosx; a = 0 

32. f(x) = x sen jc; a - \n 


33. f(x) = 


eos x . 
x 



10. g(y) = 3 sen y - y eos y 

11. h(x) = 4 sen x eos x 

12 . f(x) = x 2 sen x + 2x eos x 

13. f(x) = x 2 eos x - 2x sen x - 2 coir 

14. h(y) = y 2 - y 2 eos y + 2y sen-y + 2 eos y 

15. f(x) = 3 sec x tan x 

16. f(t ) = sen t tan t 

17. /(y) = eos y cot y 

18. h(x) - cot x esc x 

En los ejercicios 19 a 30, obteñga líi tiérrxtidcl .» 



. sec x . _ 

34. f(x) = — 5 -; a =■ n 

x í 

35. f{x) = x 2 tan x; a = K 

36 . f(x) = x 2 eos x - sen x\ a = 0 

37. f(x) = senx(cosx - 1); a = n 

38 . f(x) = (eos-t + I )(x senx - 1 ); a = 

39 . f(x) = xcosx + x sen x; a = én 

40. f(x) = tanje + sec x, a = | n 

41. f(x) = 2 cot x - esc x\ a = | n 


42. f(x) = 

cot x - 1 

43. (a) Utiflde la calculadora para tabular con cuatro cifras 

sen (2 n + h) - sen 2 n 

decii«al*s los valores de - - ‘ 

cuando* es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a -1, -0.5, -0.1, -0.01, -0.001 ¿A qué valor parece 
que se 'aproxima el cociente conforme h tiende a 0 ? (b) 
sen (4 n + h) - sen \ ti , 

Determine lím - 52 — mterpretándolo 

h^>0 h 

como una derivada. 
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44. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 49, (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


c °s(| tt + h) - eos n tt 


decimales los valores de 


cuando x es 


cuando h es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a-1, -0.5, -0.1, -0.01, -0.001. ¿A qué valor pa¬ 
rece que se aproxima el cociente conforme h tiende a 0 ? 


igual aju^^Mí^y cuando x es igual 


a ü*’ ¿5* ^ vk* m* ¿ A ^ vak * 

que se aproxima el cociente conforme x tiende a - 7 T? 


101 . 


67 . 


(b) Determine lím 
>o 


cos(| n + h) - eos ~ n 
o _ 6 


inter¬ 


pretándolo como una derivada. 

45. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


(b) Determine 


lím 
■—>7T/3 


como una derivada. 


esc x - CSC j tt 
x - j tt 


interpretándolo 


decimales los valores de 


tan(i tt + h) - tan ~ tt 


50. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


do h es igual a 0 . 1 , 0 . 01 , 0 . 001 , 0 . 0001 , 0 . 00001 , y cuando 
h es igual a -0.1, -0.01, -0.001, -0.0001, -0.00001. ¿A 
qué valor parece que se aproxima el cociente conforme h 

tiende a 0? (b) Determine lím — 4 K + ^ —I a11 . f 
*-> o h 

interpretándolo como una derivada. 

46. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


cot x - cot 


■ 4* 


cuando x es 


igual a — tt, 
40 


80*’ 

301 


800" * 40W* y CUand ° * 


qué valor 

parece que se aproxima el cociente conforme x tiende 


decimales los valores de 


sec(i rt + h) - sec \ tt 


a jjf! (b) Determine lím 
s *-->37r/4 


cot X 


ínter- 


do h es igual a 0 . 1 , 0 . 01 , 0 . 001 , 0 . 0001 , 0 . 00001 , y cuando 
h es igual a -0.1, -0.01, -0.001, -0.0001, -0.00001. ¿A 
qué valor parece que se aproxima el cociente conforme h 

, ^ . sec(i * + A) - sec i 7t 

tiende a 0? (b) Determine lím -5- 6 _ 

hs 0 h 

interpretándolo como una derivada. 

47. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


eos x - eos ~ tt 
decimales los valores de --—-— 


cuando x es 


33 * c >»» d °* 
67 tt ' ^ n - ¿ A 0 ué valor 

A/Wl w * 


igual a ~-K, -±2-71, 

20 120 200 

es igual a U- n, — n, 

60 40 600 400 

parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 


~ 7(7 (b) Determine lím 

x->xf6 


tándolo como una derivada. 

48. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


igual a -2-n 33 ^ 222 n y cuando x 

° m ’ fí\ * 100 ’ isno ’ inno * J uai ‘ uu A 

es igual a 


• -U JT _Z_ JT JT 67 — 

‘ ’ ™ ’ 300 200 3000 ' 


1001 


30 20 300 200 3000 *' ¿A qUé Val ° r 

parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 


i rr?(b) Determine lím 

3 jc —> /r/3 

dolo como una derivada. 


sen x - sen 4 n 


pretándolo como una derivada. 

51. Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica 
de la función seno en el punto donde (a) x = 0 , 
(b)x = j7t,(c)x = tt. 

52. Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica 

de la función coseno en el punto donde (a) x = -tt, 

(b) x = - 1 tt, (c) x = I tt. 1 

2 6 

53. Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica 

de la función tangente en el punto donde (a) x = 0 ; 

(b) x = I tt; (c) x = - ¿ tt. 

4 4 

54. Encuentre una ecuación de la recta tangente a la gráfica 

de la función secante en el punto donde (a) x = -tt; 
(b) x = - ¿ tt; (c) x = - tt. 4 

4 4 

En los ejercicios 55 a 58, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuación, donde s centímetros es 
la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t se¬ 
gundos. (a) ¿Cuáles son la velocidad instantánea y la 
aceleración instantánea de la partícula a los t¡ segundos? (b). 
Determine la velocidad instantánea y la aceleración ins¬ 
tantánea a los t¡ segundos para cada valor de f|. 

55. s = 4 sen r; íj es igual a 0, jtt, ^tt, y it 

56. s = 6 eos í; t. es igual a 0, - jt, - jt, - tt, y tt 

6 2 6 J 

cuando x es 57. s = -3 eos f, t¡ es igual a 0, - tt, -tt, - tt, - ti; - tt y tt 

6 3 2 3 6 

58. s = sen/; f j es igual a 0, \tt, ¿Tt, |;r, - tt, -tt y tt 

L 6 3 2 3 6 

59. Si un cuerpo de peso W libras es arrastrado a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante por una fuerza de 
magnitud F libras y dirigida en un ángulo de 6 radianes con 
respecto al plano del piso, entonces F está dada por la 
ecuación 

kW 


interpre- 


— interpretán- 


k sen Q + eos 8 
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donde k es una constante llamada coeficiente de fricción. 
Si k = 0.5, determine la tasa instantánea de variación de 
F con respecto a 0 cuando (a) 0 = 4. tc; (b) 6 - 2 n. 

60. Se dispara un proyectil desde un cañón que tiene un 
ángulo de elevación de j a radianes y una velocidad ini¬ 
cial de v 0 pies por segundo. Si R pies es el alcance del 
proyectil, entonces 

Vn 2 

R = -R— sen a 0 < a < k 
g 

donde g pie/s 2 es la aceleración debida a la gravedad, (a) 
Si v 0 = 480, determine la tasa de variación de R con 
respecto a a cuando a = ~ n (esto es, el ángulo de ele¬ 


vación tiene una medida en radianes de i n). Considere 

4 

g = 32. (b) Determine los valores de a para los que 
D a R > 0. 

61. Si k es un número entero positivo, demuestre por induc¬ 
ción matemática que 


D/( sentc) = 


sen x si 
eos x si 
-sena: si 
-eos x si 


n = Ak 
n = 4k + 1 
n = Ak + 2 
n = 4* + 3 


62. Obtenga una fórmula semejante a la del ejercicio 61 para 
D X H (eos x). 


2.8 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA Y REGLA 
DE LA CADENA 


Para calcular la derivada de una función compuesta, se aplica la regla de 
la cadena, uno de los teoremas más importantes en Cálculo. Antes de es¬ 
tablecer este teorema, se presentarán tres ejemplos ilustrativos que 
muestran cómo pueden emplearse los teoremas anteriores para determinar 
las derivadas de algunas funciones compuestas particulares. En cada ejem¬ 
plo ilustrativo, se escribe la expresión final de la derivada en cierta forma que 
podrá parecerle inusual pero que puede ser fácilmente asociada con la regla 
de la cadena. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si 

F(x) = (4* 3 + l) 2 

se puede obtener F'(x) al aplicar la regla del producto como sigue: 
F(x) = (4x 3 + l)(4x 3 + 1) 

F\x) = (4x 3 + 1 )D x {4x 3 + 1) + (4x 3 + 1) D x { 4x 3 + 1) 
= (4jc 3 + 1)(12jc 2 ) + (4jc 3 + l)(12x 2 ) 


Así, 

F\x) = 2(4x 3 + l)(12x 2 ) (1) 

Observe que F es la función compuesta f ° g, donde f{x) = x 2 y 
g(x) = 4x 3 + 1; esto es, 

F(x) = f(g(x)) 

= /(4* 3 + 1) 

= (4x 3 + l) 2 

Como f\x) = 2xy g'(x) = 12x 2 , se tiene de (1) 


F'(x) = f\g{x)) g'(x) 


( 2 ) 

◄ 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 sí 

G(x) = sen 2x 

para determinar G'(x) se puede emplear la regla del producto con las iden¬ 
tidades trigonométricas 

sen 2x = 2 sen x eos x y eos 2x = eos 2 x - sen 2 x 
Se tiene 

G(x) = 2 sen x eos x 

G'(x) = (2 sen x) D x ( cosx) + (2 eos x) D x (senx) 

= (2 sen x)(—sen x) + (2 eos x)(cos x) 

= 2(cos 2 x - sen 2 x) 


Por tanto, 

G’(x) = (eos 2x)(2) (3) 

Si se consideran /(x) = sen x y g(x) = 2x, entonces G es la función 
compuesta/ o g; esto es, 

G(x) = f(g(x)) 

= /( 2x) 

= sen 2x 


Debido a que/'(x) = cosxyg’(x) = 2, se puede escribir (3) en la forma 


G'(x) = f'(g(x))g'(x) 


(4) 

◄ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si 

H(x) = (eos x) 1 

se puede calcular H'(x ) usando primero la identidad (eos x) _l = sec x. 

H(x) = sec x 
H'(x) = sec x tan x 

1 sen x 
eos x eos x 

= (-1) —\— (-sen x) 

COS z X 

En consecuencia, 

H\x) = [-l(cosx)- 2 ](-sen x) (5) 

Con/(x) = x" 1 y g(x) = eos x, H es la función compuesta/ o g; esto es. 


H(x) = f(g(x)) 

= /(eos x) 
= (eos x)' 1 
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Puesto que /'(x) = -1 • x 2 y g'(: t) = -sen x, se puede expresar (5) en la 
forma 

H'(x) = f(g(x))g'(x) ( 6 ) 

◄ 

Observe que los miembros derechos de (2), (4) y ( 6 ) se expresan 
como/'(g(x)) g'(x), que es exactamente el miembro derecho de la regla de la 
cadena, la cual se establece en el teorema siguiente. 


2.8.1 Teorema Regla de la cadena 


Si la función g es diferenciable en x y la función / es diferenciare en 
g(x), entonces la función compuesta/ o g es diferenciable en x. y 

(/ ° g)'(x) = f'(g(x)) g\x) (7) 

La demostración de la regla de la cadena para todas las funciones di¬ 
ferenciares es sofisticada, por lo que se presenta en la sección suplementa¬ 
ria de esta sección. Una demostración simplificada concerniente a funciones 
que satisfacen una hipótesis adicional se bosqueja en el ejercicio 57. 

A continuación se presentarán ejemplos y ejemplos ilustrativos que le 
ayudarán a familiarizarse con el enunciado de la regla de la cadena. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sean 

/(x) = x 10 y g(x) = 2x 3 - 5x 2 + 4 

Entonces la función compuesta f ° g está definida por 

(/ 0 g)(x) = f(g(x)) 

= (2x 3 - 5x 2 + 4) 10 

Para aplicar (7) se necesita calcular /'(g(x)) y g'(x). Como f(x) = x 10 , 
f\x) = 10x 9 , así 

f'{g(x)) = 10[g(x)] 9 

/'(g(x)) = 10(2x 3 - 5x 2 + 4) 9 (8) 

Además, como g(x) = 2x 3 - 5x 2 + 4, 

g'(x) = 6x 2 - lOx (9) 

Por tanto, de (7), (8) y (9) se tiene 

(/ ° £)'(*) = f'(g(x))g'(x) 

= 10(2x 3 - 5x 2 + 4) 9 (6x 2 - lOx) ◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean 

f(x) = senx y g(x) = x 2 + 3 

Entonces la función compuesta f ° g está definida por 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) 

= sen(x 2 + 3) 
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A fin de aplicar (7), se calcula fXg(x)) y g'(x). Como f(x) = sen x, 
f'(x) = eos x. En consecuencia, 


fXg(x)) = cos[g(x)] 


fXg(x)) = cose * 2 + 3) 

( 10 ) 

Puesto que g(x) = x 2 + 3, 


gXx) = 2 * 

( 11 ) 


Por tanto, de (7), (10) y (11) se obtiene 

(/ ° g)\x) = f'(g(x))g'(x) 

= [eos (x 2 + 3)](2x) 

= 2xcos(;t 2 + 3) ^ 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Suponga que 



Para determinar h'(x), sean 

f( X ) = y g{x) = _A_ 

Entonces 

f\x) = 5.r 4 y g\x) = . 

(x - l ) 2 

Como h(x) = f(g(x)), de la regla de la cadena se tiene 
h\x) = f\g(x)) ■ gXx) 



_ -160 4 

(x - l ) 6 

Cuando se calculan derivadas por medio de la regla de la cadena, en 
realidad no se escriben las funciones / y g como se hizo en los ejemplos 
ilustrativos 4, 5 y 6 , pero se deben tener en mente. Por ejemplo, en el ejem¬ 
plo ilustrativo 6 , como h(x) es la quinta potencia de un cociente, cuando se 
aplica la regla de la cadena primero se utiliza lá regla de la potencia y des¬ 
pués la regla del cociente. Se puede escribir el cálculo como sigue: 



-160 
(x - l ) 6 
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► EJEMPLO I 


Determine f'(x) mediante la regla de la cadena si 


4jc 3 + 5.x 2 - Ix + 8 

Solución Se escribe f(x) = (4x 3 + 5x 2 - Ix + 8) _1 y se aplica la 
regla de la cadena para obtener 

f\x) = -l(4;t 3 + 5jc 2 - Ix + 8)~ 2 • D x (4x 2 + 5x 2 - Ix + 8 ) 

= — 1 (4 jc 3 + 5x 2 - Ix + 8)- 2 (12jc 2 + 10* - 7) 

_ -12,v 2 - 10.v + 7 ^ 

(4x 3 + 5x 2 - 1 x + 8) 2 


► EJEMPLO 2 Calcule 


d \( 2x + 1 y 
dx [V3cr - 1 ) 

Solución De la regla de la cadena, 


d_ 

dx 



J2x + f 

\ 3 . d í 

2jc + 


A 3* - 1, 

) dx\ 

3 jc - 


l( 2x + 1 

\ (3jc - 

1X2) 

- (2jc + 1X3) 

A 3 JC - 1, 

) 

(3jc 

- D 2 


4(2x + l ) 3 (-5) 
(3jc - l) 5 

_ 20(2 jc + l ) 3 
(3jc - l) 5 


◄ 


Si se utiliza la notación de Leibniz para la derivada, la regla de la cadena 
puede enunciarse como sigue: , 

Si y es una función de u, definida por y = f(u) y existe, y si u es 

una función de x, definida por u = g(.r) y existe, entonces y es una fun- 
dy 

ción de x y existe la cual está dada por 


dy _ dy du 
dx du dx 


( 12 ) 


Observe de esta ecuación la forma conveniente para recordar la regla de la 
cadena. El enunciado formal sugiere la “división” simbólica de du en el nu¬ 
merador y denominador del miembro derecho. Sin embargo, recuerde de la 

dy 

sección 2.1 cuando se introdujo la notación de Leibniz se enfatizó que 

dy ni dx se les ha dado significado independiente. Por tanto, debe considerar¬ 
se a ( 12 ) como una ecuación que implica una notación especial de dife¬ 
renciación. 

Para escribir la regla de la cadena en otra forma, considere que 
u = g(x). Entonces 

(/ ° g)(x) = /(«) (/ ° gY M = D J(u) f(g(x )) = /'(«) g'(x) = D x u 
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Con estas sustituciones (7) se transforma en 
£>,[/(«)] = f\u)D x u 

Se utilizará esta forma de la regla de la cadena para establecer fórmulas de 
diferenciación importantes. En particular, se tiene de los teoremas 2.7.1-2.7.6 
las fórmulas siguientes que implican las derivadas de las funciones trigono¬ 
métricas. Si « es una función diferenciable de x, entonces 

D x ( sen u) = eos u D x u D x ( eos u) = -sen u D^u 

D„( tan u) = sec 2 u D x u D x ( cot u) = -esc 2 u D¡u 

D x ( sec u) = sec u tan u D x u D x (csc u) = -ese u cot u D x u 


► EJEMPLO 3 Calcule F'(t) si 
F(t) = tan(3í 2 + 2 1 ) 

Solución Al utilizar la regla de la cadena se obtiene 

F'(t) = sec 2 (3 1 1 + 2í) • D,(3í 2 + 2 1 ) 

= sec 2 (3t 2 + 2í) • ( 6 1 + 2) 

= 2(31 + l)sec 2 (3r 2 + 2t) ◄ 


► EJEMPLO 4 Calcule ~ si 

dx 

y = sen(cos x) 


Solución Al aplicar la regla de la cadena se tiene 



f(x) = -sen* [cos(cos *)] 
y NDER(sen(cos *), *) 

FIGURA 1 


= cos(cos x)[D x (cos x)] 

= cos(cos^)[-sen^] 

= -sen ;t[cos(cos j:)] 4 

Por supuesto, los cálculos de las derivadas de los ejemplos anteriores 
pueden apoyarse gráficamente. Para confirmar la respuesta del ejemplo 4, se 
trazan las gráficas de la funciones definidas por f(x) = -sen ;t[cos(cos *)] 
y NDER(sen(cos x), x) en el rectángulo de inspección de [-2 n, 2n\ por 
[-4, 4] como se muestra en la figura 1. Las gráficas son idénticas. 


► EJEMPLO 5 Calcule 

D x (sec 4 2* 2 ) 


Solución Se empleará dos veces la regla de la cadena. 


Dj(sec 4 2x 2 ) ~ 4 sec 3 2x 2 [D x (sec 2x 2 )] 

= 4 sec 3 2x 2 [(sec 2x 2 tan 2x 2 ) D x (2x 2 ) 
— (4 sec 4 2x 2 tan 2x 2 )(4x) 

= 16x sec 4 2x 2 tan 2x 2 


◄ 






168 CAPÍTULO 2 DERIVADA Y DIFERENCIACIÓN 


► EJEMPLO 6 En el ejemplo 3 de la sección 1.3, se tuvo la situa¬ 
ción siguiente: en un bosque, un depredador se alimenta de su presa, y la po¬ 
blación de depredadores es una función de x, el número de presas en el 
bosque, el cual es a su vez una función g de t, el número de semanas que han 
transcurrido desde que terminó la temporada de caza. Estas funciones se 
expresaron como 

f(x) = ±x 2 - 2x + 50 y g(t) = 4í + 52 

donde 0 < t < 15. Determine la tasa a la cual está creciendo la población 
de depredadores 11 semanas después de que se cerró la temporada de caza. 
Utilice la regla de la cadena sin expresar/ o jen términos de t. 

Solución La tasa a la cual está creciendo la población de depredadores 
11 semanas después de cerrada la temporada de caza está dada por 
(/ °g)’(ll)- Se empleará la regla de la cadena para calcular (/ ° g)'(t). Como 

f\x) = ±x - 2 y g'(t) = 4 
(/ ° g)\t) = fXg{t))g'{t) 

= [¿(4 1 + 52) - 2] 4 

Por tanto, 

(f°g)'01) = |(44 + 52) - 8 
= 8 

Conclusión: Once semanas después de cerrada la temporada de caza, la 
población de depredadores está creciendo a la tasa de 8 animales por 
semana. M 

Ahora se presentará una aplicación de las funciones seno y coseno en 
el movimiento armónico simple. Se dice que un objeto, el cual se mueve so¬ 
bre una recta, tiene movimiento armónico simple si la medida de su ace¬ 
leración es siempre proporcional a la medida de su desplazamiento a partir 
de un punto fijo sobre la recta, y su aceleración y desplazamiento tie¬ 
nen sentidos opuestos. Los modelos matemáticos que describen el mo¬ 
vimiento armónico simple, vibraciones u oscilaciones, están dados por las 
funciones 

f(t) = a sen b(t - c ) (13) 

y 

f(t) = a eos b{t - c) (14) 

donde f(t) representa el desplazamiento del objeto después de t unidades 
de tiempo, y a, b y c son constantes. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Se mostrará que la función 

definida por la ecuación (13) describe un movimiento armónico simple. 
El desplazamiento esta determinado por . 


/(í) = a sen b(t - c) 




MMI 
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y la fundón que proporciona la aceleración es /"(í), la cual se calcula 
a continuación 


f\t) = ab eos ¿(t - c) y /"(f) = - ab 2 sen b(t - c ) 

Por tanto, f"(t) = -b 2 f(t). Como -b~ es una constante, la aceleración 
es proporcional al desplazamiento. Además, como -f> 2 es negativa, la ace¬ 
leración y el desplazamiento tienen sentido opuesto. En consecuencia, el 
movimiento es armónico simple. A 



FIGURA 2 


Un ejemplo de movimiento armónico simple se presenta cuando se 
suspende un cuerpo de un resorte, el cual vibra verticalmente. Sea s centíme¬ 
tros la distancia dirigida del cuerpo desde su posición central, o de reposo, 
después de t segundos de tiempo. Vea la figura 2, donde un valor positivo de 
s indica que el cuerpo está por arriba de su posición central. Si en un siste¬ 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares se marcan los valores de s para 
valores específicos de /, y si la fricción no se toma en cuenta, entonces la 
gráfica resultante tendrá una ecuación de la forma (13) o (14). Las constan¬ 
tes a, b y c están determinadas por el peso del cuerpo y el resorte, así como 
la forma en que se pone en movimiento al cuerpo. Por ejemplo, cuanto más 
se tire del cuerpo hacia abajo antes de liberarlo, tanto mayor será a, la 
amplitud del movimiento. Además, cuanto más rígido sea el resorte, tanto 
más rápido vibrará el cuerpo de modo que el menor valor será el periodo 

^ jm 

del movimiento. Si P es el periodo, entonces P = —. La frecuencia de 

un movimiento armónico simple es el número de vibraciones u oscila¬ 
ciones, por unidad de tiempo. Si n es la frecuencia del movimiento, en¬ 
tonces n = -Jj. 


► EJEMPLO 7 

ecuación 


Un cuerpo vibra verticalmente de acuerdo con la 


r = 8 eos | Kt 


donde s centímetros es la distancia dirigida del cuerpo desde su posición 
central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es hacia arriba, 
(a) Determine la velocidad y la aceleración del movimiento para cual¬ 
quier í. (b) Muestre que el movimiento es armónico simple, (e) determine 
la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento, (d) Simule el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Tra¬ 
ce la gráfica de la ecuación del movimiento. 


Solución 

(a) Si v centímetros por segundo es la velocidad y a centímetros por se¬ 
gundo por segundo es la aceleración, entonces 


ds 
~ dt 

= 8 (-sen 4 Kt)( 4 n) 


dv 
" dt 

= -§;t(cos 4^r)(j^) 
= -f;r 2 cos \kí 


v 
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(b) Del valor de s en la ecuación dada y el valor de a del inciso (a), se ob¬ 
serva que 

a = ~^n 2 s 

Como a es proporcional as y de sentido opuesto, entonces el movi¬ 
miento es armónico simple. 

(c) La ecuación dada es el caso especial de (14) donde a = 8 , ¿> = 1 7 t y 
c = 0 . La amplitud del movimiento es a, la cual es 8 ; por tanto, el 

desplazamiento máximo es 8 cm. Si P es el periodo, P = ; esto 

I b I 

es, P = 6 . Por tanto, se necesitan 6 s para una vibración completa del 
cuerpo. Como la frecuencia n está dada por l/P, n = j. Así, se tiene 
j¡ de vibración por segundo. 

(d) Para simular el movimiento, suponga que el cuerpo se mueve sobre la 
recta x — 2. Con la graficadora en modo paramétrico, sean 


jti(r) = 2 y yi(í) = 8 eos i nt 




í 


T = 0 

X = 2 

Y = 8 


[0,41 por [-10,10] 

-ti(r) = 2, y,(t) = 8 eos ijn 

FIGURA 3 



[0, 30] por [-10, 10] 


5 = 8 eos i Kt 

FIGURA 4 


El movimiento se efectúa indefinidamente, sin embargo, se simulará el 
movimiento para 0si< 12. En el rectángulo de inspección de [0, 4] 
por [-10, 10], sean r m(n = 0, í máx = 12 y r step = 0.05. Ahora presione 
la tecla I trace I ( rastreo ) y después la tecla flecha a la izquierda man¬ 
teniéndola oprimida hasta que el cursor esté en t = 0. La figura 3 mues¬ 
tra la pantalla de la graficadora como se ha indicado. Presione la tecla 
flecha a la derecha y manténgala oprimida para observar que el cuerpo, 
representado por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia abajo a lo largo 
de la recta vertical x = 2 . 

Note que inicialmente, cuando í = 0, la velocidad v es igual a cero, 
la aceleración a es negativa y s = 8 de modo que el cuerpo 
está a 8 cm arriba del origen, la posición central. En el primer 1.5 s, la 
velocidad es negativa pero la rapidez, | v |, es creciente. Durante este 
tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo una distancia de 8 cm a su po¬ 
sición central porque cuando t = 1.5, 5 = 0. Observe que cuando 
t = 1.5, a = 0, de modo que la aceleración del cuerpo es cero en su po¬ 
sición central. En el siguiente 1.5 s, el movimiento del cuerpo continúa 
hacia abajo, cuando su rapidez es decreciente hasta después de un total 
de 3 s, el cuerpo está 8 cm debajo de su posición central. Entonces el cuer¬ 
po cambia su dirección y su rapidez es creciente hasta que alcanza 
su posición central; posteriormente, su rapidez decrece hasta que regresa 
a su posición inicial después de 6 s. Luego, el cuerpo cambia de direc¬ 
ción y el movimiento hacia arriba y hacia abajo se repite indefinidamente, 

(e) La figura 4 muestra la gráfica de la ecuación de movimiento trazada 
en el rectángulo de inspección de [0, 30] por [-10, 10]. 4 

En el ejemplo anterior no se consideró la fricción, la cual ocasiona que, 
eventualmente, el cuerpo alcance el estado de reposo. En la sección 5.4 se 
discutirá el movimiento armónico amortiguado en el que se toma en cuenta 
la fricción, como una aplicación de la función exponencial natural. 


EJERCICIOS 2.8 


En los ejercicios 1 a 12, calcule la derivada de la Junción. 

1. f(x) = (2x + l) 3 

2. f(x) = (10 - 5x ) 4 


3. F(x) = (x 2 + 4x - 5 ) 4 

4. g(r) = (2r 4 + 8r 2 + l) 5 

5. fit) = (21 4 - It 3 + 2 1 - l) 2 
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6. H(z) = (z 3 - 3z 2 + I)' 3 

7. f(x) = (x 2 + 4)~ 2 

8. g(x) = sen.tr 

9. f(x) = 4 eos 3r - 3 sen 4x 

10. fí(X) = sec 2 .r 

11. h(t) = 4 sec 3 2 1 - sec 2f 

12. f(x) = cos(3r 2 + 1) 

En los ejercicios 13 a 16, determine la derivada de la función. 

14. -j- (2 sen 3 r cos 2 r) 


16. 4- t(4r 2 + 7) 2 (2* 3 + l) 4 ] 
dx 

En los ejercicios J7 a 24, calcule la derivada de la función y 
apoyksu respuesta trazando las gráficas de su respuesta y de la 
derivada numérica en x en el mismo rectángulo de inspección. 

”■ /w ■ (tttÍ l8 - m ■ ($fr) ! 

19. g{t) = sen 2 (3 1 2 ~ 1) 

20. g(x) = tan 2 * 2 

21. /( x) = (tan 2 * - x 2 ) 3 

22. G(x) = (2 sen x - 3 eos *) 3 

23. F(x) — 4 cos(sen 3 jc) 

24. /( x) = sen 2 (cos 2x) 

En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuación de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado, y apoye su 
respuesta trazando la gráfica de la curva y la recta tangente en 
el mismo rectángulo de inspección. 

25. y = (x 2 - 1 ) 2 en el punto (2, 9) 

26. y — 4 tan 2x en el punto (| n, 4) 

En los ejercicios 27 a 30, la ecuación describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centímetros es la distancia del cuerpo desde su posi¬ 
ción central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es 
hacia arriba, (a) Calcule la velocidad y la aceleración del 
movimiento para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento es 
armónico simple, (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento, (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace 
la gráfica de la ecuación del movimiento. 

27. s = 6 sen \ nt 28. s = 3 eos \ nt 

4 6 

29. s = 4costf(2í - |) 

30. s = 8sen/r(3í + ~) 

En los ejercicios 31 y 32, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento dada, don¬ 
de s metros es la distancia dirigida de la partícula desde el 
origen a los t segundos. Determine (a) la velocidad y (b) la 
aceleración de la partícula a los t segundos, y (c) muestre que 
el movimiento es armónico simple. 


13. -í- (sec 2 x tan 2 x) 
dx 

15. -j- (cot 4 t - esc 4 1) 


31. s — b eos (kt + c ), donde b,ky c son constantes. 

32. s = A sen 2 nkt + B eos 2nkt, donde A, B y k son 
constantes. 

En los ejercicios 33 a 36, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuación de movimiento dada, 
donde a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
y a pies por segundo por segundo es la aceleración de la par¬ 
tícula. (a) Determine v y a en términos de t. (b) Muestre que 
el movimiento es armónico simple, (c) Simule el movimiento en 
la graficadora. 

33. s = 5 sen nt + 3 eos nt 

34. s = sen(6/ -- ^n) + sen(6í + ^ n ) 

35. 5=5— 10 sen 2 2t 

36. 5 = 8 eos 2 6f — 4 

37. (a) Para el péndulo del ejemplo 6 de la sección 2.7, mues¬ 
tre que otra ecuación que define h(6) es 

h(9) ~ 20 sen 2 1 0 


Sugerencia: utilice una identidad trigonométrica. A partir 
de esta ecuación calcule la tasa instantánea de variación de 
¿(0) con respecto a 0 cuando (b) 0 = ~7T t (c) 6 = jn; 
(d) 0 \ k . 

38. Si K unidades cuadradas es el área de un triángulo rec¬ 
tángulo, 10 unidades es la longitud de la hipotenusa, y a 
es la medida en radianes de un ángulo agudo, entonces 
K = 25 sen 2a. Determine la tasa instantánea de varia¬ 
ción con respecto a a, cuando (a) a = j- n\ (b) a = j ir, 
(c) a = \n. 

39. La ley de Dulong establece que si P atmosferas es la pre¬ 
sión absoluta de un vapor saturado-a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 


P = 


( 40 + T \ 5 
\ 140 ) 


T > 80 


Calcule la tasa instantánea de variación de P con respecto 
a T, cuando (a) T = 100; (b) P = 32. 


40. Si a los t segundos, q coulombs es la carga en un capacitor 
e i amperes es la corriente en el capacitor, entonces i es la 
tasa de variación de q cop respecto a t. Suponga que para 
cierto capacitor 


cos(tor + (j>) 


donde A, to y c¡> son constantes. Exprese i en términos de t. 

41. Se construye un péndulo de torsión al suspender hori¬ 
zontalmente un disco metálico uniforme mediante un 
alambre desde su centro. Si se desplaza el péndulo y des¬ 
pués se impulsa de manera perpendicular a dicho despla¬ 
zamiento se obtendrá el movimiento armónico angular 
simple. Suponga que a los t segundos el desplazamien¬ 
to angular de 0 radianes desde la posición inicial está 
dado por la ecuación 


0 = 0.2 eos !C(t - 0.5) 
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Determine con aproximación de décimos de radián por 
segundo, que tan rápido cambia el ángulo a los 3.1 s. 

42. Denote la función obtenida como modelo matemático en 
el ejercicio 28 de la sección 1.3 por V. Determine con 
aproximación de décimos la tasa instantánea de varia¬ 
ción de V(x) con respecto a x cuando (a) x = 0.9, 

(b) je = 1.0, y(c)jc = 1.1. 

43. La fuerza electromotriz para un circuito eléctrico con un 
generador simplificado es E(t ) volts a los t segundos, don¬ 
de E(t) = 50 sen 120zrr. Calcule la tasa instantánea de 
variación de E(t) con respecto a t cuando (a) t = 0.02 s 
y (b) t = 0.2 s. 

44. Una onda producida por un sonido simple tiene la ecua¬ 
ción P(t) = 0.003 sen 1 800 pl, donde P(t) dinas por 
centímetro cuadrado es la diferencia entre la presión at¬ 
mosférica y la presión del aire en el tímpano del oído a los 
l segundos. Determine la tasa instantánea de variación de 
P(t) con respecto a t cuando t es igual a (a) | s; (b) | s; 

(c) i s. 

45. La ecuación de demanda para un juguete particular es 
p 2 x = 5 000 donde x es el número de juguetes que se 
venden por mes, cuando p dólares es el precio por juguete. 
Se espera que en l meses el precio del juguete será p dó¬ 
lares, donde 20 p = t 2 + 7í + 100 y t e [0, 6], ¿Cuál 
es la tasa de variación esperada de la demanda después 
de 5 meses? No exprese x en términos de í, utilice la re¬ 
gla de la cadena. 

46. Para el derrame de petróleo y la función A del ejercicio 54 
de la sección 1.8 haga lo siguiente: (a) Demuestre que A 
es diferenciable en 2. (b) Obtenga A '(t). Determine la 
tasa a la que el área de la grieta está cambiando a los 
(c) 0.4 min, (d) 2 min y (e) 3.2 min. 

47. Sean f(x) = x 3 y g(x) = f(x 2 ). Calcule (a) f'(x 2 ); 
(b) g'(x). 

48. Sean /(«) = u 2 + 5u + 5 y g(x) = (x + l)/(x - 1). 
Determine la derivada de / ° g en dos formas: (a) pri¬ 
mero calcule (/o g)(x) y luego obtenga (/ ° g)'(x)‘, 
(b) utilice la regla de la cadena. 

49. Obtenga la fórmula para la derivada de la función coseno 
empleando la fórmula de la derivada para la función seno, 
la regla de la cadena y las identidades 

eos x = sen( i n - x) y sen x = cos( \ n - x) 


50. Utilice la regla de la cadena para demostrar que (a) la de¬ 
rivada de una función par es una función impar, (b) la 
derivada de una función impar es una función par, supo¬ 
niendo que las derivadas existen. 


51. Emplee el resultado del ejercicio 50(a) para demostrar 
que si g es una función par y g'(x ) existe y si h(x) = 
(/ ° g)(x) y / es diferenciable en cualquier número en¬ 
tonces /i'(0) = 0. 


52. Suponga que f y g son funciones tales que f'(x) = — 

y (/o g)(x) = x. Demuestre que si g\x) existe, entonces 
g'(x) = g(x). 


53. Sea 


m = 


x 2 sen 
0 


x 


si x * 0 
si x = 0 


(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Calcule f'(x). 
(c) Demuestre que/' es discontinua en 0. 

54. Si f" y g" existen y si h = / ° g, exprese h" (x) en térmi¬ 
nos de las derivadas de/y g. 

55. Discuta el movimiento armónico simple del cuerpo del 
ejercicio 27, como se hizo en el inciso (d) del ejemplo 7. 

56. Siga las instrucciones del ejercicio 55 para el movimiento 
armónico simple del cuerpo descrito por la ecuación del 
ejercicio 28. 

57. Suponga que/y g son dos funciones tales que (i) g'(x¡) y 
f'(g(x¡)) existen y (ii) para todo x & x¡ de algún interva¬ 
lo abierto que contenga a x¡, g(x) - g(x ¡) * 0. Entonces 

(/ ° g)(x) - (/ o g)(x¡) 
x - x x 

(/ ° g)(x) - (/ ° g)(x 1 ) . g(x) - g(x t ) 
g(x) - g(x¡) x - Jq 

(a) Demuestre que conforme x —> g(x) -> g(x¡) y en 
consecuencia que (/ ° g)'(x,) = f'(g(x^))g'(x¡) sim¬ 
plificándose así la demostración de la regla de la cadena 
bajo la hipótesis adicional (ii). (b) Explique por qué la 
demostración de la regla de la cadena dada en el inciso 
(a) se aplica si f(x ) = x 2 y g(x) = x 3 , pero no se aplica 
si f(x) = x 2 y g(x) = sgn x. 


2.9 DERIVADA DE LA FUNCIÓN POTENCIA PARA EXPONENTES 
RACIONALES Y DIFERENCIACIÓN IMPLÍCITA 

En la sección 2.4 se mostró que la derivada de la fundón potencia, definida por 

m = * r ( 1 ) 

está dada por la fórmula siguiente, donde r es un entero positivo o negativo: 
fXx) = rx r - ] (2) 
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Ahora se demostrará que esta fórmula se cumple cuando r es un número 
racional, con ciertas estipulaciones cuando x = 0. 

Primero considere que x ^ 0, y r = l/q, donde q es un número en¬ 
tero positivo. Entonces la ecuación (1) se puede escribir como 

f(x) = x'li (3) 


De la definición 2.1.3, 


/'« 


lím 

Ax->0 


(x + Ax)Vi - x l ¡ q 
Ax 


(4) 


A fin de evaluar el límite en (4) se debe racionalizar el numerador. Para lo¬ 
grar esto se emplea la fórmula siguiente: 


a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 2 b 2 + . . . + ab n ~ 2 + b n ~ l ) (5) 


Puede considerar esta fórmula de sus cursos anteriores al de Cálculo. Si 
no, refiérase al suplemento de la sección 1.5 donde se obtuvo como la ecua¬ 
ción (12). 

El numerador de la fracción en (4) se racionaliza al aplicar (5) donde 
a = (x + Ax) l l q , b = x x - q y n = q. De modo que -se multiplica el nume¬ 
rador y el denominador por 

[(x + Ax) 1 /?]!?- 1 ) + [(x + Ax) l l q ] ( - q ~ 2 h 1 l q + . .. + (x x ! q ) (q ~ l) 


Entonces, de (4),/’(x) es igual a 


lím 


[(x + Ax) 1 /*? - x'/*?][(x + Ax)(4~D/g + (x + Axf q - 2) l q x l l q + . . . + x x r l)lq ] 
Ax[(x + A x)( q -Vl q + (x + AxÍ q -Vl q x x l q + . . . + júM)/?] 


( 6 ) 


Ahora, si se aplica (5) al numerador, se obtiene (x + Ax)*?/*? - x q l q , lo cual 
es Ax. Así, de (6), 


/'(x) 


mu - 

a x-»0ax[(jc + Ax)(4 _1 V9 + (x + Ax)!*?' 


i 


= lím - 


a ..\iíl — 1 






= lím 


1 


Aí->0 x (q~\)lq + x (q~1)lq + + x (q~l)lq 

como hay exactamente q términos en el denominador de la fracción anterior. 


/’(*) 

/'(x) 


1 

qx '“(I/?) 

Ix 1/9-1 

9 


(7) 


la cual es la fórmula (2) con r = l/q. Con esto se ha completado una 
etapa crucial de la demostración. A continuación se debe mostrar que la fun¬ 
ción definida por (3) es diferenciable; además, que su derivada está dada 
por (7). 
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Ahora, en (1) con x ^ 0, sea r = plq, donde p es cualquier número 
entero diferente de cero y q es cualquier número entero positivo; esto es, r es 
cualquier número racional excepto cero. Entonces, (1) se puede escribir como 

/(*) = x pk <=> f(x) = (X^)P 


De la regla de la cadena y de la regla de la potencia para números enteros 
positivos y negativos, se tiene 

f'(x) = p(x^)P~ x ■ D x (x ’/9) 

Al aplicar la fórmula (7) para D x (x^ q ) se obtiene 

f'{x) = p(x Uq )P~ l • -U 1 ^- 1 

f'(x) = E- x plq-\lq+\lq-\ 

f'(x) = 2-xPh-' 

<7 

Esta fórmula es la misma que (2) con r - pjq. 

Si r = 0 y x * 0, (1) se transforma en f(x) = x°; esto es, f(x) = 1. 
De modo que f\x) = 0, lo cual puede escribirse como/Ot) = 0 • jc 0_1 . Por 
tanto, se cumple (2) si r = 0 y x ^ 0. En consecuencia, se ha mostrado que 
la fórmula (2) se cumple cuando r es cualquier número racional y x * 0. 

Ahora bien, 0 está en el dominio de la función potencia/si y sólo si r 
es un número positivo, porque cuando r < 0, /(0) no está definido. En con¬ 
secuencia, se desea determinar para que valores positivos de r, /'(0) estará 
dado por la fórmula (2). Se deben excluir los valores de r para los cuales 
0 < r < 1 porque para estos valores de r, no es un número real cuan¬ 
do x = 0. Entonces, suponga que r > 1. Por la definición de derivada, 


f\x) 


lím 

x->0 


x r - 0 f 
x - 0 


= límx r 1 

x ->0 

Cuando r > 1, lím existe y es igual a cero, suponiendo que r es 

número tal que x r_1 está definido en algún intervalo abierto que contiene a 0. 
Por ejemplo, si r = |, entonces x r A = x^ 2 , el cual no está definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a 0 (ya que x no existe cuan¬ 
do x < 0). Sin embargo, si r = |, x r ‘‘ l = x 2 ^ 3 , el cual está definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a 0. Por tanto, la fórmula (2) pro¬ 
porciona la derivada de la función potencia cuando x = 0, suponiendo 
que r es un número para el cual x r ~ 1 está definido para algún intervalo que 
contiene a 0. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


2.9.1 Teorema Regla de diferenciación de la función 
potencia (para exponentes racionales) 


Si / es la función potencia definida por f{x) = x r , donde r es cual¬ 
quier número racional, entonces/es diferenciable y 

f\x) = rx r ~ l 

Para obtener /'(0) a partir de esta fórmula, r debe ser un número tal 
que x r ~ ] esté definido en algún intervalo abierto que contenga a 0. 
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^ EJEMPLO 1 Calcule/'(x) si 

f(x) = 4^ 

Solución Del teorema 2.9.1 con /(x) = 4x 2 ^ 3 se tiene 

f\x) = 4 • f(x 2 / 3 - 1 ) 

= fx -!/ 3 
8 

3x*' 3 



El próximo teorema se deduce inmediatamente a partir del teorema 
2.9.1 y de la regla de la cadena. 


2.9.2 Teorema 


Si fy g son dos funciones tales que f(x) = [g(x)]', donde res cualquier 
número racional, y si g'(x) existe, entonces/es diferenciare, y 

/'(*) = r[s(x)]'-y(x) 


► EJEMPLO 2 Determine f\t ) si 

/(f) = /4 sen 2 t + 9 eos 2 t 


Solución Se escribe/(í) = (4 sen 2 t + 9 eos 2 t) 1 ' 2 y se aplica el teo¬ 
rema 2.9.2. 

f'(t) = ~(4 sen 2 í + 9 eos 2 í) -1 ^ 2 • D,(4 sen 2 t + 9 eos 2 /) 


8 sen t ■ D ¡(sen t) + 18 eos t ■ D ,(eos í) 
2^4 sen 2 í + 9 eos 2 t 

8 sen f eos f + 18 eos t(- sen t) 

2-V4 sen 2 í + 9 eos 2 t 


A A 

A ,A 

\J X7 

V V 


[-6, 6] por [4, 4] 


5 sen t eos t 
V4 sen 2 í + 9 eos 2 t 


y NDER(/J sen 2 t + 9 eos 2 /, í) 


-10 sen t eos t 
2Víseñ^TT^cos 2- ? 

__ 5 sen t eos f ^ 

V4sen 2 r + 9 eos 2 í 

Como es usual, los cálculos del ejemplo anterior pueden apoyarse 
gráficamente. En particular, la gráfica de la figura 1, la cual muestra que 
la gráfica de la respuesta y la gráfica de la derivada numérica de / pare¬ 
cen la misma, apoya el cálculo del ejemplo 2. 

Ahora se tratará otra técnica de diferenciación llamada diferen¬ 
ciación (o derivación) implícita, la cual está basada en la regla de la cadena. 

Si/ = f(x, y) | y = 3x 2 + 5x + 1), entonces la ecuación 


y 


FIGURA 1 


= 3x 2 + 5x + 1 
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define a la función explícitamente. Sin embargo, no todas las funciones 
pueden ser definidas explícitamente mediante una ecuación. Por ejemplo, no 
se puede resolver la ecuación 

x 6 - 2x = 3 y 6 + y 5 - y 2 (8) 

para y en términos de x. No obstante, pueden existir una o más funciones 
tales que si y — f(x), entonces la ecuación (8) se satisface; es decir, funcio¬ 
nes tales que la ecuación 

x 6 -2x = 3l/(*)] 6 + [/(x)] 5 - [/(*)] 2 

se cumple para todos los valores de x en el dominio de /. En este caso, la 
función/está definida implícitamente por la ecuación dada. 

Con la suposición de que (8) define a y como al menos una función 
diferenciable de x, la derivada de y con respecto a x puede determinarse 
mediante la diferenciación implícita. 

La ecuación (8) es un tipo especial en el que aparecen x y y debido a 
que puede escribirse de modo que todos los términos que contienen x 
estén en un miembro de la ecuación y todos los términos en y se ubiquen en 
el otro miembro. Esta ecuación sirve como primer ejemplo para ilustrar el 
proceso de diferenciación implícita. 

El miembro izquierdo de (8) es una función de x, y el miembro dere¬ 
cho es una función de y. Sea F la función definida por el miembro izquierdo 
y G la función definida por el miembro derecho. Así, 

F(x) = x 6 - 2x y G(y) = 3y 6 + y 5 - y 2 

donde y es una función de x, por decir y = /(*). De este modo, (8) puede 
escribirse como 

F(x) = G(f(x)) 

Esta ecuación es satisfecha por todos los valores de x del dominio de /para 
los cuales G(/(x)) existe. 

Entonces, para todos los valores de x para los cuales/es diferenciable, 
se tiene 


D x (x 6 - 2x) = D x { 3y 6 + y 5 - y 2 ) (9) 

La derivada del miembro derecho de (9) se puede determinar fácilmente, por 
lo que se obtiene 

D x {x 6 - 2x) = 6x 5 - 2 (10) 

Por medio de la regla de la cadena se determina la derivada del miembro 
derecho de (9). 

DJL 3y 6 + y 5 - y 2 ) = 18y 5 ■ £ + 5y 4 • £ - 2y • g 
Al sustituir los valores de (10) y (11) en (9) se obtiene 

6x 5 - 2 — (18y 5 + 5y 4 - 2 y)Q 

dy _ 6x 5 - 2 

dx ~ 18y 5 + 5 v 4 - 2y 


( 11 ) 
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Observe que al emplear la diferenciación implícita se ha obtenido una ex- 

dy 

presión para que contiene a las variables x y y. En el ejemplo ilustrativo 
siguiente se utiliza el método de diferenciación implícita para determinar 
dy 

-f- de un tipo más general de ecuación. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la ecuación 

3x 4 y 2 - Ixy 3 = 4 - 8y (12) 


y suponga que existe al menos una función diferenciable / tal que si 
y = f(x), entonces la ecuación (12) se satisface. Al diferenciar ambos miem¬ 
bros de (12) (teniendo en mente que y es una función diferenciable de x) 
y aplicando la regla del producto, la regla de la potencia y la regla de la 
cadena, se obtiene 


12 x 3 y 2 + 3 x 4 (2yD x y) - 7y 3 - lx{3y 2 D x y) = 0-8 D x y 

D x y{6x 4 y - 2\xy 2 + 8) = 7y 3 - 12x 3 y 2 


D x y = 


7y 3 - 12x 3 y 2 
6x 4 y - 2\xy 2 + 8 


◄ 


Recuerde que se supuso que tanto (8) como (12) definen al menos una 
función diferenciable de x. Puede suceder que una ecuación en x y y no 
impliquen la existencia de cualquier función de valores reales, como es el 
caso para la ecuación 


x 2 + y 2 +4 = 0 


la cual no se satisface por cualesquiera valores reales de x y y. Además, es 
posible que una ecuación en x y y pueda ser satisfecha por muchas funcio¬ 
nes diferentes, de las cuales algunas son diferenciables y otras no. Una 
discusión general está más allá del alcance de este texto, pero puede encon¬ 
trarse en un libro de Cálculo avanzado. En las discusiones siguientes 
cuando se indique que una ecuación en x y y define a y implícitamente como 
una función de x, se supondrá que al menos una de estas funciones es 
diferenciable. El ejemplo 5, el cual se tratará posteriormente, ilustra el 
hecho de que la diferenciación implícita proporciona la derivada de dos 
funciones diferenciables definidas por la ecuación dada. 


► EJEMPLO 3 (a) Utilice la diferenciación implícita para deter¬ 

minar la pendiente de la recta tangente a la curva x 3 + y 3 = 9 en el punto 
(1, 2). (b) Encuentre una ecuación de la recta tangente y apoye la respuesta 
gráficamente trazando la curva y la recta tangente en el mismo rectángulo de 
inspección. 

Solución 

(a) Al diferenciar implícitamente con respecto a x se obtiene 

3x 2 + 3y 2 -? = 0 
dx 

dy _ xi 
dx y 2 

En el punto (1, 2), 
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y = $9 - x* y y = i (9 - x) 
4 


(b) Una ecuación de ia recta tangente es 

y - 2 = -i(x - 1 ) 
x + 4 y - 9 = 0 

La figura 2 muestra las gráficas de 

y = y¡ 9 - x 3 y y = i (9 - x) 

trazadas en el rectángulo de inspección de [- 6 , 6 ] por [-4, 4], La recta 
es tangente a la curva en el punto ( 1 , 2 ), lo que apoya la respuesta. 4 


FIGURA 2 


► EJEMPLO 4 Dada x eos y + y eos x - 1 =0, calcule —. 
Solución Al diferenciar implícitamente con respecto a x se tiene 


1 - eos y + x(-sen y) + ^ 7 - (eos x) + y(-senx) = 0 
ax dx 

^ (eos x - x sen y) = y sen x - eos y 
dx 

dy _ y sen x - eos y 
dx eos x - x sen y 


► EJEMPLOS Dada la ecuación x 2 + y 2 = 9, determine 
dy 

(a) mediante la diferenciación implícita; (b) dos funciones definidas 
dx 

por la ecuación; (c) la derivada de cada una de las funciones del inciso (b) por 
medio de la diferenciación explícita, (d) Verifique que el resultado obtenido 
en el inciso (a) es acorde con el resultado del inciso (c). 

Solución 

(a) Al diferenciar implícitamente se obtiene 

2 x + 2y~ = 0 
dx 

dy _ x 
dx y 

(b) Si la ecuación dada se resuelve para y, entonces 

y = v/9 - x 2 y y = -y9 - x 2 
Sean /( y / 2 las dos funciones para las que 

f\(x) = y¡9 - x 2 y / 2 (x) = S - x 2 

(c) Como/i(x) = (9 - x 2 )^ 2 y / 2 (x) = -(9 - x 2 ) 1 ^ 2 , de la regla de la 
cadena se obtiene 

fl'(x) = 2(9 - x 2 r‘/ 2 (-2x) - f 2 '(x) = -2(9 - x 2 )‘/ 2 (-2x) 

_ X _ X 

^9 - x 2 _ v'9 - x 2 
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(d) Para y = f¡(x), donde/) U) = V9 - x 2 , se deduce del inciso (c) que 


f\\x) 


X 


S - X 2 


x_ 

y 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 

Para y = / 2 U), donde/jOr) = - V9 - x 2 , se deduce del inciso (c) que 


fi(x) 


x 

X 

~É9 - x 2 
_ x_ 

y 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 


◄ 


El ejemplo siguiente muestra cómo calcular la segunda derivada para 
funciones definidas implícitamente. 


► EJEMPLO 6 Dado que 
4x 2 + 9y 2 = 36 

determine É-2. mediante diferenciación implícita. 
dx 2 

Solución Al diferenciar implícitamente con respecto a x se tiene 
dy 

8* + i8y— = o 

dy _ -4x 
dx ~ 9y 

d 2 v 

Para calcular — i- se obtiene la derivada de un cociente teniéndose en 
dx 2 

mente que y es una función de x. Así, 


( 13 ) 


d 2 y 

'dx 2 


9y(-4) - (-4*) 9 


Él 

dx 


81 y 1 
dy 


Si se sustituye el valor de — de (13) en esta ecuación se obtiene 
dx 

¿2y _ ~36y + (36.) ^ 


dx L 


8\y l 

-36y 2 - 16.x: 2 
81y 3 


-4(9y 2 - 4x 2 ) 
81y 3 
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Puesto que cualesquiera valores de x y y que satisfacen esta ecuación deben 
también satisfacer la ecuación original, entonces se puede sustituir 
9 y 2 + 9* 2 por 36 para obtener 

d 2 y = -4(36) 
dx 2 81y 3 



EJERCICIOS 2.9 


En los ejercicios 1 a 12, obtenga la derivada de la función. 

1. f(x) — 4x l ¡ 2 + 5x~ l ¡ 2 

2. /(x) = 3x 2/3 - 6x l/3 + x “ 1/3 

3. g(x) = Vi + 4a: 2 4. f(s) = V 2 - 3s 2 

5. fíx) = (5 - 3x) 2 ^ 3 6. g(x) = l¡4x 2 ^7 


7. g(y) = 



8 . /( x ) = (5 - 2 jc 2 )“' /3 


9. h(t) - 2 eos \/7 - 10. /(x) = 4 sec Vx" 

11. «M = cot V3r 12. g(;t) — V3.sen x 

En los ejercicios 13 a' 16, calcule la derivada y apoye la res¬ 
puesta trazando las gráficas de la respuesta y la derivada nu¬ 
mérica en el mismo rectángulo de inspección. 



15. D X (V9 + V9^T) 16. dJ^[x tan 


dy 

En los ejercicios 17 a 32., determine — por medio de dife¬ 
renciación implícita. d* 


17. 

x 2 + y 2 = 16 


18. 

4x 2 - 

- 9y 2 = 1 

19. 

x 3 +. y 3 = 8xy 


20. 

x 2 + 

II 

21. 

1 + 1 = 1 


22. 

2 _ 

1 =2x 


x y 



x 

y 

23. 

+ 

^1 

II 


24. 

2x 3 y 

+ 3xy 3 = 5 

25. 

2 2 2 2 
xy ¿ = x ¿ + y L 


26. 

(2x + 3) 4 = 3y 4 

27. 

y = cos(* - >’) 


28. 

x - 

sen(x + y) 

29. 

sec 2 x + esc 2 y = 

■■ 4 

30. 

cot xy + xy = 0 

31. 

x sen y + y eos x 

= 

1 32. 

O 

o 

+ y) = y sen x 

En 

los ejercicios 33 a 

36, 

encuentre una 

ecuación de la recta 


tangente o de la recta normal, según se indica, y apoye la 
respuesta trazando la rectd y la curva en el mismo rectángulo 
de inspección. 

33. La recta tangente a la curva y = Vx 2 + 9 en el punto 
(4,5). 

34. La recta normal a la curva y = * vl6 + * 2 en el origen. 

35. La recta normal a Ja curva 9x 3 - y* = 1 en el punto 
( 1 , 2 ). 


36. La recta tangente a la curva 16* 4 + y A = 32 en el pun¬ 
to (1,2). 

37. ¿En qué punto de la curva xy — (1 - x - y) 2 la recta 
tangente es paralela al eje *? 

38. Dos rectas que pasan por el punto (-1, 3), son tangentes a 
la curva x 2 + 4 y 2 - 4* - 8 y + 3 = 0. Encuentre una 
ecuación de cada una de las rectas. 


En los ejercicios 39 a 42, haga lo siguiente: (a) Encuentre dos 
funciones definidas por la ecuación; (b) dibuje las gráficas de 
cada una de las funciones obtenidas en el inciso (a); (c) dibuje 
la gráfica de la ecuación; (d) calcule la derivada de cada una 
de las* funciones obtenidas en el inciso (a) y determine los 

dy 

dominios de las derivadas; (e) obtenga — mediante diferen- 

dx 


dación implícita de la ecuación dada, y verifique que el resul¬ 
tado así obtenido es acorde con los resultados del inciso (d); 
(f) encuentre una ecuación de cada recta tangente en el valor 
indicado de x v 

39. y 2 = 4x - 8; x, = 3 

40. y 2 - x 2 = 16; x, = -3 


41. x 2 - y 2 


9 ; X ! 


42. x 2 + y 2 = 25; x, = 4 

i o ti 2 y 

43. Dado que x + y = 1, demuestre que —y 

dx 2 


„3 ’ 


44. Seax 1 ^ 2 + y^ 2 = 2, pruebe que ^—y = —L-. 

dx 2 x ih 

45. Six 3 + y 3 = 1, muestre que ^—y = -2y-. 

dx 2 y 5 

46. Seax 2 + 25y 2 = 100, demuestre que í~- = —í—. 

dx 2 25y 3 

47. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer¬ 
do con la ecuación de movimiento s =. \4r 3 + 3 , con 
t > 0. Determine el valor de t para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1; (c) 2. 


48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer¬ 
do con la ecuación de movimiento s = yS + t 2 , con 
• t > 0. Determine el valor de r para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1. 


49. Suponga que se produce un líquido mediante un proceso 
químico y que la función de costo total C está dada por 
C(x) = 6 + 4 Vx, donde C(x) dólares es el costo total 
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al producir x litros del líquido. Determine (a) el costo mar¬ 
ginal cuando se producen 16 litros, y (b) el número de litros 
producidos cuando el costo marginal es de $0.40 por litro. 

50. El número de dólares del costo total por producir x uni¬ 
dades de cierto artículo está dado por C(x) = 40 + 3* + 
9 V2* . Determine (a) el costo marginal cuando se pro¬ 
ducen 50 unidades, y (b) el número de unidades produci¬ 
das cuando el costo marginal es $4.50. 

51. (Jna compañía inmobiliaria renta cada departamento a p 
dólares por mes cuando x departamentos son rentados, y 
p = 30 V300 - 2x. Si R(x) dólares son las utilidades 
totales recibidas por la renta de los x departamentos, en¬ 
tonces R(x) = px. ¿Cuántos departamentos deben rentar¬ 
se antes de que las utilidades sean cero? Nota: como x es 
el número de departamentos rentados, x es un número 
entero no negativo. Sin embargo, para aplicar el Cálculo, 
suponga que x es un número real no negativo. 

52. La producción diaria de una fábrica es f(x) unidades 
cuando el capital invertido es x miles de dólares, y 
/(*) = 200 -J2x + 1 . Si la capitalización' actual es de 
$760 000, utilice la derivada para estimar la variación 
de la producción diaria si el capital invertido es aumenta¬ 
do en $1 000. 

53. Un avión vuela en forma paralela al suelo a una altura de 
2 km y con una rapidez de 4 ykm/min. Si el avión vuela 
directamente sobre la Estatua de la Libertad, ¿a qué tasa 
está variando la distancia de la recta visual entre el avión y 
la estatua 20 s después? 


2 km 


54. A las 8 a.m. un barco, que navega hacia el norte a 24 nudos 
(millas náuticas por hora), sé encuentra en un punto P. A 
las 10 a.m. un segundo barco, que navega hacia el este a 32 
nudos, está en el punto P. ¿A qué tasa está cambiando 
la distancia entre los dos barcos (a) a las 9 a.m.; (b) a las 
11 a.m.? 


■í 

t. 

24 m.n. 

41-ó * — 32 m.n. — p 

(a) 9 A. M. 


48 m.n. 



(b) 11 A. M. 


55. En el ejercicio 41 de la sección 2.2, aplicó la definición de 
derivada para demostrar que 


A(M) 



X 


Ahora utilice la regla de la cadena y los teoremas de dife¬ 
renciación para la demostración. Sugerencia: considere 



56. Determine D 2 ( x I) cuando exista. Considere la suge¬ 
rencia del ejercicio 55. 


En los ejercicios 57 y 58, calcule la derivada de la función. 

Considere la sugerencia del ejercicio 55. 

57. f(x) = |* 2 - 41 58. g(x) = *|.t| 

59. Si/(*) = |*| 3 ,determine/'(*)y/"(*) cuando existan. 

60. Sea g(x) = |/(*) | . Demuestre que si /'(*) y g'(x) exis¬ 
ten, entonces |g'(*)| = \f'{x) |. 

61. Se deja caer una pelota desde una ventana que se encuen¬ 
tra a h pies sobre el piso y rebota de modo que ( segundos 
después de que la pelota cae, su altura es s(l) pies’, donde 

eos í 

r 7F 

Determine la tasa a la que la altura de la pelota está cam¬ 
biando a los (a) 1.4 s, (b) 1.6 s, (c) 1.8 s y (d) 2.2 só 

62. Demuestre que la suma de las intercepciones * y y de la 
recta tangente a la curva x 1 ^ 2 + v 1 ^ 2 = k^ 2 , donde k es 
una constante, es igual a k. 

63. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la 
curva * 2 ^ 3 + y 2 ' 3 = 1 en el punto donde * = -I. Apo¬ 
ye la respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo 
rectángulo de inspección. 

64. Suponga que g(x) = ^9 - x 2 y h(x) = /(#(*)), donde 
/es diferenciable en 3. Demuestre que h\0) = 0. 



65. 


66 . 


„ i d 2 v dP~y 

Demuestre que si xy = 1, entonces —' • —ir = 4. 

dx 2 dx 2 

Sea/la función potencia definida por/(x) = * r , donde r 
es cualquier número racional'. Bajo la suposición de que 
/ es diferenciable; utilice la diferenciación implícita para 


demostrar que/’(x) = rx r . Sugerencia: sea r = J—, 

9 

donde p y q son números enteros y q > 0. Después sus- 
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tituya f(x) por y y escriba la ecuación como y q = x p . 

dy 

Emplee la diferenciación implícita y determine —. 

dx 

67. Para una demostración rigurosa del teorema 2.9.1, la 
regla de diferenciación de la potencia (para potencias ra¬ 
cionales), ¿pudo haberse empleado el procedimiento del 


ejercicio 66 en lugar del que se presentó en la sección? 
Explique su respuesta. 

68. Calcule (/ o g )'(0) si f(x) = x 6 + 7x 3 y g(x) = x i>l . 
Explique por qué no se puede emplear la regla de la ca¬ 
dena para efectuar este cálculo. 


2.10 TASAS DE VARIACION RELACIONADAS 



FIGURA 1 


Un problema de tasas de variación relacionadas es aquel que involucra 
tasas de variación de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real 
que implican tasas de variación relacionadas, las variables tienen una rela¬ 
ción específica para valores de t, donde t es una medida de tiempo. En ge¬ 
neral, esta relación se expresa mediante una ecuación, la cual representa un 
modelo matemático. Esta sección se inicia con un ejemplo ilustrativo que 
muestra el camino paso a paso de cómo se resuelven la mayoría de los 
problemas de tasas de variación relacionadas. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una escalera de 25 pie de lon¬ 
gitud está apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura 1. La 
base de la escalera se jala horizontalmente alejándola de la pared a 3 pie/s. 
Suponga que se desea determinar qué tan rápido se desliza hacia abajo la par¬ 
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie 
de la pared. 


Paso I Primero defina las variables comenzando crin t. 

t: el número de segundos de) tiempo que ha transcurrido desde que 
la escalera comenzó a deslizarse hacia abajo sobre la pared. 
x: el número de pies de la distancia desde la base de la escalera a la 
pared a los t segundos. 

y: el número de pies de la distancia desde el piso a la parte superior 
de la escalera a los t segundos. 

Paso 2 Escriba cualquier hecho numérico acerca de x, y y sus derivadas 
con respecto a l. 

Como la base de la escalera es jalada horizontalmente alejándola de 
la pared a 3 pie/s, — = 3. 

Paso 3 Escriba lo que desea determinar. 

dy 

Se desea determinar — cuando x = 15. 
dt 

Paso 4 Escriba una ecuación que relacione a x y y. 

Del teorema de Pitágoras, 

y 2 = 625 - x 2 (1) 

Paso 5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a / 


dy 

2y ~dt 


= -2x 


dx 

dt 


£ ÉL 
y dt 


dy_ 

dt 


(2) 
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Paso 6 Sustituya los valores conocidos de x, y y — en la ecuación anterior 
dy 

y resuélvala para —. 

Cuando a: = 15, de{l) y = 20. Como = 3, se obtiene de (2) 


dy_ 
dt 

= _9 
4 



El signo menos indica que y decrece conforme t aumenta. 

Paso 7 Escriba una conclusión. 

Conclusión: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba¬ 
jo sobre la pared a la tasa de 2.25 pie/s cuando la base está a 15 pie 
de la pared. ^ 


Ahora se hará un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior. 
Ellos le darán un procedimiento a seguir. Conforme lea los ejemplos siguien¬ 
tes, refiérase a estos pasos para ver cómo se aplican. 


Sugerencias para resolver un problema de tasas de 
variación relacionadas 


Lea el problema cuidadosamente de modo que lo entienda. Para poder 
entenderlo, con frecuencia es útil inventar un ejemplo especifico 
que contemple una situación semejante en la que todas las cantidades 
sean conocidas. Otra ayuda es dibujar una figura, si es factible, como 
en el ejemplo ilustrativo 1 y los ejemplo 1, 2 y 4. Después aplique los 
siguientes pasos. 

1. Defina las variables de la ecuación que obtendrá. Debido a que 
éstas representan números, las definiciones de las variables deben 
indicar este hecho. Por ejemplo, si el tiempo se mide en segundos, 
entonces la variable t debe definirse como el número de segun¬ 
dos de tiempo o, equivalentemente, t segundos es el tiempo. Ase¬ 
gúrese de definir primero r, y las otras variables deben indicar su 
dependencia de t. 

2. Escriba los hechos numéricos conocidos acerca de las variables y 
de sus derivadas con respecto a t. 

3. Escriba lo que se desea determinar. 

4. Escriba una ecuación que relacione las variables que dependen de l. 
Esa ecuación será un modelo matemático de la situación. 

5. Derive con respecto a r los dos miembros de la ecuación obtenida 
en el paso 4 para relacionar las tasas de variación de las variables. 

6. Sustituya los valores de las cantidades conocidas en la ecuación del 
paso 5, y despeje la cantidad deseada. 

7. Escriba una conclusión que consista de una o más oraciones com¬ 
pletas y que responda las preguntas del problema. No olvide que la 
conclusión debe contener las unidades correctas de medición. 
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FIGURA 2 


16 m 


► EJEMPLO I Cierta cantidad de agua ñuye a una tasa de 
2 m 3 /min hacia el interior de un depósito cuya forma es la de un cono in¬ 
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. ¿Qué tan rápido sube el nivel del 
agua cuando ésta ha alcanzado 5 m de profundidad? 


Solución Refiérase a la figura 2. 

Paso 1 Se definen las variables, primero t y después las otras variables en 
términos de t. 

t: el número de minutos del tiempo que ha transcurrido desde 
que el agua comenzó a fluir dentro del tanque. 
h: el número de metros de la altura del nivel del agua a los t minutos. 

r: el número de metros del radio de la superficie del agua a los t 
minutos. 

V: el número de metros cúbicos del volumen de agua en el tanque 
a los t minutos. Observe que V, r y h, son funciones de t. 

Paso 2 Puesto que el agua fluye dentro del tanque a una tasa de 2 m 3 /min, 

entonces ~ = 2. 
dt 

Paso 3 Se desea determinar cuando h = 5. 

dt 

Paso 4 En cualquier tiempo, el volumen del agua en el tanque puede expre¬ 
sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2. 

V = \jir 2 h (3) 

dV 

Como se estableció en los pasos 2 y 3, se conoce —, y se desea 

determinar ^. Por tanto, se necesita una ecuación que involucre 
dt 

a V y h. Así, primero se expresa r en términos de h observando 
que, de los triángulos semejantes de la figura 2, se tiene 



Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene 


Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a r, 
resulta: 


Paso 6 


dV 

dt 


16 ^- 


dh 

dt 


Ahora se sustituye 2 por — y se resuelve la ecuación para —, 
obtiéndose 


Así, 


dh 

32 


dt 

Kh 2 


dh' 


32 

dt _ 

L=5 

25 n 


« 

0.4074 
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Al convertir metros a centímetros se tiene: 0.4074 m/min = 
40.74 cm/min. 

Paso 7 A continuación se escribirá la conclusión. 

Conclusión: El nivel del agua sube a una tasa de 40.74 cm/min 
cuando el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m. A 



FIGURA 3 


► EJEMPLO 2 Dos automóviles, uno va hacia el este a una tasa 
de 90 km/h, y el otro hacia el sur a 60 km/h, se dirigen hacia la intersec¬ 
ción de dos carreteras. ¿A qué tasa se están aproximando uno al otro en el 
instante en que el primer automóvil está a 0.2 km de la intersección y el se¬ 
gundo se encuentra a 0.15 km de dicha intersección? 

Solución Consulte la figura 3, donde el punto P es la intersección de las 
dos carreteras. 


Paso 1 


Paso 2 


Paso 3 
Paso 4 


t : el número de horas del tiempo que ha transcurrido desde que 
los automóviles empezaron a aproximarse a P. 

x: el número de kilómetros de la distancia a partir del primer 
automóvil a P a las t horas. 

y: el número de kilómetros de la distancia a partir del segundo 
automóvil a P a las t horas. 

z: el número de kilómetros de la distancia entre los dos auto¬ 
móviles a las i horas. 

Como el primer carro se acerca a P a una tasa de 90 km/h, y x está 


decreciendo conforme t crece, entonces 

d dt 

manera, - -60. 
dt 

Se desea determinar ~ cuando x = 0.2 y y 
dt 

Del teorema de Pitágoras 


-90. De la misma 

0.15. 


.2 - 


(4) 


Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto a t, se obtiene 


2 4 - 


ixit + 2 

dt dt 


dx , dy 

dz _ dt _ dt_ 

dt z 

Paso 6 Cuando x = 0.2 y y = 0.15, de (4) se tiene que z 


(5) 


0.25. En (5) se 


sustituyen ~ por 
dt 


dy 


-90, ^ por -60, x por 0.2, y por 0.15 y 


z por 0.25 para obtener 


d£\ = (0.2)(-90) + (0.15X-60) 

dt J z =o.25 °-25 

= -108 


Paso 7 


Conclusión: En el instante en cuestión, los carros se aproximan 
uno al otro a una tasa de 108 km/h. 4 
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W EJEMPLO 3 Suponga que en cierto mercado, x miles de ca¬ 
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p dólares es el precio por 
canastilla. La ecuación de oferta es 


px - 20 p - 2x + 105 = 0 

Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por día, ¿a qué 
tasa está variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas? 


Solución Sea t días el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi¬ 
nistro diario empezó a decrecer. 

Las variables p y x están definidas como funciones de t en el enunciado 
del problema. 

Debido a que el suministro diario está decreciendo a una tasa de 250 

canastillas por día, entonces ~ = esto es, = - 4 . Se desea 

v dt 1000 dt 4 

determinar ^ cuando x = 5. De la ecuación de oferta dada, al diferen- 
dt 

ciar implícitamente con respecto a t se obtiene 


P^r + x^r ~ 2of r - 3^ = o 

^ dt dt dt dt 


dp 3 - p 

It x - 20 


dx 

dt 


Cuando x = 5, se deduce de la ecuación de oferta que p = 6. Debido a 

que = - 4, se tiene de la ecuación anterior 
dt 4 


d¿\ = 3 - 6 ( l\ 

dt J p=6 5 - 20 \ 4/ 

= _ l_ 

20 


Conclusión: El precio de una canastilla de naranjas está decreciendo a la 
tasa de $0.05 por día cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. A 



FIGURA 4 


W EJEMPLO 4 Un avión vuela hacia el oeste con una velocidad 
de 500 pie/s a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo 
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avión. Si la luz se mantiene 
sobre el avión, ¿qué tan rápido gira el rayo de luz cuando el avión se en¬ 
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro. 

Solución Consulte la figura 4, en la que el faro está en el punto L y en 
un instante particular el avión se encuentra en el punto P. 

Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in¬ 
cidió en el avión. 

x: el número de pies hacia el este de la distancia horizontal del avión des¬ 
de el faro a los t segundos. 

6 : el número de radianes del ángulo de elevación del avión desde el faro a 
los t segundos. 

Puesto que = -500, y como se desea determinar cuando 
ar dt 

x = 2 000, se considera 


tan 6 


4 000 


x 
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Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a / se obtiene 

sec 2 e™ = 

dt x 2 dt 

dx 

Si se sustituye por -500 en la ecuación anterior y al dividir entre 
t n . dt 

sec 0 se tiene 

de _ 2 000 000 

di x 2 sec 2 6 

Cuando x = 2 000, tan 0=2. Como sec 2 0=1 + tan 2 0, sec 2 0 = 5. Al 
sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x = 2 000, 

dO _ 2 000 000 

dt 4 000 000(5) 


Conclusión: En el instante dado, la medida del ángulo está creciendo a la 
tasa de A rad/s, y ésta es la rapidez con la que está girando el faro. ^ 


I EJERCICIOS 2.10 


En los ejercicios I a 8, x y y son funciones de la tercera va¬ 
riable t. 

1. Si 2x + 3y = 8 y = 2, obtenga . 

dt dt 

2. Si - = 10 y 4 ^ = -5, calcule ^ • 

y dt dt 

3. Si xv = 20 y ~ = 10, encuentre cuando x = 2. 

} dt dt 

4. Si 2 sen x + 4 eos y = 3 y E =3, obtenga 4r en 

, i _ i dt dt 

h K ' 

5. Si sen 2 .t + eos 2 y = 1 y ^ = -1, calcule en 

,23, 4 dt dt 

I*)- 

6. Si x 2 + y 2 = 25 y ~ = 5, calcule f cuando 


7. Si 4x + Jy = 5 y ■=- = 3, obtenga 4= cuando 

. a/ a/ 

x = 1. 

8. Si y (tan x + 1) = 4 y 4= = -4, determine ~ cuan- 

, dt dt 

do X = 2T. 


£n ioi problemas de tasas de variación relacionadas de los 
ejercicios siguientes, defina precisamente todas las variables 
como cantidades (números y unidades de medición). Utilice la 
variable t para representar el tiempo y defina las otras va¬ 
riables de modo que dependan de t. Asegúrese de escribir una 
conclusión. 


9. Un niño vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace 
moviéndose horizontalmente a una tasa de 3 pie/s. Si la 
cuerda está tensa, ¿a qué tasa se afloja cuando la longitud 
de la cuerda suelta es de 50 pie? 



10. Se infla un globo esférico de modo que su volumen se 
incrementa a una tasa de 5 rn /min. ¿A qué tasa aumenta 
el diámetro cuando éste es de 12 m? 

11. Se está formando una bola de nieve de modo que su volu¬ 
men se incrementa a una tasa de 8 pie 3 /min. Determine 
la tasa a la que el radio aumenta cuando el diámetro de la 
bola es de 4 pie. 

12. Suponga que cuando el diámetro de bola de nieve, del 
ejercicio 11, es de 6 pie se detiene su crecimiento y co¬ 
mienza a derretirse a una tasa de í pie 3 /min. Calcule la 
tasa a la que el radio varía cuando éste es de 2 pie. 

13. Se deja caer arena en un montículo de forma cónica a una 
tasa de 10 m 3 /min. Si la altura del montículo siempre es 
el doble del radio de la base, ¿a qué tasa se incrementa la 
altura cuando ésta es de 8 m? 

14. Una lámpara se encuentra suspendida a 15 pie sobre una 
calle horizontal y reeta. Si un hombre de 6 pie de esta¬ 
tura camina alejándose de la lámpara a una tasa de 
5 pie/s, ¿qué tan rápido se alarga su sombra? 
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15. En el ejercicio 14, ¿a qué tasa se desplaza la punta de la 
sombra del hombre? 

16. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 5 pie/s, si en el piso se encuentra una lámpa¬ 
ra a 50 pie del edificio, ¿qué tan rápido se acorta la som¬ 
bra del hombre proyectada en el edificio cuando él está a 
30 pie de éste? 



17. Suponga que un tumor en el cuerpo de una persona es de 
forma esférica. Si cuando el radio del tumor es de 0.5 cm, 
éste crece a una tasa de 0.001 cm por día, ¿cuál es la tasa 
de crecimiento del volumen del tumor en ese tiempo? 

18. Una bacteria celular es de forma esférica. Si el radio de la 
bacteria crece a una tasa de 0.01 pm (miera) por día cuando 
el radio de ésta es de 1.5 pm, ¿cuál es la tasa de crecimien¬ 
to del volumen de la bacteria en ese tiempo? 

19. Para el tumor del ejercicio 17, ¿cuál es la tasa de crecimien¬ 
to del área de la superficie cuando el radio es de 0.5 cm? 

20. Para la bacteria del ejercicio 18, ¿cuál es la tasa del área de 
la superficie de la bacteria cuando su radio es de 1.5 pm? 

21. Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono 
invertido y se está vaciando a una tasa de 6 m '/min. La 
altura del cono es de 24 m y su radio mide 12 m. Deter¬ 
mine qué tan rápido disminuye el nivel del agua cuando 
está tiene una profundidad de 10 m. 

22. La longitud de un abrevadero es de 12 pie y sus extre¬ 
mos tienen la forma de un triángulo isósceles invertido 
que tiene una altura de 3 pie y su base mide 3 pie. Se intro¬ 
duce agua al abrevadero a una tasa de 2 pie 3 /min. ¿Qué 
tan rápido sube el nivel del agua cuando ésta tiene una 
profundidad de 1 pie? 


23. La ley de Boyle para la expansión de una gas es PV = C, 
donde P es la presión expresada como el número de libras 
por unidad cuadrada de área, V es el número de unidades 
cúbicas del volumen del gas y C es una constante. En cier¬ 
to momento, la presión es de 3 000 Ib/pie 2 , el volumen es de 
5 pie 3 y el volumen crece a una tasa de 3 pie 3 /min. De¬ 
termine la tasa de variación de la presión en ese momento. 

24. La ley adiabática (sin pérdida ni ganancia de calor) para la 
expansión del aire es PV 1 4 = C, donde P es la pre¬ 
sión expresada como el número de libras por unidad cua¬ 
drada de área, V es el número de unidades cúbicas del 
volumen y C es una constante. En un instante específico, 
la presión es de 40 lb/pulg 2 y está creciendo a una tasa de 
8 lb/pulg 2 cada segundo. Si C = 5/16, ¿cuál es la tasa 
de variación del volumen en ese instante? 

25. Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, formán¬ 
dose ondas circulares concéntricas que se dispersan. Si el 
radio de la región afectada crece a una tasa de 16 cm/s, 
¿a qué tasa crece el área de la región afectada cuando su 
radio es de 4 cm? 



26. Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un de¬ 
pósito que tiene forma de cono invertido a una tasa de 
3ff m 3 /min. Si el depósito tiene un radio de 2.5 m en su parte 
superior y una altura de 10 m, ¿qué tan rápido varía el nivel 
del aceite cuando éste ha alcanzado 8 m de profundidad? 

27. Un automóvil se desplaza a una tasa de 30 pie/s y se 
aproxima a un crucero. Cuando el automóvil está a 120 pie 
del crucero, un camión que viaja a una tasa de 40 pie/s 
pasa por el crucero. El automóvil y el camión se encuentran 
sobre carreteras que son perpendiculares. ¿Qué tan rápido 
se separan el automóvil y el camión 2 s después de que el 
camino deja el crucero? 


i*»»—6o pic¬ 


ad p«! 
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28. Una cuerda está atada a un bote sobre la superficie del 
agua y una mujer, en el muelle, tira del bote a una tasa de 
50 pie/min. Si sus manos están a 16 pie sobre el nivel del 
agua ¿qué tan rápido se aproxima el bote al muelle cuando 
la cantidad de cuerda suelta es de 20 pie? 



29. Esta semana, en una fábrica se produjeron 50 unidades 
de un artículo determinado, y la cantidad producida au¬ 
menta a una tasa de 2 unidades por semana. Si C(x) dóla¬ 
res es el costo total por producir x unidades y Cl.x) = 
O.OSx 3 - x 2 + 10jc + 48, determine la tasa actual a la 
que el costo de producción crece. 

30. La demanda de cierto cereal para el desayuno está dada 
por la ecuación de demanda px + 50 p = 16 000, don¬ 
de x miles de cajas de cereal son demandadas cuando el 
precio por caja es de p centavos. Si el precio actual de la 
caja de cereal es de $ 1.6 y éste se incrementa a una tasa 
de 0.4 centavos cada semana, calcule la tasa de variación de 
la demanda. 

31. La ecu ación de ofe rta para cierta mercancía es x = 
1 000 y¡ 3 p 1 +20 p, donde cada mes se suministran x 
unidades cuando p dólares es el precio por unidad. De¬ 
termine la tasa de variación de la oferta si el precio actual 
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50 
por mes. 

32. Suponga que y trabajadores se necesitan para producir x 
unidades de cierta mercancía, y x = 4y 2 . Si la pro¬ 
ducción de la mercancía este año es de 250 000 unidades 
y la producción crece a una tasa de 18 000 unidades por 
año, ¿cuál es la tasa actual a la que la fuerza laboral debe 
incrementarse? 

33. La ecuación de demanda para cierto tipo de camisa es 
2 px + 65p - 4 950 = 0, donde x cientos de camisas 
son demandadas por semana cuando p dólares es el precio 
por camisa. Si una camisa se vende por $30 esta semana, 
y el precio crece a una tasa de $0.20 por semana, calcule 
la tasa de variación de la demanda. 

34. La medida de uno de los ángulos agudos de un triángulo 
rectángulo decrece a una tasa de rad/s. Si la longi¬ 
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm. determine 
qué tan rápido varía el área del triángulo cuando la me¬ 
dida del ángulo agudo es de f n rad. 

35. Dos camiones, uno de los cuales viaja hacia el oeste y el 
otro hacia el sur, se aproximan a un crucero. Si los dos 


camiones se desplazan a una tasa de k km/h, muestre que 
ellos se aproximan a una tasa de k x 2 km/h cuando cada 
uno de ellos se encuentra a m kilómetros del crucero. 



36. Un depósito horizontal para agua mide 16 m de longitud y 
sus extremos son trapecios isósceles con una altura de 4 m, 
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en 
el depósito a una tasa de 10 m 3 /min. ¿Qué tan rápido 
sube el nivel del agua cuando ésta ha alcanzado una pro¬ 
fundidad de 2 m? 



37. En el ejercicio 36, si el nivel del agua decrece a una tasa 
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de 
3 m, ¿a qué tasa sale el agua del depósito? 

38. Una escalera de 7 m de longitud está apoyada sobre una 
pared. Si la base de la escalera se empuja horizontalmente 
hacia la pared a una tasa de 1.5 m/s, ¿qué tan rápido se 
desliza hacia arriba la parte superior de la escalera sobre la 
pared cuando su base se encuentra a 2 metros de la pared? 
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39. Una escalera de 20 pie de longitud está recargada sobre un 
terraplén inclinado a 60° con respecto a la horizontal. Si la 
base de la escalera se mueve horizontalmente hacia el te¬ 
rraplén a una tasa de 1 pie/s, qué tan rápido se desliza la 
parte superior de la escalera cuando la base está a 4 pies 
del terraplén. 

40. Una escalera de 30 pie de longitud está apoyada contra una 
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia 
abajo a una tasa de ¿ pie/s, ¿cuál es la tasa de variación de 
la medida del ángulo agudo formado por la escalera con el 
piso cuando el extremo superior está a 18 pie sobre el piso? 



41. Un avión que vuela con rapidez constante a una altura de 
10 000 pie sobre una trayectoria recta que lo llevará di¬ 
rectamente sobre un observador en tierra. En un instante 
dado, el observador nota que el ángulo de elevación del 
avión es de jtr rad y aumenta a una tasa de rad/s. 
Determine la rapidez del avión. 



42. Un bote está ubicado a 4 millas de la costa y tiene un 
radar transmisor que gira 32 veces por minuto. ¿Qué tan 
rápido se desplaza la onda emitida por el radar a lo largo 
de la costa cuando dicha onda forma un ángulo de 45° 
con la costa. 



43. Después de la explosión de despegue, un transbordador 
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a 
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda¬ 
dor. ¿Qué tan rápido gira el radar 10 segundos después de 
la explosión de despegue si en ese instante la velocidad 
del transbordador es de 100 yd/s encontrándose éste a 
500 yd del suelo? 



44. Se vierte agua en un depósito que tiene forma de cono 
invertido a una tasa de 8 pie 1 2 3 4 /min. El cono tiene una altura 
de 20 pie y un diámetro de 10 pie en la parte superior. Si 
hay una fuga en la parte inferior del depósito y el nivel del 
agua sube a una tasa de 1 pulg/min cuando el agua tiene 
una profundidad de 16 pies, ¿qué tan rápido escapa el agua 
del depósito? 

45. Muestre que si el volumen de un globo decrece a una tasa 
proporcional al área de su superficie, el radio del globo 
se contrae a una tasa constante. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 2 


1. Defina la recta tangente a la gráfica de una función en el 
punto P(x„ /(x,)). 

2. Defina la recta normal a una gráfica en un punto dado. 

3. Defina la derivada de una función/en un número x del 
dominio de/. 

4. Establezca dos fórmulas que proporcionen f'(x ,), la de¬ 
rivada de la función/en el número x¡. 


5. ¿Cuál es la interpretación geométrica de la derivada de la 
función/en el número x{! 

6. ¿Cuál es la notación de Lagrange para la derivada de la 
función/en el número x¡ ? ¿Cuál es la notación de Leibniz 
para la derivada? 

7. ¿Es posible que' una función sea diferenciable en un nú¬ 
mero y no sea continua en ese número? Si la respuesta es 
sí, dé un ejemplo. Si la respuesta es no, establezca la razón. 
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8. ¿Es posible que una función sea continua en un número y 28. 
no sea diferenciable en ese número? Si la respuesta es sí, 
dé un ejemplo, si la respuesta es no, establezca la razón. 

9. Enuncie el teorema que proporciona la relación entre di- 
ferenciabilidad y continuidad de una función en un 
número. 

10. Establezca tres razones por las que una función no sea 
diferenciable en un número c y dibuje la gráfica de tal 
función en cada caso. 

11. Defina la derivada por la derecha y la derivada por la 
izquierda de una función/en el número x¡. 

12. Invente un ejemplo de una función que no sea diferencia- 
ble en un número x x debido a que las derivadas por la dere¬ 
cha y por la izquierda de x, no son iguales aunque las dos 
derivadas laterales existan. 

13. Invente un ejemplo de una función que no sea diferenciable 
en un número t:, para la cual la gráfica de la función en el 
punto donde x = x¡ tiene una recta tangente vertical. 

14. Invente un ejemplo de una función que no sea continua ni 
diferenciable en un número particular de su dominio. 

15. ¿Qué es el cociente de diferencias simétricas de la función 
/en el número al 

16. ¿Cuál es la mejor aproximación a/'(a) para una tolerancia 
específica: el cociente de diferencias simétricas o el co¬ 
ciente de diferencias estándar? 

17. Defina la derivada numérica de una función / en un 
número a. 

18. ¿Por qué es más importante ahora la derivada numérica 
que antes del advenimiento de las computadoras elec¬ 
trónicas? 

19. ¿La derivada numérica de una función en un número siem¬ 
pre proporciona una aproximación de la derivada real de la 
función en el número? Si la respuesta es sí, explique por 
qué. Si la respuesta es no, dé un ejemplo de una función 
que justifique su respuesta. 

20. ¿Cómo se puede apoyar en la graficadora la derivada de 
una función calculada analíticamente? 

21. Enuncie los tres teoremas que permiten diferenciar cual¬ 
quier función polinomial. 

22. Si la función h es el producto de las funciones / y g, es¬ 
tablezca la regla de diferenciación para el producto que 
expresa la derivada de h en términos de/, g y sus derivadas. 

23. Si la función h es el cociente (f/g) de las funciones / y 
g, establezca la regla de diferenciación para el cociente 
que expresa la derivada de h en términos de /, g y sus 
derivadas. 

24. Si / es una función, ¿qué se entiende por la segunda deri¬ 
vada de/? ¿Qué se entiende por la tercera derivada de/? 

25. ¿Cuántas derivadas diferentes tiene una función polinomial? 

26. ¿Cuál es la notación de Leibniz para la segunda derivada? 

27. Suponga que una partícula se mueve a lo largo de una recta 
de acuerdo a la ecuación s = /((). Defina la velocidad y la 
acele ración de la partícula en t = t|. 


¿Cuál es la diferencia entre la velocidad y la rapidez en el 
movimiento rectilíneo? 

Si ,v = f(t) es la ecuación de movimiento de una partícula 
sobre una recta horizontal, ¿cómo se puede simular el mo¬ 
vimiento en la graficadora? 

30. Efectúe la sugerencia 29 si un objeto (por ejemplo, una 
pelota o una piedra) se mueve sobre una recta vertical. 

31. Si s = f(t) es una ecuación de movimiento de un obje¬ 
to que se mueve sobre una recta vertical, describa cómo 
determinaría analíticamente lo siguiente: qué tan alto 
llegará el objeto y cuánto tiempo le tomará alcanzar el 
punto más alto; la velocidad instantánea del objeto en un 
tiempo particular; la rapidez del objeto en un tiempo 
particular; la velocidad instantánea del objeto cuando 
éste vuelve al punto inicial. 

32. Interprete la derivada de una función / como una tasa de 
variación. 

33. Suponga que V(x) proporciona el volumen de un sólido en 
términos de la medida x. Interprete V'(x,) como una tasa 
de variación. 

34. En economía, suponga que C(x ) proporciona el costo total 
de x unidades de cierta mercancía y que R(x) es la utilidad 
total recibida cuando x unidades son vendidas. Interprete 
el costo marginal, C'(x), y la utilidad marginal, R'(x), 
como tasas de variación. 

35. ¿Cómo aplican los economistas la derivada para aproxi¬ 
mar el costo de producción de una unidad adicional des¬ 
pués de que se han producido k unidades y cómo aproximan 
la utilidad por la venta de una unidad adicional después 
de que se han vendido k unidades? 

3ó. Proporcione ejemplos en los que se aplique la derivada 
como tasa de variación en dos disciplinas diferentes de la 
geometría y de la economía. 

37. Enuncie los teoremas que proporcionan las derivadas de 
sen x, eos x, tan x, cot x, sec x y esc x, donde x es un nú¬ 
mero real. 

38. Indique dos de los límites importantes del capítulo 1 que se 
utilizan para demostrar los teoremas que proporcionan la 
derivada de sen x y eos x. 

39. Para aplicar los teoremas de la sugerencia 37 a fin de ob¬ 
tener las derivadas de las funciones trigonométricas de 9, 
donde 9 es la medida de un ángulo, ¿por qué 9 debe me¬ 
dirse en radianes? 

40. ¿Cómo se aplican las derivadas de las seis funciones tri¬ 
gonométricas para dibujar sus gráficas? 

41. ¿Por qué es necesario el Cálculo para dibujar de manera 
formal las gráficas de las seis funciones trigonométricas, 
las cuales pueden obtenerse en cursos previos al de Cálculo 
sólo aplicando consideraciones intuitivas? 

42. Si la función h es la composición de las funciones / y 
g, esto es, h = / °~g, ¿en qué números deben ser di- 
ferenciables las funciones / y g si h es diferenciable en el 
número x,? 
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43. Enuncie la regla de la cadena que proporciona la fórmu¬ 
la para la derivada de la composición de las funciones 
fyg- 

44. Invente un ejemplo que muestre cómo se utiliza la regla de 
la cadena para calcular la derivada de una función h, la 
cual es la composición de dos funciones siendo una de 
ellas una función trigonométrica. 

45. Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica la regla de 
la cadena para calcular la derivada de la función h, la cual 
es la composición de dos funciones algebraicas, siendo 
sólo una de ellas un polinomio. 

46. ¿Qué condiciones son necesarias para que el movimien¬ 
to de una partícula sobre una recta horizontal sea ar¬ 
mónico simple! 

47. Enuncie la fórmula para la derivada de la función poten¬ 
cia para exponentes racionales. 

48. Invente un ejemplo que muestre el cálculo de la deriva¬ 
da de la función compuesta f ° g, donde / es la función 
potencia para un exponente racional no entero y g es una 
función trigonométrica. 

49. ¿Cómo se calcula la derivada de la función valor absoluto 
empleando teoremas de diferenciación en lugar de la defi¬ 
nición de derivada? Muéstrelo al calcular la derivada de 

I* ~ 5 I • 

50. Distinga entre la definición de función explícita y fun¬ 
ción implícita. 


51. ¿Qué significa diferenciación implícita ? 

52. ¿Cómo se aplica la regla de la cadena cuando se utiliza di- 

dy 

ferenciación implícita para determinar — a partir de 
una ecuación en x y y? 

dy 

53. Cuando se calcula -f- mediante diferenciación implí- 

dx 

cita a partir de una ecuación en x y y, ¿para qué funcio- 

dy 

nes -~- es la derivada? 
dx 

54. ¿Qué es un problema de tasas de variación relacionadas ? 
Invente un ejemplo. 

55. Cuando se definen las variables en la solución de un pro¬ 
blema de tasas de variación relacionadas, ¿cuál es la va¬ 
riable que debe definirse primero y por qué? 

56. Después de definir la primera variable en la solución de 
un problema de tasas de variación relacionadas, ¿cómo 
se deben definir las otras variables? 

57. En la solución de un problema de tasas de variación re¬ 
lacionadas, cuando se obtiene una ecuación que relacio¬ 
na las variables, ¿con respecto a qué variable se debe 
diferenciar? 

58. ¿Cómo se utiliza la diferenciación implícita en la solución 
de un problema de tasas de variación relacionadas? 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 2 


En los ejercicios 1 a 14, calcule la derivada de la función. 

1. /(x) = 5x 3 - 7x 2 + 2x - 3 

2. g(x) = 5(x 4 + 3x 7 ) 


3. f - 

5. F(x) = 2* 1/2 


X* 

i ,.-1/2 


4. f(x) = 


6. G(x) = 


4x + 4 


1 


7. G(t) = (3 r 2 - 4)(4 1 3 + t - 1) 

8. f(x) = (x 4 - 2x)(4x 2 + 2x + 5) 


9. g(x) = 


10. h(y) = 


y 


X 3 - 1 y 3 + 8 

11. f(s) = (2s 3 - 3s + 7) 4 

12. F(x) = (4x 4 - 4x 2 + 1)“ 1/3 

13. F(x) = (x 2 - 1 ) 3/2 (jc 2 - 4) 1/2 

14. g(x) = (x 4 - *r 3 (5 - x 2 )- 1 

En los ejercicios 15 a 20, determine la derivada. 

15. D x [(x + l)senx - xcosx] 

16. D,(sen 2 3t) 

17. -~(4ün4t) 18. ^-^cos—j 

19. DJsen (eos 3vv) - sen w eos 3 w\ 

20. I) j tan 2x sec x + tan (2 sec x)] 


En los ejercicios 21 a 24, calcule la derivada de la función 
y apoye la respuesta trazando las gráficas de la respuesta y 
la derivada numérica en x en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección. 


21. /(x) = 



2 


22. g(x) 


x 

4 - x2 


23. g(x) = 24. /(x) = 

1 + x sen x 

dy 

En los ejercicios 25 a 28, obtenga 

dx 

25. 4x 2 + 4y 2 - y 3 = 0 

26. xy 2 + 2y 3 = x - 2y 


27. tan x + tan y = xy 

28. sen(x + y) + sen(x - y) = 1 

Los ejercicios 29 y 30 tratan acerca de la función continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales y su 
gráfica se presenta en la figura adjunta. Suponga que cada 
parte de la gráfica que parece ser un segmento de recta es un 
segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) Defina f a trozosrCalcule (b) 2), (c) f' + (- 2), (d)f'JO), 
(e)f' + ( 0), (f)f'f 2) y (g)f' + ( 2). (h) ¿En qué números f no es 
diferenciable ? 
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30 


y 



En los ejercicios 31 y 32, dibuje la gráfica de una junción con¬ 
tinua f cuyo dominio sea el conjunto de todos los números rea¬ 
les, la cual satisface las propiedades indicadas. 


31. La función / es diferenciable en cualquier número excepto 
en -2 y 2;/(x) > 0 si* < -2;/(-2) = 0; 0 <f(x) < 3 
si -2 < x < 2; /(O) = 3;/(2) = 0;/(x) < 0 si x > 2; 
/'+(- 2 ) = l;/'( 0 ) = 0 ;/’_( 2 ) = -l;/’ + ( 2 ) =- 2 ; 

/(*> - /(~ 2 ) _ 


lím 


x + 2 


32. La función / es diferenciable en cualquier número excep¬ 
to en - 1 , 0 , y 1 ; el contradominio de / es (-oo, + oo); 
/(-1) = 0; /(O) = 1; /(1) = 3; /'.(-l) = 1; /' + (-l).= 

2;/'_(1) = 0; /' + (1) = 1; lím iíflziíSi = +00 . 

• x —>0 x 

33. Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x 3 - 3x - 1 en el punto (2, I) y apoye su respuesta 
trazando la recta y la curva en el mismo rectángulo de 
inspección. 

34. Obtenga una ecuación de la recta normal a la curva 

8 x 

y = 2+3 en e * P unto (3, 2) y apoye su respuesta tra¬ 

zando la recta y la curva en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección. 


35. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
y = 2x 3 + 4x 2 - x que tengan pendiente i, y apoye su 
respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo rec¬ 
tángulo de inspección. 

36. Determine una ec uación de la recta normal a la curva 
x - y = -Jx + y en el punto (3, 1). 

37. Obtenga ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva 2x 3 + 2y 3 - 9xy = 0 en el punto (2, 1). 

38. Encuentre ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva y = 8 sen 3 2 x en el punto (■ ~ K, 1 ) y apoye su res¬ 
puesta trazando las rectas y la curva en el mismo rectán¬ 
gulo de inspección. 

39. Demuestre que la recta tangente a la curva y = -x 4 + 
2 x 2 + x en el punto ( 1 , 2 ) también es tangente a la curva 
en otro punto, y determine ese punto. 

40. Demuestre que las rectas tangentes a las curvas 

4y 3 - x 2 y - x + 5y = 0 


y 

x 4 - 4y 3 + 5x + y = 0 


son perpendiculares en el origen. 


v/3 - 2 x 


d 3y 

41. Encuentre -— 7 - si y 

dx 3 

dy ¡r 

42. Sea = y , donde k es una constante y y es una fun- 


d 3 y 

de x. Exprese en términos de y y k. 
dx 3 


+ |-x 3 + |x 2 + 8 x + 2. Para qué 


43. Sea f(x) = •¡•¡r x 
valores de x se tiene que/"(x) > 0 ? 

44. Determine la tasa de variación de y con respecto a x en el 
punto (3, 2) si 7y 2 - xy 3 = 4. 


En los ejercicios 45 y 46, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación dada, donde s 
metros es la distancia dirigida de la partícula desde un punto O 
a los t segundos. El sentido positivo se considera hacia la de¬ 
recha. Determine los intervalos de tiempo en los que el mo¬ 
vimiento es hatSá la derecha y en los que es a la izquierda. 
También deterrhihe cuándo la partícula cambia su sentido. 
Muestre el compbftdmiento del movimiento mediante una fi¬ 
gura similar a la figura 2 de la sección 2.5, eligiendo los va¬ 
lores de t al azar pero de modo que incluya los valores de t 
donde la partícula cdnibia de sentido. Apoye los resultados 
simulando el movimiento de la partícula en la graficadora. ■ 

45. í = 2r 3 + 3f 2 - 12r - 5 


En los ejercicios 47 y 48, una partícula se mueve a lo lar¬ 
go dé una recta horlldrttál de acuerdo a la ecuación dada, 
donde a los t segundos s metros es la distdrttla dirigida de la 
partícula desde el origen, v metros por segundo es la velo¬ 
cidad, y a metros por segundo por segundo es la aceleración 
de la partícula. Calcule v y a en términos de t. Elabore una 
tabla semejante a la tabla 3 de la sección 2.5 que proporcio¬ 
ne una descripción de la posición y movimiento de la par- 
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tícula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en los 
que la partícula se mueve a la izquierda y en los que se 
mueve a la derecha; los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente; los intervalos en 
los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente; 
y la posición de la partícula con respecto al origen duran¬ 
te estos intervalos de tiempo. Muestre el comporta¬ 
miento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 10 de la sección 2.5. Apoye los resultados simu¬ 
lando el movimiento de la partícula en la graficadora. 

47. r = 4 - 9í + 6f 2 - t 3 t > 0 

48. i = r 3 - 3r 2 - 9r + 13 t > 0 

En los ejercicios 49 y 50, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación dada, donde s pies 
es la distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo cuando la aceleración instan¬ 
tánea es cero , después calcule la distancia dirigida de la par¬ 
tícula desde el origen y la velocidad instantánea en ese tiempo. 

49. s = 9» 2 + 2V2? + 1 t > 0 

50. s = fr 3/2 + 2» l/2 t > 0 

51. Un excursionista perdido en un bosque es descubierto des¬ 
de un helicóptero. Los rescatistas lanzaron una valija 
con alimentos al excursionista desde una altura de 200 pie. 
(a) Utilice la ecuación (10) de la sección 2.5 para escribir 
una ecuación del movimiento de la valija, y simular el 
movimiento en la graficadora. (b) Determine la velocidad 
instantánea de la valija en 1 s y en 3 s. (c) Calcule el tiem¬ 
po que le tomará a la valija llegar al suelo, (d) ¿Cuál es la 
rapidez de la valija al momento de tocar el suelo? 

I 


200 píe 



52. Realice el ejercicio 51 considerando ahora que la valija 
con alimentos se lanza hacia abajo desde el helicóptero con 
una velocidad inicial de 20 pie/s. 

53. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la par¬ 
te superior de un edificio de 112 pie de altura con una 
velocidad inicial de 96 pie/s. (a) Emplee la ecuación (10) 
de la sección 2.5 para escribir una ecuación del movimien¬ 
to de la pelota, y simular el movimiento en la graficadora. 


(b) Estime qué tan alto llegará la pelota y cuánto tiempo le 
tomará alcanzar el punto más alto, (c) Confirme las esti¬ 
maciones del inciso (b) analíticamente, (d) Estime cuánto 
tiempo le tomará a la pelota llegar al suelo, (e) Confirme 
la estimación del inciso (d) analíticamente, (f) Calcule la 
velocidad instantánea de la pelota a los 2 s y a los 4 s. 
(g) Determine la rapidez de la pelota a los 2 s y a los 
4 s. (h) Obtenga la velocidad instantánea de la pelota 
cuando ésta alcanza el suelo. 

En los ejercicios 54 a 56, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuación de movimiento 
dada, donde a los t segundos, s metros es la distancia dirigida 
de la partícula desde el origen, v metros por segundo es la 
velocidad, y a metros por segundo por segundo es la acele¬ 
ración de la partícula, (a) Calcule v y a en términos de t. 
(b) Muestre que el movimiento es armónico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 

54. i = 5-2 eos 2 1 

55. s = eos 2t + 2 sen 2/ 

56. s = sen(4/ + ¿;t) + sen(4/ + - n) 

3 6 

57. Un fabricante puede obtener una ganancia de $200 por 
cada artículo que no exceda a los 800 artículos produ¬ 
cidos cada semana. La ganancia disminuye $0.20 por 
artículo que exceda los 800. (a) Obtenga un modelo ma¬ 
temático que exprese la ganancia semanal del fabricante 
como una función del número de artículos producidos 
cada semana. Aunque la variable independiente, por de¬ 
finición, represente un número entero no negativo, consi¬ 
dere que ésta denota un número real no negativo a fin de 
que se cumplan los requisitos necesarios para la conti¬ 
nuidad. (b) Demuestre que la función del inciso (a) es 
continua en su dominio, (c) Determine si la función del 
inciso (a) es diferenciable en 800. 

58. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energía 
radiante de acuerdo a la fórmula R = kT i , donde R es la 
medida de la tasa de emisión de la energía radiante por uni¬ 
dad cuadrada de área, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Calcule (a) la 
tasa promedio de variación de R con respecto a T cuando T 
crece de 200 a 300; (b) la tasa instantánea de variación de 
R con respecto a T cuando T = 200. 

59. Si A unidades cuadradas es el área de un triángulo rectán¬ 
gulo isósceles para el cual cada cateto mide x unidades de 
longitud, calcule (a) la tasa promedio de variación de A con 
respecto a x cuando x varía de 8.00 a 8.01; (b) la tasa 
instantánea de variación de A con respecto a x cuando 
x = 8.00. 

60. Si y = x^ 3 , calcule la tasa relativa de variación de y con 
respecto a x cuando (a) x = 8, y (b) x = c, donde c es 
una constante. 

61. La ecuación de oferta para una calculadora es 
y = m 2 + -Jm, donde lOOy calculadoras se suminis¬ 
tran cuando el precio de cada calculadora es m dólares. 
Obtenga (a) la tasa promedio de variación de la oferta 
con respecto al precio cuando éste se incrementa de $16 
a $17; (b) la tasa de variación instantánea (o marginal) de 
la oferta con respecto al precio cuando éste es de $16. 
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62. El teorema del residuo de álgebra elemental establece que 
si P(x ) es un polinomio y x y r son cualesquiera dos núme¬ 
ros reales, entonces existe un polinomio Q(x) tal que 
P(x) = Q(x)(x - r) + P(r). ¿Cuál es el valorde lím Q(x)'! 

x—*r 

63. Utilice la definición de derivada para calcular/'(-5) si 


64. Utilice la definición de derivada para calcular /’( x) 
si f(x) = 3x 2 - 5x + 1. 

65. Utilice la definic ión de derivada para calcular f(x) si 
m = s¡4x-3. 

66. Utilice la definici ón de derivada para calcular /'(5) 
si f(x) = ^¡3x + 1, 

67. Detennine f"{n) si f(x) = -y/2 + eos x . 

68. Calcule f"(x) si f(x) = 3 sen 2 x - 4 eos 2 x. 

69. Encuentre/'(x) si f(x) = (| x + 1 | - | x | ) 2 . 

70. Obtenga/'(-3) si f(x) = (|x| - x)l¡9x. 

En los ejercicios 71 y 72, la ecuación describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centímetros es la distancia dirigida del cuerpo desde 
su posición central (el origen) a los l segundos y el sentido po¬ 
sitivo es hacia arriba, (a) Obtenga la velocidad y la acelera¬ 
ción del cuerpo para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento 
es armónico simple, (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento, (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace la 
gráfica de la ecuación de movimiento. 

71. s = 5 sen jtrt 72. s = 6 eos n(4t - |) 

En los ejercicios 73 y 74, una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuación de movimiento dada, donde 
a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la partícula 
desde el origen, v pies por segundo es la velocidad y a pies 
por segundo es la aceleración, (a) Calcule v y a en términos de 
t. (b) Muestre que el movimiento es armónico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 

73. r = 2 cos(3r + y k) + 4 sen(3r - | k) 

74. j = 3 - 6 sen 2 4í 

75. Si una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuer¬ 
do a la ecuación de movimiento s = eos 2 1 + eos t, de¬ 
muestre que el movimiento no es armónico simple. 

76. Una partícula se mueve a lo largo d e una rect a de acuerdo a 
la ecuación de movimiento s = -Ja + bt 2 , donde a y b 
son constantes positivas. Demuestre que la medida de la 
aceleración de la partícula es inversamente proporcional a 
j 3 para cualquier t. 

77. Si C(x) dólares es el costo total por fabricar x sillas, y 
C(x) = x 2 + 40x + 800, determine (a) la función de 
costo marginal; (b) el costo marginal cuando se producen 
20 sillas; (c) El costo real por producir la silla 21. 

78. La utilidad total recibida por la venta de x lámparas es 
R(x) dólares y R(x) = KXk - jX 2 . Calcule (a) la fun¬ 
ción de utilidad marginal; (b) la utilidad marginal cuando 
x = 15; (c) la utilidad real por la venta de la lámpara 16. 


79. En un lago, un pez depredador se alimenta de un pez pe¬ 
queño, y la población de depredadores en cualquier tiem¬ 
po es una función del número de peces pequeños en el 
lago en ese tiempo. Suponga que cuando hay x peces pe¬ 
queños en el lago, la población de depredadores es 

y = 600*000 ~ W X + 40 - Si la tem P orada de P esca 
terminó hace t semanas, x = 300 1 + 375. ¿A qué tasa 
crece la población de depredadores 10 semanas después 
de que se cerró la temporada de pesca. No exprese y en 
términos de t, utilice la regla de la cadena. 

80. La ecuación de demanda para cierta barra de dulce es 

px + x + 20 p = 3 000 

donde 1 000-t barras de dulce son requeridas por semana 
cuando p centavos es el precio por barra. Si el precio actual 
es de 49 centavos por barra y el precio por barra crece a una 
tasa de 0.2 centavos cada semana, determine la tasa de 
variación de la demanda. 

81. Un barco zarpó a mediodía y viaja hacia el oeste a 
20 nudos. A las 6 p.m. un segundo barco zarpó del mismo 
puerto y navega hacia el noroeste a 15 nudos. ¿Qué tan 
rápido se alejan los dos barcos cuando el segundo ha re¬ 
corrido 90 millas náuticas? 



82. Un recipiente mide 80 m de longitud y su sección tranversal 
es un trapecio isósceles con lados iguales de 10 m, base 
mayor de 17 m y base menor de 5 m. En el instante en que 
el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m, determine 
la tasa a la cual el agua escapa si su nivel disminuye a una 
tasa de 0.1 m/h. 

83. Un embudo de forma cónica tiene un diámetro de 10 pulg 
en su parte superior y 8 pulg de profundidad. El agua entra 
al embudo a una tasa de 12 pulg 3 /s y sale de él a una tasa 
de 4 pulg 3 /s. ¿Qué tan rápido se eleva la superficie del 
agua cuando ésta tiene una profundidad de 5 pulg? 
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84. Conforme el último carro de un tren pasa debajo de un 
puente, un automóvil cruza, por encima del puente, las vías 
del ferrocarril en forma perpendicular a 30 pie encima de 
ellas. El tren se desplaza a una tasa de 80 pie/s y el auto¬ 
móvil a una tasa de 40 pie/s. ¿Qué tan rápido se separan 
el tren y el automóvil después de 2 s? 



85. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 4 pie/s. Si hay una lámpara en el piso a 40 pie 
del edificio, ¿qué tan rápido disminuye la sombra del 
hombre proyectada en el edificio cuando él está a 30 pie 
del edificio? 

86. Una persona tiene una quemadura en su piel de forma 
circular. Si el radio de la quemadura decrece a una tasa de 
0.05 cm por día, cuando éste es de 1.0 cm, ¿cuál es la tasa 
de decrecimiento del área de la quemadura en ese instante? 

87. Sea 


f(x) = 


íx 2 + 2 

[ 20 - x 1 


si x < 3 
si 3 < x 


93. Demuestre que la recta tangente en cualquier punto {x x , vj) 
de la circunferencia 


+ .v 2 = 


es perpendicular a la recta que pasa por el punto (x¡, y ¡) y el 
centro de la circunferencia. 

94. Si /(u) = -ír y g(x) = , .. .. calcule la deri- 

" 2 V2x 3 - 6x + 1 

derivada de / » j en dos formas: (a) primero obtenga 
(/ 0 g)M y después calcule (/ 0 g)'(xi; (b) utilice la regla 
de la cadena. 

95. Suponga que /(x) = 3x + | x | y g(x) = jX - ^ | x |. 
Demuestre que /’(0) ni g'(0) existen pero que 
(/ 0 g)'(0) existe. 

96. Dé un ejemplo de dos funciones / y g de modo que / sea 
diferenciable en g(0), que g no sea diferenciable en 0, y que 
/ o g sea diferenciable en 0. 

97. Dé un ejemplo de dos funciones / y j de modo que / 
no sea diferenciable en g( 0), que g sea diferenciable en 
0, y / 0 g sea diferenciable en 0. 


98. Sea 


m = 



si x < 0 
si 0 < x 


donde n es un número entero positivo, (a) ¿Para qué va¬ 
lores de n es / continua para todos los valores de x? 
(b) ¿Para qué valores de n es/diferenciable para todos los 
valores de x? (c) ¿Para qué valores de n es f continua en 
todos los valores de x? 

99. Si/'(x) existe, demuestre que 


(a) Dibuje la gráfica de /. (b) Determine si / es conti¬ 
nua en 3. (c) Determine si/es diferenciable en 3. 

88. Sea 


/(*) = 


íx 2 - 16 

1 8x - 32 


si x < 4 
si 4 < X 


(a) Dibuje la gráfica de / (b) Determine si / es continua 
en 4. (c) Determine si/es diferenciable en 4. 

89. Sea /(x) = | x | 3 . (a) Dibuje la gráfica de /. (b) Calcule 

lím f(x) si existe, (c) Obtenga/'(0) si existe. 

jt—»o 

90. Sea /(x) = x 2 sgn x. (a) ¿En qué números es / diferen¬ 
ciable? (b) ¿Es/' continua en su dominio? 

91. Sea 


/W 


ax ¿ + b 
1 

\x\ 


si X £ 1 
si 1 < X 


determine los valores de a y b tales que/'(1) exista. 
92. Suponga que 


/(*) 


si X < 1 
si 1 < X 


[ ax ¿ + bx + c 
Determine los valores de a, b y c tales que/"(l) exista. 


Um xflx ^ - aM =/(x,) 


Xl/'í*!) 


100. Sean / y g dos funciones cuyos dominios son el con¬ 
junto de todos los números reales. Además, suponga 
que (i) g(x) = x/(x) + 1; (ii) g(a + b) = g(a) ■ g(b) 
para toda a y b\ (iii) lím /(x) = 1. Demuestre que 
g'(x) = g(x). 

101. Si las dos funciones / y g son diferenciables en el nú¬ 
mero x b ¿es la función compuesta/ o g necesariamen¬ 
te diferenciable en el número x,? Si la respuesta es sí, 
demuéstrelo. Si la respuesta es no, dé un contraejemplo. 

102. Suponga que g(x) = |/(x) |. Si/ (n) (x) existe y/(x) * 0, 
demuestre que 

8 W | f(x)\ J W 


103. Demuestre que D/(sen x) = sen(x + i nn). Suge¬ 
rencia; utiljce inducción matemática y las fórmulas 
sen(x + Í-7T) = eos x o cos(x + -i-rr) = -sen x des¬ 
pués de cada diferenciación. 


104. Si y 


1 -—, demuestre por medio de inducción 

1 — 2x 


matemática que 


dx" 


2 " n! 

(1 - 2x) n+1 




\\S\ON 


fundones y de sus 
gráficas, valores extremos 
y aproximaciones 


3.1 Vqtores máximos y mínimos 
de funciones 

3.2 Aplicaciones qué involucran 
un extremo absoluto en un 
intervalo cerrado 

3.3 . Teorema del Rolle y teorema 

del valor medio 

3.4 Funciones crecientes y 
decrecientes, y criterio de la 
primera derivada 

3.5 Concavidad, puntas de 
inflexión y criterio de la 
segunda derivada 

3.6 Trazo de las gráficas de 
funciones y de sus derivadas 

3.7 Límites al infinitó: 

3.8 Resumen pdra el trazo dé fas 
gráficas de funciones 

3.9 Aplicaciones adicionales 
sobre extremos absolutos 

3.10 Aproximaciones mediante el 
método de Newton, de la 
recta tangente y de 
diferenciales 


L a interpretación de la derivada como la pendien¬ 
te de la recta tangente proporciona información 
acerca del comportamiento de las funciones y 
de sus gráficas. Se inicia la sección 3.1 con la definición 
y determinación de valores de fundón máximos y mínimos. 
Las aplicaciones del mundo real de máximos y mínimos se 
presentan en muchos campos diversos como lo 
averiguará cuando estudie las secciones 3.2 y 3.9. En 
particular, se determinará la viga más resistente que 
pueda cortarse de un tronco cilindrico asi como las 
dimensiones de la caja que requiere la mínima cantidad 
de material para un volumen específico. 

Uno de los teoremas más importantes en Cálculo es el 
teorema del valor medio el cual se trata en la sección 3.3. 
Este teorema se utiliza en la demostración de muchos 
teoremas tanto del Cálculo Diferencial como del Cálculo 
Integral, así como de otras materias como el Análisis 
Numérico. 

En las secciones 3.4 a 3.6 se aplica la derivada en 
técnicas para graficar funciones. Estas técnicas son impor¬ 
tantes debido a que proporcionan medios de confirmación 
analítica que pueden aplicarse a las conjeturas obtenidas a 
partir de la graficadora. 

En ocasiones, el comportamiento de cierta gráfica 
no es evidente, si pasa o no por ciertos puntos, según se 
muestra en la pantalla de la graficadora, de modo que 
se necesita el Cálculo para determinar propiedades es¬ 
pecíficas de las gráficas. Por ejemplo, la derivada revela 
los intervalos en donde la función es creciente y en 
donde es decreciente. La derivada también permite 
localizar los puntos donde la recta tangente es 
horizontal, así como determinar los intervalos en los 
que la gráfica está por arriba de la recta tangente 
y los intervalos en los que está por debajo de la 
recta tangente. 

En la sección 3.7 se estudiarán los límites al 
infinito y se aplicarán en la determinación de 
asíntotas horizontales de las gráficas. En la 
sección final del capítulo se estudian tres 
procesos numéricos utilizados para 
aproximar valores de función. 
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3.1 VALORES MAXIMOS Y MÍNIMOS DE FUNCIONES 




FIGURA 2 




Una aplicación importante de la derivada es determinar dónde una función 
alcanza sus valores máximos y mínimos (extremos). En esta sección se ini¬ 
ciará el estudio de los valores extremos de una función con los extremos re¬ 
lativos , extremos absolutos y el teorema del valor extremo. Las aplicaciones 
de estos conceptos se presentan en la próxima sección. 


3.1.1 Definición de valor máximo relativo 


La función /tiene un valor máximo relativo en el número c si existe 
un intervalo abierto que contiene a c, en el que / está definida, tal que 
f(c) 2 : f(x) para toda x en ese intervalo. 


Las figuras 1 y 2 muestran una porción de la gráfica de una función que 
tiene un valor máximo relativo en c. 


3.1.2 Definición de valor mínimo relativo 


La función / tiene un valor mínimo relativo en el número c si existe 
un intervalo abierto que contiene a c, en el que / está definida, tal que 
f(c) <, f(x) para toda x en este intervalo. 


Las figuras 3 y 4 muestran una porción de la gráfica de una función que 
tiene un valor mínimo relativo en c. 

Si una función tiene un valor máximo relativo o mínimo relativo en c, 
entonces se dice que la función tiene un extremo relativo en c. 

El teorema siguiente se utiliza para determinar los números posibles en 
los que una función tiene un extremo relativo. 


3.1.3 Teorema 


STi/(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, ¿>), 
y si / tiene un extremo relativo en c, donde a < c < b, y además 
f'(c ) existe, entonces/'(c) = 0. 


La demostración de este teorema se dará al final de esta sección. En tér¬ 
minos geométricos, el teorema establece que si / tiene un extremo relativo 
en c, y si f'(c) existe, entonces la gráfica de / debe tener una recta tangente 
horizontal en el punto donde x - c. Observe que esta situación se presenta 
en las gráficas de las figuras 1 y 3. El teorema también indica que si/es una 
función diferenciable, entonces los únicos números posibles c para los cua¬ 
les /puede tener un extremo relativo son aquellos en los que/'(c) = 0. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea / la función definida por 

f(x) = x 2 - 4x + 5 

Entonces f'(x) = 2x - 4. Como /’(2)_ = 0, / puede tener un extremo 
relativo en 2. Puesto que /(2) = 1 y I < f(x) cuando x < 2 o x > 2, la 
definición 3.1.2 garantiza que/tiene un valor mínimo relativo en 2. La fi- 
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y 



f(x) = X 1 - 4x + 5 

FIGURA 5 


y 



FIGURA 6 


y 


gura 5 muestra la gráfica de /, una parábola cuyo vértice está en el punto 
( 2 , 1 ) en donde la gráfica tiene una recta tangente horizontal. A 

Observe que f'(c) puede ser igual a cero aunque / no tenga un extremo 
relativo en c, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la función/defi¬ 
nida por 

/(x) = (x - I ) 3 + 2 

Entonces//*) = 3(x - l) 2 . Debido a que/’(l) = 0,/puede tener un extre¬ 
mo relativo en 1. Sin embargo, como/(l) = 2 y 2 > f(x) cuando x < 1, y 
2 < f(x) cuando x > 1 , no se puede aplicar ninguna de las definiciones 
3.1.1 y 3.1.2. De modo que/no tiene un extremo relativo en 1. La gráfica de 
esta función, mostrada en la figura 6 , tiene una recta tangente horizontal en 
el punto ( 1 , 2 ), lo cual es consistente con el hecho de que la derivada sea 
cero en ese punto. 4 

Una función puede tener un extremo relativo en un número en el que la 
derivada no exista. Esta situación se presenta para las funciones cuyas grá¬ 
ficas se muestran en las figuras 2 y 4, así como para la función del ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/ la función definida por 


f(x) = 


2x - 1 
8 - x 


si x < 3 
si 3 < x 


La gráfica de esta función se presenta en la figura 7, la cual muestra que / 
tiene un valor máximo relativo en 3. La derivada por la izquierda en 3 está 
dada por /'_(3) = 2, y la derivada por la derecha en 3 está determinada por 
/'+(3) = -1. Por tanto, se concluye que/’(3) no existe. 4 


El ejemplo ilustrativo 3 muestra por qué la condición “f\c) existe” debe 
incluirse en la hipótesis del teorema 3.1.3. 

Es posible que una función pueda estar definida en un número c donde 
f'(c) no exista y sin embargo,/no tenga un extremo relativo en ese número. 
El ejemplo ilustrativo siguiente presenta una de estas funciones. 



/W = 



si x s 3 
si 3 < x 


FIGURA 7 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea/ la función definida por 

/(*) = x 1 ' 3 

El dominio de/es el conjunto de todos los números reales, y su derivada es 

f ' <x) = ¿77 si ** 0 

Además, /'(O) no existe. La figura 8 muestra la gráfica de /. La función no 
tiene extremos relativos. 4 


En resumen, si una función / está definida en un número c, una con¬ 
dición necesaria para que/tenga un extremo relativo en c es que f’(c) = 0 
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y 


X 


fW = x 1/3 

FIGURA 8 



o que /'(c) no exista. Tenga en cuenta que esta condición es necesaria pero 
no suficiente. 


3.1.4 Definición de número critico 


Si c es un número del dominio de la función /, y si /'(c) = 0 o /’(c) 
no existe, entonces c es un número crítico de/ 


Debido a esta definición y a la discusión anterior, una condición nece¬ 
saria, pero no suficiente, para que una función tenga un extremo relativo en 
c es que c sea un número crítico. 


P EJEMPLO 1 Sea/la función definida por 
/(x) = x 4 + 4x 3 - 2x 2 - I2x 



f(x) = x 4 + 4X 3 - 2x 2 - 12x 

FIGURA 9 


(a) Estime gráficamente con aproximación de décimos los números críticos 
de/ 

(b) Confirme analíticamente las respuestas del inciso (a). 

Solución 

(a) Como f(x) es un polinomio, f’(x) existe en todo número. Por tanto, los 
únicos números críticos son aquellos valores de x para los que f'(x) = 0 , 
esto es, las coordenadas x de los puntos de la gráfica de/para los que la 
recta tangente es horizontal. La figura 9 muestra la gráfica de /trazada en 
el rectángulo de inspección de [-10, 10] por [-10, 10]. En la graficadora, 
la recta tangente parece horizontal en los puntos (-3.0, -9.0), (-1.0, 7.0) 
y (1.0, -9.0). De este modo, se estima que los números críticos son -3.0, 
- 1.0 y 1 . 0 . 

(b) Se calcula/’(x), se iguala a cero y se despeja x. 

4x 3 + 12x 2 - 4x - 12 = 0 
x 3 + 3x 2 - x - 3 =0 
x 2 (x + 3) - (x + 3) = 0 
(x + 3)(x 2 - 1) = 0 
x + 3 = 0 x 2 - 1 = 0 

x = -3 x 2 = 1 

x = ±1 


De este modo se ha confirmado que los números críticos son -3, -1 y 1. 4 


► EJEMPLO 2 

(a) Determine los números críticos de la función definida por 
/(x) = x 4/3 + 4x 1/3 

Apoye las respuestas del inciso (a) gráficamente en dos formas: (b) trace la 
gráfica de/; (c) trace la gráfica de NDER(/(x), x). 

Solución 

(a) /'(x) = fx 1 / 3 + fx - 2/3 
= |x~ 2/3 (x + 1 ) 

4(x + 1) 

3x2/3 
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FIGURA 10 



FIGURA 11 


Cuando x = -1, f'(x) = 0, y cuando x = 0, f'(x) no existe. Tanto -1 
como 0 están en el dominio de /; por tanto, los números críticos de / 
son-1 y 0. 

(b) La figura 10 muestra la gráfica de /trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-5, 5] por [-5, 5]. La gráfica parece tener una rectatangente 
horizontal en el punto (-1, -3) y una recta tangente vertical en el punto 
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es 0 cuando x = -1 y 
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0. Estos hechos apo¬ 
yan las respuestas del inciso (a). 

(c) La figura 11 presenta la gráfica de NDER(/(x), x) trazada en el rectán¬ 

gulo de inspección de [-5, 5] por [-5, 5], Como la gráfica de/'(x) inter¬ 
secta al eje x en (-1, 0), /'(-1) = 0. La gráfica de f'(x) tiene al eje y 
como asíntota vertical, lo cual indica que /'(0) no existe. De nuevo, 
esto apoya las respuestas del inciso (a). A 


W EJEMPLO 3 Determine los números críticos de la función 
definida por 

g(x) = sen x eos x 

Solución Como sen 2x = 2 sen x eos x, 

g(x) = ^sen 2x 
g'(x) = j-(cos 2x)2 
= eos 2x 

Puesto que g'(x) existe para toda x, los únicos números críticos son aquellos 
para los que g'(x) = 0. Como eos 2x = 0 cuando 


2x = + kn donde k es cualquier número entero 

así, los números críticos de g son ^ kit , donde k es cualquier nú¬ 
mero entero. ^ 


Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y 
se desea determinar el valor de función más grande o más pequeño en el in¬ 
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un extre¬ 
mo y abiertos en el otro. El valor más grande de la función en un intervalo 
se denomina valor máximo absoluto , y el valor más pequeño de la función 
en el intervalo se llama valor mínimo absoluto. A continuación se dan las 
definiciones precisas. 


3.1.5 Definición de valor máximo absoluto en un intervalo 


La función / tiene un valor máximo absoluto en un intervalo si existe 
algún número c en el intervalo tal que f(c) á f(x) para toda x del inter¬ 
valo. El número f(c) es el valor máximo absoluto de / en el intervalo. 


3.1.6 Definición de valor mínimo absoluto en un intervalo 


La función / tiene un valor mínimo absoluto en un intervalo si 
existe algún número c en el intervalo tal-quc/(c) S f(x) para toda x del 
intervalo. El número /(c) es el valor mínimo absoluto de / en el in¬ 
tervalo. 
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Un extremo absoluto de una función en un intervalo es un valor máxi¬ 
mo absoluto o un valor mínimo absoluto de la función en el intervalo. Una 
función puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo particular. En 
cada uno de los ejemplos ilustrativos siguientes se dan un intervalo y una fun¬ 
ción, y se determinan los extremos absolutos de la función en el intervalo, si 
es que existe alguno. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Suponga que fes la función 

definida por 
f(x) = 2x 

La gráfica de/en el intervalo [1, 4) se presenta en la figura 12. Esta función 
tiene un valor mínimo absoluto de 2 en [1, 4). No existe un valor máximo ab¬ 
soluto de /en [1, 4) porque lím f(x) = 8, pero f(x) siempre es menor que 
8 en el intervalo dado. * ^ 



m = -S * e (-3,2] 

FIGURA 13 



/(*) = —^-r x s H, 1) 

1 - X 1 

FIGURA 14 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Considere la función / defi¬ 
nida por 

f(x) = - x 2 

La gráfica de/en el intervalo (-3, 2] se muestra en la figura 13. Esta función 
tiene valor máximo absoluto de 0 en (-3, 2]. No existe un valor mínimo abso¬ 
luto de/en (-3, 2] debido a que lím /(x) = -9, pero f(x) siempre es mayor 
que -9 en el intervalo dado. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 La función /definida por 


m = 


X 

1 - x 2 


no tiene valor máximo absoluto ni valor mínimo absoluto en el intervalo 
(-1, 1). La figura 14 muestra la gráfica de/en (-1, 1). Observe que 


lím f(x) = -oo lím f(x) = +oo 

X—►—1+ X—► I 


◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Sea/la función definida por 


f(x) = k + 1 si * < 1 

J l* 2 - 6x + 7 si 1 < x 

La gráfica de/en [-5, 4] se presenta en la figura 15. El valor máximo absoluto 
de /en [-5, 4] ocurre en 1, y/(l) = 2; el valor mínimo absoluto de/en 
[-5, 4] ocurre en -5, y/(—5) = -4. Observe que/tiene un valor máximo rela¬ 
tivo en 1 y un valor mínimo relativo en 3. También note que 1 es un número 
crítco de / porque/'(l) no existe, y 3 es un número crítico de /porque 

/'(3) = 0. ◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 La función / definida por 
1 


f(x) = 


x - 3 
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no tiene valor máximo absoluto ni valor mínimo obsoluto en [2, 4], La figura 
16 muestra la gráfica de /en este intervalo. Como lím ñx) = -oo; 

x—* 3 

f(x) puede hacerse menor que cualquier número negativo tomando 
3 - x > 0 y menor que una 8 positiva adecuada. También se tiene que 


lím 

j:—*3 + 


f(x) = +oo, de modo que f(x) puede hacerse mayor que cualquier 


número positivo tomando x - 3 > O y menor que una 8 positiva con¬ 
veniente. A 


m = 


X + I SÍJT < I 

x 2 - 6x + 7 si 1 S x 


x e [-5, 4] 


FIGURA 1S 


Se puede hablar del extremo absoluto de una función cuando no se ha 
especificado ningún intervalo. En tal caso se hace referencia al extremo ab¬ 
soluto de la función en su dominio. 


y 



flx) - —1 — i <E [2, 4], jc * 3 
x - 3 

FIGURA 16 


y 



/( x) = x 2 - 4x + 8 

FIGURA 17 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La gráfica de la función / 

definida por 

f(x) = x 2 - 4* + 8 

es la parábola mostrada en la figura 17. El punto más bajo de la pará¬ 
bola es el punto (2, 4), y la parábola abre hacia arriba. La función tiene un 
valor mínimo absoluto de 4 en x = 2. No existe el valor máximo absoluto 
de/. 4 

Con referencia a los ejemplos ilustrativos 5-10, se aprecia que el úni¬ 
co caso en el que existen tanto el valor máximo absoluto como el valor 
mínimo absoluto de la función es en el ejemplo ilustrativo 8, donde la fun¬ 
ción es continua en el intervalo cerrado [-5, 4]. En los otros ejemplos ilus¬ 
trativos no se tiene un intervalo cerrado o no se tiene una función continua. 
Si una función es continua en un intervalo cerrado, un teorema, llamado 
teorema del valor extremo , asegura que la función tiene un valor máximo 
absoluto y un valor mínimo absoluto en el intervalo. La demostración de este 
teorema, más allá del alcance de este texto y puede encontrarse en algún li¬ 
bro de Cálculo avanzado. 


3.1.7 Teorema del valor extremo 


Si la función / es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces / 
tiene un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en [a. 

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun¬ 
ción en un intervalo cerrado es una condición suficiente para garantizar que la 
función tiene un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en el 
intervalo. Sin embargo, no es una condición necesaria. Por ejemplo, la fun¬ 
ción cuya gráfica se muestra en la figura 18 tiene un valor máximo absoluto 
en x = c y un valor mínimo absoluto en x = d, aunque la función es dis¬ 
continua en el intervalo abierto (-1, 1 )• 

Un extremo absoluto de una función continua en un intervalo cerrado 
debe ser un extremo relativo o un valor de función en un extfemo del inter¬ 
valo. Debido a que una condición necesaria para que una función tenga un 
extremo relativo en un número c es que c sea un número crítico, de modo que 
el valor máximo absoluto y el valor mínimo absoluto de una función/con¬ 
tinua en un intervalo cerrado [a, b ] puede determinarse mediante el procedi¬ 
miento siguiente: 
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1. Determine los valores de la función en los números críticos de / 
en (a, b). 

2. Determine los valores de f(a) y f(b). 

3. El mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el 
valor máximo absoluto, y el menor de los valores es el valor 
mínimo absoluto. 


EJEMPLO 4 Determine los extremos absolutos de / en [-2, 3] si 
f(x) = x 3 - fu - 1 


FIGURA 18 


y apoye la respuesta gráficamente. 


Tabla 1 


jr 

-2 

-1.41 

1.41 3 

m 

3 

4.66 

-6.66 8 


Solución Como /es continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del 
valor extremo. Para determinar los números críticos de /, primero se calcula 
/'(*): 

/'( x) = 3x 2 - 6 



FIGURE 19 


Debido a que f'(x) existe para todos los números reales, los únicos números 
críticos serán los valores de x para los que /'(je) = 0. Al igualar f'(x) a cero 
y resolver para x se tiene 

3x 2 - 6 = 0 

x = ± V2 
x = ±1.41 

De modo que los números críticos de / son aproximadamente ±1.41 
y cada uno de estos números está en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores 
de función de los números críticos y de los extremos se muestran en la tabla 1. 

Por tanto, el valor máximo absoluto de/en el intervalo [-2, 3] es 8, el 
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor mínimo absoluto de /en el in¬ 
tervalo [-2, 3] es aproximadamente -6.66, el cual ocurre en el número crí¬ 
tico 1.41. 

La figura 19 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-2, 3] por [-10, 10]. Esta gráfica apoya las respuestas dadas. 4 


► EJEMPLO 5 

/en [1, 5] si 


Estime gráficamente los extremos absolutos de 



FIGURA 20 


f(x) = (x - 2) 2 ^ 

y confirme las respuestas analíticamente. 

Solución La gráfica de/trazada en el rectángulo de inspección de [1,5] 
por [-1,3] se muestra en la figura 20. De la gráfica, el valor mínimo absoluto 
es 0 y ocurre en x = 2. El valor máximo absoluto se tiene en el extremo de¬ 
recho 5, y en la calculadora, se estima que/(5) = 2.08. 

Al aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas 
analíticamente, puesto que/es continua en [1, 5]. Como 


/'(*) = 


2 

3(x - 2) 1/3 
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Tabla 2 


X 

! 2 5 

f(x) 

1 0 l¡9 


no existe valor de x para el cual/'Cr) = 0. Sin embargo, como f'(x) no existe 
en 2, se concluye que 2 es un número crítico de/; de modo que el valor mí¬ 
nimo absoluto ocurre en 2 o en un extremo del intervalo. Los valores de fun¬ 
ción de estos números se muestran en la tabla 2. 

De la tabla se concluye que el valor mínimo asbsoluto de/en [1, 5] es 
0 y el valor máximo absoluto es ~ 2.08, lo que confirma las respues¬ 
tas anteriores. d 

Antes de demostrar el teorema 3.1.3, como se indicó, se probará un teo¬ 
rema preliminar que se utilizará en la demostración del teorema 3.1.3, así 
como en las demostraciones de otros teoremas. 


3.1.8 Teorema 


(i) Si lím f(x) existe y es positivo, entonces existe un intervalo 
abierto que contiene a c tal que f(x) > 0 para toda x * c del 
intervalo. 

(ii) Si lím f(x) existe y es negativo, entonces existe un intervalo 

x-*e 

abierto que contiene a c tal que f(x) < 0 para toda x * c del 
intervalo. 

Demostración del inciso (i) Sea lím/fr) = L, donde, por hípóte- 

I->C 

sis, L > 0. Al aplicar la definición de límite (1.5.1) con € = \L, se tiene 
que existe 5 > 0 tal que 

sí0<|jc-c|< S entonces | f(x) - L \ < |L (1) 

Como 0 < | x - c | < S equivale a la proposición 

x está en el intervalo abierto (c - S, c + <5) donde x * c (2) 

y | f(x) - L | < j L equivale a la desigualdad continua 

\L < f(x) < ¡L (3) 

Si se sustituyen (2) y (3) en (1), se tiene la proposición 

si x está en el intervalo abierto (c - 8, c + S), donde x ^ c, 
entonces \L < f(x) < \ L 

Como L > 0, esta proposición significa que f(x) > 0 para cada x * c del 
intervalo abierto (c - S, c + S). m 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (vea el ejercicio 57). 

Demostración del teorema 3.1.3 Se desea probar que si f(x) exis¬ 
te para todos los valores de x del intervalo abierto (a, b), y si / tiene un ex¬ 
tremo relativo en c, donde a < c < b, y si/’(c) existe, entonces/'(c) = 0. 

Suponga que f'(c) & 0. Entonces f'(c) > 0 o /’(c) < 0. Si /'(c) > 0 
entonces 

lím /{X) ~ f(c) > 0 

x->c X ~ C 
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Por tanto, por el teorema 3.1.8 (i), existe un intervalo abierto / que contiene 
a c tal que 

~ m > 0 (4) 

X - c 

para toda x * cení. Además, 

f(x) - f(c) = (x - c) f(x) _ J j- ' ] ú X * c (5) 

De (4), el cociente del miembro derecho de (5) es positivo si x está en /. Por 

tanto, de (5) se concluye que si x está en /, entonces f(x) - f(c) y x - c 
tienen el mismo signo; esto es 

f(x) > /(c) si x > c ( 6 ) 

y 

f(x) < f(c) si x < c (7) 

De (6), / no puede tener un valor máximo relativo en c y de (7) / no puede 
tener un valor mínimo relativo en c, lo cual contradice la hipótesis de que / 
tiene un extremo relativo en c. 

Si/'(c) < 0, se obtiene una contradicción semejante. Se le pedirá que 
pruebe esto en el ejercicio 58. 

Así, la suposición de que/'(c) ^ 0 conduce a una contradición, por tan¬ 
to,/'(c) = 0. ■ 


EJERCICIOS 3.1 


En los ejercicios I a 8, (a) trace la gráfica de la función y esti¬ 
me los números críticos de la función gráficamente, (b) Con¬ 
firme las respuestas del inciso (a) analíticamente. 

1. f(x) = x 3 4- 7* 2 - 5* 

2. g(x) = 2* 3 - 2x 2 - 16* + 1 

3. g(x) = x 6ls - 12* 1/5 

4. /(*) = x 113 + x 4/3 - 3x V3 
x + 1 


5. f(x) = 


5* + 4 


6. f(x) = 


2x - 9 


En los ejercicios 15 a 18, determine los números críticos de la 
función. 

15. f(x) = sen 2x eos 2x 

16. f(x) = sen 2x + eos 2x 

17. F(x) = sec 2 3x 

18. G(x) = tan 2 4x 

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la gráfica de la función en 
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de 
la función en el intervalo, si existe alguno, y determine los va- 


7. G{x) = (x - 2) 3 (x + l) 2 

19. 

m = 

4 - 3*; (-1, 2] 

8. F(x) = (5 + x)\2 - x) 2 

20. 

/« = 

* 2 - 2* + 4; (-oo. 

En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los números críticos de la 

21. 

g(x) = 

1 

función f analíticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en 

-; 1-2,3] 

X 

dos formas: (b) trace la gráfica de f; (c) trace la gráfica de 

22. 

f(x) = 

i 

NDER (f(x), x). 

12,3) 

* 

9. f(x) = * 4 + ll* 3 + 34* 2 + 15* - 2 

23. 

/(*) = 

2cos*;[-|jr, 2^:) 

10. /(*) = * 4 + 4* 3 - 2* 2 - 12* 

24. 

G(x) = 

-3 sen *; (0, | k ) 

£0 

1 

II 

25. 

m = 

V 3 + *; [-3, + oo) 

12. /(w) = (w 3 - 3w 2 + 4) 1/3 

26. 

m = 

s¡4 - * 2 ; (-2, 2) 

13. /(*) = í—tA 

27. 

h(x) = 

—12,5) 

x - 2 



(X - 3) 2 

14. /(*) - * 2 + 2 * + 5 
x - 1 

28. 

g(x) = 

r~~r'. ("3, 2) 

9 - * 2 
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29. F(x) - \x - 4| + 1; (0,6) 

30. /(x) = 14 - x 2 |;( -oo, + 00) 

31. g(x) = v4 + 1 x ; [0, 3) 

32. f(x) = | \ x + 1 I S1 x * -1 ; [-2, 1] 

[3 si x = -1 


si x * 5 


33. f(x) = j x - 5 “ * ^ [3, 5] 

[2 si x = 5 

34. F(x) = U(x) - U(x - 1) donde 

U(x) = |° si x < °;(-l, )) 

[l si 0 £ jc 


35. f(x) = x - [xj; (1,3) 

36. á(x) = 2x + Ux - II; (1, 2] 

37. g(x) = sec 3x; l~^n, -jr tt] 

38. /(x) = tan 2x; [-4 ;r, 

En los ejercicios 39 a 46, determine los extremos absolutos de 
la junción en el intervalo indicado mediante el método del 
ejemplo 4 y apoye las respuestas gráficamente. 

39. (a) /(x) = x 4 - 8x 2 + 16; [-4,0] 

(b) f(x) = x* - ,8x 2 + 16; [-3,2] 

40. (a) f(x) = x 4 - 8x 2 + 16; [0,3] 

(b) f(x) = x 4 - 8x 2 + 16; [-1, 4] 


firme las respuestas analíticamente mediante el método del 
ejemplo 5. 

47. f(x) = x 2 + 5x - 4; [-3,-1] 

48. g(x) = x 2 + 3x 2 - 9x\ [-4,4] 

49. g(t) = 2 sec |r;[-|w, ±n] 

50 . f(t) = 3cos2t; [Ijc, | k] 

51 . f(x) = (x - 1) 1/3 + 4; [0, 2] 

52 . /( x) = ’ [°- ‘1 

En los ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la gráfica de la función en 
el intervalo indicado, (b) Determine los extremos absolutos de 
la función en el intervalo. 


53. 

m = | 

|.* | 


si -3<*< 2 ;[ _ 3 i 3] 


4 - 

x 

si 2 < x £ 3 

54. 

f(x) = | 

í 2x - 

- 1 

si -1 S x < 2 . [_ lf 


- 

X 2 

si 2 < x < 4 

55. 

m = | 

Í3x - 
1 0 

- 4 

SI —3 ^ J ^ 1 r 2 



[x 2 - 

■ 2 

si l < X < 3 

56. 

G(x) = < 

í 4 - 

(x 

+ 5) 2 si - 6 < x < - ‘ 


[12 - 

~ (•< 

: + l) 2 si -4 < x < 0 

57. 

Demuestre el inciso (ii) del teorema 3.1.8. 


41. f(t) = 2 sen r; l~tt, n] 

42. s(t) = icsc2 

43. g(w) = -»—■ [-1, 2] 

iv + 2 

44. f(r) = [-5, 2] 

r - 3 

45. f(x) = (x + l) 2 / 3 ; [-2, 1] 

46. g{x ) = 1 - (x - 3) 2/3 ;[-5,4] 

En los ejercicios 47 a 52, (a) estime gráficamente los extre¬ 
mos absolutos de la función en el intervalo indicado, (b) Con- 


58. Demuestre el teorema 3,1,3 con la suposición de 
que/’(c) < 0. 

59. Si la función / es diferenciable en todo número y 
/'(c) = 0, ¿puede concluirse que / tiene un extremo re¬ 
lativo en c? Explique su respuesta. 

60. Si la función / tiene un extremo relativo en el nú¬ 
mero c, ¿puede concluirse que /’(c) = 0? Explique su 
respuesta, 

61. Describa cómo obtendría analíticamente los extremos 
absolutos de una función continua en un intervalo cerrado. 


3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO 
ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 

Ahora se aplicará el teorema del valor extremo a problemas en los que la so¬ 
lución es un extremo absoluto de una función en un intervalo cerrado. Como 
se dijo en la sección anterior, el teorema 3.1.7 asegura que una función conti¬ 
nua en un intervalo cerrado tiene un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en el intervalo. Se mostrará el procedimiento para obtener 
los extremos absolutos de una función en el ejemplo ilustrativo siguiente, 
al considerar la situación discutida en el ejemplo 4 de la sección 1.3 y en el 
ejemplo ilustrativo 2 de la sección 1.9. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un fabricante de cajas de 

cartón quiere elaborar cajas abiertas a partir de trozos rectangulares de cartón 
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FIGURA I 


e¡p 

*3 

a 

p- 


con dimensiones de 10 pulg por 17 pulg, cortando cuadrados en las cuatro 
esquinas y doblando los lados hacia arriba. Se desea determinar la longitud 
del lado de los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el 
mayor volumen posible. La figura 1 muestra uno de los trozos de cartón in¬ 
dicados y la figura 2 representa la caja. En el ejemplo 4 de la sección 1.3 se 
mostró que si je pulgadas es la longitud de los lados de los cuadrados que 
se cortarán y V(x) pulgada^, cúbicas es el volumen de la caja, entonces 

V(x) = 170je - 54je 2 + 4JC 3 

y el dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5j. Como V es continua en [0, 5], 
se sabe, por el teorema del valor extremo, que en este intervalo V tiene un 
valor máximo absoluto, el cual ocurre en un número crítico o en un extremo 
del intervalo. Para obtener los números críticos se calcula V'(je) y se deter¬ 
minan los valores de x para los que V'(je) = 0 o V’(x) no existe. 

V'(x) = 170 - 108jc + llx 2 


U '(je) existe para todos los valores de x . Al igualar V '(je) a cero y despe¬ 
jar je se tiene 



FIGURA 2 


2(6je 2 - 54je + 85) = 0 

54 ± J(-54) 2 - 4(6)(85) 

Y — ’ -- 

12 

De donde se obtiene je = 6.97 y je = 2.03. De modo que el único valor crí¬ 
tico de V en [0, 5] es 2.03. Como V(0) = O y V(5) = 0, mientras que 
V(2.03) = 156.03, el valor máximo absoluto de V ocurre cuando je = 2.03. 
Este resultado puede apoyarse en la graficadora como se hizo en el ejemplo 4 
de la sección 1.3. 


Conclusión: El mayor volumen posible es 156.03 pulg 3 , y se obtiene cuan¬ 
do la longitud de los lados de los cuadrados que se cortarán es de 2.03 pulg. A 



FIGURA 3 


r EJEMPLO 1 Los puntos A y B están en las orillas de un río 
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C está en la 
misma orilla que B pero a k kilómetros de B río abajo. Una compañía telefó¬ 
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kilómetro de cable en 
tierra es de $10 000 y el de cable subacuático es de $12 500. Sea P un punto 
en la misma orilla que B y C de modo que el cable se tienda de A a P y luego 
a C. Consulte la figura 3. (a) Si je kilómetros es la distancia de B a P, obtenga 
una ecuación que defina a C(je) si C(je) dólares es el costo total del cable ten¬ 
dido y establezca el dominio de C. (b) Si k = 2, estime en la graficadora el 
valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible. 
Después confirme la estimación analíticamente. 

Solución 

(a) La distancia de P a C es (k - je) kilómetros, y, del teorema de Pitágoras, 
la distancia de A a P es v/3 2 + je 2 kilómetros. Por tanto. 


C(je) = 12 500 V 9 + je 2 + 10 000(k - je) 


(1) 


El dominio de C es [0, fcj. 
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(b) Con fe = 2 en la ecuación (1), se tiene 

C(x) = 12 500 V9 + x 2 + 10 000(2 - x) (2) 



con x e [0, 2], La gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo 
de inspección de [0, 2] por [0, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual 
indica que el valor mínimo absoluto de C en [0, 2] ocurre en el extremo 
derecho. Al utilizar la tecla I trace! ( rastreo ) de la graficadora, se obtiene 
C(2) = 45 069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es 
mínimo cuando x = 2 y el costo mínimo es de $45 069. 

Ahora se confirmará analíticamente esta estimación. Como C es con¬ 
tinua en [0, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene 
un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en [0, 2], Se de¬ 
sea determinar el valor mínimo absoluto. De la ecuación (2), 


FIGURA 4 


C’(x) = =* - 10 000 

49^ 

C'(x) existe para todos los valores de x. Al igualar C'(x) a cero y resolver 
para x se tiene 


12 5Q0x 
V 9 + x 2 


- 10 000 = o 


12 50Qx - 10 000 a/9 + x 2 = 0 

5x = 4 a/ 9 + x 2 

25x 2 = 16(9 + x 2 ) 

9x 2 =16 9 
x 2 = 16 

x = ±4 


(3) 


El número -4 es una raíz extraña de la ecuación (3), y 4 no está en 
el intervalo [0, 2], lo cual indica que no existen números críticos de C 
en [0, 2]. Por tanto, el valor mínimo absoluto de C en [0, 2] debe ocu¬ 
rrir en algún extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(2), se obtiene 

C(0) = 57 500 y C(2) = 45 069 

De modo que el valor mínimo absoluto de C en [0, 2] es 45 069 cuan¬ 
do x = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusión: El costo del cable es mínimo cuando éste se tiende direc¬ 
tamente de A a C bajo el agua. ^ 



C(x) = 12 500 a/ 9 + x 2 + 10000 (10 - x) 

FIGURAS 


► EJEMPLO 2 Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando 
ahora que fe = 10. 

Solución Con fe = 10 en la ecuación (1), se tiene 

C(x) = 12 500 a/9 + x 1 + 10 000(10 - x) (4) 

para x € [0, 10]. La figura 5 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en 
el rectángulo de inspección de [0, 10] por [120 000,140 000]. Las coordena¬ 
das del punto más bajo de la curva son, aproximadamente, (4, 122 500). Por 
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es mínimo cuan¬ 
do x = 4 y el costo mínimo es de $122 500. 
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Esta estimación se confirma analíticamente en la misma forma en que 
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuación (4), la expresión para C’(x) es igual a 
la que se obtuvo de la ecuación (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = ±4 
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 está en el inter¬ 
valo cerrado [0, 10], ahora 4 es un número crítico de C. Si se calculan C(0), 
C(4) y C(10) se obtiene 

C(0) = 137 500 C(4) = 122 500 C(10) = 130 504 

En consecuencia, el valor mínimo absoluto de C en [0, 10] es 122 500 cuando 
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusión: En este caso, el costo del cable es mínimo cuando se tiende 
de A a P el cual debe estar a 4 km de B. 4 


Para la función C definida por la ecuación (1) con x e [0, k], se mostró 
en el ejemplo 1 que cuando k = 2, el valor mínimo absoluto de C ocurre en 
el extremo derecho del intervalo [0, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando 
k = 10, se mostró que el valor mínimo absoluto de C ocurre en el interva¬ 
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedirá que determine los valores de 
k para los que el valor mínimo absoluto de C ocurrirá en un número del in¬ 
tervalo abierto (0, k). 



FIGURA 6 


W EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla 
de un río y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la 
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y 
$18 por pie colocado para al lado paralelo al río, determine las dimesiones 
del terreno de mayor área posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca. 
Apoye gráficamente a la respuesta. 

Solución Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al 
río, y pies la longitud del lado paralelo al río y A pies cuadrados el área del 
terreno. Refiérase a la figura 6. En consecuencia, 

A = xy (5) 

Como el costo del material para cada lado no paralelo al río es de $12 por 
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de 
la cerca para cada uno de estos lados es I2x dólares. De manera similar, el 
costo de la cerca del tercer lado es 18y dólares. Por tanto. 


12x + 12r + 18y = 5 400 (6) 

A fin de expresar A en términos de sólo una variable, se resuelve (6) para y 
en términos de x y se sustituye este valor en (5), obteniéndose A como una 
función de x. Así 


A(x) = x(300 - fx) (7) 

De (6), si y = 0, x = 225, y si x = 0, y = 300. Puesto que x y y no de¬ 
ben ser negativos, el valor de x que hará de A un máximo absoluto, debe estar 
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225], 
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por el teorema del valor extremo, A tiene valor máximo absoluto en el inter¬ 
valo. De (7), se tiene 


A(x) = 300x - jx 2 
A'(x) = 300 - fx 

Como A'(x) existe para todo x, los números críticos de A se determinan al 
considerar A'(x) = 0, de lo que se obtiene 

x = 112.5 



A(x) = ¿(300 - ~x) 

FIGURA 7 


El único número crítico de A es 112.5, el cual se encuentra en el inter¬ 
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor máximo absoluto de A debe ocurrir 
enO, 112.5 o 225. Debido a que A(0) = 0,A(225) = 0 y A(] 12.5) = 16 875, 
el valor máximo absoluto de A en [0, 225] es 16 875, el cual ocurre cuan¬ 
do x = 112,5 y y = 150 (obtenido de (6) al sustituir 112.5 por x). 

Con el fin de apoyar gráficamente la respuesta, se traza la gráfica de la 
función A definida por la ecuación (7) en el rectángulo de inspección de 
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el 
punto más alto de la gráfica es (112.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta. 

Conclusión: El terreno de mayor área posible que se puede encerrar con 
$5 400 de cerca tiene un área de 16 875 pie 2 , obtenido cuando la longitud del 
lado paralelo al río mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al río 
es de 112.5 pie. A 


W EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la sección 1.3, se tuvo la si¬ 
tuación siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se 
difunde un rumor es conjuntamente proporcional al número de persona que 
han escuchado el rumor y al número de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde a una tasa de 
200 personas por hora. Determine analíticamente cuántas personas han escu¬ 
chado el rumor cuando éste se difunde a la mayor tasa posible. 

Solución En la sección 1.3 se obtuvo el modelo matemático 

f(x) = Jj(8 OOOx - x 2 ) 

donde f(x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando 
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una población de 
8 000, x está en el intervalo cerrado [0, 8 000]. A fin de aplicar el concepto 
de continuidad, se considerará que x es cualquier número real de este inter¬ 
valo. Como f(x) es un polinomio, entonces / es continua en [0, 8 000], por 
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular f'(x) se tiene 

/’(*) = Jj(8 000 - 2x) 

El único número crítico de/se tiene cuando f\x) = 0, y es x = 4 000. Como 

/(0) = 0 /(4 000) = 20 050.1 /(8 000) = 0 

el valor máximo absoluto de / ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es 
acorde con el que se obtuvo gráficamente en la sección 1.3. 


Conclusión: El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000 
personas, la mitad de la población, han escuchado el rumor. A 
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► EJEMPLO 5 En el ejemplo 4 de la sección 2.2 se tuvo la situa¬ 
ción siguiente: En la planeación de una cafetería, la ganancia diaria se estimó 
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca¬ 
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuirá en 
$0.08 veces el número de lugares que exceden a 80. ¿Cuál debe ser la capa¬ 
cidad de la cafetería de modo que se obtenga la máxima ganancia diaria? 

Solución En la sección 2.2 se obtuvo el modelo matemático 


P(x) = 


16* si 40 < x < 80 

22.40* - 0.08* 2 si 80 < * < 280 


donde P(x) dólares es la ganancia diaria de la cafetería cuando su capacidad 
es de * lugares. Además, en la sección 2.2, se consideró que .* toma todos los 
valores reales de su dominio [40, 280] y se mostró que P es continua en ese 
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80. 

De la continuidad de P en [40, 280], el teorema del valor extremo garan¬ 
tiza que P tiene un valor máximo absoluto en ese intervalo. Como P'(80) no 
existe, 80 es un número crítico de P. Para determinar cualquier otro núme¬ 
ro crítico de P, se calcula P'(x): 


P'(x) = 


16 


[22.40 - 0.16* 
P'(x) = 0 cuando 


si 40 < * < 80 
si 80 < * < 280 


22.40 - 0.16* = 0 
* = 140 


Por lo que 140 es un número crítico de P. Enseguida se calcula P(*) en los 
extremos del intervalo [40, 280] y en los números críticos de P: 

P(40) = 640 P(80) = 1 280 P( 140) = 1 568 P(280) = 0 

Por tanto, el valor máximo absoluto de P es 1 568 y ocurre cuando * = 140. 

Conclusión: La capacidad de la cafetería debe ser de 140 lugares, lo 
que proporcionará una ganancia diaria de $1 568. ^ 



V 12 cm 


5 cm 


► EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones 

del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un 
cono circular recto cuyo radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir¬ 
me analíticamente las estimaciones del inciso (a). 

Solución 

(a) Sean r centímetros la longitud del radio del cilindro, h centímetros su 
altura y V centímetros cúbicos su volumen. 

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la 
figura 9 presenta una sección plana que contiene al eje del cono. 

Si r - 0 y h = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje 
del cono. Si r = 5 y h = 0, también se tiene un cilindro degenerado, el 
cual es la base del cono. El número r está en el intervalo cerrado [0, 5], y 
el número h pertenece al intervalo cerrado [0, 12]. 

La fórmula siguiente expresa V en términos de r y h: 


FIGURA 8 


V = 7tr 2 h 


(8) 
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A fin de expresar V en términos de sólo una variable se necesita otra 
ecuación que contenga a r y h. De los triángulos semejantes de la figura 
9, se tiene 


12 - h = 12 
r 5 

. 60 - 12r 


(9) 


Si se sustituye de (9) en la fórmula (8), se obtiene V como una función de 
r , lo que se escribe como 

V(r) = f tf(5r 2 - r 3 ) r £ [ 0, 5] (10) 



V(x) = - r 3 ) 

FIGURA 10 


La figura 10 muestra la gráfica de V trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [0, 5] por [0, 150], En la graficadora, se determina que el punto 
más alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro 
circular recto mide 3.33 cm y, en consecuencia, de (9) se estima que su 
altura es de 4.01 cm. 

(b) Para confirmar analíticamente las estimaciones, se aplica el teorema 
del valor extremo ya que V, definida por la ecuación (10), es continua en 
el intervalo cerrado [0, 5], Se desea determinar los valores de r y h que 
proporcionen el valor máximo absoluto de V. De (10) se tiene 

V’(r) = ^K(10r - 3r 2 ) 

Con objeto de determinar los números críticos de V, se considera 
V'(ñ = 0 y se despejar: 


r(10 - 3r) = 0 
r = 0 r 


Como V'(r) existe para todos los valores de r, los únicos números críti¬ 
cos de V son Oy los cuales están en el intervalo cerrado [0, 5]. El 
valor máximo absoluto de V en fO, 5] debe ocurrir en 0, y o 5. De (10) 
se obtiene 


V(0) = 0 V(^) = K V(5) = 0 

Por tanto, el valor máximo absoluto de f es = 139.63, el cual 

se obtiene cuando r = y = 3.33. Cuando r = y, se obtiene de (9), 
h = 4. Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro¬ 
porcionan los valores exactos de r y h. 


Conclusión: El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el 
cono dado tiene un volumen de 39° K cnl 3_ | G q U ¿ ocurre cuando r - y cm y 
h = 4 cm. ^ 


EJERCICIOS 3.2 


En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como 
números. Asegúrese de escribir una conclusión al final de cada 
ejercicio. 

1. Determine un número del intervalo [ i, 2] tal que la suma 
del número y su recíproco sea (a) un mínimo y (b) un 
máximo. Apoye gráficamente las respuestas. 

2. Determine un número del intervalo [-1, 1 ] tal que la dife¬ 
rencia del número menos su cuadrado sea (a) un máximo 
y (b) un mínimo. Apoye gráficamente las respuestas. 


En los ejercicios 3 a 14, confirme analíticamente la estima¬ 
ción obtenida en la graficadora en el inciso (c) del ejercicio 
indicado de la sección 1.3. 


3. Ejercicio 13 
6. Ejercicio 16 
9. Ejercicio 19 
12. Ejercicio 26 


4. Ejercicio 14 
T. Ejercicio 17 
10. Ejercicio 20 
13. Ejercicio 27 


5. Ejercicio 15 
8. Ejercicio 18 
11. Ejercicio 25 
14. Ejercicio 28 
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15. ¿Cuántos estudiantes deben asistir a la excursión, del ejer¬ 
cicio 37 de la sección 2.2, para que la escuela reciba el 
máximo ingreso bruto? 

16. ¿Cuántos estudiantes deben asistir a la excursión, del ejer¬ 
cicio 38 de la sección 2.2, para que la escuela reciba el 
máximo ingreso bruto? 

17. Del modelo matemático obtenido en el ejercicio 30 de la 
sección 2.2, determine cuántos naranjos deben plantarse 
por acre en California de modo que se obtenga el mayor 
número de naranjas. 

18. ¿Cuántos miembros proporcionarán el mejor ingreso, de¬ 
bido a las cuotas anuales, al club privado del ejercicio 40 
de la sección 2.2? 

19. (a) Encuentre dos números no negativos cuya suma sea 
12 tales que su producto sea un máximo absoluto, y apoye 
gráficamente las respuestas, (b) Determine dos números 
no negativos cuya suma sea 12 tales que la suma de sus 
cuadrados sea un mínimo absoluto, y apoye gráficamente 
las respuestas. 

20. Suponga que se tiene un cuerpo suspendido por debajo de 
la recta horizontal AB mediante un alambre en forma de Y. 
Si la distancia entre los puntos A y B es de 8 pie, (a) estime 
en la graficadora con aproximación de pies, la longitud 
más corta del alambre que pueda emplearse, (b) Confirme 
la estimación del inciso (a) analíticamente. 

21. Una isla está ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del 
punto más cercano B de una playa recta. Una mujer, en la 
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu¬ 
jer puede dirigirse hacia el punto P, entre B y C, en un 
bote de remos a 5 km/h y después caminar en forma recta 
de P a C a 8 km/h. (a) Estime en la graficadora la ruta de 
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo, (b) 
Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 



22. Resuelva el ejercicio 21 considerando ahora que el punto C 
está a 3 km de B playa abajo. 

23. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor área lateral que pueda ins¬ 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir¬ 
me analíticamente la estimación del inciso (a). 



24. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor volumen que pueda ins¬ 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir¬ 
me analíticamente la estimación del inciso (a). 

25. Dada la circunferencia cuya ecuación es x 2 + y 2 = 9, 
determine (a) la distancia más corta del punto (4, 5) a un 
punto de la circunferencia, y (b) la distancia más grande 
del punto (4, 5) a un punto de la circunferencia, (c) Apoye 
las respuestas de los incisos (a) y (b) gráficamente. 

26. (a) Determine el área del rectángulo más grande que ten¬ 
ga dos vértices en el eje x y los otros dos en la parábola 
y = 9 - x 2 , por arriba del eje x. (b) Apoye gráficamente 
la respuesta del inciso (a). 

y 



27. Considere que la disminución de la presión sanguínea de 
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad¬ 
ministrada a la persona. De modo que si se administran 
x miligramos de la sustancia, la disminución de la presión 
sanguínea es una función de x. Suponga que f(x) define 
esta función y que 

f(x) = i x 2 (k - X) 

si x e [0, k\, donde k es una constante positiva. Deter¬ 
mine el valor de x que ocasiona la mayor disminución de 
la presión sanguínea. 

28. Al toser el radio de la tráquea de una persona disminu¬ 
ye. Suponga que el radio normal de la tráquea es de R 
centímetros, mientras que al toser, el radio de la misma es 
de r centímetros, donde R es una constante y r es una va¬ 
riable. La velocidad del aire a través de la tráquea puede 
expresarse como una función de r, y si V(r) centímetros 
por segundo es esta velocidad, entonces 

V(r) = kr 2 (R - r) 
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donde k es una constante positiva y r está en el intervalo 
[ ¿R, R]. Determine el radio de la tráquea cuando se tose 
de modo que la velocidad del aire a través de la tráquea 
sea máxima. 

29. La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente 
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor. 
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia 
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro 
circular recto cuyo radio es de 72 cm. 



30. La rigidez de una viga rectangular es conjuntamente pro¬ 
porcional a su anchura y al cubo de su espesor. Determine 
las dimensiones de la viga de mayor rigidez que pueda 
cortarse de un tronco con forma de cilindro circular recto 
cuyo radio es de a centímetros. 

31. Un trozo de alambre de 10 pie de longitud se corta en dos 
partes. Con una parte se hace una circunferencia y la otra 
se dobla en forma de cuadrado. ¿Cómo debe cortarse el 
alambre de modo que (a) el área total de las dos figuras 
sea la mínima posible; (b) el área total de las dos figu¬ 
ras sea la máxima posible. 

32. Resuelva el ejercicio 31 considerando ahora que una parte 
se dobla en forma de triángulo equilátero y la otra en for¬ 
ma de cuadrado. 

33. Si R pies es el alcance de un proyectil, entonces 


g 1 

donde v 0 pies por segundo es la velocidad inicial, g pie/s 2 
es la aceleración debida a la gravedad, y 0 es la medida 


en radianes del ángulo que el cañón forma con la hori¬ 
zontal. Determine el valor de 9 que hace máximo el alcan¬ 
ce del proyectil. 

34. Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante mediante una 
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un ángulo de 
9 radianes con respecto al plano del piso, entonces F está 
dada por la ecuación 

F= _ W _ 

k sen 6 + eos 0 

donde k es una constante llamada coeficiente de fricción 
y 0 < k < 1. Si 0 < 6 < jjr, determine eos 9 cuando 
F es mínima. 

35. En una fábrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es 
el costo total de producción de una jomada de 8 horas, 
entonces C = 3x 2 + 42y, donde x es el número de má¬ 
quinas utilizadas en la elaboración del producto A, y y es 
el número de máquinas empleadas en la elaboración del 
producto B, y durante una jomada de 8 horas trabajan 
15 máquinas, (a) Determine analíticamente cuántas de 
estas máquinas deben utilizarse para elaborar el producto 
A y cuántas para elaborar el producto B de modo que el 
costo total sea mínimo, (b) Apoye las respuestas del inci¬ 
so (a) gráficamente. 

36. (a) En el ejemplo 1, ¿para qué valores de k ocurrirá el 
valor máximo absoluto de C en un número del intervalo 
abierto (0, k)1 (b) Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y 
22 son casos especiales del siguiente problema más ge¬ 
neral: Sea 


f(x) - u *Ja 2 + x 2 + v(b - x) 

donde x está en el intervalo [0, b] y u > v > 0. Demues¬ 
tre que para que el valor máximo absoluto de / ocurra en 
un número del intervalo abierto (0, b), se debe satisfacer 
la desigualdad siguiente: av < b fu 2 -v 2 . 


3.3 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


y 



Como se indicó en la introducción de este capítulo, uno de los teoremas más 
importantes del Cálculo es el teorema del valor medio, el cual se emplea en la 
demostración de muchos teoremas tanto de Cálculo Diferencial como de 
Cálculo Integral así como de otras materias como el Análisis Numérico. La 
demostración del teorema del valor medio está basada sobre un caso espe¬ 
cial conocido como teorema de Rolle, el cual se discutirá primero. 

El matemático francés Michel Rolle (1652-1719) demostró que si / 
es una función continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en 
el intervalo abierto (a, b), y si f(a) y f(b) son iguales a cero, entonces exis¬ 
te al menos un número c entre ay b para el Gual f'(c) = 0. 

A continuación se verá lo que significa geométricamente este teorema. 
La figura 1 muestra la gráfica de una función / que satisface las condiciones 
del párrafo anterior. Se aprecia intuitivamente que existe al menos un punto 
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_ r ■»« 


y 



y 



de la curva entre (a, 0) y ( b , 0) en el que la recta tangente es paralela al eje x; 
esto es, la pendiente de la recta tangente es cero. Esta situación se ilustra en 
la figura 1 en el punto P. De modo que la abscisa de P es c, para la cual 

f'(c ) = 0. 

La función, cuya gráfica se muestra en la figura 1, no sólo es diferencia- 
ble en el intervalo abierto (a, ti) sino que también lo es en los extremos del 
intervalo. Sin embargo, la condición de que / sea diferenciable en los extre¬ 
mos del intervalo no es necesaria para que la gráfica tenga una recta tangen¬ 
te horizontal en algún punto del intervalo; la figura 2 ilustra esto. En la figura 2 
se aprecia que la función no es diferenciable en a ni en b ; sin embargo, existe 
la recta tangente horizontal en el punto donde x'~ c, y c está entre ay b. 

No obstante, es necesario que la función sea continua en los extremos 
del intervalo para garantizar una recta tangente horizontal en un punto inte¬ 
rior del intervalo. La figura 3 muestra la gráfica de una función continua en 
el intervalo [a, b) pero discontinua en b; la función es diferenciable en el in¬ 
tervalo abierto (a, ti) y los valores de la función en los dos extremos son cero. 
Sin embargo, no existe un punto en el que la gráfica tenga una recta tangen¬ 
te horizontal. 

A continuación se establecerá y demostrará el teorema de Rolle. 


FIGURA 3 


3.3.1 Teorema de Rolle 


Sea/ una función tal que 

(I) es continua en el intervalo cerrado [a, b]; 

(U) es diferenciabe en el intervalo abierto (a, ti); 

(lü) /(a) = 0 y f(b) = 0. 

Entonces existe un número c en el intervalo abierto (a, b) tal que 
f\c) = 0 



Demostración Se considerarán dos casos. 

Caso ¡:f(x) = 0 para toda x en [a, ti]. 

Entonces f'(x) = 0 para toda x en (a, ti); por tanto, cualquier número 
entre ay b puede considerarse como c. 

Caso 2: f(x) es diferente de cero para algún valor de x en el intervalo (a, ti). 

Como/es continua en el intervalo cerrado [a, ti], entonces, por el teore¬ 
ma del valor extremo, / tiene un valor máximo absoluto en [a, b] y un valor 
mínimo absoluto en [a, b]. De (iii),/(a) = 0 y f(ti) = 0. Además,/(x) es 
diferente de cero para algún valor de x en el intervalo (a, ti). En consecuencia, 
/ tendrá un valor máximo absoluto positivo en C\ del intervalo (a, b), o un 
valor mínimo absoluto negativo en c 2 del intervalo (a, ti), o ambos. Así, para 
c = q o c = c 2 , según sea el caso, existe un extremo absoluto en un punto 
interior del intervalo- [a, b]. Por tanto, el extremo absoluto f(c) es también un 
extremo relativo, y como f'(c) existe por hipótesis, se deduce, por el teo¬ 
rema 3.1.3, que/'(c) = 0. Esto demuestra el teorema. ■ 

Puede haber más de un número en .el intervalo abierto (a, b) para los 
cuales la derivada de/es cero. Esto se ilustra geométricamente en la figura 4, 
en la que se muestra una recta tangente horizontal en el punto donde x = ci 
y también en el punto donde x = c 2 , por lo que/'(ci) = 0y/'(c 2 ) = 0. 


FIGURA 4 
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El recíproco del teorema de Rolle no es válido. Esto es, no se puede con¬ 
cluir que si una función /es tal que/'(c) = 0, con a < c < b, entonces las 
condiciones (1), (ii) y (iii) se cumplen. Vea el ejercicio 36. 


► EJEMPLO I Sea 

f(x) = 4r 3 - 9x 

verifique que las tres condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle se sa¬ 
tisfacen para cada uno de los intervalos siguientes: [~|, 0], [0, |] y [-|, |], 
Después haga una elección adecuada para c en cada uno de estos intervalos 
de modo que f’(c) = 0. Apoye la elección de c gráficamente trazando en el 
mismo rectángulo de inspección las gráficas de / y de la recta tangente hori¬ 
zontal en el punto (c,/(c)). 

Solución Al diferenciar/se tiene 

f\x) = \2x 2 - 9 

Como f'{x) existe para todos los valores de x,fe s diferenciable en el intervalo 
(-oo, +oo) y por tanto, continua en en el intervalo (-oo, +oo) Así, las 
condiciones (i) y (ii) del teorema de Rolle se cumplen en cualquier intervalo. 
A fin de determinar los intervalos en los que se cumple la condición (iii), se 
obtienen los valores de x para los cuales f(x) = 0. Si f(x) = 0, entonces 

4x(x 2 - |) = 0 



Con a = -|yh = 0, el teorema de Rolle se cumple en 0]. De manera 
semejante, el teorema de Rolle se cumple en [0, |] y [-1, |]. 

Con el fin de determinar valores adecuados para c, considere f'(x) = 0, 
de donde se obtiene 



f(x ) = 4x 3 - 9x 

FIGURA 5 


12jc 2 -9 = 0 

x = -|V3 x=l-V3 

Por tanto, en el intervalo [-|, 0], una elección adecuada para c es v3. 
En él intervalo [0, |] se toma c = ¿ V3. En el intervalo [-f, |] exis¬ 
ten dos valores posibles para c: - 1 V3 o ~ v'3\ 

La figura 5, que muestra las gráficas de / y de las rectas tangentes ho¬ 
rizontales en los puntos donde x = -i v3 = -0.87 y i = i V3 = 0.87, 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-1.5, 1.5] por [-8, 8], apoya las 
elecciones de c. ^ 

Ahora se aplicará el teorema de Rolle en la demostración del teorema 
del valor medio. Debe conocer muy bien el significado de este teorema. 


3.3.2 Teorema del valor medio 


Sea/ una función tal que 


(i) es continua en el intervalo cerrado [a, b]; 

(ii) es diferenciable en el intervalo abierto (a, b). 


Entopees existe un número c en el intervalo abierto (a, b) tal que 


fXc) = 


f(b) - na) 
b - a 
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Antes de demostrar este teorema, se interpretará geométricamente. Para 

te. Para la gráfica de la función / —¿fil es la pendiente del segmento 

b - a 

de recta que une los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)). El teorema del valor me¬ 
dio establece que existe algún punto de la gráfica entre A y B en el que la 
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por A y B; esto es, existe 
algún número c en el intervalo (a, b ) tal que 


fie) 


m - f(a) 
b - a 


Refiérase a la figura 6. 

Considere el eje x como el segmento AB y observe que el teorema del 
valor medio es una generalización del teorema de Rolle, el cual se emplea en 
su demostración. 

Demostración del teorema 3.3.2 Una ecuación de la recta que 
pasa por los puntos A y B de la figura 6 es 


y - fia) 


f(b) ~ fia) 
b - a 


ix - a) 


<=> 


>' = 


fib) - fia) 

b - a 


(x - a) + f(a) 


Ahora, si F(x) mide la distancia vertical entre el punto (x, f(x)) de la gráfica 
de la función / y el punto correspondiente de la recta secante que pasa por A 
y B, entonces 


Fix) = f(x) - - í^(x -a)- f(a) 

b - a 


(i) 


Se mostrará que esta función F satisface las tres condiciones de la hipó¬ 
tesis del teorema de Rolle. 

La función F es continua en el intervalo cerrado [a, b] porque es la suma 
de / y una función lineal, las cuales son continuas. Por tanto, F satisface la 
condición (i). También F satisface la condición (ii) ya que/es diferenciable 
en (a, tí). De (1). F(a) = 0 y F(b) = 0. Por tanto, F satisface la condición 
(iii) del teorema de Rolle. 


La conclusión del teorema de Rolle establece que existe un número c en 
el intervalo abierto (a, tí) tal que F'(c) = 0. Pero 


F\x) = f\x) 
De modo que 
F'ic) = f'(c) 


fib) - fia) 
b - a 


fib) - fia) 


b - a 

En consecuencia, existe un número c en (a, tí) tal que 
fib) ~ fia) 


0 = fie) 
fie) 


b - a 
_ fjb) - fja) 
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En la mayoría de los casos no se puede determinar el valor exacto del 
número c garantizado por el teorema del valor medio. Sin embargo, el valor 
de c no es significativo porque el hecho crucial del teorema es que tal núme¬ 
ro c existe. Por esta razón, se dice que el teorema del valor medio es un teo¬ 
rema de existencia. Muchos conceptos importantes en matemáticas están 
basados en teoremas de existencia, otros ejemplos de estos teoremas son el 
teorema del valor intermedio y el teorema del valor extremo. La conclusión 
de un teorema de existencia usualmente asegura la existencia de uno o más 
números que tienen una propiedad específica, y el conocimiento de que el nú¬ 
mero existe es más significaúvo que determinar tal número. 

El ejemplo siguiente, presentado para mostrar que se cumplen las condi¬ 
ciones del teorema del valor medio, implica una función para la cual es posible 
calcular el valor del número c garantizado por el teorema. 


► EJEMPLO 2 Sea 

f(x) = X 3 - x 2 - 2x 

verifique que se satisfacen las hipótesis del teorema del valor medio para 
a = 1 y b = 3. Después determine un número c en el intervalo abierto (1, 3) 
tal que 

no = M 

J ’ 3-1 

Apoye la elección de c gráficamente trazando en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección la gráfica de / la recta tangente en el punto donde x = c y la recta 
secante que pasa por los puntos (1, /(I)) y (3, /(3)). 

Solución Como/es una función polinomial, / es una función continua 
y diferenciable en cualquier número. Por tanto, se satisfacen las hipótesis del 
teorema del valor medio para cualesquiera ay b. 

Al diferenciar/se tiene 

f’(x) = 3x 2 - 2x - 2 

Como/(l) = -2 y/(3) = 12, entonces 

/(3) - /(l) = 12 - (-2) 

3-1 2 

= 7 

Si se considera/'(c) = 7 se obtiene 

3c 2 - 2c - 2 = 7 
3c 2 - 2c - 9 = 0 

-(-2) ± V(-2) 2 - 4(3)(—9) 

2(3) 

_ _ 2 + VTT2 _ 2 - 4ñ2. 

6 6 

= 2.10 - -1.43 

Debido a que -1.43 no está en el intervalo abierto (1, 3), el único valor posi¬ 
ble para c es 2.10. 
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[0, 5] por [-5, 15] 


La figura 7 muestra la gráfica de / la recta tangente en el punto donde 
x = 2.10 y la recta secante que pasa por los puntos (1, -2) y (3, 12) trazadas 
en el rectángulo de inspección de [0, 5] por [-5, 15], El hecho de que la recta 
tangente es paralela a la recta secante apoya la elección de c como 2.10. ^ 


► EJEMPLO 3 Sea 

f(x) = x 2/3 


f(x) = x 1 - X 2 - 2x 

FIGURA 7 


trace la gráfica de /. Muestre analíticamente que no existe ningún número c 
en el intervalo abierto (-2, 2) tal que 


no 


/( 2 ) - /(— 2 ) 
2 - (- 2 ) 


¿Qué condición de la hipótesis del teorema del valor medio no cumple /cuan¬ 
do a = -2 y b = 2? 



FIGURA 8 


Solución La gráfica de / trazada en el rectángulo de inspección de 
[-3, 3] por [-1,3] se muestra en la figura 8. 

Al diferenciar/se tiene 


f'(x ) = }jT l & 


De modo que 


no 


2 

3c'/3 


Además, 

/( 2 ) - /(— 2 ) _ 4^ 3 - 4^ 3 
2 - (-2) 4 


= 0 

2 

No existe ningún número c para el cual ——r = 0. 

3c 1/J 


La función/es continua en el intervalo cerrado [-2, 2]; no obstante,/no 
es diferenciable en el intervalo abierto (-2, 2) porque /'(0) no existe. Por 
tanto, la condición (ii) del teorema del valor medio no es satisfecha por / 
cuando a = -2 y b = 2. M 


El ejemplo siguiente muestra el poder del teorema del valor medio. 


► EJEMPLO 4 Utilice el teorema del valor medio para demos¬ 
trar que si x > 0, entonces sen x < x. 

Solución Si x > 1, entonces como sen x < 1, sen x es en verdad me¬ 
nor que x. Considere entonces que 0 < x < 1 y sea 

f(x ) = x - sen x 

entonces 


f'(x) = 1 - eos X 
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Como / es continua y diferenciable en cualquier número, se concluye, por 
el teorema del valor medio con a = 0 y b = x, que existe algún número c 
para el cual 0 < c < x < 1, tal que 


f\c) 


f(x) ~ /(O) 
x - 0 


Debido a que /(O) = 0 y f'(c) = 1 - eos c, de la ecuación anterior se tiene 


x( 1 - eos c) = f(x) 0 < c < 1 

En el miembro izquierdo de esta ecuación los dos factores son positivos. De 
modo que 


0 < /(x) 

0 < x - sen* 

sen x < x A 


En los ejercicios 28 a 30 se le pedirá que demuestre algunas otras des¬ 
igualdades mediante un método semejante al del ejemplo anterior. 

A fin de seguir mostrando el poder del teorema del valor medio, se mos¬ 
trará su uso en la demostración del teorema siguiente, el cual se necesitará en 
el capítulo 4. 


3.3.3 Teorema 


Si / es una función tal que f\x) = 0 para todos los valores de x en un 
intervalo /, entonces fes constante en /. 


Demostración Suponga que / no es constante en el intervalo l. Enton¬ 
ces existen dos números diferentes x, y x 2 en I, donde x¡ < x 2 , tales que 
f(x\) ^ f(x 2 ). Puesto que, por hipótesis, f'(x) = 0 para toda x en /, enton¬ 
ces/'(x) = 0 para toda x en el intervalo cerrado [X], x 2 J. En consecuencia,/ 
es diferenciable en toda x del intervalo [xj, x 2 ], por lo que/es continua en 
U], x 2 ]. Por tanto, las hipótesis del teorema del valor medio se satisfacen, de 
modo que existe un número c, con x¡ < c < x 2 , tal que 


f, (c) _ /(xp ~ /(x 2 ) 

X] - x 2 


( 2 ) 


Pero como/’(x) = 0 para toda x en el intervalo (X|, x 2 ], entonces f'(c) = 0, 
y de (2) se deduce que f(x\) = f(x 2 ). Recuerde que se supuso que 
/(xj) /(x 2 ). En consecuencia, se tiene una contradicción, y por tanto, / es 

constante en I. m 


En la próxima sección se verá otra aplicación del teorema del valor 
medio al demostrar el teorema 3.4.3. 


EJERCICIOS 3.3 


En ios ejercicios 1 a 4, verifique que las tres condiciones de la 
hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la junción en 
el intervalo indicado. Después obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusión del teorema de Rolle. Apoye la 
elección de c gráficamente trazando en el mismo rectángulo de 
inspección las gráficas de f y de la recta tangente horizontal en 
el punto (c, /(c)). 


1. /(x) = X 2 - 4x + 3; [1, 3] 

2. /(x) = x 3 - 2x 2 - x + 2; [1, 2] 

3. /(x) = sen 2x: [0, 4 j ¿] 

4. /(x) = 3 eos 2 x; [ ~n, | x] 

En los ejercicios 5 a JO, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de la función en el intervalo indicado; (b) verifique las tres 
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condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle, y determine 
qué condiciones son satisfechas y cuáles , si las hay, no se sa¬ 
tisfacen; (c) si las tres condiciones del inciso (b) son satisfe¬ 
chas, entonces determine un punto de la gráfica en el que 
exista una recta tangente horizontal y apoye gráficamente la 
respuesta. 

5. fix) = _x 4/3 - 3x^ 3 ; [0, 3] 

6. fix) = x 3/4 - 2* ,/4 ; [0,4] 

7. /« = * 2 ~ * ~ 12 ; [-3, 4] 

x - 13 

8 . f(x) = 1 - |*|;[-l, 1 ] 


9. /(*) = 


10 . /(*) = 


x 2 - 4 si* < 1 . [_2 i] 

.5* - 8 si 1 < x ’ 5 

! 3* + 6 sí x < 1 . r 2 4 ] 

I* - 4 si 1 < *’ ’ 


En los ejercicios 11 a 20, verifique que las hipótesis del teore¬ 
ma del valor medio son satisfechas por la función en el inter¬ 
valo indicado [a, b]. Después obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusión del teorema del valor medio. 
Apoye la elección de c gráficamente trazando en el mismo 
rectángulo de inspección la gráfica de f en el intervalo cerra¬ 
do, la recta tangente en el punto (c, /(c)), y la recta secante que 
pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), observando que la 
recta tangente y la recta secante son paralelas. 

11 . fix) = x 2 + 2 * - 1 ; [ 0 , 1 ] 

12 . fix) = x 3 + * 2 - *; [- 2 , 1 ] 

13. fix) = x 2 ^ 3 ; [0, 1] 

14. /(*) = [2, 6] 

15. /(*) = ■si V y- eos x ; [- 2re, ^re] 

16. fix) = Vi ~ sen x; [0, ^xr] 

17. /(*) = x 2 ; [3, 5] 

18. fix) = x 2 ; [2, 4] 

19. fix) = sen x; [0, 2 re] 

20 . fix) = 2 eos x; [ i re, |re] 

Para cada una de las funciones de los ejercicios 21 a 24, no 
existe número c en el intervalo (o, b) que satisfaga la conclu¬ 
sión del teorema del valor medio. En cada ejercicio, determi¬ 
ne qué parte de la hipótesis del teorema del valor medio no se 
cumple. Dibuje la gráfica de f y la recta que pasa por los 
puntos (a, fia)) y ( b, fib)). 


21 . /(*) 


(x - 3) ¿ 


l,b = 6 


22 . /(*) = = l,b = 2 

23. /(*) = 3(x - 4) 2 ! 3 ; a = -4, b = 5 


24. /(*) 


12x + 3 si x < 3 . 


[15-2* si 3 <, x 


; a 


-1,6 = 5 


25. Si fix) = x 4 - 2x 3 + 2x 2 - x, entonces/'(*) = 4x 3 - 
óx 2 + 4x - 1. Demuestre mediante el teorema de Rolle 


que la siguiente ecuación tiene al menos una raíz en el 
intervalo abierto (0, 1): 

4x 3 - 6x 2 + 4x - 1 = 0 

26. Demuestre mediante el teorema de Rolle que la ecuación 
x 3 + 2 x + k = 0, donde k es cualquier constante, no 
puede tener más de una raíz real. 

27. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que la ecuación 

4x 5 + 3* 3 + 3x - 2 = 0 

tiene exactamente una raíz en el intervalo abierto (0, 1). 
Sugerencia: primero muestre que el intervalo (0, 1) con¬ 
tiene al menos una raíz de la ecuación. Después muestre 
que la suposición de que el intervalo contiene más de una 
raíz conduce a una contradicción. 

28. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > 0, entonces 

x 2 

eos* > 1 - - 

2 

í x 2 \ 

Sugerencia: sea fix) = eos x - ^1 - —J y aplique el 

que el teorema del valor medio a la función/para a = 0 
y b = x como se hizo en el ejemplo 4. 

29. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > 0, entonces 

x 3 

sen* > x - — 

6 

Consulte la sugerencia para el ejercicio 28. 

30. Utilice el teorema del valor medio para demostrar que si 
x > 0 y r > 1, donde r es un número raciona], entonces 

(1 + x) r > 1 + rx ' 

Vea la sugerencia para el ejercicio 28. 

31. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
. a < b, entonces la media aritmética de ay b, 2 (a + b), 

está en el intervalo abierto (a, b). Sugerencia: considere 
fix) = x 2 . 

32. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
0 < a < b, entonces la media geométrica de los dos nú¬ 
meros a y b,' sfab , está en el intervalo abierto (a, b). 

Sugerencia: sea fix) = 

33. El límite de velocidad en una autopista particular de Cali¬ 
fornia es 65 mi/h. Suponga que en un punto A un oficial 
de caminos midió la velocidad del conductor y 30 minu¬ 
tos después, a 35 millas de A, un segundo oficial también 
midió la velocidad del conductor. Aunque los dos oficia¬ 
les determinaron que el conductor se mantuvo bajo el lí¬ 
mite de velocidad en los puntos A y B, el segundo oficial 
detuvo al conductor por conducir a alta velocidad. Utilice 
el teorema del valor medio para verificar que en realidad el 
conductor rebasó el límite de velocidad en algún punto. 
Sugerencia: suponga que la ecuación de movimiento del 
conductor es fit) y que / es una función diferenciable. 
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34. Si /(*) = sen 2 * + eos 2 *, utilice el teorema 3.3.3 para 
demostrar que/(x) = 1 para todo * en el [-2 tt, 2rr], 

35. Si la función / es continua en el intervalo cerrado [a, b\ 
y f(x) = 1 para todo * del intervalo abierto (a, b), de¬ 
muestre que 

/(*) = x - a + f(a) 
para toda * en la [a, b], 

36. El recíproco del teorema de Rolle no es verdadero. In¬ 
vente un ejemplo de una función para la cual la conclu¬ 
sión del teorema del Rolle es verdadera de modo que (a) 
la condición (i) no se satisfaga pero las condiciones (ii) y 
(iii) sí; (b) la condición (ii) no se cumpla pero las condicio¬ 
nes (i) y (iii) sí; (c) la condición (iii) no se satisfaga pero 
las condiciones (i) y (ii) sí. Dibuje la gráfica mostrando la 
recta tangente horizontal en cada caso. 


37. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que si toda 
función polinomial de segundo grado tienen a lo más dos 
raíces reales, entonces cada función polinomial de tercer 
grado tiene a lo más tres raíces reales. Sugerencia: 
muestre que la suposición de que un polinomio de ter¬ 
cer grado tiene cuatro raíces reales conduce a una con¬ 
tradicción. 

38. Emplee el método del ejercicio 37 e inducción mate¬ 
mática para demostrar que un polinomio de n-ésimo grado 
tiene a lo más n raíces reales. 

39. Suponga que s = /(r) es una ecuación de movimiento de 
una partícula que se desplaza sobre una recta, donde / 
es una función diferenciable. Explique por qué se puede 
concluir que en algún instante de cualquier intervalo 
de tiempo, la velocidad instantánea será igual a la velo¬ 
cidad promedio durante ese intervalo de tiempo. 


3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO 
DE LA PRIMERA DERIVADA 


y 



En esta sección y en las siguientes, se aplicará la derivada a fin de obtener 
propiedades de las gráficas de las funciones. Estas propiedades no sólo se 
utilizarán para analizar el comportamiento de las funciones sino que también, 
en la sección 3.9, para determinar extremos absolutos de funciones para las 
que no se cumple el teorema del valor extremo. Se iniciará esta sección con 
una discusión sobre funciones crecientes y decrecientes. 

Consulte la figura 1, la cual presenta la gráfica de una función/continua 
para toda* del intervalo cerrado La figura muestra que cuando un pun¬ 

to se mueve a lo largo de la curva de A a B, los valores de función aumentan 
conforme la abscisa aumenta, y que cuando el punto se desplaza de B a C, los 
valores de función disminuyen conforme la abscisa aumenta. Entonces, se 
dice que fes creciente en el intervalo cerrado [x¡, x 2 ] y que /es decreciente 
en el intervalo cerrado [x 2 , * 3 ]. A continuación se presentan las definiciones 
precisas de función creciente y función decreciente en un intervalo. 


3.4.1 Definición de función creciente 


Una función definida en un intervalo es creciente en ese intervalo si 
y sólo si 

/(xj) < /(* 2 > siempre que *1 '< x 2 
donde x¡ y x 2 son dos números cualesquiera del intervalo. 


La función de la figura 1 es creciente en los intervalos cerrados si¬ 
guientes: [*i, x 2 ]\ [* 3 , * 4 ]; [* 5 , * 6 ];[x 6 > x 7 ]; [* 5 , * 7 ], v ¿L 


3.4.2 Definición de función decreciente 


Una función definida en uñ intervalo es decreciente en ese intervalo 
si y sólo si 

/(*i) > f(x 2 ) siempre que x¡ < x 2 
donde * ( y x 2 son dos números cualesquiera del intervalo. 
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La función de la figura 1 es decreciente en los intervalos cerrados si¬ 
guientes: [x 2 , x 3 ]; [x 4 , x 5 ]. 

Si una función es creciente o decreciente en un intervalo, entonces se 
dice que es monótona en ese intervalo. 

Antes de establecer un teorema que proporciona un criterio para deter¬ 
minar si una función es monótona en un intervalo, se verá lo que ocurre 
geométricamente. Refiérase a la figura 1, y observe que cuando la pendien¬ 
te de la recta tangente es positiva, la función es creciente, y que cuando la 
pendiente es negativa, la función es decreciente. Puesto que f'(x) es la pen¬ 
diente de la recta tangente a la curva y = /(je), f es creciente cuando 
/'(je) > 0, y es decreciente cuando /'(je) < 0. También, como /'(je) es la tasa 
de variación (o razón de cambio) de los valores de función /(je) con respecto 
a je, cuando /'(je) > 0 , los valores de función aumentan conforme x aumen¬ 
ta; y cuando /'(je) < 0 , los valores de función disminuyen cuando je aumenta. 


3.4.3 Teorema 


Sea/una función continua en el intervalo cerrado [a, b ] y diferenciable 
en el intervalo abierto (a, b): 

(I) si f\x) > 0 para toda x en (a. b), entonces/es creciente en [a, t>]; 
(U) si f\x) < 0 para toda x en (a, b), entonces/es decreciente en [a, ó]. 



[-5, 5] por [-5, 5] 

f(x) = x 1 - 3-r y f’(x) = 3x 2 - 6x 

FIGURA 2 


Antes de demostrar este teorema se presentará un ejemplo ilustrativo 
que mostrará su significado. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra las grá¬ 
ficas de 

f(x) = je 3 - 3x 2 y f\x) = 3x 2 - 6x 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por [-5, 5], Observe que 
cuando je < 0, f'(x) > 0 y / es creciente en el intervalo (-oo, 0]; cuando 
0 < je < 2, /'(je) < 0 y / es decreciente en el intervalo [0, 2]; y cuan¬ 
do x > 2, f'(x) > 0 y/es creciente en el intervalo [2,-t-oo). 4 

Demostración del teorem* 3.4.3 (i) Sean je¡ y x 2 dos números 
cualesquiera del intervalo [a, b\ tales que .E| < je 2 . Entonces /es continua en 
[ jej , x 2 ] y diferenciable en ( jej , x 2 ). Por el teorema del valor medio, existe un 
número c en (je¡, x 2 ) tal que 


f(c) = /(*2) ~ /(*i) 
*2 " x ¡ 


Como jc] < x 2 entonces x 2 - x¡ > 0. También,/'(c) > 0 por hipótesis. Por 
tanto, f(x 2 ) - /(jei) > 0, de modo que f(x 2 ) > f(x\). Así, se ha mostrado 
que f(x'{) < f(x 2 ) siempre que .X] < x 2 , cuando x\ y x 2 son dos números 
cualesquiera del intervalo [a, b]. Por tanto, por la definición 4.3.1,/ es cre¬ 
ciente en [ó, b]. 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
comó ejerciéio (consulte el ejercicio 51). ■ 

Se aplicará el teorema 3.4.3 en la demostración del criterio de la pri¬ 
mera derivada para extremos relativos de una función. 
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3.4.4 Teorema Criterio de lo primera derivada para 
extremos relativos 


Sea / una función continua en todos los puntos del intervalo abierto 
(o, b) que contiene al número c, y suponga que /' existe en todos los 
puntos de (a, b) excepto posiblemente en c: 

(i) si/'(x) > 0 para todos los valores de x en algún intervalo abierto 
que contenga a c como su extremo derecho, y si f'(x) < 0 para 
todos los valores de x de algún intervalo abierto que contenga a 
c como su extremo izquierdo, entonces / tiene un valor máximo 
relativo en c; 

(ii) sif'(x) < 0 para todos los valores de x en algún intervalo abierto 
que contenga a c como su extremo derecho, y si f'(x) > 0 para 
todos los valores de x de algún intervalo abierto que contenga a 
c como su extremo izquierdo, entonces / tiene un valor mínimo 
relativo en c. 


Como se hizo con el teorema 3.4.3, se presentará un ejemplo ilustrativo 
para mostrar el contenido del teorema 3.4.4 antes de su demostración. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Consulte otra vez la figura 

2. Observe que/'(x) > 0 para todos los valores de x de algún intervalo abier¬ 
to que tiene a 0 como su extremo derecho, y que f\x) < 0 para todos los 
valores de x de algún intervalo abierto que contiene a 0 como su extremo 
izquierdo. Además, / tiene un valor máximo relativo en 0. Esto ilustra el 
inciso (i) del teorema 3.4,4. 

También en la figura 2, observe que f'(x) < 0 para todos los valores 
de x de algún intervalo abierto que tiene a 2 como su extremo derecho, y que 
f\x) > 0 para todos los valores de x de algún intervalo abierto que contiene a 
2 como su extremo izquierdo; además, / tiene un valor mínimo relativo en 2. 
Esto ilustra el inciso (ii) del teorema 3.4.4. 4 

Demostración del teorema 3.4.4 (i) Sea (d, c) (donde d > a) el 
intervalo abierto que contiene a c como su extremo derecho para el cual 
f'(x) > 0 para toda x del intervalo. Del teorema 3.4.3 (i),/es creciente en 
[d, c]. Sea (c, e) (donde e < b) el intervalo abierto que contiene a c como su 
extremo izquierdo para el cual f'(x) < 0 para toda x del intervalo. Por el teo¬ 
rema 3.4.3 (ii),/es decreciente en [c, e]. Puesto que/es creciente en [d, c], se 
sabe de la definición 3.4.1 que si x\ está en [d, c] y tj / c, entonces 
f(x{) < f(c). También, como/es decreciente en [c, e], se sabe de la defini¬ 
ción 3.4.2 que si x 2 está en [c, e] y x 2 * c, entones/(c) > f(x 2 ). Por tanto, de 
la definición 3.1.1,/tiene un valor máximo relativo en c. 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (consulte el ejercicio 52). ■ 

El criterio de la primera derivada para extremos relativos establece 
que si / es continua en c y f'(x) cambia de signo algebraico de positivo a ne¬ 
gativo al pasar por c conforme x crece, entonces / tiene un valor máximo 
relativo en c; y si f'(x) cambia de signo algebraico de negativo a positivo al 
pasar por c conforme x crece, entonces/tiene un valor mínimo relativo en c. 

Las figuras 3 y 4 ilustran los incisos (i) y (ii), respectivamente, del crite¬ 
rio de la primera derivada cuando f\c) existe. La figura 5 muestra la gráfica 


FIGURA 5 
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de una función / que tiene un valor máximo relativo en un número c, pero 
f'(c) no existe; Sin embargo, /’( x) > 0 cuando x < c y f(x) < 0 cuando 
x > c. En la figura 6, se tiene la gráfica de una función / para la que c es un 
número crítico, y f(x) < 0 cuando x < c y f(x) < 0 cuando x > c;f no 
tiene un extremo relativo en c. 

Otras ilustraciones del criterio de la primera derivada se tienen en la 
figura 1. En x~¡_ y x¿ la función tiene un valor máximo relativo, y en x¡ y x¡ 
la función tiene un valor mínimo relativo; aunque X(¡ es un número crítico, no 
se tiene un extremo relativo en Xg. 

A continuación se resume el procedimiento para obtener los extremos 
relativos de una función. 


Para determinar analíticamente los extremos relativos de/: 

1. Calcule/'(x). 

2. Determine los números críticos de / es decir, los valores de x para 
los cuales f(x) = 0 o para los que f\x) no existe. 

3. Aplique el criterio de la primera derivada (teorema 3.4.4). 


Los ejemplos siguientes muestran cómo se aplica este procedimiento. 


► 


EJEMPLO I Trace la gráfica de la función definida por 
f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 



Determine a partir de la gráfica los extremos relativos de/, los valores de x en 
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que / es creciente, 
y en los que / es decreciente. Confirme analíticamente la información ob¬ 
tenida gráficamente. 

Solución La figura 7 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo 
de inspección de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la gráfica, se determina que/ 
tiene un valor máximo relativo de 5 en x = 1, y un valor mínimo relativo de 
1 en x = 3. También, a partir de la gráfica se determina que/es creciente en 
los intervalos (-oo, 1] y [3, +oo), y es decreciente en el intervalo [1,3], 

Ahora se confirmará esta información mediante el criterio de la prime¬ 
ra derivada calculando primero la derivada de/: 

f\x) = 3x 2 - \2x + 9 

Los únicos números críticos son aquellos para los que/'(x) = 0: 


FIGURA 7 3x 2 - 12x + 9 = 0 

3{x - 3)(x - 1) = 0 
x = 3 x — 1 


Por tanto, los números críticos de/son 1 y 3. Para determinar si/tiene un 
extremo relativo en estos números, se aplica el criterio de la primera derivada 
y los resultados se presentan en la tabla 1. 


Tabla 1 



m 

/'« 

Conclusión 

X < 1 


+ 

f es creciente 

X — 1 

5 

0 

/ tiene un valor máximo relativo 

1 < x < 3 


- 

/es decreciente 

x = 3 

1 

0 

/tiene un valor mínimo relativo 

i < X 


+ 

/es creciente 
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Las conclusiones de la tabla confirman la información determinada 
gráficamente. 4 


► EJEMPLO 2 Sea 

f(x) = X a fe + Ax^ 3 

Determine los extremos relativos de / y los valores de x en donde ellos ocu¬ 
rren. También determine los intervalos en los que /es creciente y en los que 
es decreciente. Apoye las respuestas gráficamente. 

Solución Al diferenciar/se tiene 

f\x) = ±x l13 + |jr 2 ^ 3 
= ±x~ 2l3 (x + 1) 

Como f\x) no existe cuando x = 0, y f'(x) - 0 cuando x = -\, entonces 
los números críticos de/son -1 y 0. Se aplica el criterio de la primera deri¬ 
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviación n.e. 
significa no existe. 



FIGURA 8 



FIGURA 9 


Tabla 2 



f(x) 

ÍXx) 

Conclusión 

JC < -l 


- 

f es decreciente 

X = -l 

-3 

0 

/tiene un valor mínimo relativo 

-1 < X < 0 


+ 

/es creciente 

x = 0 

0 

n.e. 

/no tiene un extremo relativo en x = 0 

0 < x 


+ 

/ es creciente 


La información de la tabla se apoya al trazar la gráfica de / en el rec¬ 
tángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], como se muestra en la 
figura 8. A 


► EJEMPLO 3 Dada 



si x < 3 
si 3 < x 


determine los extremos relativos de / y los valores de x en los que ellos ocu¬ 
rren. También determine analíticamente los intervalos en los que /es crecien¬ 
te y en los que/es decreciente. Dibuje la gráfica. 


Solución Al calcular f'{x) se obtiene 

fi Y \ _ í 2 jc si x < 3 
1 1-1 si 3 < x 

Observe que / es continua en 3. Como/'_(3) = 6 y /' + (3) = — 1, /'(3) no 
existe. Por tanto, 3 es un número crítico de/. Otro número crítico de/es 0 
porque f'(x) = 0 cuando x - 0. En la tabla 3 se resumen los resultados 
obtenidos al aplicar el criterio de Iq primera derivada. La gráfica de / se 
muestra en la figura 9. 
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Tabla 3 



f(x) 

a*) 

Conclusión 

x < 0 


- 

fes decreciente 

* = 0 

-4 

0 

/tiene un valor mínimo relativo 

0 < JT < 3 


+ 

/es creciente 

x = 3 

5 

n.e. 

/ tiene un valor máximo relativo 

3 < x 


- 

/es decreciente 



FIGURA 10 


Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrará en los 
dos ejemplos siguientes cómo puede obtenerse el comportamiento de una 
función a partir de la gráfica de su derivada. 


► EJEMPLO 4 La figura 10 muestra la gráfica de la derivada de 
una función/cuyo dominio es el conjunto de los números reales. A partir de la 
gráfica determine los números críticos de/, los intervalos en los que /es cre¬ 
ciente y en los que /es decreciente, y los extremos relativos de /. 

Solución De la gráfica, se observa que/'(x) existe en cualquier número 
real y que /'(-2),/'(l) y /'(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son nú¬ 
meros críticos de/. Como/'(x) < 0 cuando x < -2 o 1 < x < 5,/es decre¬ 
ciente en los intervalos (-oo, -2] y [1, 5], Debido a que f'(x) > 0 cuando 
-2 < x < 1 o x > 5,/es creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, +oo). La 
tabla 4 resume estos hechos, además de que / tiene valores mínimos relati¬ 
vos en x = -2 y x = 5, y/tiene un valor máximo relativo enx = 1, obte¬ 
nidos al aplicar el criterio de la primera derivada. 





Tabla 4 



f\x) 

Conclusión 

x < -2 

- 

fe s decreciente 

x = -2 

0 

/ tiene un valor mínimo relativo 

-2 < x < 1 

+ 

/es creciente 

x = 1 

0 

/tiene un valor máximo relativo 

1 < x < 5 

- 

fes decreciente 

* = 5 

0 

/tiene un valor mínimo relativo 

5 < * 

+ 

fes creciente 


W EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun¬ 
ción g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los números reales, 
para la cual la figura 11 muestra la gráfica de su derivada. 

Solución De la gráfica, como g'(~l) = 0, -1 es un número critico de g. 
Debido a que el eje y es una asíntota vertical de gráfica de g', g'(0) no existe, 
aunque 0 esté en el dominio de g. En consecuencia, también 0 es número 
critico de g. Como g'(x) > 0 cuando x < -1 o x > 0, g es creciente en los 
intervalos (-oo, -1] y [0, +oo). Ya que g'(x) < 0 cuando -1 < x < 0, g es 
decreciente en el intervalo [-1, 0]. Estos fechos se resumen en la tabla 5, te¬ 
niendo en cuenta que se aplicó el criterio de la primera derivada para deter¬ 
minar los extremos relativos. 
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Tabla 5 



g\x) 

Conclusión 

x < -1 

+ 

g es creciente 

X = -1 

0 

g tiene un valor máximo relativo 

-l < X < 0 

- 

g es decreciente 

x - 0 

n.e. 

g tiene un valor mínimo relativo 

0 < x 

+ 

g es creciente 


En la sección 3.6, se obtendrán algunas propiedades adicionales de la 
función / del ejemplo 4 y de la función g del ejemplo 5 a partir de las gráficas 
de sus derivadas; después, a partir de estas propiedades, así como de las obte¬ 
nidas en esta sección, se dibujarán posibles gráficas de fy g. 


EJERCICIOS 3.4 


En los ejercicios 1 a J8, ( a) trace la gráfica, y determine a par¬ 
tir de ella: (b) los extremos relativos de f (c) los valores de x 
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en 
los que f es creciente, ( e ) los intervalos en los que f es decre¬ 
ciente. Confirme analíticamente la información obtenida grá¬ 
ficamente. 

1. f(x) = x 1 - 4x - 1 

2. f(x) = 3x 2 - 3 a : + 2 

3. /(x) = x 3 - x 1 - x 

4. f(x) = x 3 - 9x 2 + 15 - 5 

5. f(x) = \x 4 - x 3 + x 2 6. f(x) = x 4 - 4x 

7. f(x) =4 sen - x; x e [-2 n, 2 n] 

8. f(x) = 2 eos 3 jc; x e [-n, Jt] 

9. f(x) = VI - 4 = 10. f(x) = 

-Jx x + 2 

11. m = (i - *) 2 (i + x? 

12. f(x) = (x 4 2)\x - l) 2 

13. f(x) = x - 3* 1/5 14. f(x) = 4x - óx 213 

15. f(x) = x 213 - x 113 16. f(x) = x 2l3 (x - l) 2 

17. f(x) = x 5/4 + 10x 1/4 18. f(x) = x 513 - \0x 213 

En los ejercicios 19 a 32, haga lo siguiente analíticamente: (a) 

determine los extremos relativos de f; (b) determine los valo¬ 
res de x en los que ocurren los extremos relativos: (c) determine 
los intervalos en los que f es creciente: (d) determíne los intervalos 
en los que fes decreciente. Apoye las respuestas gráficamente. 

19. f(x) = 2x 3 - 9x 2 4 2 

20. /(x) = x 3 - 3x 2 - 9x 

21. f(x) = jx 5 - fx 3 + 4x + 1 

22. /(x) = x 5 - 5x 3 - 20x - 2 

23. /(x) = x + 4- 24. f(x) = 2x + 4 

x 2 2x 

25. /(x) = 2xV3 - x 26. /(x) = xs¡5 - x 2 

27. f(x) = 2 - 3(x - 4) 2/3 

28. f(x) = 2 - (x - 1) 1/3 


29. /(x) = ~ sec 4x; x e [- 2 rt, ~ n\ 

30. /(x) = 3 esc 2x; x g [-n, n\ 

31. /(x) = x 1/3 (x + 4)“ 2/3 

32. f(x) = (x + l) 2/3 (x - 2) 1/3 

En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analíticamente: (a) 
determine los extremos relativos de la función; (b) determine 
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) 
determine los intervalos en los que la función es creciente; 
(d) determine los intervalos en los que la junción es decrecien¬ 
te. (e) Dibuje la gráfica de la función a partir de las respuestas 
de los incisos (a)~{d). 


33. /(x) = | 

Í2x + 9 

si x < -2 





[x 2 + 1 

si -2 < x 





34. /(x) = | 

[ 5 - 2x 

si x < 3 





L 3x - 10 

si 3 < x 






Í3x + 5 

si x < -1 





35. /(x) = ■ 

x 2 + 1 

Vi 

T 

<r¡ 

< 

2 




! 7 - x 

si 2 < x 






[ 12 - (x 

4 5) 2 

si 

x < 

-3 


36. /(x) = ■ 

5 -x 


si 

-3 < 

x < 

-i 


[ Vioo - 

(x - 7) 2 

si 

-1 < 

* 

17 


(x + 9) 2 

- 8 

si 

x < 

-7 


37. /(x) = 


(x 4 4) 2 

si 

-1 < 

x < 

0 


(x - 2) 2 

- 7 

si 

0 < . 

K 


38. /(x) = | 

í 4 - (x 4 

■ 5) 2 si x 

: < 

: -4 



[ 12 - (x 

4 l) 2 si - 

-4 

< X 




En los ejercicios 39 a 44, la figura adjunta muestra la gráfica 
de la derivada de una función f continua en su dominio, el cual 
es el conjunto de los números reales. A partir de la gráfica, 
determine (a) los números críticos de f ( b ) los intervalos en 
los que f es creciente, (c) los intervalos en los que f es decre¬ 
ciente, y (d) los números donde ocurren los extremos relativos 
de f 
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39. > 




41. > 



42. y 




44 . 



45. Dado que la función / es continua para todos los valores 
de x,/(0) = 0,/(4) = 2,/(8) = 0,/’(jt) > Osix < 4, y 
f'i.x) < O si x > 4, dibuje una gráfica posible de / en 
cada uno de los siguientes casos donde la condición adi¬ 
cional se satisface: (a) f es continua en 4; (b) f'(x) = i 
si x < 4 y /'( x) = -i si x > 4; (c) lím f'(x) = 1, 

2 x-*4~ 

lím f\x) = -oo, y f\á) * f\b) si a * b. 
r->4+ 

46. Dado que la función / es continua para todos los valores 
dex,/(3) = 2,f\x) < Osix < 3, y f\x) > O si jc > 3, 
dibuje una gráfica posible de/en cada uno de los siguien¬ 
tes casos donde la condición adicional se satisface: 
(a)/' es continua en 3; (b)/'(x) = — 1 si jc < 3y/'(x) = 1 

si x > 3; (c) lím /'(■*) = -1, lím f'(x) = 1, y 
j-»3 - x-»3+ 

fXa) f'(b) si a b. 

47. Encuentre ay b tales que la función definida por 

/( x) = x 3 + ax 2 + b 
tenga un extremo relativo en el punto (2, 3). 

48. Encuentre a, b y c tales que la función definida por 

f(x) = ax 2 + bx + c 

tenga un valor máximo relativo de 7 en x = 1 y la gráfica 
de y = f(x) pase por el punto (2, -2). 

49. Encuentre a, b,c y d tales que la función definida por 

f(x ) = ax 3 + bx 2 + ex + d 
tenga un extremo relativo en los puntos (1, 2) y (2, 3). 

50. Sea f(x) = x p (\ - x) q , donde p y q son números enteros 
positivos mayores que 1, demuestre cada una de las si¬ 
guientes proposiciones: 

(a) Si p es par,/tiene un valor mínimo relativo en 0; 

(b) Si q es par./tiene un valor mínimo relativo en 1; 

(c) / tiene un valor máximo relativo en p/(p + q) inde¬ 
pendientemente de que p y q sean impares o pares. 

51. Demuestre el teorema 3.4.3(ii). 

52. Demuestre el teorema 3.4.4(ii). 

53. Si f(x) = x'\ donde k es un número entero positivo impar, 
demuestre que/no tiene extremos relativos. 

54. Demuestre que si /es creciente en [a, b] y si g es creciente 
en [/(a), f(b)], entonces si g ° f existe en [a, b], g ° /es 
creciente en [a, b], 

55. La función / es creciente en el intervalo 1 . Demuestre que 
(a) si g(xj = -f(x), entonces g es decreciente en /; (b) si 
h(x) = 1 ¡f(x) y f(x) > 0 en /, entonces h es decreciente 
en 1 . 

56. La función/es diferenciable en cada número del intervalo 
cerrado ¡a, b\. Demuestre que si f'(a) ■ f\b) < 0, enton¬ 
ces existe un número c en el intervalo abierto (a, b) tal que 
f\c) = 0 . 

57. Si f'(x) existe en cada número del intervalo abierto (a, b) que 
contiene al número c y f'(c ) = 0, ¿puede concluirse que / 
tiene un extremo relativo en c? Explique su respuesta. 

58. Describí* cómo se aplica el criterio de la primera deriva¬ 
da para determinar los extremos relativos de una función. 
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3.5 CONCAVIDAD/ PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 



FIGURA 1 


La segunda derivada, igual que la primera derivada, proporciona información 
acerca del comportamiento de una función y su gráfica, como se verá en esta 
sección. 

Consulte la figura 1, la cual muestra la gráfica de una función / cuyas 
derivadas primera y segunda existen en el intervalo cerrado [jcj , x 7 ]. Debido a 
que / y /' son diferenciables en dicho intervalo, entonces f y f son continuas 
en [jt|, x 7 ]. 

Si se considera que el punto P se mueve a lo largo de la gráfica de la figura 
1 desde A hasta G, entonces la posición de P varía cuando x crece de x\ a x 1 . 
Conforme P se mueve a lo largo de A a B, la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica es positiva y decreciente; esto es, la recta tangente a la gráfica gira 
en el sentido de las manecillas del reloj, y la gráfica se encuentra debajo de su 
recta tangente. Cuando el punto P está en B, la pendiente de la recta tangente 
es cero y sigue decreciendo. Conforme P se desplaza de B a C, la pendiente de 
la recta tangente es negativa y sigue decreciendo; la recta tangente continúa 
girando en el sentido de las manecillas del reloj, y la gráfica está debajo de su 
recta tangente. Se dice que la gráfica es cóncava hacia abajo de A a C. A me¬ 
dida que P se mueve a lo largo de la gráfica de C a D. la pendiente de la recta 
tangente es negativa y creciente; esto es, la recta tangente gira en sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj, y la gráfica está por arriba de su 
recta tangente. En el punto D, la pendiente de la recta tangente es positiva y 
creciente; la recta tangente sigue girando en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, y la gráfica está por arriba de su recta tangente. Se dice 
que la gráfica es cóncava hacia arriba de C a E. En el punto C la gráfica 
cambia de cóncava hacia abajo a cóncava hacia arriba. El punto C se denomi¬ 
na punto de inflexión. Enseguida se presentan estas definiciones formalmente. 




FIGURA 3 


3.5.1 Definición de concavidad hacia arriba 


Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia arriba en el 
punto ( c,f(c )) si existen f\c) y un intervalo abierto I que contiene a c 
tal que para todos los valores de x *■ c en I, el punto U,/(xj) de la grá¬ 
fica está arriba de la recta tangente a la gráfica en (c,f(c)). 


3.5.2 Definición de concavidad hacia abajo 


Se dice que la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en el 
punto (c,/(c)) si existen f’(c) y un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que para todos los valores de x * c en 7, el punto (x,/(x)) de la grá¬ 
fica está debajo de la recta tangente a la gráfica en (c,/(c)). 


! > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 presenta una 

porción de la gráfica de una función / cóncava hacia arriba en el punto 
(c, /(c)), y la figura 3 muestra una porción de la gráfica de una función que 
es cóncava hacia abajo en el punto (c,f(c)\ A 

La gráfica de la figura 1 es cóncava hacia abajo en todos los puntos 
(x,/(x)) para los cuales x está en alguno de los dos intervalos abiertos siguien- 
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_ /»»» 


y 




FIGURA 5 


tes: (x\, x-¡) o (x 5 , x 6 ). De manera semejante, la gráfica de la figura 1 es cón¬ 
cava hacia arriba en todos los puntos ( x , f(x)) para los cuales x está en 
(jc 3 , x s ) o en (x 6 , xj). 


í> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si / es la función definida 

por f(x) = x 2 , entonces f\x) = 2x y f"(x) = 2. Por lo que f"(x) > 0 
para toda x. Además, como la gráfica de/, mostrada en la figura 4, está arriba 
de todas sus rectas tangentes, la gráfica es cóncava hacia arriba en todos 
sus puntos. 

Si g es la función definida por g(x) = -x 2 , entonces g'(x) = -2x y 
g"(x) = -2. En consecuencia, g"(x) < 0 para toda x. También, debido a que 
la gráfica de g, presentada en la figura 5, está debajo de sus rectas tangentes, 
g es cóncava hacia abajo en todos sus puntos. A 

La función / del ejemplo ilustrativo 2 es tal que f"(x) > 0 para toda x, 
y la gráfica de / es cóncava hacia arriba en todo número. Para la función g 
del ejemplo ilustrativo 2, g"(x) < 0 para toda x , y la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo en todo número. Estas dos situaciones son casos especiales del 
teorema siguiente. 


3.5.3 Teorema 


Sea / una función que es diferenciare en algún intervalo abierto que 
contiene a c. Entonces 

(I) si f'\c) > 0 , la gráfica de/es cóncava hacia arriba en (c,/(c)). 
(U) si/"(c) < 0, la gráfica de/es cóncava hacia abajo en (c,/(c)). 


Demostración de (i) 

f"{c) = lím f ~ f 
x->c X — C 

Como f"(c) > 0, 

lím w-ru >0 


Entonces, por el teorema 3.1.8(i) existe un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que 

/,(JC) ~^' (C) >0 ( 1 ) 
x - c 



para cada x * c en /. 

Ahora considere la recta tangente a la gráfica de / en el punto (c, /(c)). 
Una ecuación de esta recta tangente es 

y = ftc) + f\c){x - c) (2) 

Sea x un número del intervalo /tal que x * c y sea Q el punto de la gráfica 
de/cuya abscisa es x. A través de Q dibuje una recta paralela al eje y, y sea T 
el punto de intersección de esta recta con la recta tangente (vea la figura 6). 

Para demostrar que la gráfica de /es cóncava hacia arriba en (c,/(c)) se 
debe mostrar que el punto Q está arriba del punto T o, equivalentemente, que 
la distancia dirigida TQ > 0 para todos los valores x & c en I.TQ es igual a 
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y 






la ordenada de Q menos la ordenada de T. La ordenada de Q es f(x) y la orde¬ 
nada de T se obtiene de (2); así 

TQ = f(x) - [f(c) + f'(c)(x - c)] 

TQ = lf(x) - f(c)] - f'(c)(x - c) (3) 

Por el teorema del valor medio, existe algún número d entre x y c tal que 

m = f(x) ~ m 

J x - c 

Esto es 


f(x) - f(c) = f'(d)(x - c) para alguna d entre x y c 
Al sustituir de esta ecuación en (3) se tiene 


TQ = f'(d)(x - c) - f'(c)(x - c) 

TQ = (x- c)íf'(d) - f'(c)} (4) 

Puesto que d está entre x y c, d está en el intervalo 1, de modo que conside¬ 
rando x = d en la ecuación (1) se obtiene 


f’(d) - f\c) 
d - c 


> 0 


(5) 


Para demostrar que TQ > 0, se probará que los dos factores del miem¬ 
bro derecho de (4) tienen el mismo signo. Si x - c > 0, entonces x > c. 
Además, como d está entre x y c, entonces d > c; por tanto, de la desigual¬ 
dad (5),f'(d) - f'(c) > 0. Si x - c < 0, entonces x < c, por lo que d < c\ 
por tanto, de (5), f'(d) - f'(c) < 0. En consecuencia, x - c y f'(d) - f'(c) 
tienen el mismo signo, por tanto, TQ es un número positivo. Así, la gráfica 
de/es cóncava hacia arriba en el punto (c,/(c)). 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) por lo 
que se omite. ■ 


El recíproco del teorema 3.5.3 no es válido. Por ejemplo, sí/es la fun¬ 
ción definida por/(x) = x 4 , entonces la gráfica de/es cóncava hacia arriba 
en el punto (0, 0) pero como f"(x) = 12x 2 , /"(0) = 0 (vea la figura 7). En 
efecto, una condición suficiente para la que la gráfica de una función / sea 
cóncava hacia arriba en el punto (c, f(c)) es que f"(c) > 0, pero ésta no es 
una condición necesaria. De la misma forma, una condición suficiente -pero 
no necesaria- para que la gráfica de una función/sea cóncava hacia abajo 
en el punto (c,/(c)) es que/"(c) < 0. 

Si existe un punto en la gráfica de una función en que el sentido de la 
concavidad cambia, y la gráfica tiene una recta tangente en este punto, enton¬ 
ces la gráfica cruza su recta tangente en ese punto, como se muestra en las 
figuras 8, 9 y 10. A dicho punto se le llama punto de inflexión. 


3.5.4 Definición de punto de inflexión 


El punto (c,/(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de la función 
/ si la gráfica tiene una recta tangente en ese punto, y si existe un in¬ 
tervalo abierto / que contiene a c tal que si x está en /, entonces 

(i) f"(x) < 0 si x < c y f"(x) > 0 si x > c; o 

(ii) f"(x) > 0 si x < c y f"{x) < 0 si jc > c. 


FIGURA 10 
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h(x) = 



SÍ A < 1 

si 1 < X 


FIGURA 11 





> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 8 muestra un pun¬ 
to de inflexión en el que la condición (i) de la definición 3.5.4 se cumple; en 
este caso la gráfica es cóncava hacia abajo en los puntos inmediatos ubicados a la 
izquierda del punto de inflexión, y es cóncava hacia arriba en los puntos localizados 
inmediatamente a la derecha del punto de inflexión. La condición (ii) se pre¬ 
senta en la figura 9, en donde el sentido de la concavidad cambia de cóncava hacia 
arriba a cóncava hacia abajo en el punto de inflexión. La figura 10 proporciona 
otro ejemplo de la condición (i), donde el sentido de la concavidad cambia de cón¬ 
cava hacia abajo a cóncava hacia arriba en el punto de inflexión. Observe que en la 
figura 10 la gráfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de inflexión.4 

La gráfica de la figura 1 tiene puntos de inflexión en C, E y F. 

Una parte crucial de la definición de punto de inflexión es que la gráfica 
debe tener una recta tangente en ese punto. Considere, por ejemplo, la fun¬ 
ción del ejemplo 2 de la sección 1.6 definida por 

,, . Í4 - x 2 si x < 1 

Mx) = • 2 . , 

2 + x 2 si 1 < jc 

La gráfica de h se muestra en la figura 11. Observe que h"(x) = -2 si x < 1 
y h"(x) = 2 si jc > 1. De este modo, en el punto (1, 3) de la gráfica el sen¬ 
tido de concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba. Sin embargo, (1, 3) 
no es un punto de inflexión porque la gráfica no tiene una recta tangente en 
ese punto. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Suponga que / horas des¬ 
pués de iniciar un trabajo a las 7 a.m. un obrero, en una línea de ensamble, ha 
realizado una tarea particular de /(/) unidades donde 

/(/) = 21/ + 9/ 2 - / 3 0 £ / £ 5 

La tabla 1 presenta los valores de función para valores enteros de /, de 1 a 5, y 
la figura 12 muestra la gráfica de/en [0, 5]. 


Tabla I 


t 

1 

2 

3 

4 

5 

fW 

29 

70 

117 

164 

205 


Al diferenciar dos veces / se tiene 


/'(/) = 21 + 18/ - 3/ 2 /”(/) =18-6/ 

= 6(3 - /) 


Observe que /"(/) >0si0</<3y /”(/) < 0 si 3 < / < 5. De la 
definición 3.5.4(ii), la gráfica de / tiene un punto de inflexión en / = 3. 
Del teorema 3.4.3, como /”(/) > 0 cuando 0 < / < 3, /'(/) es creciente 
en [0, 3], y debido a que/”(/) < 0 cuando 3 < / < 5,/'(/) es decreciente en 
[3, 5], Por tanto, ya que/'(/) es la tasa de variación de/(/) con respecto a /, se 
concluye que en las tres primeras horas (de 7 a.m. a 10 a.m.) el trabajador rea¬ 
liza la tarea a una tasa creciente, y durante las siguientes dos horas (de las 
10 a.m. al medio día) el trabajador efectúa la tarea a una tasa decreciente. 
En / = 3 (10 a.m.) el trabajador es más eficiente, y cuando 3 < / < 5 (des¬ 
pués de las 10 a.m.) hay una reducción en la tasa de producción del traba¬ 
jador. El punto en el que el trabajador produce con mayor eficiencia se 
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denomina punto de rendimiento decreciente ; este punto es un punto de in¬ 
flexión de la gráfica de /. Á 

La definición 3.5.4 expresa que la segunda derivada cambia de signo en 
un punto de inflexión, pero no indica nada acerca del valor de la segunda deri¬ 
vada en ese punto. Sin embargo, el teorema siguiente establece que si la se¬ 
gunda derivada existe en un punto de inflexión, debe ser cero. 


3.5.5 Teorema 


Suponga que la función / es diferenciare en algún intervalo abierto 
que contiene a c, y (c,/(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de /. 
Entonces, si/"(c) existe,/"(c) = 0. 

Demostración Sea g la función tal que g(x) = /'(*); entonces 
g'(x) = f"(x). Como (c,/(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de/ enton¬ 
ces f"(x) cambia de signo en c, por lo que g'(x) cambia de signo en c. Por 
tanto, por el criterio de la primera derivada, g tiene un extremo relativo en c, 
y c es un número crítico de g. Puesto que g'(c) = f'\c), y como por hipótesis 
/"(c) existe, se deduce que g'(c) existe. Por tanto, por el teorema 3.1.3, 
g'(c) = Oy f"(c) = 0, que es lo que se deseaba demostrar. ■ 

El recíproco del teorema 3.5.5 no es válido. Esto es, si la segunda deri¬ 
vada de una función es cero en un número c, la gráfica de la función no 
necesariamente tiene un punto de inflexión donde x = c. Este hecho se de¬ 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la función / cuya 
gráfica se muestra en la figura 7, para la cual 

f(x) = x 4 /'(*) = 4x 3 f"(x) = \2x 2 

Observe que/"(O) = 0, pero como/"(x) > 0 si x < Oy f"(x) > 0 si x > 0, 
el origen no es un punto de inflexión. Además, la gráfica es cóncava hacia 
arriba en cualquier número. ^ 


W EJEMPLO 1 La función del ejemplo 1 de la sección 3.4 está 
definida por 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 

Encuentre el punto de inflexión de la gráfica de /y determine dónde la gráfica 
es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra¬ 
zando en el mismo rectángulo de inspección la gráfica de / y la tangente de 
inflexión (la recta tangente en el punto de inflexión). 

Solución Las derivadas primera y segunda de /son 

/'(*) = 3x 2 - 12x + 9 y f"(x) = 6x - 12 

Como f"(x) existe para todos los valores de x, el único punto de inflexión 
posible de/ocurre donde f"(x) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar 
si se tiene un punto de inflexión en x = 2, debe verificarse si f"(x) cambia de 
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signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la gráfica para los 
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2. 



Tabla 2 



fto 

m 

ru) 

Conclusión 

jc < 2 



- 

La gráfica de /es cóncava hacia abajo 

X = 2 

3 

-3 

0 

La gráfica de / tiene un punto de inflexión 

2 < x 



+ 

La gráfica de/es cóncava hacia arriba 


En el ejemplo 1 de la sección 3.4, se mostró que /tiene un valor máxi¬ 
mo relativo en 1 y un valor mínimo relativo en 3. La figura 13 muestra la grá¬ 
fica de/y la tangente de inflexión en el rectángulo de inspección de [-1, 8.4] 
por [-1, 5.2], lo cual apoya la información de la tabla 2. Á 

La gráfica de una función puede tener un punto de inflexión en el punto 
donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente. 


FIGURA 13 w - 

► EJEMPLO 2 Dada 


f(x) = x 113 

encuentre el punto de inflexión de la gráfica de/y determine dónde la gráfica 
es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas 
gráficamente. 

Solución Las derivadas primera y segunda de/son 

f'(x) = i*- 2 ' 3 y f"(x) = -I*" 5 ' 3 

De las ecuaciones anteriores se observa que /'(O) y /"(O) no eristen. En el 
ejemplo ilustrativo 3 de la sección 2.2, se mostró que el eje y es la recta tan¬ 
gente de la gráfica de esta función en el origen. Además, 


f"(x) >0 si x < 0 y f"(x) <0 si x > 0 

Por tanto, de la definición 3.5.4 (ii),/tiene un punto de inflexión en el origen. 
La concavidad de la gráfica se determina a partir del signo de f'Xx), los resul¬ 
tados se resumen en la tabla 3. 



Tabla 3 



f(x) 

ÍXx) 

/” W 

Conclusión 

x < 0 


+ 

+ 

/es creciente; la gráfica de/es 
cóncava hacia arriba 

jc = 0 

0 

n,e. 

n.e. 

La gráfica de/tiene un punto de 
inflexión 

0 < jc 


4- 


/es creciente; la gráfica de/es 
cóncava hacia abajo 


La figura 14, que muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de 
inspección de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la información de la tabla 3. A 


► EJEMPLO 3 Sea 


f(x) = (1 - 2x) 3 


FIGURA 14 
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Trace la gráfica, y a partir de ésta, estime el punto de inflexión y dónde la grá¬ 
fica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Confirme las esti¬ 
maciones analíticamente. 

Solución La figura 15 muestra la gráfica de/trazada en el rectángulo de 
inspección de [-3, 3] por [-2, 2]. De la gráfica se estima que el punto de in¬ 
flexión está en (0.5, 0), la gráfica es cóncava hacia arriba para x < 0.5, y la 
gráfica es cóncava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmarán estas 
estimaciones analíticamente. Las derivadas primera y segunda de/son 

f’(x) = -6(1 - 2x) 2 y f"(x) = 24(1 - 2x) 


FIGURA 15 Como f"(x) existe para todos los valores de x, el único punto de inflexión 

posible es donde/"(x) = 0, esto es, en x = 0.5. De los resultados resumidos 
en la tabla 4,/”(x) cambia de signo, de + a -, en x = 0.5; de modo que la 
gráfica tiene un punto de inflexión ahí. Observe también que debido a que 
/'(0.5) = 0, la gráfica tiene una recta tangente horizontal en el punto de 
inflexión. 


(c. /(c)) 




Tabla 4 



/« 

/•w 

f"(x) 

Conclusión 

X < 0.5 



+ 

La gráfica de /es cóncava hacia arriba 

x = 0.5 

0 

0 

0 

La gráfica de/tiene un punto de 





inflexión 

0.5 < x 



- 

La gráfica de/es cóncava hacia abajo 


En la sección 3.4 se indicó cómo determinar si una función tiene 
un extremo relativo en un número crítico c al verificar el cambio de signo 
algebraico de la primera derivada en números de algún intervalo adecuado 
que tenga a c como extremo derecho y números de algún intervalo conve¬ 
niente que tenga a c como extremo izquierdo, al pasar por c conforme x crece. 
Otro criterio para extremos relativos, denominado criterio de la segunda de¬ 
rivada, involucra sólo al número crítico c y a la segunda derivada. Antes de 
establecer el criterio, se presentará una discusión geométrica informal la cual 
recurrirá a su intuición. 

Suponga que / es una función que tal que /” existe en algún intervalo 
abierto (a, 6) que contiene a c, yque/'(c) = 0. Suponga también que/''(x) < 0 
si x está en (a, b). Entonces, del teorema 3.5.3(ii) la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo en todos los punto de {a, b), y del teorema 3.4.3(ii)/' es decreciente 
en [a, b\. La figura 16 muestra la gráfica de una función que tiene estas 
propiedades, y también se muestra en algunos puntos un segmento de la recta 
tangente. La pendiente de la recta tangente es decreciente en [ a, b ], lo cual es 
consistente con el hecho de que/' es decreciente en [a, b]. Observe que/ tie¬ 
ne un valor máximo relativo en c. 

Ahora suponga que/es una función que tiene las propiedades de la fun¬ 
ción del párrafo anterior excepto que/"(x) > 0 si x está en ( a, b). Entonces, 
por el teorema 3.5.3(i), la gráfica de/es cóncava hacia arriba en todos los 
puntos de (a, b), y del teorema 3.4.3(i),/’ es creciente en [a, b]. La gráfica de 
una función que tiene estas propiedades se tiene en la figura 17. Las pendien¬ 
tes de la rectas tangentes, que se muestran en algunos puntos en la figura, 
son crecientes en [a, b ], y/tiene un valor mínimo relativo en c. 

Ahora se establecerá y demostrará él criterio de la segunda derivada 
para extremos relativos, el cual confirma las observaciones geométricas de 
los dos párrafos precedentes. 
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3.5.6 Teorema Criterio de la segunda derivada para 
extremos relativos 


Sea c un número crítico de una función/en el que/'(c) = 0, y supon¬ 
ga que /" existe para todos los valores de x en un intervalo abierto que 
contiene a c. 

(i) Si/"(c) < 0 , entonces/tiene un valor máximo relativo en c. 

(ii) Si f"(c) > 0 , entonces/tiene un valor mínimo relativo en c. 


Demostración del inciso (i) Por hipótesis, f"(c) existe y es negativa; 
de modo que 


f"(c) = 


lím f ' (x) ■ - f ' (c) - 


< 0 


Por tanto, por el teorema 3.1.8(ii), existe un intervalo abierto I que contiene a 
c tal que 

f ' { - x) - f ' (c) < 0 (6) 
x - c 

para toda x ^ c en el intervalo. 

Sea /] el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en I para 
los que x < c; por tanto, c es el extremo derecho del intervalo abierto I¡. 
Sea ¡2 el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en I para los 
que x > c; de modo que c es el extremo izquierdo del intervalo abierto / 2 . 

Entonces, si x está en 7 ( , x - c < 0, y de la desigualdad (6), 
f'(x) - f'(c) > 0 o, equivalentemente, f’(x) > f'(c). Si x está en 
I 2 ,x - c > 0, y de (6), f'(x) - f\c) < 0 o, equivalentemente,/'^) < /’(<•;). 

Pero como f'(c) = 0, se concluye que si x está en /, f'(x) > 0, y si x 
está en / 2 , f'(x) < 0. Por tanto, f'(x) cambia de signo algebraico de positivo a 
negativo al pasar por c, conforme x crece; de modo que, por el criterio de pri¬ 
mera derivada,/tiene un valor máximo relativo en c. 

La demostración del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (refiérase el ejercicio 56). ■ 


► EJEMPLO 4 Sea 

f(x ) = x 4 + |x 3 - 4x 2 

determine los extremos relativos de / aplicando el criterio de la segunda de¬ 
rivada. Utilice esta información para dibujar la gráfica de /. Apoye los resul¬ 
tados en una graficadora. 

Solución Se calculan las derivadas primera y segunda de/: 

f'(x) = 4x 3 + 4x 2 - 8x f"(x) = 12x 2 + 8x - 8 

Al considerar f'(x) = 0 se obtiene 

4x(x + 2)(x - 1) = 0 
x = 0 x = -2 x - l 


Por tanto, los números críticos de/son -2, 0 y 1. Para determinar si existe 
o no un extremo relativo en alguno de estos números críticos, se considera 
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FIGURA 18 


el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la 
tabla 5. 


Tabla 5 



fU) 

ru) 

/"« 

Conclusión 

X = -2 

_ 32 

0 

+ 

/tiene un valor mínimo relativo 

x = 0 

0 

0 

- 

/tiene un valor máximo relativo 

x = 1 

_ 5 

3 

0 

+ 

/tiene un valor mínimo relativo 


A partir de la información de esta tabla y localizando algunos puntos 
más, se dibuja la gráfica de/, mostrada en la figura 18. La figura 19, que pre¬ 
senta la gráfica de/trazada en el rectángulo de inspección de [-15, 15] por 
[-11, 9], apoya los resultados. 4 

Si f"(c) = 0 y f'(c) = 0, nada puede concluirse acerca de un extremo 
relativo de / en c. Los tres ejemplos ilustrativos siguientes justifican esta 
afirmación. 



/( x) = jf 4 + 3X 3 - 4x 2 

FIGURA 19 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si f(x) = x 4 , entonces 

f'(x) = 4x 2 y f"(x) = I2x 2 . De modo que,/(O),/'(O) y/"(O) son iguales a 
cero. Al aplicar el criterio de la primera derivada se aprecia que/tiene un va¬ 
lor mínimo relativo en 0. La gráfica de/se muestra en la figura 20. 4 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si g(x) = -x 4 , entonces 

g'(x) = -4x 3 y g"(x) - -I2x 2 . Por tanto, g(0), g'( 0) y g"( 0) son iguales a 
cero. En este caso g tiene un valor máximo relativo en 0, como puede verse 
al aplicar el criterio de la primera derivada. La figura 21 muestra la gráfica 

de g. 4 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 sí h{x) = x 3 , entonces 

h'(x) = 3x 2 y h"(x) = 6x, por lo que h{ 0), h'( 0) y h"{ 0) son iguales a cero. 
La función h no tiene extremo relativo en 0 porque si x < 0, h(x) < h( 0); y 
si x > 0, h(x) > h{ 0). La gráfica de h se presenta en la figura 22. 4 


y 



Los ejemplos ilustrativos 6-8 proporcionan ejemplos de tres funciones 
para las cuales su segunda derivada tiene un valor de cero en un punto cuya 
primera derivada es cero; en ese número, una función tiene un valor míni¬ 
mo relativo, otra función tiene un valor máximo relativo, y la tercera función 
no tiene valor extremo relativo. 


► EJEMPLO 5 Para la función seno, determine los extremos re¬ 
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos 
de inflexión de su gráfica. También determine las pendientes de las tangen¬ 
tes de inflexión. Trace la gráfica de la función seno en un intervalo de longitud 
2 n que contenga el punto de inflexión que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectángulo de inspección, trace la tangente de inflexión. 

Solución Sean 

f(x) = sen x f'(x) = eos x f"(x) = -sen x 




240 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y PE SUS GRÁFICAS, ... 



= -x 4 

FIGURA 21 


y 



FIGURA 22 


Las funciones /, /' y f" están definidas para toda x. Los números críticos se 
obtiene al considerar/!» = 0: 

eos x = 0 

x = - n + kit k es cualquier número entero 

A fin de determinar si existe o no un extremo relativo en alguno de estos nú¬ 
meros críticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos. 

f"(\n + kn) = -sentir + kn) 

= -eos kn 

_ 1-1 si k es un entero par 
1 si k es un entero impar 

Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re¬ 
sumen en la tabla 6. 


Tabla 6 



f(x) 

/’(*) 

f"(x) Conclusión 

* = ^ K + k7t(k es un entero par) 

1 

0 

- f tiene un valor máximo relativo 

* = ^ n + kn (k es un entero impar) 

-1 

0 

+ / tiene un valor mínimo relativo 


Para determinar los puntos de inflexión se considera/"(x) = 0: 
- sen x = 0 

x = kn k es cualquier entero 



/( x) = sen* 

FIGURA 23 


Como/”(x) cambia de signo en cada uno de estos valores de x, la gráfica tie¬ 
ne un punto de inflexión en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En 
cada punto de inflexión, 

f'{kri) = eos kn k es cualquier entero 

_ 1 si k es un entero par 

-1 si k es un entero impar 

Por tanto, las pendientes de las tangentes de inflexión son +1 o -1. 

La figura 23 muestra la gráfica de la función seno y la tangente de in¬ 
flexión en el punto (n, 0) trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 2n\ 
por [-2, 2]. ◄ 


EJERCICIOS 3.5 


En los ejercicios ] a 8, encuentre los puntos de inflexión de la 
función y determine dónde la gráfica es cóncava hacia arriba 
y dónde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el 
mismo rectángulo de inspección la gráfica de la función y las 
tangentes de inflexión. 

1. f(x) = 2x 3 + 3x 2 - I2x + 1 

2. g(x) = x 3 - 6x 2 + 20 

3. g(x) = x A - 8x 3 4. /(x) = x 4 - 2x 3 

2 

x 2 + 4 


7. f(x) = 2 sen 3x;x 6 [-|j; Ijt] 

8 . /(*) = 3 eos 2x; x € [-K ; /r] 

En los ejercicios 9 a 16, trace la gráfica de la función y a partir 
de la gráfica estime el punto de inflexión y dónde la gráfica es 
cóncava hacia arriba y en dónde lo es hacia abajo. Confirme 
las estimaciones analíticamente. 

9. f(x) = x 3 + 9x 10. g(x) = 2x 3 - 1 

11. G(x) = (x - l) 3 ' 12. F(x) = (x + 2) 3 

13. /(x) = (x + 2) 1/3 14. g(x) = (x - 1) 1/3 


x 2 + 3 
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15. g(x) = tan lx;x e (-K, tc) 

16. f(x) = cot 2x; x £ (0, i ir) 

En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexión de 
la gráfica de la función, si existe alguno, y determine dónde la 
gráfica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. 
Dibuje la gráfica. 


17. f(x) = 



si x < 2 
si 2 < x 


18. f(x) = 


2 -t- x 
4 - x 2 


si X < 1 
si i < * 


19. g(x) = 



si x < 0 
si 0 < x 


20. g(x) = 



si x < 0 
si 0 < * 


21. Fix) 


íx 3 si x < 0 
[x 4 si 0 < x 


22. G(x) 


¡x 2 si x < 0 
jx 4 si 0 < jc 


En los ejercicios 23 a 30, dibuje una porción de ¡a gráfica de al¬ 
guna función f que pase por el punto donde x = c si se satis¬ 
facen las condiciones dadas. Suponga qué f es continua en 
algún intervalo abierto que contiene a c. 


23. 

(a) 

f\x) > 

Osix < c; fix) < Osix > 

c\ 



f"(x) < 

Osix < c\f"ix) < Osix > 

c 


(b) 

fix) > 

Osix < c-.fix) < 0 si Jtr > 

c\ 



fXx) > 

0 si x < c ; f"{x) > 0 si x > 

c 

24. 

(a) 

f(x) > 

0 si x < c; f\x) > 0 si x > 




f" W > 

Osix < c\f"(x) < Osix > 

c 


(b) 

fix) < 

0 si x < c; f{x) > 0 si x > 

c\ 



f\x) > 

0 si x < c\f\x) < 0 si x > 

c 

25. 

(a) 

f"(0 = 

0;/’(c) = 0 ;f"ix) > Osix 

< c; 



f”(x) < 0 si * > c 



(b) 

f"(0 = 

0;/'(x) = 0;/"(x) > 0;six 

< c; 



f"(x) > 

0 si x < c 


26. 

(a) 

no = 

0; fix) > 0 si x < c; f\x) 

> 0 si* > 


(b) 

no = 

0; f\x) < 0 si x < c\ f\x) 

> 0 si* > 

27. 

(a) 

no = 

0-J'iO = -i',fix) < Osix 

< c; 



fix) > 

0 si x > c 



(b) 

nO no 

existe; fix) > Osix < c; 




f"(x) > 

0 si x > c 


28. 

(a) 

no = 

0 ;f(c) = j;/"(*) > Osix 

< c; 



fix) < 

0 si x > c 



(b) 

fie) no 

existe; fix) < 0 si x < c; 




fix) > 

0 si x > c 



29. lím f'(x) = +oo; lím f'(x) = 0; 

x— >C“ x —> c+ 

f"(x) > Osix < c\f"(x) < 0 si jr > c 


30. lím /'( x) = +oo; lím f'(x) = -oo; 

X— »C“ x —> c+ 

/"(*) > 0si* < c\f"(x) > 0 si* > c 


En los ejercicios 3} a 38, encuentre los extremos relativos de la 
función aplicando el criterio de la segunda derivada. Utilice 
esta información para dibujar la gráfica de la función. Apoye 
los resultados en la graficadora. 

31. /(*) = -4* 3 + 3* 2 + 18* 

32. h(x) = 2x 3 - 9x 2 + 27 

33. g(x) = x 4 - ^x 3 - 34. f(x) = i* 5 - fx 3 

35. f{x) = eos 3x; x e [- - ji, i;r] 

36. g(x) = 2 sen 4x; x e [0, | tc] 

37. h(x) = 4x 1/2 + 4x~ 1/2 38. f(x) = x-jx + 3 

39. Dibuje la gráfica de alguna función / para la cual f(x), 
f(x) y f"(x) existan y sean (a) positivos para toda x; (b) 
negativos para toda x. 

40. Para la función coseno, encuentre (a) los extremos relati¬ 
vos aplicando el criterio de la segunda derivada; (b) los 
puntos de inflexión de su gráfica; (c) las pendientes de 
las tangentes de inflexión, (d) Trace la gráfica de la fun¬ 
ción coseno en un intervalo de longitud 2n que contenga 
el punto de inflexión que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectángulo de inspección, trace la tangente 
de inflexión. 

En los ejercicios 41 y 42, encuentre (a) los puntos de inflexión 
de la gráfica de la función, y ( b ) las pendientes de las tangen¬ 
tes de inflexión, (c) Trace la gráfica de la función en un inter¬ 
valo de longitud K que contenga el punto de inflexión que 
posea la menor abscisa positiva. En el mismo rectángulo de 
inspección, trace la tangente de inflexión. 

41. La función tangente. 42. La función cotangente. 

En los ejercicios 43 y 44, (a) encuentre los extremos relativos 
de la función aplicando el criterio de la segunda derivada. (6) 
Trace la gráfica de la función en un intervalo de longitud 2n. 

43. La función cosecante. 44. La función secante. 


En los ejercicios 45 a 50, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por los puntos ( c, fe)), id, fd)) y 
ie.f(e)) si se satisfacen las condiciones dadas. También dibuje un 
segmento de la recta tangente en cada uno de estos puntos, si 
existe la recta tangente. Suponga que c < d < e y que f es 
continua en algún intervalo abierto que contiene a c, dy e. 


45 . (a) f(c) = 0 -,f(d) = Uf"(d) = 0; f(e) = 0; 

f"(x) > 0 si x < d\ f"(x) < 0 si x > d 
(b) f\c) = 0; f\d) = -1; f"(d) = 0; f(e) = 0; 
f\e) = 0; f"(x) < 0 si x < d\ f"(x) > 0 
si d < x < e\f"(xj < 0 si x > e 

46 . (a) fXO = 0; f\d) = - 1 ; f\d) = 0; f\e) = 0; 

f"(x) < 0 si x < d\ f"(x) > 0 si x > d 
(b) f(c) = 0-f(d) = 1 -,f"(d) = 0; f(e) = 0; 
f"(e) = 0; f"(x) > 0 si x < d\ f"(x) < 0 
si d < x < e\ f"(x) > 0 si x > e 


(a) f(c) = 0 ;/"(c) = 0 ;f\d) = -l;/"(<0 = 0; 
fie) = 0; f"(x) > 0 si x < c; f"(x ) < 0 si 

c < x < d; f"(x) > 0 si x > d 

(b) f\c) = 0; lím f\x) = +oo; lím f(x) = +oo; 

x —id x—>d + 

fie) = 0; f’ix) > 0 si x < d\ f'\x) < 0 si 
x > d 


47. 
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48. (a) f'(c) = 0; f"(c) = 0; f'(d) = l; f"(d) = 0; 

f\e) = 0; f"(x) < 0 si x < c; f"(x) > 0 
si c < x < d; f"(x) < 0 si x > d 
(b) /'(c) = 0; lím_/'(x) = -oo; lím /'( x) — -ao; 
f\e) = 0; f"(x) < Osix : < d\ f"(x) > 0 si x > d 

49. (a) f\c) no existe; f'(d) = -1; f”{d) = 0; 

f\é) = 0; f"(x) > 0 si x < c; f"(x) < 0 
si c < x < d\ f"(x) > 0 si x > d 
(b) f'(c) — 0; /’(</) no existe; f'(é) — 0 

f"(e) = 0; f"(x) < 0 si x < d\ f"(x) < 0 
si d < x < e\ f"(x) > 0 si x > e 

50. (a) /'(c) = 0;/'(</) = -1 ;/"(</) = 0; f'(e) no existe; 

f'\x) < 0 si x < d\ /"( x) > 0 
si d < x < e\ f"(x) < Osix > e 
(b) f\c) = 0; f"(c) = 0; f(d) no existe; 
f(e) = 0; f'\x) < 0 si x < c\f"(x) > 0 
si c < x < d,f"(x) > O si x > d 

51. Si f(x) = ax 3 + bx 2 , determine a, y b de modo que la 
gráfica de/tenga un punto de inflexión en el punto (1, 2). 
Apoye la respuesta gráficamente. 

52. Si /(jc) = ax 3 + bx 2 + ex, determine a, b, y c de modo 
que la gráfica de / tenga un punto de inflexión en el 
punto (1, 2) y de modo que la pendiente de la tangente de 
inflexión sea igual a -2. Apoye la respuesta gráficamente. 

53. Si f(x) - ax 3 + bx 2 + ex + d, determine a, b, c y d 
de modo que / tenga un extremo relativo en el punto 
(0, 3) y que la gráfica de / tenga un punto de inflexión en 
el punto (1,-1). Apoye la respuesta gráficamente. 

54. Si f(x) = ax 4 + bx 3 + ex 2 + dx + e, determine a, b, 
c, d y e de modo que la gráfica de / tenga un punto de in¬ 
flexión en el punto (1, -1), que contenga al origen y sea 
simétrica con respecto al eje y. Apoye la respuesta grá¬ 
ficamente. 


55. Suponga que ¿ i/2 y - ^ -Ji son números críticos 
de una función / y que f"(x) = x [ | x 2 + 1J . En cada 
uno de estos números, determine si / tiene un extremo 
relativo y, en caso de ser así, si es un máximo relativo o 
un mínimo relativo. 

56. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la segunda deri¬ 
vada para extremos relativos. 

57. Suponga que la gráfica de una función tiene un 
punto de inflexión en el punto (c,/(c)). ¿Qué puede con¬ 
cluirse acerca de (a) la continuidad de / en c; 
(b) la continuidad de /' en c; (c) la continuidad de 
/"en c? 

58. Suponga que / es una función para la cual f"(x) existe 
para toda x de algún intervalo abierto 1 y que en un nú¬ 
mero c de l, f"(c ) = 0 y f"\c) existe y es diferente de 
cero. Demuestre que el punto (c, f(c)) es un punto de in¬ 
flexión de la gráfica de /. Sugerencia: la demostración es 
semejante a la del criterio de la segunda derivada. 

59. (a) Explique por qué un punto de inflexión de la gráfica 
de una función que representa la productividad de un tra¬ 
bajador puede interpretarse como un punto de rendi¬ 
miento decreciente, (b) Suponga que un trabajador de 
una fábrica que elabora marcos para pinturas puede hacer 
y marcos en x horas después de haber iniciado a las 
8 a.m., y 

y = 3x + 8x 2 - x 3 0 < x S 4 

Determine en qué tiempo el trabajador se desempeña con 
mayor eficiencia; esto es, ¿cuándo el trabajador alcanza 
el punto de rendimiento decreciente? 

60. Explique cuándo se utilizaría el criterio de la segunda 
derivada para determinar extremos relativos y cuándo 
emplearía el criterio de la primera derivada. En su expli¬ 
cación, indique las ventajas y desventajas de cada criterio. 


3.6 TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES 
Y DE SUS DERIVADAS 


y 



En las secciones 3.4 y 3.5 se indicó cómo pueden determinarse propiedades 
de las gráficas de funciones a partir de sus derivadas. Ahora se mostrará cómo 
estas propiedades pueden determinarse a partir de la gráfica de la derivada y 
después emplearse para dibujar una posible gráfica de la función original. 


► EJEMPLO 1 La gráfica de la derivada de la función del ejem¬ 
plo 4 de la sección 3.4 se muestra en la figura 1. A partir de esta gráfica deter¬ 
mine las abscisas de ¡os puntos de inflexión de la gráfica de / y dónde la 
gráfica es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Dibuje una posi¬ 
ble gráfica de /que tenga estas propiedades así como las propiedades obtenidas 
en el ejemplo 4 de la sección 3.4. Suponga que los únicos ceros de/son 3.5 y 6. 

Solución La segunda derivada f" evaluada en el número c es la pen¬ 
diente de la recta tangente en el punto donde x = c de la gráfica de f. En 
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consecuencia, como la gráfica de /' tiene rectas tangentes horizontales en 
x = -1 y en x = 3,/"(-l) = 0 y /"(3) = 0. En la figura 1 se observa que 
/’ es creciente, es decir, f"(x) > 0 cuando x < -1 y cuando x > 3; por tanto, 
por el teorema 3.5.3(i), la gráfica de/es cóncava hacia arriba para estos valo¬ 
res de x. Además,/’ es decreciente, esto es,/”(x) < 0 cuando -1 < x < 3; 
por tanto, por el teorema 3.5.3(ii), la gráfica de /es cóncava hacia abajo para 
estos valores de x. Más aún, de la definición 3.5.4, se puede concluir que la 
gráfica de/tiene puntos de inflexión donde x = -1 y x = 3. Estos hechos se 
resumen en la tabla 1. 


Tabla 1 



f"(x) 

Conclusión 

* < -1 

+ 

La gráfica de / es cóncava hacia arriba 

* = -1 

0 

La gráfica de /tiene un punto de inflejrión 

-1 < x < 3 

- 

La gráfica de/es cóncava hacia abajo 

x = 3 

0 

La gráfica de/tiene un punto de inflexión 

3 < x 

+ 

La gráfica de /es cóncava hacia arriba 


Ahora refiérase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an¬ 
terior y de la tabla 4 de la sección 3.4. 



FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


Tabla 2 



f'W 

/" (X) 

Conclusión 

X < -2 

' 

+ 

f es decreciente: la gráfica de/es cóncava 
hacia arriba 

x = -2 

0 

+ 

/tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de / es cóncava hacia arriba 

-2 < JT < -1 

+ 

+ 

/ es creciente; la gráfica de / es cóncava 
hacia arriba 

X — -1 

+ 

0 

/ es creciente; la gráfica de/tiene un punto 
de inflexión 

-1 < X < 1 

+ 

“ 

/ es creciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo 

X = 1 

0 

- 

/ tiene un valor máximo relativo; la gráfica 
de /es cóncava hacia abajo 

1 < J < 3 

— 

" 

/ es decreciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo 

x = 3 

- 

0 

/ es decreciente; la gráfica de/tiene un 
punto de inflexión 

3 < x < 5 

- 

+ 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia arriba 

x = 5 

0 

+ 

/ tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de / es cóncava hacia arriba 

5 < x 

+ 

+ 

/ es creciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia arriba. 


Puesto que los únicos ceros de/son 3.5 y 6, estos números son las únicas 
intercepciones x de la gráfica. Con esta información y las propiedades de la 
tabla 2, se dibuja una posible gráfica de/, la cual se muestra en la figura 2. ^ 


► EJEMPLO 2 La figura 3 muestra la gráfica de la derivada de la 
función g del ejemplo 5 de la sección 3.4. A partir de esta gráfica determine las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de g y dónde la gráfica de g es 
cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia abajo. Dibuje una posible gráfica de 
g que tenga estas propiedades así como las propiedades obtenidas en el ejem¬ 
plo 5 de la sección 3.4. Suponga que los únicos ceros de g son -2 y 0. 
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Solución De la gráfica de g', g' es decreciente, es decir, g"(x) < 0 
cuando x < 0 y cuando x > 0. Por tanto, la gráfica de g es cóncava hacia 
abajo para estos valores de x. La gráfica de g nunca es cóncava hacia arriba. 
Como g'(0) no existe, tampoco existe g"( 0). Puesto que g"(x) no cambia de 
signo, la gráfica de g no tiene puntos de inflexión. Esta información se incor¬ 
pora a la de la tabla 5 de la sección 3.4 para obtener la tabla 3. 


y 



FIGURA 4 


Tabla 3 



g'U) 

g"(x) 

Conclusión 

X < -1 

+ 

~ 

g es creciente; la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo 

X = -1 

0 

~~ 

g tiene un valor máximo relativo; la gráfica 
de g es cóncava hacia abajo 

-1 < x < 0 


~ 

g es decreciente; la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo 

* = 0 

n. e. 

n. e. 

g tiene un valor mínimo relativo 

0 < * 

; + 


g es creciente; la gráfica de g es cóncava 
hacia abajo 


La figura 4 muestra una posible gráfica de g dibujada a partir de las pro¬ 
piedades de la tabla 3 y del hecho de que los únicos ceros de g son -2 y 0. 4 

En los dos ejemplos anteriores se obtuvo la gráfica de una función a par¬ 
tir de la gráfica de su derivada. En el ejemplo siguiente, se dibujarán las deri¬ 
vadas primera y segunda de una función a partir de la gráfica de la función. 



FIGURA 5 


► EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la gráfica de una fun¬ 
ción /y segmentos de las tangentes de inflexión. A partir de la figura, determi¬ 
ne la información siguiente e incorpórela en una tabla semejante a las tabla 2 
y 3: (i) los intervalos en los que/es creciente; (ii) los intervalos en los que/ 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de/; (iv) los intervalos donde la 
gráfica de / es cóncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la gráfica de / 
es cóncava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfi¬ 
ca de /. A partir de la información de la tabla, dibuje posibles gráficas 
de/' yf". 


Solución De la figura se obtiene la información siguiente: 

(i) /es creciente en (-oo, -3], [1, 3] y [3, +oo); 

(ii) /es decreciente en [-3, 1]; 

(iii) /tiene un valor máximo relativo de 4 en x = -3, y un valor míni¬ 
mo relativo de -2 en x = 1; 

(iv) la gráfica de / es cóncava hacia arriba para x en los intervalos 
(-1,2) y (3, +oo); 

(v) la gráfica de / es cóncava hacia abajo para x en los intervalos 
(-oo,-l) y (2, 3); 

(vi) la gráfica de / tiene puntos de inflexión donde x = -1, x = 2 y 
x = 3. 


En la tabla 4, se incorpora esta información junto con los signos de 
/' yf" en los intervalos especificados en (i)—(vi). 
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FIGURA 6 


■+ 


x 


Gráfica de/" 



FIGURA 7 


Tabla 4 



f U) 

f'U) 

Conclusión 

jc < —3 

+ 

- 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo 

x = —3 

0 

- 

/tiene un valor máximo relativo; la gráfica 
de /es cóncava hacia abajo 

-3 < JT < -1 

- 

- 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo 

x — — 1 

~ 

0 

/es decreciente; ¡a gráfica de /tiene un 
punto de inflexión 

-l < X < \ i 


+ 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia arriba 

X - 1 

0 

+ 

/tiene un valor mínimo relativo; la gráfica 
de/es cóncava hacia arriba 

1 < X < 2 

+ 

+ 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia arriba 

X = 2 

+ 

0 

/es creciente; la gráfica de/tiene un 
punto de inflexión 

2 < .r < 3 

+ 

" 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava 
hacia abajo 

x - 3 

0 

0 

La gráfica de /tiene un punto de inflexión 
con una recta tangente horizontal 

3 < x 

+ 

+ 

/es creciente; la gráfica de /es cóncava 
hacia arriba. 


A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles gráficas 
de/' y/", respectivamente. A 


EJERCICIOS 3.6 


En los ejercicios 1 a 6, la figura adjunta muestra la gráfica de 
la derivada de una función f cuyo dominio es el conjunto de los 
números reales y la cual es continua en cada número. Estas grá¬ 
ficas son las mismas que las mostradas en el ejercicio indi¬ 
cado de la sección 3.4. A partir de la gráfica, determine las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f y dónde 
la gráfica def es cóncava hacia arriba y dónde lo es hacia aba¬ 
jo. Incorpore esta información y la información obtenida en el 
ejercicio correspondiente de la sección 3.4 en una tabla simi¬ 
lar a las tablas 2 y 3 de esta sección. Dibuje un posible gráfica 
de f que tenga las propiedades de la tabla si los únicos ceros de 
f son los indicados en cada ejercicio. 

1. Refiérase al ejercicio 39 de la sección 3.4. Los ceros de / 
son -4, -1, 2 y 4. 

y 



2. Refiérase al ejercicio 40 de la sección 3.4. Los ceros de / 
son -1, 2 y 4. 


y 



3. Refiérase al ejercicio 41 de la sección 3.4. Los ceros de / 
son 0 y 4. 


y 
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4. Refiérase al ejercicio 42 de la sección 3.4. Los ceros de/ 1. El cero de/es 0. 
son -1 y 1. 




8. El cero de/es 0. 



10. Los ceros de/son 0 y 4. 


En los ejercicios 7 a 18, la figura adjunta muestra la gráfica de 
la derivada de una junción f cuyo dominio es el conjunto de los 
números reales y la cual es continua en todo número. A partir 
de la gráfica, determine la información siguiente e incorpórela 
en una tabla similar a las tablas 2 y 3 de esta sección: (i) los in¬ 
tervalos en los que fes creciente; ( ii ) los intervalos en los quef 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (¿V) los interva¬ 
los donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba; (v) los 
intervalos donde la gráfica de fes cóncava hacia abajo; (vi) las 
abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f Dibuje 
una posible gráfica de f que tenga las propiedades de la tabla 
si los únicos ceros de f son los indicados en cada ejercicio. 


y 
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En los ejercicios 19 a 26, se muestran en la figura adjunta la 
gráfica de una junción f y algunos segmentos de las tangentes 
de inflexión. A partir de la figura determine la siguiente infor¬ 
mación e incorpórela en una tabla semejante a la tabla 4: 
(i) los intervalos en los que f es creciente; (ii) los intervalos en 
los que f es decreciente; ( iii ) los extremos relativos de f; (iv) los 
intervalos donde la gráfica de f es cóncava hacia arriba; 

(v) los intervalos donde la gráfica de f es cóncava hacia abajo; 

(vi) las abscisas de los puntos de inflexión de la gráfica de f. 
A partir de la información de la tabla, dibuje posibles gráficas 
def'yf". 


19. 


24. 


y 



y 



y 
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25. y 




27. Si f(x) = 3X 2 + x | x | demuestre que /"(O) no existe, sin 
embargo, la gráfica de / es cóncava hacia arriba en todo 
número. Apoye este resultado gráficamente trazando la 
gráfica de / y la gráfica de NDER2 (f(x), x) en rectángulos 
de inspección separados. 


28. Dada f(x ) = x r - rx + k, donde r > 0 y r * / de¬ 
muestre que: (a) si 0 < r < 1, entonces/tiene un valor 
máximo relativo en 1; (b) si r > 1, entonces/tiene un va¬ 
lor mínimo relativo en 1. 

29. Dada/íx) = x 3 + 3rx + 5, demuestre que: (a) si r > 0 
entonces/no tiene extremos relativos; (b) si r < 0, enton¬ 
ces / tiene un valor máximo relativo y un valor mínimo 
relativo. 

30. Dada /(x) = x 2 + rx -1 , demuestre que, independien¬ 
temente del valor de r, f tiene un valor mínimo relativo y 
no tiene ningún valor máximo relativo. 

31. Dibuje la gráfica de la ecuación x 2 ' 3 + y 2,13 = 1. La 
gráfica no es la de una función. Sin embargo, la porción de 
la gráfica del primer cuadrante es la gráfica de una fun¬ 
ción. Obtenga esta porción por medio de las propiedades 
de las gráficas que se han estudiado en este capítulo, 
y después complete la gráfica mediante las propiedades 
de simetría. Recuerde, la concavidad juega un papel im¬ 
portante. Apoye los resultados trazando las gráficas de las 
dos funciones 

/j(x) = (1 - x 2 ' 3 ) 3 ' 2 y / 2 (x) = -(1 - X 2 ' 3 ) 3 ' 2 

en el mismo rectángulo de inspección. 

32. Explique cómo pueden determinarse las propiedades de la 
gráfica de una función a partir de las gráficas de las deri¬ 
vadas primera y segunda de la función. 

33. Explique cómo puede emplearse la gráfica de una función 
para dibujar posibles gráficas de las derivadas primera y 
segunda de la función. 


3.7 LIMITES AL INFINITO 


En la sección 1.7 se estudiaron límites infinitos donde los valores de función 
crecían o decrecían sin límite conforme la variable independiente se aproxi¬ 
maba a un número real. Ahora se considerarán límites de funciones cuando la 
variable independiente crece o decrece sin límite. Se inicia con la función 
definida por 


Tabla 1 


X I 

^2» 

II 

bj to 

0 

0 

i 

1 

2 

1.6 

3 

1.8 

4 

1.882353 

5 

1.923077 

1° 

1.980198 

100 

1.999800 

1 000 

1.999998 


m = 


2x 2 
x 2 + 1 


Considere que x toma los valores 0, 1,2, 3, 4, 5, 10, 100, 1 000, y así suce¬ 
sivamente, permitiendo que x crezca sin límite. Los valores de función co¬ 
rrespondientes, exactos o aproximados mediante calculadora a seis cifras 
decimales, se muestran en la tabla 1. Observe en la tabla que conforme x 
crece, a través de valores positivos, los valores de función cada vez se acercan 
más a 2. Este hecho está apoyado por la figura 1, la cual muestra la recta 
y = 2 y la gráfica de/trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 6] por 
[-1, 3]. Ahora se examinará cómo se aproxima/(x) a 2 para valores específicos 
de x. En particular, 


2 - /(4) — 2 - 1.882353 
= 0.117647 
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y = 2 

FIGURA 1 


Por tanto, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.117647 cuando x = 4. Además, 

2 - /(100) = 2 - 1.999800 
= 0.000200 

En consecuencia, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.000200 cuando x = 100. 

Al continuar así, intuitivamente se aprecia que los valores de f(x) pue¬ 
den hacerse tan cercanos a 2 como se desee tomando x suficientemente 
grande. En otras palabras, la diferencia entre 2 y /(x) puede hacerse tan pe¬ 
queña como se quiera tomando cualquier número x mayor que algún nú¬ 
mero positivo suficientemente grande. O, avanzando un paso más, para 
cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, se puede determinar 
un número N > 0 tal que si jc > N, entonces |/(jc) - 2 | < €. 

Cuando la variable independiente x crece sin límite a través de valores 
positivos, se escribe “jc —y +oo”. Del ejemplo anterior se puede decir que 


lím 


2* 2 


+ 1 


= 2 


Tabla 2 


X 

/<*> = 4^7 

-1 

-2 

1 

1.6 

-3 

1.8 

-4 

1.882353 

-5 

1.923077 

-10 

1.980198 

-100 

1.999800 

-1 000 

1.999998 



FIGURA 2 


3.7.1 Definición del límite de f(x) cuando x crece sin 
limite 


Sea / una función que está definida en todo número de algún inter¬ 
valo abierto (a, + oo). El límite de f(x) cuando x crece sin límite, 
es L, lo que se escribe como 

Km /( x) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe un 
número N > 0 tal que 

si x > N entonces |/(jc) - < f 


Nota: Cuando se escribe x —> +oo, no tiene un significado similar al 
que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x — > 1000. El símbolo 
x — > +oo indica sólo el comportamiento de la variable x. 

Ahora considere la misma función de modo que x tome los valores -1, 
-2, -3, -4, -5, -10, -100, -1000, y así sucesivamente, permitiendo que x 
decrezca sin límite a través de valores negativos. La tabla 2 proporciona los 
valores de función de /(jc) correspondientes. 

Observe que los valores de función son los mismos para los números 
negativos que para los números positivos. Vea la figura 2, la cual muestra la 
recta y = 2 y la gráfica de / trazadas en el rectángulo de inspección de 
[-6.0] por [-1,3], 

Intuitivamente se observa que conforme x decrece sin límite, f(x) 
se aproxima a 2; esto es, \f(x) - 2 | puede hacerse tan pequeña como se 
desee tomando cualquier número x menor que algún número negativo que 
tenga valor absoluto suficientemente grande. Formalmente se dice que para 
cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, se puede determinar 
un número N < 0 tal que si x < N, entonces \f(x) - 2 | < €. Utilizando 
el símbolo x —> -oo para denotar que la variable x decrece sin límite esto 
se expresa como 


lím 


2x 2 
x 1 + 1 


= 2 
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3.7.2 Definición del límite de f (x) cuando x decrece sin 
limite 


Sea/una función que está definida en todo número de algún intervalo 
abierto (-oo, a). El límite de f(x) cuando x decrece sin límite, 
es L, lo que se escribe como 

lim f(x) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequeña sea, existe un 
número Ai < 0 tal que 

si x < N entonces |/(x) - Z.| < € 

Nota: Como en la nota posterior a la definición 3.7,1, el símbolo 
x —> -oo indica sólo el comportamiento de la variable x. 

Los teoremas de límites 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 de la sección 1.5 y el teo¬ 
rema 12 de límites de la sección 1.7 son válidos cuando “x —> a” se sustituye 
por “x —> +oo” o “x —> -oo”. Además, se tienen los teoremas de límites 
siguientes. 


3.7.3 Teorema 1 3 de limites 


Si r es cualquier número entero positivo, entonces 



Demostración de (i) Para demostrar el inciso (i) se debe probar que 
se cumple la definición 3.7.1 para f(x) = \¡x r y L = 0; esto es, se debe 
demostrar que para cualquier 6 > 0 existe un número N > 0 tal que 

si x > N entonces I —— 0 < € 

I x r 

<=> si x > N entonces | x | r > ~ 


o equivalentemente, puesto que r > 0, 

si x > N entonces | x \ > 

Para que lo anterior se cumpla, se toma N = (1 ¡€)^ r . Así, 

x > N entonces —— 0 

x r 

Esto demuestra el inciso (i). ■ 

La demostración del inciso (ii) es análoga a la demostración del inciso 
(i) y se deja como ejercicio (véase el ejercicio 62). 


< e 


-(*)' 
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► EJEMPLO 7 Sea 


f(x) = 


4.x - 3 
2x + 5 


Determine lím /(x) y apoye la respuesta gráficamente. 



M = 


4x - 3 
2x + 5 


f = 2 


FIGURA 3 


Solución A fin de aplicar el teorema 13 de límites, se divide el nume¬ 
rador y el denominador entre x, obteniéndose 


lím 

X—» + °° 


4x - 3 
2x + 5 



lím -f- 

2 + 5 

x 

lím 4 - lím 3 ■ lím 


J~> + « _ 

lím 2 + lím 5 ■ lím 


X— -* + oa x—* + °° X—* + °° 


i 

x_ 

i 

X 


4-3-0 
2 + 5-0 


Se apoya la respuesta al trazar la gráfica de / y la recta y = 2 en el 
rectángulo de inspección de [0, 100] por [-1,3], como se muestra en la 
figura 3. ^ 


► EJEMPLO 2 Sea 

/w = 


Determine lím /(x) y apoye la respuesta gráficamente. 

X—>— o» 

Solución Con el fin de aplicar el teorema 13 de límites, se divide el 
numerador y el denominador entre la potencia más grande de x que ocurra 
en el numerador o denominador, la cual es x 3 . 



/« = 


2x 2 - x + 5 
4x 3 - 1 


2x 2 - x + 
4x 3 - 



lím 2 • lím — - lím + lím 5 ■ lím 

_ x —* —°° _ *->~ M X *->-°° <->-°° -t-*-” X 3 

lím 4 - lím —y 

2-0-0+50 

4-0 

= 0 


La figura 4, que muestra la gráfica de/en el rectángulo de inspección 
de [-80, 0] por [-0.25, 0], apoya la respuesta. M 


► EJEMPLO 3 Sea 


g(x) = 


3x + 4 
V2x 2 - 5 


Determine lím £(x) y apoye la respuesta gráficamente. 

x —» + «*> 


FIGURA 4 
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Solución Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo 
radical, se divide el numerador y el denominador entre xfx 2 » que equivale 
a | x |. Al efectuar la división se tiene, 


lím 


3x + 4 
V2x 2 - 5 


lím 


3x 4 
V2x 2 - 5 



Debido a que x —> +oo, x > 0; por tanto, |x 


x. Así se tiene 



FIGURA 5 


lím 


3x + 4 
V2x 2 - 5 



lím 3 + lim 4 • lím (—) 

X ~» + °°_JC-» + °° 




I lím 

Y x—»+ 


lím 2 - lím 5 • lím 

X—* + oo 


SL<¿) 


3 + 40 


V 2-50 
3 

V2 


A fin de apoyar gráficamente la respuesta, se trazan las gráficas de g y 
de la recta y = 3/V2 en el rectángulo de inspección de [2,100] por [2, 3], 
como se muestra en la figura 5. 4 


► EJEMPLO 4 Para la función del ejemplo 3, determine 
lím g(x) y apoye la respuesta gráficamente. 

X— 

Solución De nuevo se inicia dividiendo el numerador y el denomina¬ 
dor entre | x |. 


lím 


3x + 4 
V2x 2 - 5 



Puesto que x —> - oo, x < 0; por tanto, | x | = -x. Se tiene, entonces. 


lím 


3x + 4 
-Í2x 2 - 5 



lím (-3) - lím -4 • lím 


Y *-» 


lím 2 - lím 5 ■ lím 

X— x—*~oa 


i 

x_ 

T 
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[-100,-2] por [-2.5,-1.5] 


FIGURA 6 


-3-40 
42 - 5 ■ 0 
3 

" 42 

La figura 6 muestra la gráfica de g y la recta y = -3/42 en el rec¬ 
tángulo de inspección de [-100,-2] por [-2.5,-1.5], la cual apoya la 
respuesta. ”4 

A continuación se considerarán límites “infinitos” al infinito mediante 
definiciones formales para cada uno de los siguientes límites: 

lím f(x) = +oo lírri f(x) = +oo 

X-> + <*> X —> — 00 

lím f(x) = -oo lím f(x) = -oo 

X —* + « X—*-•*> 

Por ejemplo, lím f(x) = +oo si la función / está definida en algún in¬ 
tervalo abierto (a, + oo) y si para cualquier número N > 0 existe un nú¬ 
mero Ai > 0 tal que si x > Ai, entonces f(x) > N. Las otras definiciones 
se dejan como ejercicio (consulte el ejercicio 61). 


► EJEMPLO 5 


Determine 


lím 


*-*+» x + 1 

Solución Si se divide el numerador y el denominador entre x 2 , se obtiene 

1 


lím ——- = lím — 


1 


x 

Al evaluar el límite del denominador se tiene 
lím (— + -V) = lím — + lím -ts- 

*-++“ X 1 ) J-* + ” X X L 

= 0 + 0 
= 0 


Por tanto, el límite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 
0 a través de valores positivos. 

El límite del numerador es 1, y así, por el teorema 12(i) de límites 
(1.7.4), se tiene 

lím -- = +oo 4 

J-> + “ x + 1 


► EJEMPLO 6 


Calcule 


lím 


2x 


3x + 5 


Solución 


lím 


2x 


3x + 5 


= lím 


2-1 

X 

1 + J_ 
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lim f(x) = b 

FIGURA 7 


Los límites del numerador y del denominador se consideran por separado: 

lim ( — - 1) = lim — - lím 1 lim f — + ~ ) = lím — + lim -4r 

-*+-\X ) *-> + “ X *-» + - *-> + “ V X X L ) •<“>+”“ X x ¿ 


= 0-1 
= -1 


= 0 + 0 
= o 


Por tanto, se tiene el límite de un cociente en el que el límite del nume¬ 
rador es -1 y el límite del denominador es 0, cuando el denominador se 
aproxima a 0 a través de valores positivos. Por el teorema 12 (iii) de límites, 


lím f(xj = b 

FIGURA 8 


^lím JU) = b 

FIGURA 9 


En la sección 1.7 se estudiaron las asíntotas verticales de una gráfica 
como una aplicación de los límites infinitos. Las asíntotas horizontales pro¬ 
porcionan una aplicación de los límites al infinito. 


3.7.4 Definición de asintota horizontal 


La recta y = b es una asíntota horizontal de la gráfica de la función 
/si al menos una de las proposiciones siguientes es verdadera: 

(i) lim f(x) = b, y para algún número N, si x > N, entonces 
f(x)~* b; 

(ii) lim f(x) = b, y para algún numero N, si x < N, entonces 
f{x) * b. 


lim f(x) — b 

FIGURA 10 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Cada una de las figuras 7 a 10 

muestra la gráfica de una función para la cual la recta y = b e s una asíntota 
horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definición 3.7.4, y 
para las figuras 9 y 10, el inciso (ii) es verdadero. Los dos incisos (i) y (ii) se 
cumplen para la función de la figura 11. 

La figura 12 muestra la gráfica de una función / para la cual 
lím f(x) = b, pero no existe ningún número N tal que si x > N, enton¬ 
ces/(x) í* b. En consecuencia, la recta y = b no es una asíntota horizontal 
de-la gráfica de /. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el 
ejercicio 63 de la sección 5.4. M 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al principio de esta sección se 
motivó la definición de límites al infinito con la función definida por 


f(x) = b y lim f(x) = b 

FIGURA 11 



f {x) = -TTT 

X L + 1 

y se mostró que lím /(;t) y lím f(x) son igual a 2. Por tanto, la recta 

X—» + °o X —>-°o 

y = 2 es una asintota horizontal de la gráfica de /. La gráfica trazada junto 
con la recta y = 2 en las figuras 1 y 2 apoyan este hecho. A 


► EJEMPLO 7 

de la función definida por 


Obtenga las asíntotas horizontales de la gráfica 


FIGURA 12 


m = 
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y utilícelas para dibujar la gráfica de/. Apoye los resultados trazando la grá¬ 
fica de/y las asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 

Solución Primero se considerará el límite lím f(x). 

x —»+■» 

lím f(x) - lím ■■■ ,—* „ 

*- + - *- + - V^TT 

Al dividir el numerador y el denominador entre -Jx 2 se tiene 


lím 


+ ~ V * 2 +1 


= lím 

x —» + «> 


íi + J_ 
2 2 
X z X z 


lím 

x —»+<*> 


II + 



FIGURA 13 



y = i y y = -i 


Puesto que x —> +oo, x > 0; por tanto, j x | = x. Así, 


lím , 

‘- + - 


= lím 

x —>+ 00 


1 + 


lím 1 

*-» + <■<> 


lím t + lím —7j 

X —» + oo X —»+<*» X Z 


VTTo 


= l 

En consecuencia, por la definición 3.7.4(i), la recta y — 1 es una asíntota 
horizontal de la gráfica de/. 

Ahora se considerará el límite lím /(*), de nuevo se dividirá el nume- 

. Como x —> -oo. 


rador y el denominador entre yx 2 , que equivale a 
x < 0; por lo que | x \ = -x. Entonces se tiene 

lím f(x) = lím 


x 

-x 


1 + 


I 


x 

lím (-1) 


lím 1 + lím 


-1 

V l + o 

= -1 

De acuerdo con la definición 3.7.4(ii), la recta y = -1 es una asíntota ho¬ 
rizontal de la gráfica de/. 

Con las dos asíntotas horizontales como guías, de dibuja la gráfica de/ 
obteniéndose la figura 13. Con el fin apoyar los resultados obtenidos, se 
traza la gráfica de/y las rectas y = 1 y y = -1 en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [-3, 3] por [-2, 2], como se muestra en la figura 14. 4 


FIGURA 14 
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A continuación se definirá el término asíntota oblicua , aquella que no 
es vertical ni horizontal. Observe que la definición de asíntota horizontal es 
un caso especial. 


3.7.5 Definición de asíntota oblicua 


La gráfica de la función / tiene la recta y = mx + b como una asín¬ 
tota oblicua si alguna de las proposiciones siguientes es verdadera: 

(i) lím [f(x) - ( mx + ¿)] = 0, y para algún número M > 0, 

f(x) it mx + b siempre que x > M\ 

(ii) lim [/(*) - (mx + fe)] = 0, y para algún número M < 0, 

f(x) * mx + b siempre que x < M. 


El inciso (i) de la definición indica que para cualquier f > 0, existe un 
número N > 0 tal que 

si x > N entonces 0 < | f(x) - (mx + b) \ < f 

esto es, se puede hacer que el valor de función/U) esté tan cerca del valor de 
mx + b como se quiera tomando x suficientemente grande. Este enunciado es 
consistente con la noción intuitiva de asíntota de una gráfica. Se tiene un 
enunciado similar al anterior para el inciso (ii) de la definición. 

La gráfica de una función racional de la forma P(x)/Q(x), donde el 
grado del polinomio P(x) es mayor en 1 que el grado de Q(x) y Q(x) no es 
factor de P(x), tiene una asíntota oblicua. Para demostrar esto, se considera 
f(x) = P(x)/Q(x) y se divide P(x) entre Q(x) a fin de expresar f(x) como la 
suma de una función lineal y una función racional; esto es, 


f(x) = mx + b + 


R(x) 

Q(x) 


donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado de Q(x). Entonces 


f(x) - (mx + b)= (1) 

Cuando el numerador y el denominador de R(x)/Q(x) se dividen entre la 
potencia más grande de x que aparece en Q(x), se tendrá un térmi¬ 
no constante en el denominador y todos los demás términos del denominador, 
y cada término del numerador, será de la forma k/x r donde k es 
una constante y r es un número entero positivo. Por tanto, conforme x —> + oo, 
el límite del numerador será cero y el límite' del denominador será una 
constante. De este modo, lím R(x)lQ(x ) = 0. En consecuencia, de (1) se 
tiene 


lím [f(x) - (mx + b)] = 0 

X —» + “» 

de donde se concluye que, por la definición 3.7.5, la recta y = ptx + b e s 
una asíntota oblicua de la gráfica de /, 


► EJEMPLO 8 


h(x) 


x 2 + 3 


Sea 


x - 1 
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Determine las asíntotas de la gráfica de h. Apoye los resultados trazando la 
gráfica de h y sus asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 

Solución Como 


lím h(x) = -oo y lim h(x) = +oo 

JC—>1” Jt-»l + 

la recta x = 1 es una asíntota vertical. No existen asíntotas horizontales 
porque si el numerador y el denominador de h(x) se dividen entre x 2 , se 
obtiene 



[-10, 13.5] por [-6, 9.7] 


x = 1 y y = x + 1 * 

FIGURA 15 



y conforme x -» +oo o x —> -oo, el límite del numerador es 1 y el límite 
del denominador es 0. Sin embargo, el grado del numerador de h(x) es 
mayor en 1 que el grado del denominador, y cuando se divide el numerador 
entre el denominador se obtiene 


h(x) = x + 1 + —i-r 
x - 1 

Por tanto, la recta y = x + 1 es una asíntota oblicua. 

La figura 15, que muestra la gráfica de h y las asíntotas trazadas en el 
rectángulo de inspección de [-10,13.5] por [-6, 9.7], apoya los resultados 
obtenidos. * ^ 


EJERCICIOS 3.7 


En los ejercicios 1 a JO, haga lo siguiente: Con la ayuda de 
la calculadora, tabule los valores de f(x) para los valores in¬ 
dicados de x. (a) ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) 
conforme x crece sin límite? (b) ¿A qué valor parece que se 
aproxima f(x) conforme x decrece sin límite? (c) Apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b) trazando la gráfica de f 
(d) Confirme la respuesta del inciso (a) determinando el 
lím f(x). (e) Confirme la respuesta del inciso (b) determi- 

x —► + «» 

nando el lím f{x). 

x— 

1. f(x) = A"’ x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 
es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

2. f(x) = A i x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 

x 

es igual a-1, -2,-4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

3. f(x) = -y; x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 

es igual a -1,-2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

4. f(x) = —y i x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y x 

es igual -1,-2,-4,-6,-8,-10,-100,-1 000. 

5. f(x) = — A—\x es igual a 0, 1,2,4,6, 8,10, 100, i 000 

x‘ + 1 

y x es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 


6. f(x) = ■ *■ ; x es igual a 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 

x + 2 

y xes igual a -2, -4, -6, -8, -10, -100,-1 000. 

7. f(x) = 2x--l ’ x es igual a 2 ’ 6 ’ 10 ’ 100 ’ 1 M 0 ’ 10 ° 00 ’ 
100 000 y x es igual a-2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000 . 

8. /(x) = ~^ ;x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 
100 000 y xes igual a -2,-6,-10,-100,-1 000,-10000, 
-100 000. 

9. f(x) = ; x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

x 

100 000 y x es igual a -2, -6, -10, -100,-1 000, -10 000, 
-100 000. 

x 2 

10. f(x) = ¡-; x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y x es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 


En los ejercicios 11 a 30 determine el límite y apoye la respues¬ 
ta gráficamente. 

6x - 4 


11. 

„ 2r + 1 

lim t:-- 

12. 

lím 





13. 


14. 

lím 


X—>-oe 4 — 5x 



15. 

lim — 

16. 

lím 


jc-»+“ 3x 2 + Sx + 5 



17. 

lím V 4 

18. 

lím 


*->+- 3x 2 - 5 


X — I + OO 


3x + 1 

1 + 5x 

2 - 3x 
4 s 2 + 3 
2s 2 - 1 
x 2 + 5 


.3 
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19. lím 

v —> + ° 

21. lím 


^y 1 - 3v 
v + i 

4x 3 + 2x 2 - 5 


2y 


23. lím 

5> + 3 


x 3 + x + 2 
3 - 4 


20 . 

22 . 


,, i 2 - 2x.+ 5 

7.x 3 + jc-+ 1 

3x 4 - 7x 2 + 2 
2x 4 + 1 

5x 3 - 12¿ + 7 


lím 

x—►+■ 


24. lím 

x-»-~ - 1 


25. lím 


27. 


lím 

X—> + ° 


.( 3 * + z) 

Vx 2 + 4 
. * + 4 


26. 

28. 


,!!?-(?■ _4 )' 

Vx 2 + 4 


lím 

X—» 


29. lím 




2w + 3 


w + 5 


30. lím 


, X + 4 

Z 4 + 1 

2 v 2 - 3 


31. /(x) = -Jx 2 + 1 - je 

32. /(x) = Vx 2 + X - X 


33. /(x) = i/3x 2 + x - 2x 

lj X + \j X + -fx 


34. f(x) = 


Jx + 1 


35. /(x) = 

2x + 1 
jc - 3 

36. h(x) = 

i + 4 

JC ¿ 

w 

vj 

II 

i-i 

38. /(x) = 

4 - 3jc 

JC 

jc + 1 

39. /(x) = 

2 

40. g(x) = 

JC 2 

Vx 2 - 4 

4 - jc 2 

41. G(x) = 

4x 2 

42. F(x) = 

—3 jc 

x 2 - 9 

a/* 2 + 3 

43. ft(x) = 

2x 

44. /t(x) = 

.c 

6x 2 + llx - 10 

Vx 2 - 9 

45. /(x) = 

4x 2 



V7 2 -2 



46. /(x) = 

-1 



Vjc 2 + 5x + 6 




47. f(x) = 
49. f(x) = 

51. /W = 


jc - 1 

_ S 


x 2 - 4x - 5 
x + 2 


48. /(x) = 
50. /(x) = 
52. /(x) = 


x 2 - 3x + 2 
x + 4 


x 2 - 3 


x - 2 
(x + l) 3 
(x - l) 2 


53. /(x) = 


2x 2 + 4 


54. /(x) = 


- 4 


En los ejercicios 55 y 56, evalúe los límites de los incisos (a)-(h) 
a partir de la gráfica de la función f mostrada en la figura ad¬ 
junta y cuyo dominio es (- 00 , + 00 ). 


55. (a) lím /(jc) 
(d) lím J(x) 
(g) lím/(*) 

x—> 4 


(b) lím /(jc) 
x->0“ 

(e) lím f(x) 

X—>1»+ 

(h) lím /(x) 


(c) lím /(x) 

jr-»0 + 

(f) lím /(x) 

x—>3 


En /os ejercicios 3i a 34, realice lo siguiente: (a) trace la grá¬ 
fica de la función f y haga una proposición acerca del com¬ 
portamiento aparente de f{x) conforme x crece sin límite, (b) 
Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calculando 
el lím /( x). 



56. <a) lím /( x) 
(d) lím/(jc) 

X—>0 

(g) lím /(x) 
x—>3 


(b) lím /(x) 

X—*-l 

(e) lím f(x) 

X—>1 

(h) lím /(x) 


(c) ^Hm + /(x) 
(f) Um /(x) 


En los ejercicios 35 a 46, determine las asíntotas de la gráfica 
de la función y utilícelas para dibujar la gráfica. Apoye los 
resultados trazando la gráfica y las asíntotas en el mismo rec¬ 
tángulo de inspección. 



En los ejercicios 47 a 54. determine las asíntotas de la gráfica 
de la función. Apoye los resultados trazando la gráfica y las 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 


En los ejercicios 57 y 58, dibuje la gráfica de una función f 
que tenga las propiedades dadas y cuyo dominio sea 
(- 00 , + 00 ). 

57. /(—4) = 0; /(—2) = 0; /(O) = 3; /(2) = -3; /(4) = 0; 

/( 5) = 0; lím /(x) = -3;. lím /(x) = 0; lím /(x) = 

x—»-<*> , x—»-4 x-»-2 

+ oo; lím /(jc) = Ó; lím /(jc) = + oo; lím f(x) = 

* x—>0 t-*2’ x—>2 + 

-oo; lím /(jc) = 0; lím /(jc) = +oo; lím/( jc) = 0; 
x—»4~ x—>4+ x—>5 

lím /(Jf) = -OO 
x—> + <*> 

58. /(-5) = 0; /(-3) = 0; /(-2) = 0; /(O) = 0; /(2) = 3; 

/(3) = 0; /(4) = 0; lím /(x) = -oo; lím /(x) = 0; 

x—>-«*> x —> -5 

lím /(jc). = 1; lím /(jc) = 0; lím /(jc) = -oo; 
x’—> -3 x —> -2 x—> 0~ 

lím /(jc) = + oo; lím /(jc) = 0; lím /(jc) = -oo; 
x—*0+ x—>2 x—>3 

lím /(jc) = 0 
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59. Demuestre que 


lím —í—- = 1 
i-»+~ x ~ 1 

aplicando la definición 3.7.1; esto es, para cualquier € > 0 
existe un número TV > 0 tai que si x > TV, entonces 

' I-i-- 1 I < € 

| x - 1 | 

60. Demuestre que 


lim 


Sx + 3 


2x - 1 


= 4 


aplicando la definición 3.7.2; esto es, para cualquier € > 0 
existe un número TV < 0 tal que si x < TV, entonces 


Sx + 3 

2.t - 1 


- 4 


< € 


61. Escriba una definición formal para cada uno de los, si¬ 
guientes límites: 


63. Demuestre que lím (jt 1 2 3 4 5 6 7 8 - 4) = +oo probando que 

£-» + <» 

para cualquier TV > 0 existe una Ai > 0 tal que si 
x > Ai, entonces x 2 - 4 > TV. 

64. Demuestre que lim (6 - x - Jt 2 )= -oo aplicando la 

X —4+00 

definición del ejercicio 61 (a). 

En los ejercicios 65 a 68, establezca en palabras lo que signi¬ 
fica el simbolismo indicado sin emplear las palabras límite, se 
aproxima, infinito, crece sin límite o decrece sin límite y sin 
emplear símbolos tales como €, N y M. 

65. lím f(x) = L 66. lím /(Jt) = L 

67. (a) lím /( x) = +oo;(b) lím /(jt) = +oo 

68. (a) lím /( x) = -oo; (b) lím f(x) = -oo 

Jt-fr + oo X —►-«> 

69. Si IV es la medida del peso de un objeto a una distancia 
de jt unidades de la superficie de la Tierra, entonces 



(a) lím /(jt) = -oo; (b) lím f(x) = +oo; 

-*—> + '*> X —►-<» 

(c) lím /(Jt) = -oo. 

X —»-«• 

62. Demuestre el inciso (ii) del teorema 13 de límites (3.7.3). 


donde R unidades es la longitud del radio de la Tierra y 
1V 0 es la medida del peso del objeto a nivel del mar. De¬ 
termine lím W e indique el significado de este resultado 

en un viaje espacial. 


3.8 RESUMEN PARA EL TRAZO DE LAS GRAFICAS 
DE FUNCIONES 


Ahora se resumirán los pasos que deben seguirse cuando se dibuje la gráfica 
de una función /. En este resumen también se han incorporado las propie¬ 
dades estudiadas en este capítulo. 

1. Determine el dominio de/. 

2. Determine las intercepciones x y y. Cuando determine las inter¬ 
cepciones jc. tal vez necesite aproximar las raíces de la ecua¬ 
ción /( x) = O en la graficadora. 

3. Pruebe la simetría con respecto al eje y y al origen. 

4. Verifique si la gráfica tiene asíntotas horizontales, verticales 
u oblicuas. 

5. Calcule /'(Jt) y /"(*). 

6. Determine los números críticos de/. Estos son los valores de Jt 
del dominio de / para los que f\x) no existe o f'(x) = 0. 

7. Aplique el criterio de la primera derivada o el criterio de la 
segunda derivada para determinar si en un número crítico 
existe un valor máximo relativo, un valor mínimo relativo o 
no se tiene ningún extremo relativo. 

8. Determine los intervalos en los que fes creciente obteniendo 
los valores de jc para los que /'( x) es positiva; determine los 
intervalos en los que / es decreciente obteniendo los valores 
de x para los que f'(x) es negativa. Al localizar los interva¬ 
los donde / es monótona, también verifique los números crí¬ 
ticos en los que / no tiene un extremo relativo. 
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9. Determine los números críticos de /', esto es, los valores de x 
para los que f"(x) no existe o f'\x) = 0, para obtener los pun¬ 
tos de inflexión posibles. En cada uno de estos valores de x 
, verifique si f"(x) cambia de signo y si la gráfica tiene una recta 
tangente ahí a ñn de determinar si en realidad se tiene un punto 
de inflexión. 

10. Verifique la concavidad de la gráfica. Obtenga los valores de 
x para los que f"(x) es positiva a fin de obtener puntos en los 
cuales la gráfica es cóncava hacia arriba; para determinar 
los puntos en los que la gráfica es cóncava hacia abajo obten¬ 
ga los valores de x en los que /"( x) es negativa. 

11. Calcule la pendiente de cada una de las tangentes de inflexión, 
esto le será de gran ayuda. 

Se sugiere que incorpore toda la información obtenida en los pasos an¬ 
teriores en una tabla como se mostró en las secciones 3.4-3.6 y en los ejem¬ 
plos siguientes. 


► EJEMPLO 1 

deñnida por 


/(*) = 


r 2 +3 
x - 1 


La función del ejemplo 8 de la sección 3.7 está 


Dibuje la gráfica de / siguiendo el procedimiento sugerido anteriormente. 
Apoye los resultados en la graficadora. 

Solución El dominio de / es el conjunto de todos los números reales 
excepto 1. La intercepción y es -3 y no se tienen intercepciones x. No hay 
simetría con respecto al eje y ni con respecto al origen. 

En el ejemplo 8 de la sección 3.7, se determinó que las rectas x = 1 
y y = x + 1 son asíntotas de la gráfica. 

Ahora se calcularán/’(x) y f"(x). 

, _ 2x(x - 1) - (x 2 + 3) 

1 W (x - l) 2 

x 2 - 2x - 3 
(x - l) 2 

_ (2x - 2)(x - l) 2 - 2(x - l)(x 2 - 2x - 3) 

1 ( ’ (x - l) 4 

8 

(x - l) 3 

Al considerar/'(x) = 0, se obtiene 

x 2 - 2x - 3 = 0 
(x + l)(x - 3) = 0 
x = -1 x = 3 


/"(x) nunca es cero. Ahora se construye la tabla 1 considerando los puntos 
en los que x = -1, x = 1 y x = 3, y los intervalos que excluyen estos va¬ 
lores de x: 


x < -1 


-1 < x < 1 


l<x<3 3<x 
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y 



Tabla 1 



í(x) 

f\x) 

/"(•*) 

Conclusión 

JC < — 1 


+ 

- 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava hacia abajo 

X = -\ 

-2 

0 

— 

/ tiene un valor máximo relativo; la gráfica de / es 
cóncava hacia abajo 

-1 < X < l 


- 

- 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava hacia abajo 

X = 1 

n.e, 

n.e. 

n.e. 


1 < X < 3 


- 

+ 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava hacia arriba 

x = 3 

6 

0 

+ 

/ tiene un valor mínimo relativo; la gráfica de / es 
cóncava hacia arriba 

3 < x 


+ 

+ 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava hacia arriba 


Si se indican las asíntotas, las rectas tangentes horizontales, se loca¬ 
lizan algunos puntos, y considerando la información de la tabla 1, se dibuja 
la gráfica de/mostrada en la figura 1. 

La figura 2 (la misma que la figura 15 de la sección 3.7) muestra la 
gráfica de / y las asíntotas trazadas en el rectángulo de inspección de 
[-10, 13.5] por [-6,9.7], la cual apoya los resultados. ^ 


FIGURA 1 


^ EJEMPLO 2 Sea 



x ~ 1 y y = x + 1 


f(x) = 


X 


2 


x 2 - 4 


(a) Determine las asíntotas de la gráfica de /. (b) Trace la gráfica de/y sus 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. Estime a partir de la gráfi¬ 
ca lo siguiente: los extremos relativos de/; los puntos de inflexión de la grá¬ 
fica de /; los intervalos en los que la gráfica es creciente y en los que es 
decreciente; los intervalos donde la gráfica es cóncava hacia arriba y los 
intervalos donde es cóncava hacia abajo, (c) Confirme las estimaciones del 
inciso (b) analíticamente. 


Solución 

(a) El dominio de/es el conjunto de los números reales excepto +2. Como 
-2 y 2 se excluyeron del dominio, se calculan los límites siguientes: 


FIGURA 2 


lím 

.r—»2 + 

lím 

x-,-2* 




-00 

+ oo 




> =,i 

x = -2 y X = 2 

FIGURA 3 


Por tanto, las rectas verticales x = 2 y x 
Como 


lím 


lím 


= 1 


i-4 


= -2 son asíntotas de la gráfica. 



entonces la recta y = 1 es una asíntota horizontal. La gráfica no tiene 
asíntotas oblicuas. 

(b) La figura 3 muestra la gráfica de / y las asíntotas trazadas en el rec¬ 
tángulo de inspección de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. A partir de la gráfi¬ 
ca se pueden hacer las estimaciones siguientes:/tiene un valor máximo 
relativo en el origen: la gráfica no tiene puntos de inflexión; / es cre¬ 
ciente en (-oo, -2) y (-2, 0], y / es decreciente en [0, 2) y (2, + oo); la 
gráfica es cóncava hacia arriba cuando x esta en (-oo, -2) o en (2, + 00 ), 
y la gráfica es cóncava hacia abajo cuando x está en (-2, 2). 
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(c) Para confirmar analíticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula /'(a) y /"(a): 

f ' ír \ - 2x( - x2 ~ 4 > ~ 2x(x 2 ) , _ -8(a 2 - 4) 2 + 8a[2(a 2 - 4)(2a)] 

1 W ~ (a 2 - 4) 2 1 W " (a 2 - 4) 4 

-8a: _ 24a 2 + 32 

(a 2 - 4) 2 (A 2 - 4) 3 

Al considerar/'(A) = 0 se obtiene a = 0; /"(a) nunca es cero. La tabla 2 
se construye teniendo en cuenta los puntos en los que a = 0 y a = ±2, 
y los intervalos que excluyen estos puntos: 

a < -2 -2 < a < 0 0 < a < 2 2 < a 

La información de la tabla 2 confirma las estimaciones. 


Tabla! 



Ax) 

f\x) 

f"W 

Conclusión 

X < -2 


+ 

+ 

f es creciente; la gráfica de / es cóncava hacia 
arriba 

x = -2 

n.e. 

n.e. 

n.e. 


-2 < x < 0 


+ 

- 

/ es creciente; la gráfica de / es cóncava hacia 
abajo 

x = 0 

0 

0 

- 

/ tiene un valor máximo relativo 

0 < x < 2 



- 

/ es decreciente; la gráfica de / es cóncava 
hacia abajo 

X = 2 

n.e. 

n.e. 

n.e. 


2 < x 



+ 

/ es decreciente; la gráfica de / es cóncava 
hacia arriba 


◄ 


W EJEMPLO 3 Dibuje la gráfica de la función definida por 
/(a) = x 2 ^ - 2 x ^ 3 

e indique los puntos de inflexión. Dibuje un segmento de cada tangente de 
inflexión. 

Solución Al calcular /'(a) y /"(a) se obtiene 

/'(A) = |a-'/3 - |a-^ /"(A) = -|a- 4 /3 + |a-5/3 

Como/'(O) no existe, 0 es un número crítico de/. Los otros números críticos 
de / se determinan al considerar/'(x) = 0. 


3a‘/3 3a 2 /3 

2x l/3 -2 = 0 

a 1 ' 3 = 1 
A = 1 

De este modo, 1 también es un número crítico. Se puede determinar si exis¬ 
te un extremo relativo en 1 aplicando el criterio de la segunda derivada. No 
se puede utilizar este criterio en el número crítico 0 porque /'(O) no existe. 
Sin embargo, se aplica el criterio de la primera derivada en a = 0. La tabla 3 
muestra los resultados obtenidos al emplear estos criterios. 
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y 



f(x) = x 2 ' 3 - 2 * 1/3 

FIGURA 4 


Debido a que /"(O) no existe, entonces (0, 0) puede ser un punto 
de inflexión. Para obtener otros puntos de inflexión posibles se considera 
/"(*) = 0. 

- - — + — - — = o 

9*4/3 9*5/3 

-2x 1/3 + 4 = 0 
x 1/3 = 2 

X = 8 


Para determinar si existen puntos de inflexión donde x = 0 y x = 8, 
se verifica si f"(x) cambia de signo; y al mismo tiempo se revisa la conca¬ 
vidad de la gráfica en los intervalos respectivos. La gráfica debe tener una 
recta tangente en cada punto de inflexión. En el origen existe una recta tan¬ 
gente vertical porque 


lím/'W = Jim 


2* 1 ' 3 


3x 


2/3 


La tabla 3 resume los resultados y a partir de ellos se obtiene la gráfica 
de /dibujada en la figura 4, la cual muestra también un segmento de la tan¬ 
gente de inflexión en el punto (8, 0). La recta tangente en el otro punto de 
inflexión, el origen, es el eje y. 


Tabla 3 



/« 

f'(x) 

f"(x) 

Conclusión 

x < 0 


- 

- 

/es decreciente; la gráfica de/es cóncava hacia abajo 

x = 0 

0 

n.e. 

n.e. 

/ no tiene extremo relativo; la gráfica de / tiene un 





punto de inflexión 

0 < x < 1 


- 

+ 

/es decreciente; la gráfica de /es cóncava hacia arriba 

X = 1 

-1 

0 

+ 

/ tiene un valor mínimo relativo; la gráfica de / es 





cóncava hacia arriba 

1 < * < 8 1 


+ 

+ 

/es creciente; la gráfica de/es cóncava hacia arriba 

x = 8 

0 

1 

0 

/es creciente; la gráfica de/tiene un punto de inflexión 

8 < x 


+ 

- 

/ es creciente; la gráfica de / es cóncava hacia abajo 


◄ 


Cuando trace la gráfica del ejemplo 3 en la graficadora, observe que no 
revela el punto de inflexión en (8, 0) o el cambio de concavidad en ese 
punto. Esta situación prevalece para las gráficas de la mayoría de las funciones 
trazadas en la graficadora. Sin embargo, frecuentemente, al trazar la gráfica 
de NDER2, se puede estimar un punto de inflexión, y en consecuencia, 
donde la concavidad cambia. Esta información se puede confirmar analíti¬ 
camente. El ejemplo siguiente muestra este procedimiento. 


► EJEMPLO 4 Sea 

f(x) = 5x 2 ^ - * 5 ' 3 

(a) Trace las gráficas de /, NDERf f(x), x) y NDER2(/(x), x) en rectángu¬ 
los de inspección separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relativos 
de/; (ii) los intervalos en los que/es creciente y en los que es decreciente; 
(iii) los intervalos donde la gráfica de / es cóncava hacia arriba y donde 
lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexión de la gráfica de/ (b) Confirme 
las estimaciones del inciso (a) analíticamente. 
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[-8, 10.8] por [-3,9.4] 


/(x) = 5 x 2/3 - x 5 ' 3 

FIGURA 5 



[-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2] 
NDER (5 x 2/3 - x 5 ' 3 , x) 

FIGURA 6 



[-6, 6] por [-4, 4] 
NDER2 (5X 2 ' 3 - x 5 ' 3 , x) 

FIGURA 7 


Solución 

(a) La gráfica de/trazada en el rectángulo de inspección de [-8, 10.8] por 
[-3, 9.4] y la gráfica de NDER( /(jc), x) trazada en el rectángulo de 
inspección de [-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2], se muestran en las figuras 5 
y 6, respectivamente. 

(i) De la figura 5 se estima que / tiene un valor mínimo relativo en 
x = 0 y de las figuras 5 y 6,/tiene un valor máximo en x = 2. 

(ii) De la figura 6, como f'(x) < 0 cuando x < 0 y cuando x > 2, se 
estima que /es decreciente en los intervalos (-oo, 0] y [2, +oo). 
También de la figura 6, como f'(x) > 0 cuando 0 < x < 2, se 
estima que /es creciente en el intervalo [0, 2], Estas estimaciones 
son consistentes con lo que se observa en la gráfica de/de la fi¬ 
gura 5. 

(iii) De la figura 5, la gráfica de/parece ser cóncava hacia abajo cuan¬ 
do x > 0. No se tiene seguridad acerca de la concavidad o de los 
puntos de inflexión cuando x < 0. Por tanto, se necesita investi¬ 
gar la gráfica de NDER2(/(jc), x), la cual está trazada en el rec¬ 
tángulo de inspección de [-6, 6] por [-4, 4] en la figura 7. A partir 
de esta gráfica, / "(x) > 0 cuando jc < —1 y f"(x) < 0 cuando 
-1 < x < 0 y cuando x > 0. De este modo se estima que la grá¬ 
fica de/es cóncava hacia arriba cuando jc < —1 y cóncava hacia 
abajo cuando -1 < x < 0 y cuando x > 0. 

(iv) Como /"(-1) = 0 y la gráfica de /cambia de concavidad en 
x = -1, se estima que la gráfica de /tiene un punto de inflexión 
enr = -1. 

(b) Ahora se confimarán las estimaciones analíticamente. Considerando 
f(x) = 0, se obtienen los ceros de / los cuales son 0 y 5, es decir, las 
intercepciones x de la gráfica. A continuación se calculan /'(jc) y /"(jc): 

f\x) = fx-M - \x* f"(x ) = -f*- 4 ' 3 - fjT 1 ' 3 

= fjc“ l/3 (2 - x) = -fjc" 4/3 (l + x) 

Cuando x = 0, /'(jc) y /"(jc) no existen. Al considerar /'(jc) = 0 se 
obtiene jc = 2. Por tanto, los números críticos de / son 0 y 2. A partir 
de /"(jc) = 0 se obtiene jc = -1. Al construir la tabla 4 se consideraron 
los puntos en los que jc es igual a -1, 0 y 2, y los intervalos siguientes: 


y 



/(x) = 5x 2 ' 3 - x 5/3 

FIGURA 8 


jc < -1 


-l < jc < 0 0<jc<2 2 < jc 


/« /w rw 


0 n.e. n.e. 


= 2 3 3/4 » 4.8 0 


/es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia arriba 

/ es decreciente; la gráfica de f tienen un 
punto de inflexión 

/ es decreciente; la gráfica de f es cóncava 
hacia abajo 

/tiene un valor mínimo relativo 
/es creciente; la gráfica de f es cóncava ha¬ 
cia abajo 

/ tiene un valor máximo relativo; la gráfi¬ 
ca de/es cóncava hacia abajo 
/ es decreciente; la gráfica de /es cóncava 
hacia abajo 
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A partir de la información de la tabla 4 y localizando algunos puntos, se 
dibuja la gráfica de/mostrada en la figura 8. La tabla y la gráfica confirman 
las estimaciones del inciso (a), 4 


EJERCICIOS 3.8 


En los ejecicios 1 a 24, dibuje la gráfica de f determinando 
primero lo siguiente: los extremos relativos de f; los puntos de 
inflexión de la gráfica de f; los intervalos en los que f es cre¬ 
ciente y en los que es decreciente; los intervalos donde la gráfi¬ 
ca de f es cóncava hacia arriba y donde 'lo es hacia abajo; la 
pendiente de las tangentes de inflexión; y las asíntotas vertica¬ 
les, horizontales y oblicuas, en caso de que tenga. Incorpore 
esta información en una tabla similar a las de esta sección. 
Apoye los resultados en la graficadora. 


1. /(a) = x 4 - 3a 3 + 3a 2 + I 

2. /(a) = ja 4 - a 3 

3. /( x ) = - {a 3 - a 2 + 1 

4. f(x) = x 4 - 4a: 3 + 16a 

5. /(a) = ±x 4 - 2 a 3 + 3a 2 + 2 

6. /(a) = 3a 4 + 4a 3 + 6a 2 - 4 


7. /(a) 

8. /(a) 

9. /(A) 

10. /(A) 

11 . m 

12. /(a) 

13. /(A) 

14. /(A) 


, A 2 

si 

X 

< 

0 

,2a 2 

si 

0 

< 

X 

2(a - 

- 0* 

t 

si 

X 

.(* - 

l) 4 


si 

1 

Í-A 4 

si 

X 

< 

0 

1 A 4 

si 

0 

£ 

X 

-A 3 

si 

X 

< 

0 

. * 3 

si 

0 

< 

X 

j 3 (a - 

- 2Y 


si 

X 

1(2 - 

X ) 3 


si 

2 

3a 5 + 

5* 3 





(a + 1) 3 (a - 2) J 
a 2 (a + 4) 3 


15. /(A) = 


sen a 

sen(A - 4 tt) 


si 0 < a < jtC 
si jJI < a s i 


si -x < x < 0 
si 0 < A < K 

18. /(A) = 

20. /(A) = 

x * - 4 

22. /(a) = 

x L - 1 

2) 1/3 


En los ejercicios 25 a 32, la) trace las gráficas de f 
NDER(/(a), a) y NDER2(/(a), a) en rectángulos de inspec¬ 
ción separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relati¬ 
vos de f; (ii) los intervalos en los que fes creciente y en los que 
es decreciente; (iii) los intervalos donde la gráfica es cóncava 
hacia arriba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de in¬ 
flexión de la gráfica de f. (b) Confirme las estimaciones del 
inciso (a) analíticamente e incorpore la información en una 
tabla semejante a la tabla 4 de esta sección. A partir de la 
información de la tabla dibuje la gráfica de fy compárela con 
la gráfica de f trazada en el inciso (a). 

25. /(a) = a 4 + 2a 3 - 13a 2 - 14a + 24 

26. /(a) = 2a 4 - 15a 3 + 32a 2 - 12a - 16 

27. /(a) = | 25 - a 2 | 28. /(a) = 3 3 VI - a 

29. /(a) = 4a 1/3 + a 4/3 . 30. /(a) = a 2 vT^T 

31. /(a) = sen a + eos a, a G [-ir, tt] 

32. /(a) = 3 sen 2a - 5 eos 2a, a G[ -jtt, \tt] 

33. Antes de dibujar la gráfica de una función aplicando los 
pasos listados al principio de esta sección, ¿por qué es 
conveniente incorporar esta información en una tabla? 


16. /(a) 

17. /(A) 
19. /(a) = 
21. /(a) = 


COS A 

cos(ir - a) 


A - 1 
A 2 + 1 
A 2 - 1 

2a 

A 2 + ] 


23. /(a) = (a + 1) 2/3 (a - 


24. /(a) = 


A 2 - 4 
A 2 - 9 


3.9 APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS 
ABSOLUTOS 

A fin de aplicar el teorema del valor extremo para determinar los extre¬ 
mos absolutos de una función, la función debe ser continua en un intervalo 
cerrado, En la sección 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones. 
Ahora se considerarán aplicaciones que involucran extremos absolutos para 
, las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo, 

primero se presentará un teorema, el cual en ocasiones es útil para deter¬ 
minar si un extremo relativo es un extremo absoluto. 
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(c,/(c)> 




Para ilustrar el teorema, refiérase a las funcitines cuyas gráficas se pre¬ 
sentan en las figuras 1 y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter¬ 
valo / y tiene sólo un extremo relativo,/(c), en /. En los dos casos el teorema 
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto. 


3.9 1 Teorema 


Suponga que la función / es continua en el intervalo / que contiene al 
número c. Si f(c) es un extremo relativo de/en / y c es el único núme¬ 
ro en / para el cual / tiene un extremo relativo, entonces /(c) es un 
extremo absoluto de/en /. 

La demostración de este teorema se presentará al final de la sección. 

El teorema 3.9.1 se emplea en los ejemplos siguientes, los cuales tratan 
con aplicaciones en las que se requiere un extremo absoluto pero no puede 
aplicárseles el teorema del valor extremo. En el primer ejemplo se trata de la 
situación del ejemplo 5 de la sección 1.3. Refiérase a este ejemplo en este 
momento. 


► EJEMPLO 1 Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg 3 de 
volumen tiene forma de cilindro circular recto, determine analíticamente el 
radio de la base del envase si se emplea la mínima cantidad de hojalata en 
su elaboración. 

Solución La figura 3 muestra el envase cilindrico donde el radio de la 
base mide r pulgadas. Se determinará el radio de la base para el cual el área 
de la superficie total del envase es un mínimo absoluto. En el ejemplo 5 de 
la sección 1.3, se mostró que si S(r) pulgadas cuadradas es el área de la super¬ 
ficie total, entonces 



FIGURA 3 


S(r) = — + 2nr 2 
r 

El dominio de S es (0, +oo) y S es continua en su dominio. 

Para terminar cualquier extremo relativo de S se calculan las derivadas 
primera y segunda de S: 

S'(r) = -1^. +4 7tr S”(r) = + 47T 

r L r 3 

Observe que S'(r) no existe cuando r = 0 y que 0 no pertenece al dominio 
de S. Por tanto, los únicos números críticos son aquellos que se obtienen al 
considerar S'(r) = 0, de donde se tiene 


4?rr 3 = 120 



En consecuencia, ^30 /tt es un número crítico de S. Se aplica el criterio de 
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1. 


Tabla 1 


S'(r) S'\r) 


Conclusión 


0 


S tiene un valor mínimo relativo 
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Debido a que 5 es continua en su dom inio y el único extremo relativo de 
S en su dominio se tiene en r í= ^¡30/n , se concluye, por el teorema 3.9.1, 
que este valor mínimo relativo de S es su valor mínimo absoluto. 

Al aproximar a centésimas se tiene 1¡30¡k ~ 2.12 , lo cual es acorde 
con la respuesta del ejemplo 5 de la sección 1.3. 

Conclusión: La mínima cantidad de hojalata se empleará en la elaboración 
del envase cuando el radio de la base sea \¡30/n pulg = 2.12 pulg. ^ 


EJEMPLO 2 


Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo¬ 
lumen de 2 000 pulg 3 . El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la 
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1.5 centavos 
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de 
modo que el costo total del material sea mínimo. Confírme la estimación 
analíticamente. 

Solución Sean x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(x) dólares el costo total del material. El área de la base es x 2 pulgadas 
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto 
que el volumen de la caja es el producto del área de la base y la profundidad, 
se tiene 


FIGURA 4 


El número total de pulgadas cuadradas de las áreas de la tapa y de la base 
es lx 2 , y el de los lados es 4xy. Por tanto, el número de centavos del costo 
total del material es 


Al sustituir y de (1), se tiene 


El dominio de C es (0, +oo). La figura 5 muestra la gráfica de C trazada 
en el rectángulo de inspección de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el 
punto más bajo de la gráfica se obtiene cuando x = 10. De (1), si x = 10, 
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir 
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material 
se mínimo. 

Para confirmar la estimación analíticamente, se calcula C'(x) y C"(x)\ 


FIGURA 5 


Observe que C'(x) no existe cuando x = 0 y que 0 no pertenece al do¬ 
minio de C. Por tanto, los únicos números críticos son aquellos que se ob¬ 
tienen al considerar C'(x) = 0, de donde se tiene 
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La única solución real de esta ecuación es 10. De este modo, el único 
número crítico es 10. Para determinar si C(10) es un valor mínimo relativo 
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen 
en la tabla 2. 


Tabla 2 



CXx) 

C"(x) 

Conclusión 

O 

lí 

H 

0 

+ 

C tiene un valor mínimo relativo 


Como C es continua en su dominio y el único extremo relativo de C se 
tiene enx = 10, se concluye, por el teorema 3.9.1, que el valor mínimo relati¬ 
vo de C es su valor mínimo absoluto. Por tanto, se ha confirmado la estimación. 

Conclusión: El costo del material será mínimo cuando el lado de la base 
cuadrada mida 10 pulg y la profundidad mida 20 pulg. 4 


En los ejemplos anteriores y en lo: 'jercicios de la sección 3.2, la varia¬ 
ble para la que se desea determinar un extremo relativo se expresó como una 
función de sólo una variable. En ocasiones este procedimiento es demasiado 
difícil o bastante laborioso, o en ocasiones es imposible. Con frecuencia, la 
información dada permite obtener dos ecuaciones que involucran tres varia¬ 
bles. En lugar de eliminar una de las variables, puede ser más ventajoso 
diferenciar implícitamente. El ejemplo siguiente ilustra este método. El pro¬ 
blema es similar al del ejemplo 1, pero en este caso el volumen del envase no 
se especifica. 



FIGURA 6 


V EJEMPLO 3 Si un envase de volumen fijo tiene la forma de 
un cilindro circular recto, determine la razón de la altura al radio de la base si 
se emplea la cantidad mínima de material en su elaboración. 

Solución Se desea determinar una relación entre la altura y el radio 
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el área de la superficie sea 
un mínimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerará el volumen 
del cilindro como una constante. 

Sean V unidades cúbicas el volumen del cilindro (una constante). 

A continuación se definen las variables. 

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean h unida¬ 
des la altura del cilindro; h > 0. Sean S unidádes cuadradas el área de la 
superficie total del cilindro (refiérase a la figura 6). 

Así, se tienen las siguientes ecuaciones: 

S = 2 Kr 1 + 2 nrh (2) 

V = nr 2 h (3) 

Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para h en tér¬ 
minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de S una función de una varia¬ 
ble. El método alternativo consiste en considerar a S como una función de las 
dos variables ryh\ sin embargo, no son independientes una de la otra. Esto 
es, si se elige r como variable independiente, entonces S depende de r\ tam¬ 
bién, h depende de r. 
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Al diferenciar S y V con respecto a r, teniendo en mente que h es una 
función de r, se tiene 


^ = 4 nr + 2 nh + 


dr 

dV 


i dr 


(4) 


2 dh 


, = 2 nrh + nr 2 

dr dr 


dV 


Como V es un constante, entonces —— = 0; por tanto, de la ecua- 
.... dr 

cion anterior. 


2 nrh + nr 2 — = 0 
dr 


• dh 


con r 0. Si se divide entre r y se despeja —-, se obtiene 

dr 


dh 

dr 


2 h 
r 


(5) 


Al sustituir de (5) en (4) se tiene 


^ = 2n 

dr 


2r + h + r 




dS 

dr 


= 2n(2r - h) 


( 6 ) 


Con objeto de determinar cuándo S tiene un valor mínimo relativo, se 

considera = 0 , obteniéndose 2r - h = 0 , de donde, 
dr 

r = \h 

A fin de determinar si esta relación entre r y h hace de S un mínimo relativo 
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene 


£ - 4 - £) 

esta ect 

-m 


Al sustituir de (5) en esta ecuación se tiene 
d 2 S 


dr 2 


= 2n 


= 2n 2 + 


2h 


Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3. 


Tabla 3 



dS_ 

áh 

Conclusión 


dr 

ir 2 


r = lh 

2 

0 

+ 

S tiene un valor mínimo relativo 


De (2) y (3), S es una función continua de r en (0, +oo). Como el único 
extremo relativo de S en (0, +oo) se tiene en r = i/i, se concluye, por el 
teorema 3.9.1, que S tiene un valor mínimo absoluto cuando h¡r = 2. 
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FIGURA 7 


Conclusión: El área de la superficie total del envase será mínimo, para un 
volumen específico, cuando la razón de la altura al radio de la base sea 2. 4 

En ocasiones, los problemas geométricos que implican extremos abso¬ 
lutos son más fáciles de resolver utilizando funciones trigonométricas como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


W EJEMPLO 4 Se inscribe un cilindro circular recto en una es¬ 
fera de radio dado. Determine la razón de la altura al radio de la base del ci¬ 
lindro de mayor superficie lateral. 

Solución Refiérase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera 
es constante e igual a a. 

Sean 8 radianes la medida del ángulo central subtendido por el radio del 
cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, h unidades la altura 
del cilindro y S unidades cuadradas el área de la superficie lateral del cilindro. 
De la figura 7, 


r = a sen 8 y h = 2a eos 9 
Como S = 2nrh , 


S = 2 n(a sen 8)(2a eos 9) 
= 2na 2 (2 sen 8 eos 8) 

= 2na 2 sen 28 


Así, S es una función de 9 y su dominio es (0, jTT). 

Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene 


dS_ 

d8 


4xa 2 cos29 y 


d 2 S 

d8 2 


-Sita 2 sen 28 


jr 

Considere = 0, entonces 
du 

eos 29 = 0 


ComoO < 9 < ¿7T, entonces 

8 = ¿7T 

4 

Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen 
en la tabla 4. 


Tabla 4 



ds 

d 2 S 

Conclusión 


de 

de 2 


*= i* 

0 

- 

S tiene un valor máximo relativo 


Como S es continua y tiene un único extremo relativo en su dominio, se 
concluye que el valor máximo relativo es un valor máximo absoluto. 

Cuando 8 = \ n, 

r = a sen i 7T h = 2a eos -j n 
= Í-n/2 a = 42 a 

Por tanto, h/r = 2. 
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_ / »»• 


Conclusión: Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor área, la 
razón de la altura al radio es 2. M 

Se concluye esta sección con la demostración del teorema 3.9.1. 

Demostración del teorema 3.9.1 - Se demuestra el teorema en el 
caso en que f(c) es un valor máximo relativo en el intervalo I. Una demos¬ 
tración semejante puede darse cuando/(c) es un valor mínimo relativo. 

Como /(c) es un un valor máximo relativo de / en /, entonces, por la 
definición 3.1.1, existe un intervalo abierto J, donde J C /, y donde J contie¬ 
ne a c, tal que 

f(c) > f(x) para toda x e J 

Puesto que c es el único número en I para el que/tiene un valor máximo rela¬ 
tivo, se deduce que 

/(c) > f(k) si k e J y k * c (7) 

A fin de probar que/(c) es un valor máximo relativo de/en /, se demos¬ 
trará que si d es cualquier número diferente de c en /, entonces/(c) > f(d). 
Suponga que 

fie) < f(d) (8) 

Se probará que esta suposición conduce a una contradicción. Puesto que 
d * c, entonces c < d o d < c. Considere el caso en el que c < d (la de¬ 
mostración es similar si d < c). 

Como/es continua en /, entonces / es continua en el intervalo cerrado 
[c, d\. Por tanto, por el teorema del valor extremo,/ tiene un valor mínimo 
absoluto en [c, d]. Suponga que este valor mínimo absoluto ocurre en e, don¬ 
de c < e < d. De la desigualdad (7) e / c, y de las desigualdades (7) y (8) 
e * d. Por tanto c < e < d, y en consecuencia, / tiene un valor mínimo re¬ 
lativo en e. Pero esta última proposición contradice la hipótesis de que c es 
el único número en I para el cual / tiene un extremo relativo. Así, la supo¬ 
sición de que/(c) < f(d) es falsa. Por tanto, /(c) > f(d) si d 6 1 y d * c, 
en consecuencia, f(c ) es un valor máximo absoluto de/en I. m 


EJERCICIOS 3.9 


En cada ejercicio defina todas las variables precisamente como 
números y no olvide escribir una conclusión. 

1. Para el envase del ejemplo 1, suponga que el costo del 
material para la tapa y la base es dos veces el de los lados, 
(a) Determine analíticamente la altura y el radio de la base 
de modo que el costo del material sea mínimo, (b) Com¬ 
pare la respuesta del inciso (a) con la solución gráfica de 
esta situación obtenida en el inciso (c) del ejercicio 21 de la 
sección 1.3. ¿La solución gráfica apoya la respuesta del 
inciso (a)? 

2. (a) Haga el ejemplo 1 si el envase es abierto en lugar de 
cerrado, (b) Compare la respuesta del inciso (a) con la 
solución gráfica de esta situación en el inciso (c) del ejer¬ 
cicio 22 de la sección 1.3. ¿La solución gráfica apoya la 
respuesta del inciso (a)? 


En los ejercicios 3 y 4, confirme analíticamente la estimación 
obtenida con la graficadora en el inciso (c) del ejercicio indi¬ 
cado de la sección 1.3. 

3. Ejercicio 23 4. Ejercicio 24 

5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m 2 de área, 
y se utilizará una valla adicional para dividir el terreno a la 
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre¬ 
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la 
cerca para los lados es de $36 por metro colocado, (a) Uti¬ 
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre¬ 
no de modo que el costo total del material para la cerca 
sea mínimo, (b) Confirme la estimación del inciso (a) ana¬ 
líticamente. 

6. Un tanque rectangular abierto, cuyo volumen es de 
125 m 3 , tiene base cuadrada. El costo del material para la 
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base es de $24 por metro cuadrado y el del material para 
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar 
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma¬ 
terial sea mínimo, (b) Confirme la estimación del inciso (a) 
analíticamente. 

7. Un fabricante de cajas desea construir una caja cerrada 
que tenga un volumen de 288 pulg 3 , y cuya base de forma 
rectangular tiene el largo igual al triple de su ancho, (a) 
Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de la 
caja construida con la mínima cantidad de material, (b) 
Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 

8. Haga el ejercicio 7 considerando ahora que la caja se fa¬ 
bricará sin tapa. 

9. Si se excluyen los salarios, el número de dólares del costo 
por kilómetro de la operación de un camión es 8 + 
donde x kilómetros por hora es la velocidad promedio 
del camión, (a) Si los salarios combinados del conductor 
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora, 
con aproximación de kilómetros por hora, cuál debe ser 
la velocidad promedio del camión para que el costo por 
kilómetro sea mínimo, (b) Confirme la estimación del in¬ 
ciso (a) analíticamente. 

10. El número de dólares del costo de combustible por hora 
para un barco carguero es de 0.02v 3 , donde v nudos (mi¬ 
llas náuticas por hora) es la velocidad promedio del barco, 
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en 
la graficadora, con aproximación de nudos, a qué veloci¬ 
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por 
milla náutica sea mínimo, (b) Confirme la estimación del 
inciso (a) analíticamente. 

11. Un automóvil viaja a una tasa de 30 pie/s y se aproxima a un 
crucero. Cuando el automóvil está a 120 pie del crucero, 
un camión, que viaja a una tasa de 40 pie/s en una carretera 
perpendicular a la carretera del automóvil, pasa por el cru¬ 
cero. (a) Determine analíticamente en qué tiempo, después 
de que el camión deja el crucero, los vehículos están más 
cercanos. Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente. 



12. Dos aviones A y B vuelan horizontalmente a la misma al¬ 
tura de modo que la posición de B está al suroeste de A , 
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avión 
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avión B vue¬ 
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cuán¬ 
tos segundos los aviones estarán lo más cerca posible y 
cuál será la distancia más corta, (b) Apoye las respuestas 
del inciso (a) gráficamente. 



13. Determine una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = x 3 - 3x 2 + 5x que tenga la pendiente mínima. 

14. Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec¬ 
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms, 
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia 
externa, entonces la resistencia total es (r + R) ohms, y si 
P watts es la potencia, entonces 

p = e2r 

(r + R) 2 

Demuestre que el consumo máximo de potencia ocurre 
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna. 

15. En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga 
de modo que x meses después del inicio de la epidemia, P 
porcentaje de la población está infectada, donde 

p = 30x 2 

(1 + x 2 ) 2 

¿En cuántos meses se infectará el número máximo de per¬ 
sonas de la comunidad y qué porcentaje de la población 
será éste? 

16. Un cartel que contiene 32 pulg 2 de región impresa tiene 
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior, 
mientras que en los lados los márgenes son de | pulg. 
Determine las dimensiones del menor trozo de cartón que 
pueda emplearse para realizar el cartel. 

En los ejercicios 17 y 18, se utiliza el término económico com¬ 
petencia perfecta. Cuando una compañía opera bajo compe¬ 
tencia perfecta, existen muchas compañías pequeñas; por lo 
que ninguna de ellas puede afectar el precio aumentando la 
producción. Por tanto, bajo ei régimen de competencia per¬ 
fecta el precio de un artículo es constante, y la compañía puede 
vender lo que desee a ese precio constante. 

17. En condiciones de competencia perfecta, una compañía 
puede vender los artículos que produce a $200 por unidad. 
Si C(x) dólares es el costo total de la producción diaria 
cuando se producen x artículos y C(x) = 2x 2 + 40 x + 
1400, determine el número de unidades que deben pro- 
ducirce diariamente a fin de que la compañía obtenga la 
máxima ganancia total diaria. Sugerencia: la ganancia 
total es igual al ingreso total menos el costo total. 

18. Una compañía, que construye y vende escritorios, opera 
en condiciones de competencia perfecta y puede vender 
todos los escritorios que produce a un precio de $400 por 
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escritorio. Si se producen x escritorios y se venden cada 
semana, y C(x) dólares es el costo total de la produc¬ 
ción semanal, entonces C(x) - 2x 2 + 80x + 6 000. 
Determine cuántos escritorios deben producirse semanal¬ 
mente para que el fabricante obtenga la máxima ganancia 
total semanal. ¿Cuál es la máxima ganancia total sema¬ 
nal? Considere la sugerencia del ejercicio 17. 

19. El término en condiciones de monopolio, significa que 
existe un único productor de cierto artículo, para el cual el 
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con¬ 
trolados regulando la cantidad de artículos producidos. Su¬ 
ponga que en condiciones de monopolio, x unidades de 
un artículo son demandadas diariamente cuando el precio 
por unidad es de p dólares y x = 140 - p. Si el número 
de dólares del costo total por producir x unidades está 
dado por C(x) = x 2 + 20.x + 300, determine la máxi¬ 
ma ganancia total diaria. 

20. Determine la distancia mínima desde el punto P(2, 0) a un 
punto de la curva y 2 - x 2 = 1, y encuentre el punto de 
la curva más cercano a P. 

21. Obtenga la distancia mínima desde el origen a la rec- 
ta 3x + y = 6, y encuentre el punto P de la recta más 
cercano al origen. Después demuestre que el origen está en 
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P. 

22. Determine la distancia mínima desde el punto A(2, j) a 
un punto de la parábola y = x 2 y encuentre el punto B de 
la parábola más cercano a A. Después demuestre que A 
está en la recta normal de la parábola en B. 

23. Una ventana tipo Norman consiste de un rectángulo coro¬ 
nado por un semicírculo. Si el perímetro de una ventana 
Norman es de 32 pie, determine cuánto debe medir el ra¬ 
dio del semicírculo y la altura del rectángulo de modo que 
la ventana admita la mayor cantidad de luz. 



24. Resuelva el ejercicio 23 considerando ahora que en la ven¬ 
tana el semicírculo transmite sólo la mitad de luz que el 
rectángulo por pie cuadrado de área. 

25. Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por 
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen¬ 
dicular al pasillo. ¿Cual debe ser el ancho del corredor 
para que la viga pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 



26. Si dos pasillos perpendiculares entre sí miden 10 pie 
y 15 pie, respectivamente, ¿cuál es la longitud de la viga 
de acero más larga que pueda transportarse horizontalmen¬ 
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 



27. Un embudo de volumen específico tiene la forma de un 
cono circular recto. Determine la razón de la altura al radio 
de la base de modo que se emplee la mínima cantidad de 
material en su construcción. 

28. Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio 
dado. Calcule la razón de la altura al radio de la base del 
cono de volumen máximo que pueda inscribirse en la esfera. 



29. Un cono circular recto se circunscribe a una esfera de 
radio dado. Obtenga la razón de la altura al radio de la base 
del cono de volumen mínimo que pueda circunscribirse a 
la esfera. 

a -r 
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_ f »»« 


30. Demuestre por el método de esta sección que la distancia 
mínima desde el punto y,) a la recta l que tiene la 
ecuación Ax + By + C = 0 es 

|Axj -f Byj + C| 

Va 2 + b 2 

Sugerencia: si v es el número de unidades desde I 1 , a un 
punto P(x, y) de /, entonces s será un mínimo absoluto 
cuando s 2 sea un mínimo absoluto. 

31. La sección transversal de un bebedero tiene la forma de 
un triángulo isósceles invertido. Si las longitudes de los 
lados iguales son 15 pulg, determine el tamaño del ángulo 


formado por estos lados que proporcione al bebedero su 
máxima capacidad. 



3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON, 
DE LA RECTA TANGENTE Y DE DIFERENCIALES 


y = JU) 



Antes del advenimiento de las calculadoras y de las computadoras, las raíces 
de una ecuación de la forma f(x) = 0 o, equivalentemente, los ceros de la 
función /, fueron aproximados por medio de técnicas numéricas que implican 
la derivada. Aunque tales aproximaciones son ahora fácilmente realizadas 
por la graficadora mediante los procedimientos solve o zoom-in, se dedicará 
esta sección a la discusión de tres técnicas numéricas. La primera de estas 
técnicas, conocida como el método de Newton e ideada por Sir Isaac Newton 
en el siglo xvn, es característico en los procesos numéricos empleados por 
las calculadoras. 

Se inicia el estudio del método de Newton considerando una interpre¬ 
tación geométrica de los conceptos involucrados. Refiérase a la figura 1, la 
cual muestra la gráfica de la ecuación y = /(x). El número r es una intercep¬ 
ción x de la gráfica. Para obtener una aproximación de r, primero se elige un 
número x\, elección que debe ser razonablemente cercana a r. Después se 
considera la recta tangente a la gráfica de / en el punto (xj, f(x \)). La recta 
tangente, denotada por T x , se presenta en la figura 1, y la intercepción x de / 
es x 2 . El número x 2 sirve ahora como una segunda aproximación de r. Luego, 
se repite el proceso con la recta tangente T 2 en el punto (x 2 ,/(x 2 )). La inter¬ 
cepción x de r 2 es x 3 . Este proceso se continúa hasta obtener el grado de 
aproximación requerido. En esta gráfica, parece que los números X[, x 2 , x 3 
etcétera, están cada vez más cercanos al número r. Esta situación ocurre 
para muchas funciones. 

A fin de obtener las aproximaciones sucesivas x 2 , x 3 , ... de la primera 
aproximación x¡ se utilizan las ecuaciones de las rectas tangentes. La recta 
tangente T { en el punto (x, ,/(X])) tiene una pendiente de f'(x t ). Por lo que una 
ecuación de Ti es 


y ~ /(*i) = /'C*i)(x " *i) 

La intercepción x de es x 2 , y se determina x 2 considerando x = x 2 y 
y = 0 en la ecuación anterior. Así, 


0 - /(-«i) = /'(x[)(x 2 - X,) 

f(x i) 

/'(*,) 


x 2 = x, - 


si f\x\) yt 0 
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Con este valor de x 2 , una ecuación de T 2 es 


y - f( x l) = f\x 2 Kx - x 2 ) 

Después se considera en esta ecuación x = x 3 y y = 0, de donde se obtiene 
o - f(x 2 ) = /'(*2>(*3 - x 2 ) 

x 3 = *2 - P^2) S¡ * ° 

Si se continúa de esta manera se obtiene la fórmula general para la aproxi¬ 
mación x n+ i en términos de la aproximación anterior x n : 


/'(xj = o 




■ Xn+I = *" ~ ' f (x ) si /'<*»> * 0 (1) 

Por supuesto, la fórmula (1) se puede adaptar fácilmente para utilizarse en una 
computadora o en una calculadora programable. 

A partir de la fórmula (1) se puede obtener la (n + l)-ésima aproxi¬ 
mación a partir de la n-ésima aproximación, considerando f'(x n ) ^ 0. 
Cuando/'(*„) = 0, la recta tangente es horizontal, y en tal caso, a menos que 
la recta tangente sea el eje x mismo, no se tendrá intercepción x. La figura 2 
muestra este hecho cuando f'(x 2 ) = 0. De modo que el método de Newton 
no es aplicable si f'(x n ) = 0 para alguna x n . También debe tener en mente 
que el valor de x n+ ¡ obtenido a partir de (1) no necesariamente es una mejor 
aproximación de r que x n . Si, por ejemplo, x¡ no está razonablemente cerca 
de r, entonces \f'{x{) \ puede ser pequeño de modo que la recta tangente 7j 
es aproximadamente horizontal. Entonces x 2 , la intercepción x de 7j, puede 
estar más alejada de rque jq. Vea la figura 3 en la que esta situación ocurre. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra cómo el método de Newton 
se aplica a una ecuación para la cual se conoce la respuesta. 


’ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Utilice el método de Newton 

para obtener la raíz positiva de la ecuación x 2 = 9 comenzando con una pri¬ 
mera aproximación de 4. Se escribe la ecuación como x 2 - 9 = 0 y se 
consideran 


f{x) = x 2 - 9 y f'(x) = 2x 


De (1) se obtiene 


x n+l x n 

x n +1 = x n 


f ( x n ) 
/'(•*„) 



( 2 ) 


Ahora se aplica (2) con valores den y valores correspondientes de x n para 
obtener x n + ¡ en una calculadora. Se inicia con x¡ = 4. 


x 2 = x l 


x¡ 2 - 9 


2xi 


16-9 


x 3 = x 2 


x 2 


2 _ 9 
2*2 

(3.125) 2 - 9 
2(3.125) 


= 4 - 


8 


= 3.125 - 
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FIGURA 4 


_ t 


= 3.125 


= 3.0025 


*4 = *3 


* 3 2 - 9 
2.x 3 


* 5 = * 4 


*4 


- 9 


2*4 


= 3.0025 


(3.0025) 2 - 9 
2(3.0025) 


= 3.0000- 


(3.0000 ) 2 - 9 
2(3.0000) 


= 3.0000 


= 3.0000 


Ciertamente, todas las aproximaciones sucesivas serán 3.0000. De modo que 
la raíz positiva de la ecuación * 2 - 9 = 0 es 3.0000 con cuatro cifras 
decimales. M 


Observe que cuando *„ es una solución de/(*) = 0,/(*„) = 0.Así,de(l), 


■*n+ I 


x n 

X n 

X n 


f{x n ) 
/'(■*„) 
- o 


En consecuencia, todas las aproximaciones sucesivas serán iguales a *„. Note 
que esta situación se presenta en el ejemplo ilustrativo 1 , donde todas las 
aproximaciones después de * 4 , incluyéndola, tienen el mismo valor conside¬ 
rando cuatro cifras decimales. 

También observe en (1) que x„ + i = x„ implica que /(*„) = 0. Por 
tanto, se puede concluir que cuando dos aproximaciones sucesivas son igua¬ 
les, se tiene una aproximación para un cero de/ 

>■ * Sin embargo, es posible que para ciertas funciones, si la elección inicial 

de *1 no está cerca del cero deseado, se pueden obtener aproximaciones para 
un cero diferente. Vea la figura 4, que muestra la gráfica de una función para, la 
cual esta situación puede ocurrir. Observe que la elección de x¡ indicada pró¬ 
xima al cero deseado r proporciona aproximaciones sucesivas * 2 , * 3 , 
* 4 , . . . próximas a otro cero s. De este modo, cuando se aplica el método de 
Newton debe hacer un bosquejo de la gráfica de la función a fin de obtener la 
aproximación inicial. Consulte la gráfica conforme proceda para asegurarse 
de que se está aproximando al cero deseado. 

En resumen, cuando utilice el método de Newton para resolver una 
ecuación de la forma/(x) = 0 , efectúe lo siguiente: 


1. Haga una buena suposición para la primera aproximación x\. 
Una gráfica de / le ayudará a obtener una elección razonable. 

2. Obtenga una segunda aproximación *2 con el valor de * ( en la 
fórmula (1). Después utilice *2 en (1) para conseguir una terce¬ 
ra aproximación * 3 , y así sucesivamente, hasta que *„+! = x n para 
el grado requerido de aproximación. 


► EJEMPLO I 

raíz real de la ecuación 


Utilice el método de Newton para determinar la 


* 3 - Zx - 2 = 0 


con cuatro cifras decimales. 
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y 



f(x) = x 3 - 2x - 2 


Solución Sea f(x ) = x 3 - Ix - 2; de modo que f'(x) = 3x 2 - 2. En¬ 
tonces de ( 1 ) se tiene 


x n+ 1 


x n ~ ~ 2 

3*„ 2 - 2 


(3) 


La gráfica de / se muestra en. la figura 5. Como la gráfica de / intersecta al 
eje x en un único punto, existe una raíz real de la ecuación dada. Debido a 
que/(i) = -3 y/(2) = 2, esta raíz se encuentra entre 1 y 2. Una elección 
adecuada para la primera aproximación es X] = 1.5. La tabla 1 presenta los 
resultados obtenidos en una calculadora para las aproximaciones sucesivas 
calculadas a partir de (3) con esta X[. Se desea la raíz con una aproximación 
de cuatro cifras decimales; por lo que se emplean cinco cifras decimales en 
los cálculos. Como x$ y xg son iguales (con cinco cifras decimales), se re¬ 
dondea el número a cuatro cifras decimales para obtener 1.7693 como la raíz 
requerida. 


FIGURA 5 Tabla I 


n 


- 2*, - 2 

-Vi 

W - 2 

1 ! 

1.50000 

-0.34211 

1.84211 

2 

1.84211 

0.06928 

1.77283 

3 

1.77283 

0.00353 

1.76930 

4 

1.76930 

0.00001 

1.76929 

5 

1.76929 

0.00000 

1.76929 


W EJEMPLO 2 Utilice el método de Newton para determinar 
con tres cifras decimales la coordenada x del punto de intersección en el pri¬ 
mer cuadrante de la recta y = |x y la curva y = sen x. 

Solución La figura 6 muestra la recta y la curva se desea determinar el 
valor positivo de x para el cual 



y = sen x y y = 7 x 


De la fórmula (1), 


FIGURA 6 


-*7i+l — x n 


f ( x n ) 


Tabla 2 


n 

x ,, 

3 sen x n - x n 

Vi 

3 eos x n - 1 

1 

2.0000 

-0.3237 

2.3237 

2 

2.3237 

0.0441 

2.2796 

3 

2.2796 

0.0007 

2.2789 

4 

2.2789 

0.0000 

2.2789 


x n +1 x n 


3 sen x„ - x„ 
3 eos x„ - 1 


(4) 


De la figura 6 , parece que una elección razonable de x\ es 2. Se utiliza una 
calculadora para obtener las aproximaciones sucesivas a partir de la fórmula 
(4); estas se muestran en la tabla 2. Los resultados se expresan con cuatro 
cifras decimales. Observe que, con cuatro cifras decimales, x 4 y X 5 son iguales 
a 2.2789. Por lo que para tres cifras decimales el valor positivo de x, para el 
cual sen x = |x, es 2.279. A 
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f(x) = x 2 - 5x + 8 

FIGURA 7 



f(x) - x 2 - 5* + 8 

FIGURA 8 


Los teoremas que establecen las condiciones para las cuales es aplicable 
el método de Newton, así como los teoremas relacionados a su aproximación, 
pueden encontrarse en textos de análisis numérico. 

Una de las maneras simples en que los valores de función pueden apro¬ 
ximarse se denomina aproximación lineal , la cual utiliza la recta tangente a la 
gráfica de una función diferenciable. Se inicia la discusión sobre aproxima¬ 
ción lineal con un ejemplo ilustrativo que muestra la idea básica. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 7 muestra la grá¬ 
fica de 

f(x) = x 2 - 5x + 8 

y la recta tangente en el punto (3, 2) trazadas en el rectángulo de inspección 
de [0, 9.4] por [0, 6.2]. Si se aplica el procedimiento zoom in de la graficadora 
en el punto (3, 2) y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 8 la cual 
presenta el rectángulo de inspección de [1.825, 4.175] por [1.225, 2.775]. 
Si se aplica otra vez zoom in y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 9 
la cual muestra el rectángulo de inspección de [2.706, 3.294] por 
[1.806, 2.194], Observe cómo la recta tangente se aproxima a la gráfica de la 
función cerca del punto de tangencia. De este modo, si x está en un pequeño 
intervalo abierto que contenga a 3, la coordenada y correspondiente de la 
gráfica de la función puede ser aproximada por la coordenada y de la recta 
tangente. ^ 



f(x) = x 2 - 5x + 8 


Se utiliza el concepto del ejemplo ilustrativo anterior para una función 
general / diferenciable en un número x 0 . Una ecuación de la recta tangente a 
la gráfica de/en el punto (x 0 >/(xo)) es 

y ~ /(*o) = /'(* o)(* - x 0 ) 

y = f(x o) + f'(x 0 )(x - x 0 ) 

Refiérase a la figura 10 donde P es el punto (x 0 >/(*o))> Q es el punto (x,f(x)) 
y R es el punto (x, f(x 0 ) + f'(x Q )(x - jc 0 )). Observe que para un número x 
suficientemente cercano a x 0 , el punto Q de la gráfica de/está cerca del punto 
R de la recta tangente. En consecuencia, si x está cerca de xq, f(x) puede ser 
aproximado por f(x 0 ) + f'(x 0 )(x - x 0 ); esto es, 


FIGURA 9 


f(x) = /(*o) + f'(xo)(x - xq) 



Esta aproximación se denomina aproximación mediante la recta tangente, 
o concisamente aproximación lineal, de f(x) en x 0 . 


EJEMPLO 3 Sea 

f(x) = eos 2 x - x + 1 


(5) 


(a) Obtenga la aproximación lineal de f(x) en 0. (b) Apoye la res-puesta del 
inciso (a) gráficamente, (c) Compare el valor de f(x) calculado mediante la 
aproximación lineal del inciso (a) con el valor de la función obtenido a partir 
de (5) cuando x es igual a - 0.2, -0.1, -0.01,0, 0.01,0.1 y 0.2. 


FIGURA 10 







280 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS,... 



FIGURA 11 


Solución 

(a) Se calcula/'lA): 

f’(x) = -2 sen x eos x - 1 
La aproximación lineal de/(x) en 0 es 
f{x) - /(O) + /'(OH* - 0) 

Como /(O) = 2 y /'(O) = -1, se tiene 

f(x) - 2 - * (6) 

(b) La figura 11 muestra la gráfica de/y la recta tangente en (0, 2) trazadas 
en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [0, 4], la cual apoya la res¬ 
puesta del inciso (a). 

(c) La tabla 3 compara los valores de f(x) calculados con ( 6 ) y aquellos 
calculados con (5). Observe que cuanto más cerca se encuentra * de 
cero, la aproximación resulta más exacta. 


Tabla 3 


X ' 

-0.2 

-0.1 

-0.01 

0 

0.01 

0.1 

0.2 

f(x) » 2 - X 

2.2 

2.1 

2.01 

2 

1.99 

1.9 

1.8 

f(x) = cos 2 x - X + 1 

2.16 

2.09 

2.0099 

2 

1.9899 

1.89 

1.76 


◄ 


Ahora se tratará el concepto de diferencial, el cual también permite 
aproximar cambios en valores de función de puntos cercanos a puntos donde 
la función es diferenciable. Verá que una aproximación mediante diferen¬ 
ciales está relacionada a una aproximación lineal. Aunque la aplicación de 
diferenciales a la aproximación de valores de función no es muy importante 
en está época de adelantos tecnológicos, éstas son importantes como un arti¬ 
ficio notacional conveniente para el cálculo de antiderivadas, como verá en 
el capítulo siguiente. 

Suponga que la función/está definida por la ecuación 
? = f(x) 

En puntos donde/es diferenciable 

/'(*) = lím ^ (7) 

Ai ->0 Ax 

donde 


Ay = f(x + A*) - f(x) 

De (7) se deduce que para cualquier 

si 0 < I A* I <5 entonces 


€ > 0 existe una S > 0 tal que 
I Ay 


A* 


/'(*) 


< e 


I Ay - /'(*) A* | 


Ax 


« si 0 < Ax < 8 entonces 


< € 
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Esto significa que | Ay - f'(x) Ax | es pequeño comparado con | Ax |. Es 
decir, para | Ax | suficientemente pequeño, f'(x) Ax es una buena aproxima¬ 
ción del valor de Ay, y se escribe 


y 



Ay = f'(x) Ax 

si | Ax | es suficientemente pequeño. 


( 8 ) 


Para una interpretación gráfica del enunciado (8), refiérase a la figura 12. 
En esta figura, una ecuación de la curva es y = f(x). La recta PT es tangente 
a la curva en P(x, f(x)), Q es el punto (x + Ax, f(x + Ax)) y la distancia di¬ 
rigida MQ es Ay = /(x + Ax) - /(x). En la figura, Ax y Ay son positivos; 
sin embargo, ellos pueden ser negativos. Para un valor pequeño de Ax, la 
pendiente de la recta secante PQ y la pendiente de la recta tangente en P 
son aproximadamente iguales; esto es 


Ay 

Ax 


- /'« 


Ay = f'(x) Ax 


lo cual es el enunciado (8). 

El miembro derecho del enunciado (8) se define como la diferen¬ 
cial de y. 


y 



3.10.1 Definición de diferencial de la variable de¬ 
pendiente 


Si la función / está definida por la ecuación y = /(x), entonces la 
diferencial de y, denotada por dy, está dada por 

dy = f\x) Ax (9) 

donde x está en el dominio de /' y Ax es un incremento arbitrario de x. 


Ahora consulte la figura 13, la cual es la misma que la figura 12 excepto 
que se muestra el segmento de recta vertical MR, donde la distancia dirigida 
MR es igual a dy. Observe que dy representa la variación de y a lo largo de la 
recta tangente a la gráfica de la ecuación y = /(x) en el punto P(x,f(x)), cuan¬ 
do x varía en Ax. 

Este concepto de diferencial incluye un tipo especial de funciones de 
dos variables y en el capítulo 12 se presenta un estudio detallado de tales 
funciones. El símbolo df puede emplearse para representar esta función. La 
variable x puede ser cualquier número del dominio de/’, y Ax puede ser cual¬ 
quier número. Afirmar que df es una función de las dos variables indepen¬ 
dientes x y Ax, significa que a cada par ordenado (x, Ax) del dominio de df 
le corresponde uno y sólo un número del contradominio de df, y este número 
puede representarse por df(x, Ax) de modo que 


df(x, Ax) = f(x) Ax 

Al comparar esta ecuación con (9) se aprecia que cuando y = /(x), dy y 
df(x, Ax) son dos notaciones diferentes para f'(x) Ax. El símbolo dy se uti¬ 
lizará en las discusiones posteriores. 
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’ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si y = 3x 2 - x, entonces 

/(je) = 3x 2 - x, de modo que f'(x) = 6 x — 1. De la definición 3.10.1, se 
tiene 

dy = (6je - 1) A* 

En particular, si * = 2, entonces dy = 11 A*. 4 

Cuando y = f{x), la definición 3.10.1 proporciona dy, la diferencial de 
la variable dependiente. Ahora se desea definir la diferencial de la variable 
independiente, o dx. Para llegar a una definición adecuada y consistente con 
la definición de dy, se considera la función identidad definida por /(je) = x. 
Para esta función, /'(je) = 1 y y = je; así, de (9), dy = 1 • Aje; es decir, 

si y = x entonces dy = Ax (10) 

Par& la función identidad se desea que dx sea igual a dy, es decir, debido al 
enunciado (10) se quiere que dx sea igual a A*. Este razonamiento conduce a 
la siguiente definición. 


3.10.2 Definición de diferencial de la variable inde¬ 
pendiente 


Si la función / está definida por la ecuación y = f(x), entonces 
la diferencial de x. denotada por dx, está dada por 

dx = Ax 

donde x es un número del dominio de /' y Ax es un incremento arbi¬ 
trario de x. 


De las definiciones 3.10.1 y 3.10.2, 

dy = f\x) dx (11) 

Al dividir ambos miembros de esta ecuación entre dx, se obtiene 

^ = /'(je) si dx * 0 
dx 

Esta ecuación expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Re- 

dy 

cuerde que cuando se introdujo la notación — en la sección 2 . 1 , se remarcó 

dx 

que dy y dx no se les había dado un significado independiente en ese 
momento. 


► EJEMPLO 4 Dada y = 4x 2 - 3x + 1, encuentre Ay, dy y 
Ay - dy para (a) cualesquiera x y Ax; (b) je = 2, Aje = 0.1; (c) je = 2, 
A* = 0.01; (d) x = 2, Ax = 0.001. 

Solución 

(a) Como y = 4x 2 - 3x + l,sea 
/(je) = 4r 2 - 3 jc + 1 
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Entonces 

Ay = f(x + Ax) - f(x) 

= 4(x + Ax) 2 - 3(x + Ax) + 1 - (4x 2 - 3x + 1) 

= 4x 2 + 8xAx + 4(Ax) 2 - 3x - 3Ax + 1 - 4x 2 + 3x - 1 

= ( 8 * - 3) Ax + 4{Ax) 2 

De (11), 

dy = f\x) dx 

= ( 8 x - 3) dx 

= (8 jc - 3) Ax 

Así, 

Ay - dy = 4(Ax ) 2 

Los resultados para los incisos (b), (c) y (d) se dan en la tabla 4. 


Tabla 4 



X 

Ax 

4y 

dy 

A y - dy 

(b) 

2 

0.1 

1.34 

1.3 

0.04 

(c) 

2 

0.01 

0.1304 

0.13 

0.0001 

(d) 

2 

0.001 

0.013004 

0.013 

0.000004 


Observe de la tabla 4 que cuanto más cerca se encuentre Ax de cero, la 
diferencia entre Ay y dy será menor. Además, note que para cada valor de Ax , 
el valor correspondiente de Ay - dy es menor que el de Ax. De modo más 
general, dy es una aproximación de Ay cuando Ax es pequeño, y la aproxi¬ 
mación es más exacta que el valor dé Ax. 

Para un valor fijo de x, por decir jcq, 

dy = f'<x 0 ) dx 

esto es, dy es una función lineal de dx, en consecuencia, dy es usualmente 
más fácil de calcular que Ay, como se vio en el ejemplo 4. Puesto que 

f(x 0 + Ax) - f(x 0 ) = Ay 
entonces 

ftxo + Ax) = /(jcq) + Ay 
Así 

f(x 0 + Ax) ~ f(x 0 ) + dy 

En la figura 14 se ilustra este resultado, donde la ecuación de la curva es 
y = f(x). La recta PT es tangente a la curva en el punto P(xq, f(x 0 ))\ Axy dx 
son iguales y están representados por la distancia dirigida PM, donde M es 


y 



FIGURA 14 
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el punto (x 0 + Ax, /(x 0 )). Sean Q el punto (x 0 + Ax, /(x 0 + Ax)) y Ay 
la distancia dirigida MQ. La pendiente de PT es /'(x) = dyjdx. También, la 
pendiente de PT es MR¡PM, y como PM = dx, se tiene que dy = MR y 
RQ = Ay - dy. Observe que cuanto más pequeño es el valor de dx (es 
decir, cuanto más cerca esté el punto Q del punto P), menor será el valor de 
y - dy (es decir, menor será la longitud del segmento de recta RQ). 

Una ecuación de la recta PT es 

y = /(*o) + /'(*oX* - *o) 

y la ordenada de R es f(x o) + dy. Observe que cuando /(x 0 + Ax) se apro¬ 
xima mediante /(x 0 ) + dy, se está aproximando la ordenada del punto Q de 
la curva mediante la ordenada del punto R de la recta tangente. De modo 
que, utlizar diferenciales para estimar valores de función es esencialmente el 
mismo proceso que la aproximación lineal; sólo la notación es diferente. 



' FIGURA 15 


► EJEMPLO 5 Utilice diferenciales para aproximar el volumen 
de un cascarón esférico cuyo radio interno mide 4 pulg y cuyo espesor es de 

re¬ 
solución Se considera el volumen de un cascarón esférico como un 
incremento del volumen de una esfera. Consulte la figura 15. Sean r pulgadas 
el radio de la esfera, V pulgadas cúbicas el volumen de la esfera y AV pul¬ 
gadas cúbicas el volumen del cascarón esférico. Entonces 

V = | Kr 3 y dV = 4 7tr 2 dr 
Si se sustituye r por Ay dr por X en la última ecuación, se tiene 

dV = 4tt(4) 2 X 
= 4 K 


Por tanto, AV ¡= 4 n. 


Conclusión: El volumen aproximado del cascarón esférico es de 
4 n pulg 3 A 



W EJEMPLO 6 Un contenedor cerrado de forma cúbica y cuyo 
volumen es de 1000 pulg 3 , se construye utilizando seis cuadrados iguales de 
material que cuesta 20 centavos por pulgada cuadrada. Aproximadamente, 
¿cuánto debe medir el lado de cada cuadrado-de modo que el costo total del 
material tenga una variación dentro de un margen de $3.00? 

Solución La figura 16 muestra el cubo donde x pulgadas es la longitud 
de los lados de los cuadrados y, en consecuencia, la longitud de las aristas del 
cubo. Sean C dólares el costo total del material. Como el área total de los seis 
cuadrados es 6 x 2 pulgadas cuadradas, y el costo del material es de $ 0.20 por 
pulgada cuadrada, entonces 

C = 0.20(6x 2 ) 

C = 1.2x 2 (12) 


FIGURA 16 


Para que el volumen de un cubo sea de 1000 pulg 3 , x 3 = 1000, debe tenerse 
que x = 10. Cuando x = 10, se obtiene de (12), C = 120. Así, el costo del 
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material será exactamente $120 si las longitudes de los lados de los cuadra¬ 
dos miden 10 pulg. Como el costo del material es correcto cuando esté den¬ 
tro de un margen de $3.00, se desea determinar | Ax | tal que | AC | < 3. Se 
utilizará la diferencial dC para aproximar AC. De (12), se tiene 

dC = 2.4x dx 
AC = 2.4x Ax 

Con x = 10, 

| AC | = 24 | Ax | 

Como se desea que | AC | < 3. se determinará cuándo 24 ¡ Ax | < 3: 

24 | Ax | < 3 

M =s a 

| Ax | <: 0.125 

Conclusión: Las medidas de los lados de los cuadrados deben estar den¬ 
tro de un margen de 0.125 pulg a fin de que el costo total del material esté 
dentro de un margen de $3.00. A 


En la sección 2.4 se demostraron los teoremas para calcular derivadas 
de funciones algebraicas. Ahora se enunciarán estos teoremas con la nota¬ 
ción de Liebniz, y junto con la derivada se presentará la fórmula para la 
diferencial. En estas fórmulas, u y v son funciones de x, y se sobreentiende 

que las fórmulas se cumplen considerando que y ^ existen. Cuando 

aparezca c, considérela como constante. 


II 

d(x n ) 

__ 

xn”-' 



dx 



III 

d(cu) 


c d“ 


dx 


dx 


IV 

d(u + 

vi 

= ÉL + 

dv 

dx 


dx 

dx 

V 

d(uv) 


u¡tL + v 

du 


dx 


dx 

dx 




V ÉL _ „ dv 

VI 

\v) 


dx 

dx 

dx 


V 2 


VII 

d(u") 


««"-* 4a. 


dx 


dx 



I' d(c) = 0 


ir 

iir 

IV' 


V' 


vr 

vu • 


d(x") = X7i' l_l dx 
d(cu ) = c du 
d(u + v) = du + dv 
d(uv) = u dv + v du 

J _ v du - u dv 
\ v) v 2 

</(«'*) = nu"~ l du 


La operación de diferenciación se extiende de modo que incluya los 
procesos para calcular la diferencial así como la derivada. Si y = /(x), dy 
puede obtenerse al aplicar las fórmulas I'-VII' o calculando f'(x) y multipli¬ 
cándola por dx. 



286 CAPÍTULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRÁFICAS, 


EJERCICIOS 3.10 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de Newton para deter¬ 
minar la raíz real de la ecuación con cuatro cifras decimales. 

1 . a 3 - 4a 2 - 2 = 0 2. 6a 3 + 9a + 1 = 0 

3. a 5 - x + 1 = 0 4. x 5 + x - 1 = 0 


32. y = -,x = 3; Aa = -0.2 

X 

33. y = a 3 + l;x = 1 ;Aa = -0.5 

34. y = x 3 + 1;a = -1;Aa = 0.1 


En los ejercicios 5 a 10, emplee el método de Newton para 
calcular, con aproximación de milésimos, el valor aproximado 
de la raíz indicada. 

5. a 1 4a . 8 - 0; la raíz positiva 


En los ejercicios 35 a 42, calcule dy. 

35. y = (3 a 2 - 2x + l) 3 36. .y = ?! 

x 1 + 2- 

37. y = X 2, f2x + 3 38. y = V4 - a 2 


6. A 3 -2x + 7 = 0;la raíz negativa 

7. a 4 — 10a + 5 = 0; la menor raíz positiva 

8. jt 4 - 10 a + 5 = 0; la mayor raíz positiva 

9. 2a 4 - 2a 3 + a 2 + 3a - 4 = 0; la raíz negativa 

10. a 4 + a 3 - 3a 2 - a - 4 = 0; la raíz positiva 

En los ejercicios 11 a 14, use el método de Newton para obte¬ 
ner el valor del radical con cinco cifras decimales 

11. v : 3 resolviendo la ecuación a 2 -3 = 0 

12. v/To resolviendo la ecuación a 2 - 10 = 0 

13. {Í6 resolviendo la ecuación a 3 -6 = 0 

14. 4l resolviendo la ecuación a 3 -7 = 0 

En los ejercicios 15 a 18, aplique el método de Newton para 
determinar con cuatro cifras decimales la coordenada x del 
punto de intersección del primer cuadrante de las gráficas de 
las dos ecuaciones. 

15. y = a; y = cosa 16. y = i a; y = sen a 

17. y = a 2 ; y = sen x 18. y = a 2 ; y = eos a 

En los ejercicios 19 a 24, haga lo siguiente para la función f: 
(a) obtenga la aproximación lineal de f(x) en x = 1; (b) apoye 
la respuesta del inciso (a) gráficamente; (c) compare los va¬ 
lores def(x) calculados a partir de la aproximación lineal en el 
inciso (a) con los valores de función obtenidos a partir de las 
ecuaciones dadas cuando x es igual a 0.9, 0.99, 1, 1.01 y 1.1. 

19. /(a) = a 2 20. /(a) = a 3 

21. /(A) = 2 41 22. /(a) = 4-' 

x 

23. /( x) = eos* 24. /( x) = sen* 

En los ejercicios 25 a 28, (a) determine dy y Ay para los va¬ 
lores de x y Ax. (b) Dibuje la gráfica y los segmentos de recta 
indicados cuyas longitudes son dy y Ay. 

25. y = x 2 \ x - 2 y A* = 0.5 

26. y = a 3 ;a = 2yAA = 0.5 

27. y = Ifx ; a = 8 y AÁ = 1 

28. y = Va ; a = 4 y Aa = 1 

En los ejercicios 29 a 34, calcule (a) Ay; (b) dy; (c) Ay - dy. 

29. y = a 2 - 3a; a = 2; Aa = 0.03 


39. v = 2 ± eos * 

2 - sen a 

, 1 1 

40. y = a sen — - a cos — 

A A 

41. y = tan 2 a sec 2 a 42. y = cot 2a esc 2a 

43. La medida de la arista de un cubo mide 15 cm con un error 
posible de 0.01 cm. Emplee diferenciales para determinar 
el error aproximado al calcular a partir de esta medida: 
(a) el volumen; (b) el área de una de las caras. 

44. Una caja metálica en forma de cubo tiene un volumen 
interior de 1000 cm 3 . Las seis caras serán de meta] de 2 cm 
de espesor. Si el costo del metal que se empleará es de 
$0.20 por centímetro cúbico, utilice diferenciales para de¬ 
terminar el costo aproximado del metal utilizado en la 
construcción de la caja. 

45. Un tanque cilindrico abierto tendrá un revestimiento de 
2 cm de espesor. Sj el radio interior es de 6 m y la altura 
es de 10 m, obtenga mediante diferencíales la cantidad 
aproximada de materia] de revestimiento que se empleará. 

46. El tallo de un hongo es de forma cilindrica, y un tallo de 
2 cm de altura y r centímetros de radio tiene un volumen 
de V centímetros cúbicos, donde V = 7ttr 2 . Use dife¬ 
renciales para calcular el incremento aproximado del volu¬ 
men del tallo cuando el radio aumenta de 0.4 cm a 0.5 cm. 

47. Una quemadura de forma circular en la piel de una perso¬ 
na es tal que si r centímetros es la longitud del radio y A 
centímetros cuadrados es el área de la quemadura, en¬ 
tonces A = nr 2 . Utilice diferenciales para determinar la 
disminución aproximada del área de la quemadura cuando 
eí radio disminuye de 1 cm a 0.8 cm. 

48. Cierta bacteria de forma esférica es tal que si r mieras es 
la longitud del radio y V mieras cúbicas es su volumen, 
entonces V = ¿ ttr 3 . Emplee diferenciales para determi¬ 
nar el incremento aproximado del volumen de la bacteria 
cuando el radio aumenta de 2.2 |rm a 2.3 |rm. 

49. Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esférica 
de modo que si r centímetros es la medida del radio y V 
centímetros cúbicos es el volumen del tumor, entonces 
V = ttr 3 . Utilice diferenciales para determinar el in¬ 
cremento aproximado del volumen del tumor cuando el 
radio aumenta de 1.5 cm a 1.6 cm. 


30. y = a 2 - 3a; a = -1; Aa = 0.02 

31. y = -;a = -2; Aa = -0.1 

A 


50. Si t segundos es el tiempo para una oscilación completa 
de un péndulo simple de l pies de longitud, entonces 
4rr 2 / = gt 2 , donde g = 32.2. Un reloj que tiene un 
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péndulo de 1 pie se adelanta S minutos cada día Determi¬ 
ne la cantidad aproximada que debe alargarse eF péndulo 
para corregir la inexactitud. 

51. La medida de la resistencia eléctrica dé un alambre es 
proporcional a la medida de su longitud e inversamen¬ 
te proporcional al cuadrado de la medida de su diámetro. 
Suponga que la resistencia de un alambre de longitud dada 
se calcula a partir de la medición del diámetro con un error 
posible del 2%. Determine el error porcentual posible del 
valor calculado de la resistencia. 

52. Un contratista acuerda pintar los dos lados de 1000 se¬ 
ñales circulares, cada una de 3 m de radio. Al recibir las 
señales, se descubrió que éstas son 1 cm más grandes. Use 
diferenciales para determinar el incremento porcentual 
aproximado de pintura que se necesitará. 

53. Si el error posible en la medición del volumen de un gas 
es de 0.1 pie 3 4 5 y el error permitido en la presión es de 
0.001 C lb1 /pie 2 , determine el tamaño del recipiente más 
pequeño para el cual se cumple la ley de Boyle (ejercicio 
23 de la sección 2.10). 

54. Para la ley adiabática de la expansión del aire (ejercicio 24 
de la sección 2.10), demuestre que 



55. Demuestre que si la ley de Boyle se cumple, entonces 

dP_ = _dV_ 

P \ 

56. Un rollo de cinta flexible de L pies de longitud, fijada en 
la parte superior de una tabla inclinada que forma un ángu¬ 
lo 0 con la horizontal, se deja rodar por la tabla. 


Vea la figura adjunta. Si T segundos es el tiempo para que 
la cinta se desenrolle completamente, entonces 

7= esc 0 

Demuestre que 

dT_ _ d0 
T 2 tan 0 



57. Las ecuaciones de la forma tan x + ax = 0 surgen en 
problemas de conducción de calor. Las raíces positivas de 
la ecuación en orden creciente son a h c^, a¡, .... Si 
a = 1, determine a¡ y con cuatro cifras decimales. 

58. Siga las instrucciones del ejercicio 57 considerando 
a = -2. 

En los ejercicios 59 y 60, obtenga una aproximación para 71 
con cinco cifras decimales utilizando el método de Newton 
para resolver la ecuación. 

59. tan* = 0 60. cosx +1=0 

61. Explique cómo se utiliza el concepto de diferencial para 
aproximar valores de función. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 3 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 3 


1. Explique la diferencia entre extremo relativo y extremo 
absoluto de una función. 

2. Invente un ejemplo de una función / que tenga un extremo 
relativo en el punto P(e,f(c )) y para la cual se cumplen las 
condiciones siguientes: 

(a) La recta tangente a la gráfica de/en P es horizontal; 

(b) La recta tangente a la gráfica de/en P es vertical; 

(c) La gráfica de/no tiene recta tangente en P. 

3. Enuncie el teorema del valor extremo. 

4. Describa cómo determinaría los extremos absolutos de 
una función que satisface las condiciqnes del teorema del 
valor extremo. 

5. Invente un ejemplo de una función que satisfaga las condi¬ 
ciones del teorema del valor extremo y que tenga la pro¬ 
piedad indicada: 

(a) la función no tiene números críticos; 

(b) sólo un extremo absoluto ocurre en un número crítico; 


(c) los dos extremos absolutos ocurren en números críticos; 

(d) la función tiene exactamente dos números críticos pero 
ningún extremo absoluto ocurre en los números críticos. 

6. Invente un ejemplo de una función que satisfaga las con¬ 
diciones del teorema del valor extremo y para la cual el 
valor mínimo absoluto ocurra en Un número crítico c don¬ 
de f\c) no exista y 

(a) la gráfica de / no tenga recta tangente en el punto 
(c,/(c)); 

(b) la gráfica de/tenga una recta tangente vertical en el 
punto (c,/(c)). 

7. ¿Qué directrices deben seguirse cuando se definen las va¬ 
riables empleadas para obtener una función como modelo 
matemático de un problema verbal? 

8. ¿Por qué deb establecerse el dominio de la función que 
utiliza como modelo matemático para resolver un proble¬ 
ma verbal? 
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9. A fin de aplicar el teorema del valor extremo para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto, ¿qué 
condiciones debe satisfacer la función que se utiliza como 
modelo matemático? 

10. Bosqueje el procedimiento que utilizaría para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto en un 
intervalo cerrado. 

11. Enuncie y proporcione la interpretación geométrica del 
teorema de Rolle. 

12. Enuncie y proporcione la interpretación geométrica del 
teorema del valor medio. 

13. Explique por qué el teorema de Rolle es un caso especial 
del teorema del valor medio. 

14. Tanto en el teorema de Rolle como en el teorema del valor 
medio se requiere que la función / sea continua en el in¬ 
tervalo cerrado [a, b], pero diferenciable sólo en el inter¬ 
valo abierto (a, b). Explique por qué los teoremas son 
válidos cuando f'(a). f'lb) o ambos no existen. 

15. ¿Por qué es más importante la existencia del número c, 
garantizado por la conclusión del teorema del valor medio, 
que el valor real del número c? En su respuesta enuncie 
situaciones en las que sólo la existencia de c importa y no 
su valor, 

16. Invente un ejemplo de una función que satisfaga las hipó¬ 
tesis del teorema del valor medio pero para la cual no se 
pueda determinar el valor exacto del número c garantizado 
por la conclusión. 

17. Defina: la función / es creciente en un intervalo. ¿Cómo 
se determinaría analíticamente que / es creciente en el 
intervalo cerrado [a, b]j 

18. Defina: la función/es decreciente en un intervalo. ¿Cómo 
se determinaría analíticamente que / es decreciente en el 
intervalo cerrado [a, b]? 

19. Enuncie el criterio de la primera derivada para extremos 
relativos. 

20. ¿Cómo determinaría analíticamente los extremos relativos 
de una función? 

21. Invente un ejemplo de una función diferenciable que ten¬ 
ga exactamente dos extremos relativos. Dibuje la gráfica 
de la función. 

22. Invente un ejemplo de una función diferenciable y 
no lineal quemo tenga extremos relativos. Dibuje la gráfica 
de la función, 

23. Invente un ejemplo de una función continua que sea dife¬ 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mínimo relativo en el 'origen, y cuya gráfica no tenga 
recta tangente en el origen. Dibuje la gráfica de la función. 

24. Invente un ejemplo de una función continua que sea dife¬ 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mínimo relativo en el origen, y cuya gráfica tenga 
una recta tangente en el origen. Dibuje la gráfica de la 
función. 


25. Invente un ejemplo de una función continua / que sea 
diferenciable en todo punto excepto en el origen, y tal que 
/no tenga un extremo relativo en el origen. Dibuje la grá¬ 
fica de la función. 

26. Defina: la gráfica de la función / es cóncava hacia arriba 
en el punto (c, /(c)). ¿Cómo determinaría analíticamente 
que la gráfica de una función es cóncava hacia arriba en un 
punto particular? 

27. Defina: la gráfica de la función / es cóncava hacia abajo 
en el punto (c, /(c)). ¿Cómo determinaría analíticamente 
que la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en un 
punto particular? 

28. Defina: el punto (c,f(c)) es un punto de inflexión de la grá¬ 
fica de la función / ¿Cómo determinaría analíticamente 
los puntos de inflexión de la gráfica de una función? 

29. Dibuje la gráfica de una función/para la cual la gráfica 

tenga un punto de inflexión en (c,/(c)) donde /"((c) = 0, 
f’(c) = > Osix < c,yf"(x) < Osix > c. 

30. Dibuje la gráfica de una función / para la cual la gráfica 
tenga un punto de inflexión en (c, /(c)) donde f"(c) = 0, 
f(c) = 0 ,f"(x) < 0 si x < c, y f"(x) > 0 si x > c. 

31. Dibuje la gráfica de una función/para la cual la gráfica 
tenga un punto de inflexión en (c, /(cj) donde f\c) no 
exista,/”(x) > Osix < c,yf"(x) < Osix > c. 

32. Enuncie el criterio de la segunda derivada para extremos 
relativos. 

33. ¿Cuándo es más fácil aplicar el criterio de la segunda 
derivada? ¿Cuándo es más fácil aplicar el criterio de la 
primera derivada? ¿Pueden aplicarse siempre estos crite¬ 
rios? Explique su respuesta. 

34. Invente un ejemplo y dibuje la gráfica de una función / 
para la cual/(0),/’(0) y/"(0) son ¡guales a 0, donde 

(a) /tiene un valor mínimo relativo en 0; 

(b) / tiene un valor máximo relativo en 0; 

(c) /no tiene extremo relativo en 0. 

35. Defina precisamente, utilizando la notación £-N, cada 
uno de los siguientes límites: (a) lim f(x) = L; 

X —>+oo 

(b) lím f(x ) = L. Enuncie en palabras lo que cada una 

X-»-0O 

de estas definiciones significa sin emplear la notación 
£ —N ni las palabras límite, se aproxima a, infinito, crece 
sin límite o decrece sin límite. 

36. ¿Cómo se evalúa el límite de una función racional cuando 
x crece o decrece sin límite? 

37. Invente un ejemplo de una función / que ilustre cada uno 
de los siguientes límites: (a) lím f(x) = 1; 

(b) lím f(x) = 5; (c) lím f(x) = -2; 

(d) lím f(x) = 0; (e) lím f(x) = + oo; 

X —»-oo x—) + °a 

(f) lím f(x) = -oo; 

38. Defina: asíntota horizontal de la gráfica de una función. 

39. ¿Cómo pueden determinarse las asíntotas horizontales de 
la gráfica de una función? 

40. Invente un ejemplo de una función cuya gráfica tenga la 
recta x = 5 como una asíntota vertical y la recta 
y = -4 como una asíntota horizontal. 
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41. Si la recta x = c es una asíntota vertical de la gráfica de la 
derivada de la función/, ¿cuáles son las posibilidades del 
comportamiento de la gráfica de / en el punto (c, /(c))? 
¿Qué información adicional, obtenida a partir de la gráfica 
de la derivada de/, garantizará un comportamiento espe¬ 
cífico de la gráfica de/en (c,/(c))? 

42. Si la gráfica de la derivada de una función/revela que/ 
tiene un extremo relativo en c, ¿cuáles son las posibilidades 
del comportamiento de la gráfica de/en el punto (c,/(c))? 
¿Qué información adicional, obtenida a partir de la gráfica 
de la derivada de /, garantizará un comportamiento espe¬ 
cífico de la gráfica de/en (c,/(c))? 

43. ¿Qué es una asíntota oblicua de la gráfica de una función? 

44. ¿Cuándo la gráfica de una función racional tiene una 
asíntota oblicua y cómo se determina la ecuación de 
la asíntota? 

45. Elabore un resumen de los pasos que deben seguirse para 
dibujar la gráfica de la función / definida por la ecuación 

y = /«■ 

46. Enuncie un teorema diferente del teorema del extremo ab¬ 
soluto que garantice que un extremo relativo de una función 
en un intervalo es un extremo absoluto de la función en el 
intervalo. Cuando resuelve un problema que involucra ex¬ 
tremos absolutos, ¿en qué condiciones emplearía el teore¬ 
ma enunciado en lugar del teorema del extremo absoluto? 


47. (a) Invente un ejemplo de una función para la cual pueda 
aplicarse el teorema enunciado en el ejercicio anterior para 
determinar un extremo absoluto, de modo que no pueda 
aplicársele el teorema del valor extremo, (b) Invente un 
ejemplo de una función para la cual se puede aplicar el 
teorema del ejercicio anterior o el teorema del valor extre¬ 
mo para determinar un extremo absoluto en un intervalo. 

48. ¿Cómo se aplicaría el método de Newton para determinar 
los ceros de una función? En su respuesta enuncie la fór¬ 
mula para determinar x n+1 a partir de x n . 

49. ¿Cómo se estiman los valores de función mediante la 
aproximación lineal? ¿Qué condición (o condiciones) debe 
satisfacer la función/en el número x 0 para estimar /(x 0 ) 
mediante aproximación lineal? 

50. Si y = f(x), defina las diferenciales dy y dx. 

51. ¿Cómo están relacionados la diferencial dx y el incre¬ 
mento Ax? ¿Cómo están relacionados la diferencial dy y 
el incremento Ay? 

52. ¿Por qué la derivada de una función puede expresarse 
como el cociente de dos diferenciales? 

53. ¿Para qué función son iguales las diferenciales de las va¬ 
riables independiente y dependiente? Muestre esta igual¬ 
dad geométricamente en una figura que contenga la gráfica 
de la función. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 3 


En los ejercicios 1 a 10, (a) dibuje la gráfica de la función en el 
intervalo indicado, (b) Encuentre los extremos absolutos de la 
función en el intervalo, si existe alguno, y determine los valores 
de x para los cuales ocurren los extremos absolutos. 

1. /(x) = V5 + x ; [-5, +oo) 

2. /(x) = V4 - x 2 ; (-2, 2) 

3. /(x) = |9 - x 2 |; [-2, 4] 

4. /(x) = |9 - x 2 |; [-1, 5] 

5- /(x) = -i- ;[0,4] 
x - 2 

6. m = ^ —; [1, 3] 

3 - x 

7. /(x) = 2 sen 3x; [- i n, jff] 

8. /(x) = 4 cos 2 2x;[0, |tt] 

9. /(x) = ( + 3 S1 ' 2SI<1 ; [-2, 2] 

x 2 + 4 si 1 sx<2 


10. /(x) 


9 - x 2 si -3 < x < 3. , 3 5 , 
5x - 15 si3<xs5 ’ ' 


En los ejercicios 11 a 14, (i) estime en la graficadora los extre¬ 
mos absolutos de la función en el intervalo indicado. (ii) Con¬ 
firme las respuestas analíticamente. 

11. (a) /(x) = x 4 - I2x 2 + 36; [-2, 3] 

(b) /(x) = x 4 - 12x 2 + 36; [-4,2] 


12. (a) /(x) = x 5 - 9x 2 + 5; [-1, 2] 

(b) /(x) = x 5 - 9x 2 + 5; [-2, 1] 

13. /(x) = senx + cosx; [-1, I] 

14. /(x) = 2cosx + x; [—1,3] 

En los ejercicios 15 y 16, verifique que las tres condiciones de 
la hipótesis del teorema de Rolle son satisfechas por la función 
en el intervalo indicado. Después encuentre un valor adecua¬ 
do para c que satisfaga la conclusión del teorema de Rolle. 
Apoye gráficamente la elección de c trazando en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de f y de la recta tangen¬ 
te horizontal en (c, /(c)). 

15. /(x) = x 3 - x 2 - 4x + 4; [-2, 1] 

16. /(x) = 2 sen 3x; [0, i n] 

En los ejercicios 17 a 20, verifique que la hipótesis del teo¬ 
rema del valor medio es satisfecha por la función en el intervalo 
indicado [ a, b]. Después encuentre un valor adecuado para c 
que satisfaga la conclusión del teorema del valor medio. Apoye 
la elección de c trazando en el mismo rectángulo de inspec¬ 
ción la gráfica de f en el intervalo cerrado [a, b], la recta tan¬ 
gente en (c, fie)), y la recta secante que pasa por los puntos 
(a, f(á)) y (b, f(b)) y mostrando que las rectas tangente y se¬ 
cante son paralelas. 

17. /(x) = V3 - x ; [-6, -1] 

18. /(x) = x 3 ; [-2, 2] - 

19. /(x) = 4 eos x; [ 7r, ~ n\ 

20. /(x) = 3 sen -ix; [0, 7t\ 
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21. (a) Si / es una fundón polinomial y /(a), fb), fía) y 

f’{b) son cero, utilice el teorema de Rolle para demos¬ 
trar que existen al menos dos números en el intervalo 
abierto (a, b) que son raíces de la ecuación f'Xx) - 0. 

(b) Demuestre que la función definida por 
fx) = (x 2 - 4) 2 

satisface el inciso (a) si el intervalo (a, b ) es (-2, 2). 

22. Si fes la función definida por f(x) = j 2x — 41 — 6, en¬ 
tonces /(— 1) = 0y/(5) = 0. Sin embargo, fíx) nunca es 
cero. Muestre por qué el teorema de Rolle no se aplica. 

Para las funciones de los ejercicios 23 y 24, no existe ningún 
número c en el intervalo abierto (a, b) que satisfaga la con¬ 
clusión del teorema del valor medio. En cada ejercicio, deter¬ 
mine qué condición de la hipótesis del teorema del valor 
medio no se cumple. Dibuje la gráfica defy la recta que pasa 
por los puntos (a, f(a)) y ib, f(b)). 


gráfica es cóncava hacia arriba y en dónde lo es hacia abajo. 
Confirme las estimaciones analíticamente. 

37. La función del ejercicio 25 

38. La función del ejercicio 26 

39. La función del ejercicio 27 

40. La función del ejercicio 28 

41. La función del ejercicio 29 

42. La función del ejercicio 30 

43. La función del ejercicio 31 

44. La función del ejercicio 32 

En los ejercicios 45 y 46, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por el punto donde x = c y que satisfa¬ 
ga las condiciones dadas. Suponga que fes continua en algún 
intervalo abierto que contiene a c. 


23. /(x) = 4 SI x < 1 ; a = 0, b = 3 

[6 - 3x si 1 <. x 

24. f(x) = 2(x - 2) 2 / 3 ; a = -6, b = 3 

En los ejercicios 25 a 32, (a) trace la gráfica; determine a par¬ 
tir de la gráfica (b) los extremos relativos de f, (c) los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos 
en los que fes creciente, y (e) los intervalos en los que fes de¬ 
creciente. Confirme analíticamente la información obteni¬ 
da gráficamente. 

25. fx) = x 3 + 3x 2 - 4 

26. f(x) = x } + 2x 2 + x - 5 

27. fx) = (x - 3) 5/3 + 1 

28. f(x) = (x + 2) 4/3 - 3 

29. f(x) = x - tan x; x G (- i Jt, ^ n) 

30. fx) = sen 2x - eos 2x; x G |tt] 

31. fx) = (x + l) 2 / 3 (x - 3) 2 

32. f(x) = W25 - x 2 

En los ejercicios 33 a 36, haga lo siguiente: (a) determine los 
extremos relativos de f; (b) obtenga los valores de x en los que 
ocurren los extremos relativos; (c) los intervalos en los que fes 
creciente, (d) los intervalos en los que fes decreciente; (e) halle 
los puntos de inflexión de la gráfica de f; (f) determine en dón¬ 
de la gráfica de f es cóncava hacia arriba; (g) determine en 
dónde la gráfica de f es cóncava hacia abajo. Dibuje la gráfi¬ 
ca de la función a partir de las respuestas de los incisos (a)-(g). 

33. f(x) = ( X - 4) 2 (x + 2) 3 

34. fx) = (x - l) 3 (x - 3) 


35. fx) = 


(l - X)3 si X <. 1 
(x - l) 3 Si 1 < X 


36. fx) = 


x 3 - 3x si x < 2 
6 - x 2 si 2 £ x 


En los ejercicios 37 a 44, estime en la graficadora los puntos 
de inflexión de la gráfica de la junción dada y en dónde la 


(a) 

fX*) 

> 

Osix 

< 

c;/'(x) < 0 si x > c; 


f'Xx) 

< 

Osix 

< 

c;f"(x) < 0 si x > c; 

(b) 

fXx) 

< 

Osix 

< 

c;/'(x) > Osix > c; 


f'Xx) 

< 

0 si x 

< 

c\f"(x) < 0 si x > c; 

(c) 

fXx) 

> 

Osix 

< 

c;/'(x) < Osix > c; 


f'Xx) 

< 

Osix 

< 

c;f"(x) > 0 si x > c; 

(d) 

fXc) 

= 

0,/"(c) = 

= 0;/'(x) < 0; si x < c; 


fXx) 

< 

0 six 

> 

c;/"(x) > Osix < c; 


f'Xx) 

< 

Osix 

> 

c 

(a) 

f'i.0 

= 

-2;/"l 

le) 

= 0;/"(x) < 0 si x < c; 


f'Xx) 

> 

0 six 

> 

c 

(b) 

f'(c) 1 

no 

existe; 

r< 

(x) > Osix < c;f"(x) > 0 


si x ; 

> , 

c; 



(c) 

fXx) 

< 

0 si x 

< 

c;/'(x) > Osix > c; 


f'Xx) 

> 

0 six 

< 

c; f'Xx) < 0 si x > c; 

(d) 

lím 

x— >C 

JXx) = 

l; 

lím fíx) = + 00 ; f'Xx) > 

X->C + 


six < c;/"(x) < Osix > c 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje una porción de la gráfica de 
una función f que pase por los puntos (a, fáj), ( b, fb)), ( c, fe)) 
y (d, fd)) y que satisfaga las condiciones dadas. También dibu¬ 
je un segmento de la recta tangente en cada uno de estos pun¬ 
tos, en caso de que exista la recta tangente. Suponga que 
a<b<c<dy que f es continua en algún intervalo abierto 
que contiene aayd. 

47. (a) f\á) = 0 ;f'(b) = -1;/'(c) no existe; 

f'(d) = 0;/"(x) < Osix < b; 

/"(x) > 0 si b < x < c;/"(x) < 0 si x > c 
(b) fía) > Q;f"(a) = 0;/'(« = 1 ;f"(b) = 0; 
f'íc) = Q;fXd) no existe; /"(x) < 0 
si x < a; f'Xx) > 0 si a < x < b; 
f'Xx) < 0 si b < x < d; /"(x) > 0 si x > d 

48. (a) fXa) = 0;f(b) = -!;/"(« = 0;/'(c) = 0; 

f’Xc) = 0;fXd) = -1 ;/V) = 0;/"(x) < 0 
six < b;f"(x) > 0 si b < x < c; 
f'Xx) < Osi c < x < d\f'Xx) > Osix > d 
(b) fXa) no existe;/'(fc) = 0 ;/’(c) = 2; 

f"(c) =Q,f'(d) = 0;/"(x) < Osix < a\ 
f'Xx) > Osia < x < c;/’’(x) < Osi x > c 
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En los ejercicios 49 a 52, la figura adjunta muestra la gráfica 
de la derivada de una junción f cuyo dominio es el conjunto de 
todos los números reales y la cual es continua en todo número. 
A partir de la gráfica determine la siguiente información e 
incorpórela en una tabla seniéjante a las tablas de la sección 
3.6: (i) los intervalos en los quejes creciente, (ii) los intervalos 
en los quejes decreciente; (iii) los extremos relativos def; (iv) 
donde la gráfica dejes cóncava hacia arriba; (v) donde la grá¬ 
fica defes cóncava hacia abajo; (vi) los puntos de inflexión de 
la gráfica de J. Dibuje la gráfica de una función f que tenga las 
propiedades de la tabla si los únicos ceros def son los indicados. 

49. Los ceros de/son - 4 y 0. 


y 



50. Los ceros de/son 3 y 5. 





52. El cero de / es -1. 





En los ejercicios 53 a 56, en la figura adjunta se muestra la 
gráfica de la función f y segmentos de tangentes horizontales y 
de inflexión. Determine la siguiente información a partir de la 
figura e incorpórela en una tabla similar a las tablas de la sec¬ 
ción 3.6: (i) los intervalos en los quejes creciente, (ii) los 
intervalos en los que f es decreciente; (iii) los extremos rela¬ 
tivos de f; (iv) donde la gráfica def es cóncava hacia arriba; (v) 
donde la gráfica de f es cóncava hacia abajo; (vi) los puntos 
de inflexión de la gráfica de f A partir de la tabla, dibuje 
gráficas posibles def'yf". 

53. 


y 



\ 


51. Los ceros de/son 0 y 3. 



54. 


y 
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55. 



56. 


y 



En los ejercicios 57 a 60, determine el límite y apoye la respues- 


ta gráficamente. 


57. 

lím 

3x 2 + 2x - 

_5 

x 2 + 4 


58. 

lím 

X— »-oo 

4x - 3 


5x 2 - x + 1 


59. 

lím 

X —> — oo 

x 2 + 5 

2x - 4 


60. 

tím 

( 8x 3 + Ix 

- 2 y 

l lx 3 + 3x 2 

+ 5 x) 


En los ejercicios 61 y 62, realice lo siguiente: (a) trace la grá¬ 
fica de la junción f y haga un proposición acerca del com¬ 
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin límite, 
(b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando lím fix). 

61. f{x) = fx + 1 - 4x 

62. f(x) = V* 2 + x - V-* 2 + 4 

En los ejercicios 63 a 66, determine las asíntotas de la gráfica 
de la función. Apoye los resultados trazando la gráfica y las 
asíntotas en el mismo rectángulo de inspección. 

63. fix) = -f£Í- 64. f(x) = —i— 

x ¿ - 4 x ¿ - 1 

X 2 + 9 
x 


En los ejercicios 67 a 70, (a) trace la gráfica de f 
NDER(/(jc), x) y NDER2(/(jc), x) en rectángulos de inspec¬ 
ción separados y estime lo siguiente: (i) los intervalos en los 
que f es creciente y en los que es decreciente; (ii) los extre¬ 
mos relativos de f; (iii) donde la gráfica es cóncava hacia arri¬ 
ba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexión de la 
gráfica de f (b) Confirme las estimaciones del inciso (a) ana¬ 
líticamente e incorpore la información en una tabla semejante 
a la tabla 4 de la sección 3.8. A partir de la información de esta 
tabla dibuje la gráfica de f y compárela con la. gráfica de f 
trazada en el inciso (a). 

67. fix) = 2x 4 + 5x 3 - 2lx 2 - 45x + 27 

68. fix) = 3* 4 + 8jc 3 ,+ 3* 2 - 2x 

69. fix) = 6 Ifx - x 70. fix) = 2x' n + x* 13 

71. Determine el valor máximo absoluto alcanzado por la 
función / si fix) = A sen kx + B eos kx, donde A, B y k 
son constantes positivas. 

72. Si fix) = ax 3 + bx 2 , determine a y b de modo que la 
gráfica de / tenga un punto de inflexión en el punto 
(2, 16). Apoye la respuesta gráficamente. 

73. Si/(x) = ax 3 + bx 2 + ex, determine a, b y c de modo 
que la gráfica de/tenga un punto de inflexión en el punto 
(1» ~1) y Que la pendiente de la tangente de inflexión en 
ese punto sea-3. Apoye la respuesta gráficamente. 

x + 1 

74. Si fix) = 2 i > demuestre que la gráfica de / tiene 

puntos de inflexión que son colineales. Apoye las respues¬ 
tas trazando la gráfica de / y la recta que contiene a los 
puntos de inflexión. 

75. Si fix) = x | .r |, trace la gráfica de / y demuestre analíti¬ 
camente que el origen es un punto de inflexión. 

76. Sea fix) = x n , donde n es un número entero positivo. 

(a) Demuestre que la gráfica de / tiene un punto de in¬ 
flexión en el origen si y sólo si n es impar y n > 1. 

(b) Demuestre que si n es par, / tiene un valor mínimo 
relativo en 0. 

En los ejercicios 77 y 78, confirme analíticamente la estima¬ 
ción obtenida en la graficadora en el inciso (d) del ejercicio 
indicado de los ejercicios de repaso del capítulo 1. 

77. (a) Ejercicio 103; (b) Ejercicio 105 

78. (a) Ejercicio 104; (b) Ejercicio 106 

79. ¿Cuántos artículos debe producir cada semana el fabrican¬ 
te del ejercicio 57 de los ejercicios de repaso del capítulo 2, 
para maximizar las utilidades? 

80. Determine las dimensiones de una caja abierta, que tenga 
base cuadrada y un volumen de k pulgadas cúbicas, que 
pueda construirse con la mínima cantidad de material. 

81. Dos ciudades A y B obtendrán su abastecimiento de agua 
de la misma estación de bombeo, la cual se ubicará en la 
orilla de un río recto a 15 km de la ciudad A y a 10 km de 
la ciudad B. Los puntos del río más cercanos aáyi están 
separados 20 km, y A y B se encuentran en el mismo lado 
del río. 


65. fix) = 


x - 3 


66. fix) = 
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(a) Utilice la graficadora para estimar dónde debe ubi¬ 
carse la estación de bombeo de modo que se emplee 
la menor cantidad de tubería. 

(b) Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente. 



82. Un fabricante ofrece entregar a un comerciante 300 sillas 
a $360 cada una, y reducir el precio por silla en $ 1 del pe¬ 
dido total por cada silla adicional que exceda a 300. 
Determine la cantidad total de dólares implicados en la 
transacción más grande posible entre el fabricante y el 
comercianrte. Apoye la respuesta gráficamente. 

83. En condiciones de monopolio (vea el ejercicio 19 de la 
sección 3.9) la demanda diaria de cierto artículo es de x 
unidades cuando el precio por unidad es p dólares y 
x 2 + p = 320. Si 20x dólares es el costo total por pro¬ 
ducir x unidades, determine la máxima utilidad total diaria. 
Apoye la respuesta gráficamente. 

84. Para construir un envase cerrado en forma de cilindro circu¬ 
lar recto que tenga un volumen de 27 pulg 3 , la tapa y la 
base se cortarán de trozos cuadrados de hojalata. 

(a) Utilice la graficadora para estimar el radio del envase 
si se emplea la cantidad mínima de hojalata en su 
construcción. Incluya la hojalata que se desecha al 
obtener la tapa y la base. 

(b) Confirme la estimación del inciso (a) analíticamente y 
después determine la altura que debe tener el envase. 

85. Si la demanda de un artículo particular es de lOQx uni¬ 
dades cuando el precio por unidad es de p dólares, enton¬ 
ces x 1 + p 2 = 36. Determine la utilidad total máxima. 

86. En un pueblo, cuya población es de 11 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia es conjuntamente 
proporcional al número de personas infectadas y al núme¬ 
ro de persona no infectadas. Determine el número de per¬ 
sonas infectadas cuando la epidemia está creciendo a una 
tasa máxima. 

87. Debido a varias restricciones, el tamaño de una comunidad 
particular está limitado a 3 000 habitantes, y la tasa de cre¬ 
cimiento de la población es conjuntamente proporcional a 
su tamaño y a la diferencia entre 3 000 y su tamaño. De¬ 
termine la cantidad de personas para la cual la tasa de 
crecimiento de la población es un máximo. 

88. Determine la distancia más corta desde el punto P{ 0, 4) a 
un punto de la curva x 2 - y 1 = 16, y encuentre el punto 
de la curva que está más cerca a P. 


89. Una compañía que opera en condiciones de competencia 
perfecta (vea las instrucciones de los ejercicios 17 y 18 de 
la sección 3.9) construye y vende radios portátiles. La 
compañía puede vender todos los radios que produce a un 
precio de $75 cada uno. Si se construyen x radios cada día 
y C(x) dólares es el costo diario de producción, enton¬ 
ces C(x) = x 2 + 25.c + 100. ¿Cuántos radios deben pro¬ 
ducirse cada día para que la compañía obtenga la máxima 
ganancia diaria total? 

90. Dos partículas inician su movimiento al mismo tiempo. 
Una de ellas se desplaza a lo largo de una recta horizontal 
y su ecuación de movimiento es x = t 2 - 2f, donde x 
centímetros es la distancia dirigida de la partícula desde 
el origen a los t segundos. La otra se mueve a lo largo de 
una recta vertical que intersecta a la recta horizontal en 
el origen, y su ecuación de movimiento es y — t 2 - 2, 
donde y centímetros es la distancia dirigida de la partícula 
desde el origen a los í segundos. Determine cuándo 
la distancia dirigida entre las dos partículas es mínima, y 
sus velocidades en ese instante. 

91. Una escalera descansa sobre una cerca de ^-mde. altura y 
se apoya contra una pared a 8 m detrás de la cerca. Deter¬ 
mine la longitud de la escalera más corta que pueda em¬ 
plearse y que cumpla estas condiciones. 



92. Resuelva el ejercicio 91 considerando ahora que la cerca 
mide h m de altura y que la pared está a w m detrás de la 
cerca. 

93. Determine el volumen del cilindro circular recto más gran¬ 
de que pueda inscribirse en un cono circular recto que 
tiene un radio de 4 pulg y una altura de 8 pulg. 
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94. Una tienda de campaña tiene la forma de un cono. Deter¬ 
mine la razón del radio a la altura de una tienda de campa¬ 
ña de volumen dado que requiera el mínimo de material 
para su construcción. 

95. Determine las dimensiones del cono circular recto de volu¬ 
men mínimo que pueda circunscribirse a un cilindro de r 
centímetros de radio y h centímetros de altura. 



96. Uno de los ángulos agudos de un triángulo mide ¿ it rad, 
y el lado opuesto a este ángulo tiene una longitud de 
10 pulg. Demuestre que de todos los triángulos que satis¬ 
facen estas condiciones, aquel que tiene el área máxima 
es isósceles. Sugerencia: exprese la medida del área del 
triángulo en términos de funciones trigonométricas de uno 
de los otros ángulos agudos. 

97. En un almacén, los artículos que pesan 1000 Ib se trans¬ 
portan al nivel del piso asegurando una cuerda gruesa bajo 
una plataforma móvil baja y jalándola con un vehículo 
motorizado. Si la cuerda se dirige en un ángulo de 0 radia¬ 
nes con respecto al plano del piso, entonces la intensidad 
de la fuerza de F Ib a lo largo de la cuerda está dada por 

F = lOOOfc 

k sen 6 + eos 6 

donde k es el coeficiente constante de fricción y 
0 < k < 1. Si 0 < 0 < ja, demuestre que F es mí¬ 
nima cuando tan 9 = k. 

98. (a) Demuestre que de todos los rectángulos que tienen un 

área de 81 pulg 2 , el cuadrado cuyo lado mide 9 pulg 
tiene el perímetro mínimo. Apoye la respuesta grá¬ 
ficamente. 

(b) Demuestre que de todos los rectángulos que úenen 
un perímetro de 36 pulg, el cuadrado cuyo lado mide 
9 pulg tiene el área máxima. Apoye la respuesta grá¬ 
ficamente. 

99. Un trozo de alambre de 20 cm de longitud se corta en dos 
partes, y cada parte se dobla en forma de cuadrado. ¿Cómo 
debe cortarse el alambre de modo que el área total de los 
dos cuadrados sea la mínima posible? 

100. Un trozo de alambre de 80 cm de longitud se dobla en 
forma de rectángulo. Determine las dimensiones del rec¬ 
tángulo de mayor área posible. 


101. Para cierto artículo, donde x unidades se demandan se- 
maqalmente cuando el precio de cada unidad es p dólares, 

10 6 px = 10 9 - 2 • 10 6 x + 18 • 10 3 x 2 - 6x 3 

El número de dólares del costo promedio por producir 
cada unidad está dado por 

Q(x) = j^x - 24 + 11 • 10V 1 

y x > 100. Determine el número de unidades que deben 
producirse cada semana y el precio de cada unidad para 
que la utilidad semanal sea maximizada. 

102. Utilice el método de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raíz positiva dé la ecuación 

4x 4 - - 3x 3 + 2x - 5 = 0 

103. Emplee el método de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raíz negativa de la ecuación 

3x 4 - 4x 3 + 36x 2 + 2x - 8 = 0 

104. Calcule con cuatro cifras decimales, mediante el método 
de Newton, la coordenada x del punto de intersección de 
la curva y = sen x y la recta y = 2x - 3. 

105. Obtenga con cuatro cifras decimales, aplicando el método 
de Newton, el valor de x en el intervalo (iw, |tt) para 
el cual tan x = x, 

En los ejercicios ¡06 y 107, para la función f dada, haga lo si¬ 
guiente: (a) determine la aproximación lineal de f(x) en 
x = 8; (b) Apoye la respuesta del inciso (a) gráficamente; 
(c) compare los valores de f(x) calculados a partir de la apro¬ 
ximación lineal con los valores de función obtenidos a partir de 
la ecuación dada cuando x es igual a 7.9, 7.99, 8, 8.01 y 8.1. 

106. f(x) = l[x 107. f(x) = sen j^xx 

108. Si y = - 3, (a) calcule dy y Ay para x = 2 y 

Ax = 0.5. (b) Dibuje la gráfica e indique los segmen¬ 
tos de recta cuyas longitudes son dy y Ay. 

109. Si y = 80x - 16x 2 , determine la diferencia Ay - dy 
si(a)x = 2yAx = 0.1; (b)x = 4yAx = -0.2. 

110. Si x 3 + y 3 - 3xy 2 +1 = 0, determine dy en el punto 
(1, 1) si dx = 0.1. 

111. Utilice diferenciales para aproximar el volumen del ma¬ 
teria] necesario para elaborar una pelota de caucho si el 
radio del núcleo hueco debe ser de 2 pulg y el espesor 
del caucho es de j pulg. 

112. Si t segundos es el tiempo para una oscilación completa 
de un péndulo de x pies de longitud, entonces 
Ak 2 x = gt 2 , donde g .= 32.2. Utilice diferenciales para 
estimar el efecto sobre el tiempo si se comete un error 
de 0.01 al medir la longitud del péndulo. 

113. La medida del radio de un cono circular recto es ~ de su 
altura, Utilice diferenciales para estimar aproximada¬ 
mente cuánto debe medir la altura si el error del volumen 
calculado no debe exceder el 3%. 
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114. Suponga que / y g son dos funciones que satisfacen las 
hipótesis del teorema del valor medio en [a, b]. Además, 
suponga que f\x) = g'O) para toda x en el intervalo 
abierto ( a , b). Demuestre que 

f(x) - g(x) = f(d) - g(a) 

para toda x de [a, b]. Sugerencia: sea h(x) = /( x) - g(x) 
y aplique el teorema 3.3.3 a la función h. 

115. Sean / y g dos funciones diferenciables en cada número 
del intervalo cerrado- [a, b], Suponga además que 
/(a) = g(a) y f(b) = g(b). Demuestre que existe un nú¬ 
mero c en el intervalo abierto (a, b) tal que/'(c) = g'(c). 
Sugerencia: sea h(x) = f(x) - g(x) y aplique el teore¬ 
ma de Rolle a la función h. 

116. Si/es una función polinomial, utilice el teorema de Rolle 
para demostrar que entre cualesquiera dos rafees conse¬ 
cutivas de la ecuación f'(x) = 0, existe, a lo sumo, una 
raíz de la ecuación /( x) = 0. 

117. Dibuje la gráfica de una función en el intervalo / en cada 
uno de los casos siguientes: (a) / es el intervalo abierto 
(0, 2) y fes continua en I. En 1,/tiene un valor máximo 
relativo pero/'(l) no existe, (b) / es el intervalo cerra¬ 


do [0,2]. La función/tiene un valor mínimo relativo en 1, 
pero el valor mínimo absoluto de / ocurre en 0. (c) 1 es 
el intervalo abierto (0, 2), y f tiene un valor mínimo re¬ 
lativo en 1. 

118. Si f(x) = (x 2 + a 2 ) p , donde p es un número racional y 
p 0, demuestre que la gráfica de/tiene dos puntos de 
inflexión si p < i, y no tiene puntos de inflexión si 

119. (a) Si/(x) = 3 |x | + 4 |x - 1 |, demuestre que/tiene 
un valor mínimo absoluto de 3. 

(b) Si g(x) = 4|x| + 3|jc-1|, demuestre que g tie¬ 
ne un valor mínimo absoluto de 3. 

(c) Si a > 0, b > 0 y h(x) = a|x| + ¿|x - 11, de¬ 
muestre que h tiene un valor mínimo absoluto que es 
el menor de los números ay b. 

120. Si f(x) = | jc | “ - | jc — 1 | h , donde a y b son números 
racionales positivos, demuestre que / tiene un valor 
máximo relativo de a a b b ¡{a + b) a * b 

121. Si p y q son números racionales tales que p + q = 1, 
demuestre que la recta y = x + (ap + bq) es una asín¬ 
tota oblicua de la gráfica de f(x) = (x + a) p (x + b f. 
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H asta este momento se ha estudiado la rama 
del Cálculo llamada Cálculo Diferencial, en 
la que se estudia la derivada. En este capitu¬ 
lo se iniciará el estudio de la otra rama del Cálculo deno¬ 
minada Cálculo Integral la cual trata acerca de la integral 
definida. En la sección 4.7 aprenderá que estas dos 
ramas del Cálculo están relacionadas mediante los teore¬ 
mas fundamentales del Cálculo, descubrimiento culminan¬ 
te en el siglo xvn realizado por Newton y Leibniz, quienes 
trabajaron en forma independiente. 

Un procedimiento de cálculo necesario para aplicar 
los teoremas fundamentales es la antiderivación o antldlfe- 
renciación la cual se estudia en las secciones 4.1 y 4.2, y 
posteriormente se utiliza en la sección 4.3 para resolver 
ecuaciones diferenciales separables, aplicadas al movi¬ 
miento rectilíneo. 

De igual forma en que la derivada está relacionada 
geométricamente a la recta tangente de una gráfica, la 
integral definida tiene una interpretación geométrica como 
el área de una región plana, misma que se define en la 
sección 4.4 como un nuevo tipo de límite. Más adelante, 
en la sección 4.5 se presenta la integral definida en térmi¬ 
nos de este límite. Las propiedades de la integral definida 
se presentan en las secciones 4.5 y 4.ó, las cuales se 
utilizan en la sección 4.7 para demostrar los teoremas 
fundamentales del Cálculo. 

La integral definida se aplica en la sección 4.8 a fin 
de calcular el área de una región plana, y en las 
dos secciones finales se aplica para determinar el 
volumen de varios tipos de sólidos. En la sección 
4.9 se utilizan los métodos de rebanado, de dis¬ 
cos y de arandelas, y en la sección 4.10 se em¬ 
plea el método de capas cilindricas. 
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4.1 ANTIDERIVACIÓN 


En cierta forma ya se ha familiarizado con las operaciones inversas. La 
adición y la sustracción son operaciones inversas, así como la multiplica¬ 
ción y la división, además de la potenciación y la extracción de raíces, En esta 
sección se estudiará la operación inversa de la diferenciación denominada 
antiderivación o antidiferenciación , la cual implica el cálculo de una an¬ 
tiderivada. 


4.1.1 Definición de antiderivada 


Una función F se denomina antlderivada de la función / en un inter¬ 
valo / si F'(x) = /( x) para todo valor dexenl. 


■ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si F es la función defini¬ 
da por 

F(x) = 4x 3 + x 2 + 5 

entonces FXx) = \2x 2 + 2x. De modo que si/es la función definida por 
f(x) = \2x 2 + 2x 

entonces/es la derivada de F, y F es la antiderivada de/. Si G es la función 
definida por 

G(x) = 4x 3 + x 2 - 17 

entonces G también es una antiderivada de/porque G'(x) = 12x 2 + 2x. En 
realidad, cualquier función determinada por 

4x 3 + x 2 + C 

donde C es una constante, es una antiderivada de/ . M 


i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si C es una constante ar¬ 
bitraria, entonces cualquier función definida por 

sen* + C 

tiene la función eos x como derivada. Por tanto, cualquier función de este ti¬ 
po es una antiderivada de eos x. 4 

Para generalizar la discusión de los ejemplos ilustrativos anteriores, con¬ 
sidere la función F como una antiderivada de la función / en un intervalo /, 
de modo que 

FXx) = f(x) 

Entonces si G es una función definida por 


G(x) = F(x) + C 
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donde C es una constante arbitraria, 

G'W = F\x) 

= f(x) 

y G es también una antiderivada de/en el intervalo 1. 

Ahora se procederá a demostrar que si F es cualquier antiderivada par¬ 
ticular de/en el intervalo /, entonces cada antiderivada de/en 1 está dada por 
F(x) + C , donde C es una constante arbitraria. Primero, se necesita un teore¬ 
ma preliminar cuya demostración se basa en el teorema 3.3.3, el cual afirma 
que si la derivada de una función en un intervalo es 0 , entonces la función 
es constante en el intervalo. Recuerde, en la sección 3.3 se demostró este teo¬ 
rema para ilustrar el poder del teorema del valor medio. 


4.1.2 Teorema 


Si fy g son dos funciones definidas en el intervalo /, tales que 
f'(x) = g'(x) para toda jren/ 
entonces existe una constante K tal que 
f(x ) = g(x) + K para toda x en/ 

Demostración Sea h la función definida en I mediante 
h(x) = f(x) - g(x) 
de modo que para toda x en /, 
h'(x) = f'(x) - g\x) 

Pero, por hipótesis,/'( a:) = g ’(x) para toda x en 1. Por tanto, 
h'(x) = 0 para toda x en/ 

Al aplicar el teorema 3.3.3 a la función h, se infiere que existe una constante K 
tal que 

h(x) = K para toda x en/ 

Si se sustituye h{x) por f(x) - g(x) se obtiene 
f(x) = g(x) + K para toda xen I 

lo que demuestra el teorema. ■ 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente del teorema anterior. 


4.1.3 Teorema 


Si Fes una an ti derivada particular de/ en un intervalo /, entonces ceda 
antiderivada de/en I está dada por 

F(x) + C (1) 

donde C es una constante arbitraria, y todas las antiderivadas de/en 
l pueden obtenerse a partir de (1) asignando valares particulares a C. 

Demostración Sea G cualquier antiderivada de/en I. Entonces 
G'(x) = f(x) para toda xen/ 


(2) 
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Como F es una antiderivada particular de/en /, 

F\x) = /( x) para toda x en / (3) 

De (2) y (3) 

G\x) = F'(x) para toda x en / 

Por tanto, por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 
G( x) = F(x) + K para toda x en 1 

Como G representa cualquier antiderivada de / en /, toda antiderivada de / 
puede obtenerse a partir de F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Por 
tanto, se ha demostrado el teorema. ■ 

La antiderivación o antidiferenciación es el proceso mediante el cual 
se determina el conjunto de todas las antiderivadas de una función dada. El 
símbolo j denota la operación de antiderivación, y se escribe 

j/Wdx = F(x) + C (4) 

donde 

F'(x) = f(x) 

y 

d(F(x)) = f(x) dx (5) 

La expresión F(x) + C en (4) recibe el nombre de antiderivada general de /. 

Leibniz introdujo la convención de escribir la diferencial de una función 
antes del símbolo de antiderivación. La ventaja de utilizar la diferencial en 
esta forma será evidente en la sección 4.2 cuando se calculen antiderivadas 
mediante un cambio de variable. De (4) y (5), se puede escribir 

JdCFC*)) - F(x) + C 

Esta ecuación establece que cuando se antideriva la diferencial de una fun¬ 
ción, se obtiene esa función más una constante arbitraria. De este modo, puede 
considerarse que el símbolo para antiderivación representa la operación in¬ 
versa a la operación denotada por d para calcular una diferencial. 

Si 1 F(x) + Cj es el conjunto de todas las funciones cuyas diferencia¬ 
les son/(x) dx, también es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es 
/( x). Por tanto, la antiderivación se considera como la operación para deter¬ 
minar el conjunto de todas las junciones que tienen una derivada dada. 

Como la antiderivación es la operación inversa de la derivación, los 
teoremas de antiderivación se obtienen de los teoremas de diferenciación. 
Así, los teoremas siguientes pueden demostrarse a partir de los teoremas co¬ 
rrespondientes de diferenciación. 
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4.1.5 Teorema 


J af{x)dx = a 
donde a es una constante. 

El teorema 4.1.5 establece que la antiderivada general del producto de 
una constante por una función es la constante por la antiderivada general 
de la función. 


J /(*) dx 


4.1.6 Teorema 


Si/ y g están definidas en el mismo intervalo, entonces 


[/(*) + «(*)] dx = f(x) dx + g{x) dx 


El teorema 4.1.6 afirma que la antiderivada general de la suma de dos 
funciones es igual a la suma de las antiderivadas generales de las funciones, 
considerando que ambas funciones están definidas en el mismo intervalo. Al 
extender el teorema 4.1.6 para un número finito de funciones y combinándolo 
con el teorema 4.1.5, se obtiene el teorema siguiente. 



4.1.7 Teorema 


Si /|,/ 2> están definidas en el mismo intervalo, entonces 
í lci/i(x) + cif^x) + ... + cj„(x) 1 dx 


-J 


f\(x) dx + c 2 fi(x) dx + ... + c„ /„(*) dx 


donde c¡, c 2 ,..., c„ son constantes. 


1.1.8 Teorema 


Si n es un número racional, entonces 


í x"dx = r 
n + 1 


+ C n * -1 


Demostración 


n + 

x \n + 1/ n + 1 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 4.1.8 para valo- 


particulares de n se tiene: 


j x 2 dx = ^- + C 

j x 3 dx = ^ + C 

f Í dX = j x ~ 2dx 

j" Zfx dx = j xdx 
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x- 2+l 
-2 + 1 

v“] 


+ C 


-1 

1 


+ c 


x^ +í 

5 + 1 

v-4/3 


+ c 


= -- + c 

x 


+ c 

3 

= \x 4 > 3 + C 


El ejemplo ilustrativo siguiente muestra cómo se utilizan los teoremas 
4.1.4 a 4.1.8 para obtener la antiderivada de una función. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

J" (3* + 5 ) dx = í 3 xdx + j 5 dx 

= 3Íxdx + sjdx 


(por el teorema 4.1.6) 
(por el teorema 4.1.5) 


= 3( + C|) + 5(jc + C 2 ) (por los teoremas 

V 2 ' " 4.1.8 y 4.1.4) 

= ¡x 2 + 5* + (3 C, + 5C 2 ) 

Como 3Cj + 5C 2 es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de 
modo que el resultado puede escribirse como 

\x 2 + 5x + C 

La respuesta puede verificarse al calcular la derivada: 

D x (^x 2 + 5* C) = 3x + 5 4 

► EJEMPLO I Evalúe 

j (5x 4 - 8* 3 + 9x 2 - 2x + 1) dx 

Solución 

J (5x 4 - 8* 3 + 9x 2 - 2x + 7) dx 

= 5 j x 4 dx - 8 j x 3 dx + 9 j x 2 dx - 2 j xdx + 7 j dx 

r 5 r 4 r 3 r 2 

= 5 ■ --8- — + 9 • i- - 2 ■ — +7 X + C 

2 4 3 2 

= x 5 - 2x 4 + 3x 3 - x 2 + 7x + C ◄ 


► EJEMPLO 2 


Calcule 
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Solución 


1^4 + 


x ll2 (x + x~ x )dx 


= (x 3 ¡ 2 + x ^ 2 ) dx 


x 5/2 *- 1/2 

V + V + c 


= f.x 5/2 + 2x 1/2 + C 


◄ 


► EJEMPLO 3 Determine 


' 5f 2 + 7 
. t 4/3 


dt 


Solución 



= 5( |/ 5 / 3 ) + 7(-3r 1/3 ) + c 


= 3/ 5/3 - — + C 
,1/3 


◄ 



R r 3 - 

FIGURA 1 


Como se hizo en el ejemplo ilustrativo 4, la antiderivación puede verifi¬ 
carse al calcular la derivada de la respuesta. Para apoyar gráficamente una 
antiderivada se asigna un valor específico a la constante arbitraria C y des¬ 
pués se traza la derivada numérica de la antiderivada. Posteriormente, en el 
mismo rectángulo de inspección, se traza la gráfica de la función original. La 
respuesta es apoyada si las dos gráficas resultan idénticas. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 3 .sean 

m ^r ^ «>> - 3,50 - jk 

Observe que F es la antiderivada de / para C = 0. Las gráficas de / y 
NDER(F(f), f) están trazadas en el rectángulo de inspección de [-10, 10] por 
[0, 15] en la figura 1. El hecho de que las gráficas sean idénticas apoya la 
respuesta del ejemplo 3. 4 

Los teoremas para la antiderivada general de las iunciones seno y co¬ 
seno se deducen inmediatamente de los teoremas correspondientes de di¬ 
ferenciación. 
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D x (-cosx) = - (-sen x) 

= sen x m 


4.1.10 Teorema 


J cosxdx = sen* + C 

Demostración 

Dj(sen x) = eos x m 

Los teoremas siguientes son consecuencias de los teoremas de diferen¬ 
ciación para las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Otra vez, 
las demostraciones son inmediatas al calcular la derivada del miembro de¬ 
recho de cada ecuación. 


1.11 Teorema 


sec 2 x-dx ~ tanx + C 


1.12 Teorema 


csc 2 jcdx = -cotx + C 


1.13 Teorema 


sccxtanxdx = sec x + C 


.14 Teorema 


J csexcotxdjc = -esex + C 


► EJEMPLO 4 


(3 sec x tan x - 5 esc 2 x) dx 
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Solución Al aplicar los teoremas 4.1.13 y 4.1.12, se obtiene 


(3 sec * tan * - 5 esc 2 *) dx = 3 J sec x tan x dx - 5 J esc 2 x dx 

= 3 sec x - 5(-cot x) + C 
= 3 sec x + 5 cot x + C ^ 


Las funciones trigonométricas se emplean con frecuencia cuando se 
calculan antiderivadas que involucran funciones trigonométricas. Las ocho 
identidades fundamentales siguientes son de crucial importancia: 


sen * esc * = 1 


eos x sec x 


tan* cot* = 1 


tan x = 


sen x 
eos * 


cot* 


eos * 
sen * 


sen 2 * + eos 2 * = 1 


tan 2 * + 1 = sec 2 * 


cot 2 * + 1 = ese 2 


► EJEMPLO 5 Calcule 

2 cot * - 3 sen 2 * 


dx 


Solución 


2 cot * - 3 sen 2 * 


= 2 


sen * 
1 

sen * 


dx 


cot * dx - 3 1 ——- dx 


= 2 esc * cot * dx - 3 sen * dx 


= 2(-csc*) - 3(-cos*) + C (de los teoremas 4.1.14 y 4.1.19) 
= -2 esc * + 3 eos x + C ^ 


► EJEMPLO 6 Determine 
J (tan 2 * + cot 2 * + 4 )dx 

Solución 


(tan 2 * + cot 2 * + 4) dx 
= í[(sec 2 * - 1) + (esc 2 * - 1) + 4] dx 


= sec 2 * dx + esc 2 xdx + 2 dx 


= tan* - cot* + 2 x + C (de los teoremas4.1.11 y 4.1.12) ^ 


En el capítulo 3 se indicó cómo obtener propiedades de la gráfica de una 
función a partir de la gráfica de su derivada. De manera semejante, a partir de 
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la gráfica de una función / se pueden obtener propiedades de la gráfica de 
una antiderivada de /como se muestra en el ejemplo siguiente. 



y 



W EJEMPLO 7 A partir de la gráfica de la función / mostrada en 
la figura 2, dibuje una gráfica posible de F, una antiderivada de f si F es 
continua en cualquier número, F( 0) = 4 y F( 3) = 1. 

Solución Puesto que F es una antiderivada de /, / es la derivada de F. 
De la figura 2 se observa que /(3) = 0, de modo que F'( 3) = 0. Como 
f(x) < 0 cuando x < 3, entonces F'(x) < 0 cuando x < 3. De forma se¬ 
mejante, F'(x) > 0 cuando x > 3. Otro hecho que se observa en la figura 2 
es que /(O) = -2, esto es, F'( 0) = -2. Esta información se incorpora en la 
tabla 1 y a partir de las conclusiones de la tabla se dibuja una gráfica posible 
de F, la cual se muestra en la figura 3. 


Tabla l 



F(x) 

FU) 

Conclusión 

x < 0 


- 

F es decreciente 

* 

ii 

o 

4 

-2 

La pendiente de la recta tangente es -2 

0 < * < 3 | 


~ 

F es decreciente 

* = 3 

1 

0 

F tiene un valor mínimo relativo 

3 < jt 


+ 

F es creciente 


En aplicaciones de antiderivación, frecuentemente se necesita determi¬ 
nar una antiderivada particular que satisfaga ciertas condiciones denomina¬ 
das condiciones iniciales o de frontera, dependiendo de si ocurren en uno 
o en más de un punto. Por ejemplo, si una ecuación que contiene dy¡dx 
está dada, así como la condición de que y = y\ cuando x = x¡, entonces, 
después de que se determina el conjunto de todas las antiderivadas, si se 
sustituyen xy y por x¡ y y¡, respectivamente, se determina un valor particular 
de la constante arbitraria C. Con este valor de C, se obtiene una antideriva¬ 
da particular. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Suponga que se desea obte¬ 
ner una antiderivada particular que satisfaga la ecuación 


y la condición inicial de que y = 6 cuando x = 2. A partir de la ecuación 
dada, se tiene 

dy = 2x dx 


j dy = j 2x dx 


y = x 2 + C 

(6) 


En (6) se sustituye 2 por x y 6 por y y se obtiene 


i 


6 = 4 + C 
C = 2 
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Cuando este valor de C se sustituye en (6), se obtiene ■ 
y = x 2 + 2 

lo cual proporciona la antiderivada particular deseada. 4 


► EJEMPLO 8 En cualquier punto ( x , y) de una curva particular 
la recta tangente tiene una pendiente igual a 4x - 5. Si la curva contiene al 
punto (3, 7), obtenga su ecuación. 


Solución Como la pendiente de la recta tangente a una curva en cual¬ 
quier punto (jc, y) es el valor de la derivada en ese punto, se tiene 


dy 

dx 

dy 


= 4x - 5 
= (4x - 5) dx 


j dy = j (^x - 5) dx 

, - <(4) - 5* 4 C 
y = 2x 2 -5 x + C 


(7) 


La ecuación (7) representa una familia de curvas. Como se desea determinar 
la curva particular de esta familia que contiene el punto (3, 7), se sustituye 3 
por x y 1 por y en (7) y se obtiene 


7 = 2(9) - 5(3) + C 
C = 4 


Al reemplazar C por 4 en (7) se obtiene la ecuación requerida, la cuai es 

y = Ix 1 - 5x + 4 4 

En la sección 2.6 se introdujeron las funciones costo marginal e ingreso 
marginal, empleadas en economía. Ellas son las primeras derivadas C' y R' 
de la función de costo total C y de la función de ingreso total R, respectiva¬ 
mente. Por lo que C y R pueden obtenerse de C' y R' mediante antiderivación. 
Cuando se determina la función C a partir de C', la constante arbitraria puede 
determinarse si se conocen el costo general (es decir, el costo cuando no se 
produce ninguna unidad) o el costo de producción de un número específico 
de unidades de la mercancía. Como por lo general la función de ingreso 
total es cero cuando el número de unidades producidas es cero, puede utili¬ 
zarse este hecho para determinar la constante arbitraria cuando se obtiene la 
función R a partir de R'. 


P EJEMPLO 9 La función de costo marginal C' está determi¬ 
nada por una compañía como 

C'(x) = 4 x~ l l 2 + 1 

donde C(x) dólares es el costo total de producción de x unidades cuando se 
producen no más de 25 unidades. Si el costo de producción de 4 unidades es 
de $50, determine (a) la función de costo total y (b) el costo de producción de 
10 unidades. 
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Solución 

(a) Como C'{x) = + 1, entonces 

C(x ) = J {Ax-Ü 1 + 1 )dx 

X \I2 

= 4 ■ íp- + x + k 

2 

= 8* !/2 + x + k 

Debido a que el costo de producción de 4 unidades es $50, entonces 
C(4) = 50. Así, 

50 = 8(4) + 4 + k 

k = 30 

Por tanto. 


C(x) = 8* 1/2 + * + 30 (8) 

El dominio de C es [0, 25]; recuerde que aunque x representa el número 
de unidades de cierta mercancía, se supone que x es un número real para 
tener los requerimientos de continuidad para las funciones C y C'. 

(b) El costo de producción de 10 unidades es C(10) dólares, y de (8) se tiene 

C(10) = 8(10) 1/2 +10 + 30 
= 65.30 

Conclusión: El costo de producción de 10 unidades es de $65.30. 4 


EJERCICIOS 4.1 


En los ejercicios 1 a 30, realice la antiderivación. En los ejer¬ 
cicios 1 a 8 y 25 a 28, verifique el resultado calculando la de¬ 
rivada de la respuesta. En los ejercicios 9 a 12 y 29 y 30 apoye 
la respuesta gráficamente. En los demás ejercicios, verifique jg 
o justifique su respuesta. 


i 


(2 + 3x 2 - 8* 3 ) dx 

dx 17. 


15./ 


-Jx (x + 1) dx 




L J 

3x 4 dx 

"J 

f 2x 7 dx 



f jfO* 

18. 


r _ 


r 




20. 

4 -J 

í?* 

5 ‘J 

| 5 u 3l2 du 


ó.j 

1 10 a/* 2 dx 

22. 

7 -J 


,j 

í f, iy 


9 ’J 

f 6t 2 dt 

24. 

10. I 

(3u 5 - 2u 3 ) du 


... í 

yW - 

3) dy 


J 


J 



25. 

12. j 

[" -t 4 (5 - x 2 ) dx 






27. 

13. I 

[" (8x 4 + 4-t 3 - 

6* 2 

- 4x + 5) dx 



28. 


x ¿ + 4x - 4 


dx 


'■I 

■I 


y 4 + 2y 2 - 1 

4~y 

27r 3 - 1 

r 


dy 


dt 


J 4 ~x 

2 ■•/(« **?)■“ 

23. (* (3 sen t - 2 eos /) dt 


24. I (5 eos x - 4 sen x ) dx 


-/ 

•J 

■I 

•/ 


dx 


>•/ 


26, 


(4 esc x cot x + 2 sec 2 x) dx 


dx 


28. (3 esc* - 5 sec t tan t) dt 
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29. 


30. 


I 

í 


(2 cot 2 0-3 tan 2 0) d9 

3 tan 0 - 4 eos 2 0 „ 
--^- da 


(b) E(0) = 2 y E(4) = 0 


En /os ejercicios 31 a 36, la gráfica de una función f se mues¬ 
tra en la figura adjunta. Una antiderivada de f es F, la cual 
es continua en todo número y tiene los valores dados. Dibuje 
una gráfica posible de F. 

31. (a) E(0) = 3; 





(b) E(0) = 0 



( 


32. (a) E(0) = 1; 


34. (a) F( 0) = 0; 
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(b) F(0) = 0 


y 



35. F(~\) = 0, F(0) = 2, F(l) = 3 y F(2) = 0 


y 



36. F(- 4) = 0, F(-l) = 4, F(0) = 2yF(\) = 1 


y 



37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


El punto (3,2) está en una curva, y en cualquier punto (je, y) 
de la curva la recta tangente tiene una pendiente igual a 
2 i - 3. Determine una ecuación de la curva. 


La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) 
de una curva es 3 4x . Si el punto (9, 4) está en la curva, 
obtenga una ecuación de la misma. 


Los puntos (-1, 3) y (0, 2) están en una curva, y en cual¬ 


quier punto (x, y) de la curva 


d 2 y 

~d¿ 


4x. Deter¬ 


mine una ecuación de la curva. Sugerencia: considere 
d 2 y dy' , 

—i = , y obtenga una ecuación que contenga ay , 

dx l dx 

x y una constante arbitraria C¡. A partir de esta ecuación 
determine otra ecuación que involucre ay, i, Cj y C 2 . 
Calcule C¡ y C 2 a partir de las condiciones. 


Una ecuación de la recta tangente a una curva en el punto 
(1, 3) es y = x + 2. Si en cualquier punto (x, y) de la 

d 2 y 

curva, —ir = 6x, obtenga una ecuación de la curva. 
dx L 

Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 


En cualquier punto ( x , y) de una curva, 


d 2 y 

dx 2 


una ecuación de la recta tangente a la curva en el punto 
(1, 1) es y = 2 - x. Determine una ecuación de la curva. 
Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 


d ^ y 

En cualquier punto (x, y) de una curva —. 

dx 3 


2, y 


(1, 3) es un punto de inflexión en el que la pendiente de 
la recta de inflexión es -2. Obtenga una ecuación de la 
curva. 


Una función de costo marginal está definida por 
C'(x) = 3x 2 + 8* + 4 


y el costo general es de $6. Determine la función de costo 
total correspondiente. 

Una compañía ha determinado que la función de costo 
marginal para la producción de cierta mercancía está dada 
por C'(x) = 125 + 10x + |x 2 , donde C(x) dólares es 
el costo total de producción de x unidades de mercancía. 
Si los gastos generales son de $250, ¿cuál es el costo de 
producción de 15 unidades? 

La función de costo marginal está definida por 
C'(x) = 6x, donde CXx) es el número de cientos de dóla¬ 
res del costo total de producción de x unidades de cierta 
mercancía. Si el costo de 200 unidades es de $2 000, de¬ 
termine (a) la función de costo total y (b) el costo general. 

La función de ingreso marginal para cierta mercancía es 
R'(x) = 12 - 3x. Si x unidades son demandadas cuando 
el precio por unidad es de p dólares, obtenga (a) la fun¬ 
ción de ingreso total y (b) una ecuación que contenga a p 
y x (la ecuación de demanda). 

Para un artículo particular, la función de ingreso marginal 
está dada por R'(x) = 15 - 4x. Si x unidades son de¬ 
mandadas cuando el precio por unidad es de p dólares. 
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determine (a) la función de ingreso total y (b) una ecuación 
que contenga a p y x (la ecuación de demanda). 

48. La eficiencia de un trabajador está expresada como 
un porcentaje. Por ejemplo, si la eficiencia de un obrero 
en un momento particular está dada como 70%, entonces el 
trabajador se desempeña a un 70% de su potencial máxi¬ 
mo. Suponga que E% es la eficiencia de un trabajador a las 
t horas después de iniciar su trabajo, y que la tasa a la que 
E cambia es (35 - 8t)% por hora. Si la eficiencia del 
trabajador es de 81 % después de trabajar 3 horas, determine 
su eficiencia después de haber trabajado (a) 4 h y (b) 8 h. 

49. El volumen de agua de un tanque es V centímetros cúbi¬ 
cos cuando la profundidad del agua es de h metros. Si 
la tasa de variación de V con respecto a h es % (4/i 2 + 
12 h + 9), determine el volumen de agua en el tanque 
cuando la profundidad es de 3 m. 


50. Un coleccionista de arte compró por $1 000 un cuadro 
de un artista cuya obra aumenta de valor con frecuen¬ 
cia respecto al tiempo y de acuerdo a la fórmula 

= 5r 3 ^ 2 + lOt + 50, donde V dólares es el valor 
dt 

previsto de un cuadro t años después de su compra. Si esta 
fórmula fuese válida para los siguientes 6 años, ¿cuál 
sería el valor previsto del cuadro 4 años después? 

51. Sea/(x) = |x| y F definida por 


F(x) 


-I * 2 

2 

i* 2 

2 


si x < 0 
si 0 < x 


Demuestre que/es una antiderivada de/en (-oo, +oo). 


52. Sea 

si x < 0 
si 0 < x 

Demuestre que U no tiene antiderivadas en (-oo, +oo). 
Sugerencia: suponga que U tiene una antiderivada F en 
(-oo, +oo), y obtenga una contradicción al demostrar que 
del teorema del valor medio se deduce que existe un 
número k tal que F(x) = x + fcsix>0, y F(x) = k 
six < 0. 

53. Sea/(x) = 1 para todaxen (-1, 1), y sea 


U(x) = 


g(x) = 


si -1 < x < 0 
si 0 < x < 1 


Entonces /'(x) = 0 para toda x en (-1, 1) y g'(x) = 0 
siempre que g' exista en (-1, 1). Sin embargo, 
/( x) ^ g(x) + K para x en (-1, 1). Explique por qué el 
teorema 4.1.2 no se aplica. 

54. Sea 


f(x) = 


-1 si x < 0 

0 si x - 0 

1 si 0 < x 


y F(x) = | x |. Demuestre que F'(x) = f(x) si x * 0. ¿Es 
F una antiderivada de/ en (-oo, +oo)? Explique su 
respuesta. 


4.2 ALGUNAS TÉCNICAS DE ANTIDERIVACIÓN 

Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando únicamente los teo¬ 
remas de la sección 4.1. Por tanto, se deben aprender otras técnicas de 
antiderivación. En esta sección, se estudiarán técnicas que requieren la re¬ 
gla de la cadena para antiderivación y aquellas que implican un cambio 
de variable. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de diferenciar 2¡(1 + 

x 2 ) 10 se aplica la regla de la cadena para la diferenciación y se obtiene 
+ x 2 ) 10 ] = (1 + x 2 ) 9 (2x) 

Ahora suponga que se quiere antiderivar (1 + x 2 ) 9 (2x); esto es, se desea 
calcular 


(1 + x 2 ) 9 (2 xdx) 


( 1 ) 
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Con objeto de tener un procedimiento que pueda emplearse en tal situa¬ 
ción, considere 

g(x) = 1 + x 2 y g\x) dx = 2xdx (2) 

Entonces (1) puede escribirse como 

J [*«] 9 \g'(x)dx) (3) 

Del teorema 4.1.8, se tiene 

j u 9 du — ¿n 10 + C (4) 

Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4). 
De modo que 

| [«(x)] 9 ^'U) dx] = + C 

y con g(x) y g'(x) dx dados en (2) se tiene 

j (1 + x 2 ) 9 (2xdx) = ¿(1 + x 2 ) 10 + C 4 

La justiñcación del procedimiento utilizado para obtener el resultado 
del ejemplo ilustrativo 1 es proporcionada por el teorema siguiente, el cual 
es análogo a la regla de la cadena para diferenciación y se denomina regla de 
la cadena para antiderivación. 


4.2.1 Teorema Regla de la cadena para antiderivacion 


Sea g una función difefenciable y tea eJ contradommio de g algún 
intervalo I. Suponga que / es una función definida en / y que F es una 
uMideriveda de/en /. Entonces 

| /(gWHsWd*) = flg(x)) + C 

Demostración Por hipótesis, 

F'(g(x)) m f(g(x )) (5) 

Por la regla de la cadena para diferenciación, 

D x [F(g(x))] = F'(SW)U'W] 

Si se sustituye de (5) en esta ecuación se obtiene 
= /(*«)[*'«] 
de la cual se deduce que 

í f(g(x))fg'(x) dx] = F(g(x)) + C 


que es lo que se deseaba demostrar. 





312 CAPÍTULO 4 INTEGRAL PEFINIDA E INTEGRACIÓN 


Como un caso particular del teorema 4.2.1, del teorema 4.1.8 se tiene la 
generalización de la fórmula de la potencia para antiderivadas, la cual se 
establece a continuación. 


4.2.2 Teorema 


Si g es una función diferenciable y n es un número racional, entonces 

rt * -1 


í 


Ie(*}l" +1 

[«wrüj'UM*] = ■ . + c 


n + 1 


í 


► EJEMPLO J Evalúe 

V3* + 4 dx 

Solución A fin de aplicar el teorema 4.2.2, primero se escribe 
J ~j3x + 4 dx = j (3x + 4) 1/2 dx 
y observe que si 

g(x) = 3x + 4 entonces g'(x) dx =3 dx (6) 

Por tanto, se necesita un factor 3 junto a dx para obtener g'(x) dx. En con¬ 
secuencia, se escribe 


J (3x + 4) ,/2 dx = J 


(3x + 4 ) 1/2 dx = ¡(3x + 4) Ul \(3dx) 


|J(3^ + 4)>/ 2 (3 dx) 


Así, por el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (6), se tiene 
| J (3x + 4) 1 ' 2 (3 dx) = | ■ (3x + 2 4)3/2 + C 
= |(3.x + 4) 3/2 + C 


► EJEMPLO 2 Calcule 

J * 2 (5 + 2* 3 ) 8 dx 

y verifique la respuesta mediante diferenciación. 

Solución Observe que si 

g(x) = 5 + 2* 3 entonces g'(x) dx = 6x 2 dx (7) 


Como 
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se necesita un factor 6 junto a x 2 dx para obtener g'(x) dx. Por tanto, se escribe 


I 


x 2 (5 + 2;c 3 ) 8 dx 


■i/ 


(5 + 2x 3 ) 8 (6 x 2 dx) 


Si se aplica el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (7), se tiene 

gj (5 + 2x 3 )\6x 2 dx) = I ■ + C 

= ¿(5 + 2 X y + C 

Al verificar mediante diferenciación se obtiene 


D,[i(5 + 2x 3 ) 9 ] = ¿ • 9(5 + 2* 3 ) 8 (6* 2 ) 

= jc 2 (5 + 2* 3 ) 8 ◄ 

Si en la fórmula del teorema 4.2.1,/ es la función coseno, entonces F es 
la función seno y se tiene 


í 


cos(g(-r))[g'(x) dx\ = sen(g(jr)) + C 


Esta fórmula se aplica en el ejemplo siguiente. 


(8) 


^ EJEMPLO 3 Obtenga 

J xcosx 2 dx 

y apoye la respuesta gráficamente. 

Solución Si 


g(x ) = x 2 entonces g'(x) dx = 2x dx 
Como 


í 


x eos x 2 dx 


J (eos x 2 )(x dx) 


(9) 



/(jc) = x eos x 2 
NDERf |sen x 2 , jc) 

FIGURA 1 


se necesita un factor 2 junto a x dx para obtener g\x) dx. De modo que se 
escribe 


í 


x eos x 2 dx = i j (eos x 2 ) (2x dx) 

Al aplicar (8) con g(x) y g'(x) dx dadas en (9), se obtiene 


ií 


(eos x 2 ) (2xdx) = i sen x 2 + C 


Para apoyar la respuesta se traza la gráfica de la función definida por 
x eos x 2 y la gráfica de NDER( i sen x 2 , x) en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1], como se muestra en la figura 1, la cual 
indica que las dos gráficas son idénticas. ^ 
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Los detalles de las soluciones de los ejemplos anteriores pueden acortarse 
si no se establecen específicamente g(x) y g’(x) dx. De esta manera, la solución 
del ejemplo 1 toma la siguiente forma: 

J V3jc + 4 dx = i J (3* + 4)*/ 2 (3 dx) 

_ l (3a + A) 2 ' 2 
~ 3 I 

= |(3jc + 4 ) 3 ' 2 + C 

La solución del ejemplo 2 puede escribirse como 

J a 2 (5 + 2a: 3 ) 8 dx = ij (5 + 2 x 3 )*(6x 2 dx) 

1 (5 +2a 3 ) 9 . „ 

" 6- V~ + C 

= ¿(5 + 2 a 3 ) 9 + C 

y la solución del ejemplo 3 puede acortarse como sigue: 

j x eos x 2 dx = (eos x 2 X2a ¿a) 

= 1 sen x 2 + C 
2 

► EJEMPLO 4 Evalúe 

Solución Como d( 1 - 8a 3 ) = -24a 2 dx, se escribe 

= 4 (-¿)J(l - 8a 3 ) _4 (-24a 2 dx) 

_ 1 (1 - 8a 3 T 3 

" 6 -3 + L 

= _I_ + r 4 

18(1 - 8a 3 ) 3 

En ocasiones es posible calcular una antiderivada después de un cambio 
de variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 5 Calcule 


í 


Vi + a dx 
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Solución Sean 

u - 1 + x du = dx x = u - 1 
Entonces se tiene 


x 2 -J\ + x dx = 


(u - 1 ) 2 u^ 2 du 


(m 2 - 2 u + l)u^ 2 du 


= u 5 ¡ 2 du - 2 u 3 ! 2 du + 

J 


M l/2 


_ , U 3 ' 2 . K 3 / 2 

7 Z ' 5 + 3 


+ c 


= ?(1 + *) 7 / 2 - f (1 + x) 512 + |(1 + x) 312 + C ◄ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un método alternativo para 

la solución del ejemplo 5 consiste en considerar 

v = Vi + x v 2 = 1 + * 

x = v 2 - 1 dx = 2 v dv 


Entonces el cálculo toma la forma siguiente: 


j x 2 Vi + x dx = (v 2 


l ) 2 - v • ( 2 vdv) 


= 2 


• . . 

v 6 dv - 4 v A dv + 2 v 2 dv 


= fv 7 - jv 5 + §v 3 + C 


= ?(1 + x) 2 ! 2 - j(l + xf 2 + |(1 + *) 3/2 + C 
Al verificar mediante diferenciación se tiene 


D x [i¡{ 1 + x) l!l - |(1 + jc) 5/2 + | (1 + jt)3/2] 

= (1 + x) 5/2 - 2(1 + a:) 3 ^ 2 + (1 + x) 1/2 

= (1 + *) 1/2 [(1 + x) 2 - 2(1 + x) + 1], 

= (1 + *) 1/2 [1 + 2x + x 2 - 2 - 2x + 1] 

= * 2 vrrv ◄ 


► EJEMPLO 6 Evalúe 

sen VI 


r 


dx 


vi 

Solución Sean 

u = 4x y 


du — — 7 = dx 
2 V* 
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Por tanto, 

sen -Jx 


sen 4x , , f r ( 1 j 

—¡=?— dx = 2 sen V x \ —¡= dx 
) si x J \2s¡X / 


= 2 sen u du 


= -2 eos u + C 
= -2 eos sfx + C 


◄ 


► EJEMPLO 7 Calcule 


sjl - eos x dx 


Solución Sean 

u = 1 - eos x du — sen x dx 


Así, 


sen x a/1 - eos x dx = I u 1 ^ 2 du 


= |« 3 / 2 + C 
= |(1 - eos x^ 2 + C 


4 


► EJEMPLO 8 Evalúe / tan x sec 2 x dx mediante dos métodos: 
(a) sea u = tan x; (b) sea v = sec x. (c) Explique la diferencia aparente de 
las respuestas de los incisos (a) y (b). 

Solución 

(a) Si u = tan x, entonces du = sec 2 x dx. De modo que 


tan x sec 2 x dx = u du 


+ C 


i tan 2 * + C 


(b) Si v = sec x, entonces dv = sec x tan x dx. Por lo que 
tan x sec 2 xdx = J sec x (sec x tan x dx) 

= í v dv 


= 4- + C 


= ^ sec 2 x + C 
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(c) Como sec 2 x = 1 + tan 2 x, las funciones definidas por - tan 2 x y i sec 2 x 
difieren por una constante; de modo que cada una es una antiderivada 
de tan x sec 2 x. Además se puede escribir 

|sec 2 x + C = j(tan 2 x + 1) + C 
= i tan 2 x + i + C 

= i tan 2 x + K donde K = | + C ^ 


► EJEMPLO 9 Una herida está sanando de manera que t días a 
partir del lunes el área de la herida ha disminuido a una tasa de -3(f + 2)~ 2 
centímetros cuadrados por día. Si el martes el área de la herida fue de 2 cm 2 , 
(a) ¿cuál era el área de la herida el lunes? y (b) ¿cuál será el área prevista de 
la herida el viernes si continúa sanando a esa misma tasa? 

Solución Sea A centímetros cuadrados el área de la herida t días a partir 
del lunes. Entonces 


^ = -3(7 + 2) -2 
dt 


r 


A = -3 (t + 2)~ 2 dt 


Debido a que d(t + 2) = dt, se obtiene 
A = -3 • (í — ‘ + C 


A = 


t + 2 


-1 
+ C 


( 10 ) 


Como el martes el área de la herida fue de 2 cm 2 , se tiene que A = 2 cuan¬ 
do t = 1. Al sustituir estos valores en (10) se obtiene 

2 = 1 + C 
C = 1 


Por tanto, de (10) se tiene 
3 


A = 


t + 2 


+ 1 


( 11 ) 


(a) Para el lunes, t = 0. Sea A 0 el valor de A cuando t = 0. De (11), 

A 0 = |+1 

_ 5 

~ 2 

Conclusión: El lunes, el área de la herida es de 2.5 cm 2 . 

(b) Para el viernes, t = 4. Sea Á 4 el valor de A cuando r = 4. De (11), 

¿4 = ¡ + 1 
_ 3 


Conclusión: Para el viernes, el área prevista de la herida será de 
1.5 cm 2 . ^ 
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EJERCICIOS 4.2 


En los ejercicios 1 a 44, efectúe la antiderivación. Verifique 
el resultado, mediante diferenciación o apoye gráficamente la 
respuesta. 


i - 4 y dy 
xVx 2 - 9 dx 


x 2 (x 3 - 1 ) l0 dx 


x ¿ dx 


-dy 


2. J l¡3x - 4 dx 
4. j x(2x 2 + 1 fdx 

6. J 3x V? 

8 . f ■ -.i, 

J ^3s 2 + 1 

i. J x 4 J3x 5 - 

• í - 7 === * 

J VTT3 

14. J jc 3 (2 - x 2 ) 12 dx 
15. I V3 - 2x x 2 dx 16. f (x 3 + 3) ,/4 x 5 dx 


"I 
5 ‘ I 
7 ‘ / 
9 -/ 

1, J 

5 ■ I 


0 - 2y 4 ) 5 

(x 2 - 4x + 4) 4,J dx 10. 


dx 


5 dx 


x 4T +2 dx 
2r 


12 . 


(1 - r ) 7 


¿r 


7 -I 


17. eos 40¿0 


19. 6x 2 sen jc J ¿x 


• / sen 1 

‘/i 


j xdx 


fcos4r 2 df 


/ 

!L / 

23. J v esc 3y 2 cot 3v 2 dv 24. | r ¿ sec 2 r 3 dr 


sec 2 5x dx 


22. esc 2 20 dO 


"■I 

I 


25. I cosjc( 2 + senx^x 26. 


5 -/ 

27 . r ít+ —— 

J V jc 2 

29. J* 2 sen x \T + cos^ x ¿jc 


,. f-i 

J (i.+ 


eos X) 2 


dx 


28. 


IIF'Í 


eos 2 i sen t dt 


»•/ 

3,/ 

, J, 

35. f 2x — dx 

J Vx 3 + 3x 2 + 1 


30. | sen2x V2 - eos 2x ¿x 

32. f sen 3 Seos 0d0 
33. I (tan 2x + cot 2x) 2 dx 34. 


, Jt 

‘J 


3V7 


V7 


¿í 


36. J x(x 2 + I) -i/4 - 2x 2 - x 4 dx 

37 . r 31+3 d^ ■'•■.n 
J (3 - y) 2/3 

38. J sÍ3T1(s + 1 ) 2 d.t 39. J r ' /3 ^ l T 2)4 

*jwn^) 

4, j 
1 / 


di 


(x 2 + 4) 3i ' 2 


42. f 


Vi - 2x 2 


¿Jt 


43. J sen jc sen(cos x) dx 

44. f sec x tan x cos(sec x) dx 


45. La función de costo marginal para un artículo particular 
está dada por C'(x) = 3(5x + 4) -1 ^ 2 . Si el costo gene¬ 
ral es de $10, determine la función de cpsto, total. 

46. Para cierta mercancía la función de costo marginal está 
dada por C'(x) = 3 -J2x + 4 . Si el costo general es de 
cero, determine la función de cosoto total. 

47. Si x unidades son demandadas cuando el precio por uni¬ 
dad es de p dólares, obtenga una ecuación que contenga a 
p y x (la ecuación de demanda) de una mercancía para la 
cual la función de ingreso marginal está dada por 


R\x) = 4 + 10(x + 5)~ 2 


48. La función de ingreso marginal para un artículo particular 
está definida por R\x) = ab(x + b)~ 2 - c. Determine 
(a) la función de ingreso total; y (b) una ecuación que 
contenga a p y x (la ecuación de demanda) donde x uni¬ 
dades son demandadas cuando el precio por unidad es p 
dólares. 

49. ’ Si q coulombs es la carga eléctrica recibida por un con¬ 

densador de comente eléctrica de i amperes a los t se¬ 
gundos, entonces i = ¿í. Si i = 5 sen 60í y q = 0 
dt 

cuando t = | n , determine la mayor carga positiva del 
condensador. 

50. Realice el ejercicio 49 considerando ahora que i = 
4 eos 120íyq = 0 cuando t = 0. 

51. El costo de cierta pieza de maquinaria es de $700, y su 

valor disminuye con el tiempo de acuerdo con la fórmula 
dV -1 

— = - 500(t + 1) , donde V dólares es su valor t años 
dt 

después de su compra. ¿Cuál será su valor 3 años después 
de su compra? 

52. El volumen de agua de un tanque es V metros cúbicos 
cuando la profundidad del agua es de h metros. Si la tasa 
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de variación de V con respecto a h está dada por 
dV t 

— = n(2h + 3) , calcule el volumen del agua del 
dh 

tanque cuando su profundidad es de 3 m. 

53. Para los primeros 10 días de diciembre una célula vegetal 
creció de forma que t dias después del 1 de diciembre 
el volumen de la célula estuvo creciendo a una tasa de 
(12 - t) 1 mieras cúbicas por día. Si el 3 de diciembre el 

-volumen de la célula fue de 3pm 3 , ¿cuál fue el volumen 
el 8 de diciembre? 

54. El volumen de un globo crece de acuerdo a la fórmula 

¿y _ 2 

= -Ji + 1 + -zt, donde V centímetros cúbicos es 
dt 3 

el volumen del globo a los r segundos. Si V = 33 cuando 
1=3, determine (a) una fórmula de V en términos de i; 
(b) el volumen del globo a los 8 s. 

55. Evalúe / (2x + I) 3 dx mediante dos métodos: (a) de¬ 
sarrolle (2.x + l) 3 utilizando el teorema del binomio; 
(b) considere u = 2x + 1. (c) Explique la diferencia apa¬ 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 


56. Calcule } x(x 2 + 2) 2 dx mediante dos métodos: (a) de¬ 
sarrolle (x 2 + 2) 2 y multiplique el resultado por x; 
(b) considere u = x 2 + 2. (c) Explique la diferencia apa¬ 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 

57. Evalúe J kífí—, 11_ dx mediante dos métodos: (a) de¬ 
sarrolle (Vx - l) 2 y multiplique el resultado por x" 1 ^ 2 ; 
(b) considere u = Vx - 1. (c) Explique la diferencia 
aparente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 

58. Calcule / Vx - 1 x 2 dx mediante dos métodos: (a) consi¬ 
dere u = x - 1; (b) considere v = Vx - 1. 

59. Evalúe j 2 sen x eos x dx mediante tres métodos: (a) con¬ 
sidere u - sen x; (b) considere v = eos x; (c) utilice la 
identidad 2 sen x eos x = sen 2x. (d) Explique la dife¬ 
rencia aparente de las respuestas obtenidas en los incisos 
(a), (b) y (c). 

60. Calcule / esc 2 x cot x dx mediante dos métodos: (a) con¬ 
sidere u = cot x; (b) considere v = esc x. (c) Explique la 
diferencia aparente de las respuestas obtenidas en los in¬ 
cisos (a) y (b). 


4.3 ECUACIONES DIFERENCIALES Y MOVIMIENTO RECTILINEO 

Una ecuación que contiene una función y sus derivadas, o sólo sus derivadas, se 
denomina ecuación diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en 
muchos campos diversos. En esta sección se aplicarán dichas ecuaciones al 
movimiento rectilíneo en física. Posteriormente se aplicarán al crecimiento 
y decrecimiento, (o decaimiento) exponencial y al crecimiento logístico en 
química, biología, psicología, sociología, administración y economía. 

En la sección 4.1 se presentaron ecuaciones diferenciales simples; 
por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 6 de esa sección se tuvo la ecuación 
diferencial 


dy 

dx 


2x 


Algunas otras ecuaciones diferenciales simples son 

dy _ 2x3. 
dx 3y 3 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 


El orden de una ecuación diferencial es el orden de la derivada de ma¬ 
yor orden que aparece en la ecuación. Las ecuaciones (1) y (2) son de primer 
orden y (3) es de segundo orden. 

Una función / definida por y = f(x) es una solución de una ecuación 
diferencial si y y sus derivadas satisfacen la ecuación. Una de las ecuacio¬ 
nes diferenciales más fáciles de resolver es la ecuación de primer grado de 
la forma 


dy 

dx 


= /(x) 
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para la cual (1) es un ejemplo particular. Al escribir esta ecuación con dife¬ 
renciales se tiene 

dy = f(x) dx (4) 

Otro tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden es aquél de la forma 

dy _ g(x) 
dx h(y ) 

La ecuación (2) es un ejemplo particular de una ecuación de este tipo. Si esta 
ecuación se escribe con diferenciales, se obtiene 

h(y) dy = g(x) dx (5) 

Tanto en (4) como en (5), el miembro izquierdo contiene únicamente a la va¬ 
riable y, mientras que en el derecho tiene sólo a la variable x. Así, las variables 
están separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son ecuaciones di¬ 
ferenciales separables. 

Considere la ecuación (4), la cual es 

dy = f(x) dx 

Para resolver esta ecuación se deben encontrar todas las funciones G para las 
cuales y - G(x) tales que satisfacen la ecuación. De este modo, si F 
es una antiderivada de /, todas las funciones G están definidas por 
G(x) = F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Esto es, si 

d(G(x» = d(F(x) + C) 

= f(x) dx 

entonces la solución completa (o solución general) de (4) está dada por 
y = F(x) + C 

Esta última ecuación representa una familia de funciones que dependen 
de una constante arbitraria C, por lo que se denomina familia de funcio¬ 
nes de un parámetro. Las gráficas de estas funciones forman una familia 
de curvas de un parámetro en un plano, y sólo una curva de esta familia pasa 
por cualquier punto particular (jcj, y{). 


D> EJEMPLO IUUSTRATIVO 1 Suponga que se desea en¬ 
contrar la solución completa de la ecuación diferencial 

^ = 2x (6) 

dx 

Al separar las variables y escribir la ecuación con diferenciales se obtiene 
dy = 2x dx 

Si se antiderivan los dos miembros de la ecuación se tiene 



y+C] — x^ + C 2 





4.3 ECUACIONES DIFERENCIALES Y MOVIMIENTO RECTILÍNEO 321 


y 



y = x 2 + C 


FIGURA 1 


Como C 2 - C | es una constante arbitraria si C 2 y C] son arbitrarias, 
entonces se puede reemplazar C 2 - Cj por C, obteniéndose 

y = x 2 + C ■ (7) 

la cual es la solución completa de la ecuación diferencial ( 6 ). 

_ 2 La ecuación (7) representa una familia de funciones de un parámetro. 

= i La figura 1 muestra las gráficas de las funciones que corresponden a 

- o C = -4, C = -1, C = 0, C = 1 yC = 2. ◄ 

= -4 

Ahora considere la ecuación (5), la cual es 
h(y)dy = g(x)dx 

Si se antiderivan los dos miembros de esta ecuación, se tiene 

► X 

J h(y) dy = J g{x) dx 

Si H es una antiderivada de h, y G es una antiderivada de g, la solución com¬ 
pleta de (5) está dada por 

H(y ) = G(x) + C 


r EJEMPLO 1 Obtenga la solución completa de la ecuación 
diferencial 

dy _ 2x 2 
dx 3 y 3 

Solución Si la ecuación dada se escribe con diferenciales, se tiene 

3y 3 dy = 2 x 1 dx 

quedando las variables separadas. Al antiderivar los dos miembros de la 
ecuación se obtiene 

^|" 3y 3 dy = 2x 2 dx 

3y 4 _ 2 x 3 , C 
4 3 12 

9y 4 =8 x 3 + C 

la cual es la solución completa. 

Para obtener este resultado, primero se escribió la qqnstjmte sp^itraria 
como Cl 12 , de modo que al multiplicar ambos miembros de , 1 a ecuación por 
12 la constante arbitraria quede como C. ^ 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra cómo obtener una solu¬ 
ción particular de una ecuación diferencial de primer orden cuando se da una 
condición inicial. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de encontrar una so¬ 
lución particular de la ecuación diferencial ( 6 ) para la cual y = 6 cuando 
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x = 2, se sustituyen estos valores en (7) y se resuelve para C, obtenién¬ 
dose 6 = 4 + C, o C = 2. Al sustituir este valor de C en (7) se tiene 

y = x 2 + 2 

la cual es la solución particular deseada. ^ 

La ecuación (3) es un ejemplo de un tipo de ecuación diferencial de 
segundo orden 

= m 

Para resolver esta ecuación se necesitan dos antiderivaciones sucesivas, y la 
solución completa tendrá dos constantes arbitrarias. Por tanto, la solución 
completa representa una familia de funciones de dos parámetros, y las 
gráficas de estas funciones forman una familia de curvas de dos parámetros 
en un plano. El ejemplo siguiente muestra el método para obtener la solución 
completa de una ecuación diferencial de este tipo. 


d 2 y 

d? 


► EJEMPLO 2 

diferencial 


d 2 y 


= 4x + 3 


dx 2 

Solución Como 


Determine la solución completa de la ecuación 


d 2 y _ d_ í ¿y') 
dx 2 dx [dx) 


dy 

y considerando y' = —, se puede expresar la ecuación dada como 


dy 

dx 


4x + 3 


De este modo se tiene, con diferenciales, 
dy’ = (4x + 3) dx 
Al antiderivar, se obtiene 



(4x + 3) dx 


y' = 2x 2 + 3x + C] 


dy 

Debido a que y ’ = ~, y al sustituir en la ecuación anterior se tiene 
dx 


dy 


= 2x 2 + 3x + Ci 


dx ~ - 1 - 1 

dy = (2jc 2 + 3x + Cj) dx 


M 


(2x 2 + 3x + C\) dx 


y = I* 3 + \x 2 + C\x + C 2 


la cual es la solución completa. 
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► EJEMPLO 3 Obtenga la solución particular de la ecuación di¬ 
ferencial del ejemplo 2 para la cual y = 2 y y' = -3 cuando .r - 1. 

Solución Como y’ = 2x 2 + 2x + Cj, se sustituye -3 por y' y 1 por x, 
obteniéndose -3 = 2 +.3 + Cj, o C[ = -8. Al sustituir este valor de C¡ 
en la solución completa se tiene 

y = !* 3 + |* 2 - 8 x + C 2 

Puesto que y = 2 cuando x = 1, y al sustituir estos valores en la ecuación 
anterior se tiene 2 = % + | - 8 + CV de donde se obtiene C~¡ = —. 

3 2 L L 6 

Entonces la solución particular deseada es 

y = 2*3 + 2*2 - g* + £ ◄ 

En la sección 2.5 se dijo que cuando una partícula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a una ecuación de movimiento, r = /(f), la velocidad 
instantánea y la aceleración pueden determinarse de las ecuaciones 


v 


ds 

dt 


y 


a = 


dv 

dt 


Por tanto, si se tiene v o a como función de í, así como algunas condiciones de 
frontera, se puede determinar la ecuación de movimiento resolviendo la ecua¬ 
ción diferencial. El procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


► EJEMPLO 4 

acuerdo a la ecuación 


Una partícula se mueve a lo largo de una recta de 


v = 10 eos 2 nt 


donde v centímetros por segundo es la velocidad a los t segundos. Si el sentido 
positivo es hacia la derecha del origen y la partícula está a 5 cm a la derecha 
del origen al inicio del movimiento, determine su posición cuando t es igual a 
(a) 0.3, (b) 1.4, (c) 2.9 y (d) 3.6. Simule el movimiento en la graficadora y 
apoye las respuestas. 

Solución Sea s centímetros la distancia dirigida de la partícula a partir 
del origen a los t segundos. Como v = dsjdt , 


ds 

dt 

ds 


_ |0f 

2jt) 


10 eos 2nt 
lOcos 2k t di 

10 í eos 2nt dt 


eos 2nt(2ndt) 


s = — sen 2 nt + C 
n 

Puesto que s = 5 cuando t — 0, 
5 = — sen 0 + C 


C = 5 
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Por tanto, la ecuación de movimiento es 


s = — sen 2itt + 5 

71 

(a) Cuando t = 0.3, 

s = — sen 0.6 ic + 5 
n 

- 6.51 

(c) Cuando / = 2.9, 
i = — sen 5 . 87 T + 5 

K 

= 4.06 


(b) Cuando / = 1.4, 

s = — sen 2 . 87 / + 5 
n 

= 5.94 


(d) Cuando / = 3.6, 
i = — sen 7.2 tt + 5 

K 

= 4.06 


Ahora se simulará el movimiento en la graficadora sobre la recta 
y = 1. Con la graficadora en modo paramétrico, sean 

(x)t = — sen27TZ + 5 y y(/) = 1 
n 



FIGURA 2 


Considere los siguientes parámetros para el rectángulo de inspección: 
hnín = 0» ^máx = ^step = 0.01. T m f n = 0. -T m .; x = 7, — 1 , }mfn = — L 

>' m¡ ¡ x = 2, y y^i = 1 . Se presiona la tecla I trace I y después la tecla flecha a 
la izquierda, manteniéndose oprimida hasta que el cursor esté en / = 0. La 
figura 2 muestra la pantalla de la graficadora con la información siguiente: 
/ = 0, x = 5, y y = 1. Presione la tecla flecha a la derecha y manténgala 
oprimida. Observe el cursor, el cual representa la partícula que se mueve a lo 
largo de la recta y = 1. En la parte inferior de la pantalla de la graficadora se 
observa lo siguiente: cuando / = 0.3, x = 6.51; cuando / = 1.4, x = 5.94; 
cuando / = 2.9, x = 4.06; cuando / = 3.6, jt = 4.06. Estos valores apoyan 
las respuestas. 

Conclusión; A los 0.3 s la partícula está a 6.51 cm del origen; a los 1.4 s 
la partícula está a 5.94 cm del origen; a los 2.9 s la partícula está a 4.06 cm 
del origen; y a los 3.6 s la partícula está otra vez a 4.06 cm del origen. 4 


f 

t 



i I 


= o 

- s 


t 

s 

V 


= 0 
= 0 
= 128 




r = t 
s = 0 


v = v 


Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical y es atraído 
hacia la Tierra por la fuerza de gravedad, la aceleración debida a la gravedad 
varía con la distancia del objeto desde el centro de la Tierra. Sin embargo, 
para pequeñas variaciones de distancia la aceleración debida a la gravedad 
es casi constante. Si el objeto está cerca del nivel del mar, un valor aproxima¬ 
do de la aceleración debida a la gravedad es 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 . 


> EJEMPLO 5 Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba 
desde el suelo con una velocidad inicial de 128 pie/s. Considere que la única 
fuerza que actúa sobre la piedra es la aceleración debida a la gravedad. Deter¬ 
mine (a) qué tan alto llegará la piedra, y (b) qué tiempo le tomará a la piedra 
llegar hasta el suelo, (c) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b). (d) Detemine la rapidez de la piedra al 
llegar al suelo. 


FIGURA 3 


Solución El movimiento de la piedra se efectúa sobre una recta vertical. 
La figura 3 muestra el comportamiento del movimiento, donde las flechas 
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Tabla 1 


t 

s 

V 

0 

0 

* 128 


T 

0 

t 

0 

V 


indican la dirección del movimiento de la piedra sobre una recta vertical y el 
sentido positivo se considera hacia arriba. 

Sean t segundos el tiempo que transcurre desde que la piedra fue lanzada, 
s pies la distancia de la piedra desde el suelo a los t segundos, v pies por se¬ 
gundo la velocidad de la piedra a los t segundos y | v | la rapidez de la piedra 
a los t segundos. 

Cuando la piedra llega al suelo, s = 0. Sean 7 y v los valores particulares 
de í y v cuando s = 0 y t ^ 0. La piedra estará en su punto más alto cuando 
la velocidad sea cero. Sea s el valor particular de s cuando v = 0. La tabla 1 
presenta las condiciones de frontera. 

La aceleración debida a la gravedad es en el sentido hacia abajo y tiene 
un valor constante aproximado de -32 pie/s 2 . Como la aceleración está dada 
dv 

por —, se tiene 
v dt 

^ = -32 

dt 

dv = -32 dt 

j dv = -32 \ dt 
v = -32 1 + Cj 

Como v = 128 cuanto t — 0, se sustituyen estos valores en la ecuación an¬ 
terior y se obtiene C¡ = 128. Por tanto, 

v = -32 1 + 128 ( 8 ) 

Debido a que v = 

dt 

^ = -32 r + 128 
dt 

ds = (-32 1 + 128) dt 

\d‘- 

s = -16 í 2 + 128í + C 2 

Como í = 0 cuando t = 0, entonces C 2 = 0, y al sustituir 0 por C 2 en la 
ecuación anterior se obtiene 

í = -16í 2 + 128 r (9) 

(a) Para averiguar qué tan alto llegará la piedra, se necesita determinar s. 
Primero se determina el valor de t para el cual v = 0. De (8), t = 4 
cuando v = 0. En (9) se sustituye 4 por tys por s, obteniéndose 

T = -16(16) + 128(4) 

= 256 

Conclusión: La piedra llegará a 256 pie. 

(b) Para saber qué tiempo le tomará a la piedra llegar al suelo se necesita 
determinar T. Si se sustituye t por t y 0 por s en (9), se obtiene 


* 

(-32 1 + 128) dt 


0 = -16í(f - 8) 
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de donde t = 0 y t = 8. Sin embargo, el valor 0 ocurre cuando la piedra 
es lanzada. 

Conclusión: Le tomará 8 s a la piedra llegar al suelo. 

(c) Con Objeto de simular el movimiento de la piedra en la graficadora 
se considera que la piedra se mueve a lo largo de la recta vertical x = 2. 
Con la graficadora en modo paramétrico, sean 

x(t ) = 2 y y(t) = -16 1 2 + 128/ 

Considere los siguientes parámetros para el rectángulo de inspección: 
*mín = 0- tmáx = 8, ístep = *mín = *máx = 4, -^scl = 

y mfn = -100, y máx = 300, y >’ sc [ = 0. Se presiona la tecla ItraceI 
y después la tecla flecha a la izquierda, manteniéndose oprimida hasta 
que el cursor esté en / = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la graficado¬ 
ra como debe aparecer hasta este momento. Presione la tecla flecha a la 
derecha y observe que la piedra, representada por el cursor, se mueve 
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de la recta x = 2. Note que el máxi¬ 
mo valor que alcanza y es 256, el cual ocurre cuando / = 4, lo que apoya 
la respuesta del inciso (a). También observe que la piedra regresa al 
suelo (cuando y = 0) a los 8 s, lo que apoya la respuesta del inciso (b). 

(d) Para obtener v se utiliza (8) y se sustituye 8 por / y v por v, obteniéndose 

v = -32(8) + 128 , 

= -128 

Por tanto, |vj = 128 

Concliisión: La piedra llega al suelo con una rapidez de 128 pie/s. ^ 



[0, 4] por 1-100, 300] 
x(t) = 2 y y(r) = -16/ 2 + 128r 

FIGURA 4 


EJERCICIOS 4.3 


En los ejercicios 1 a 14, determine la solución completa de la 
ecuación diferencial. 

15. 

dy 

dx 

= x 2 - 2x - 4; y = -6 cuando x = 3 

i. 

dy _ 

dx 

4x - 5 

2. 

dy _ 
dx 

6 - 3x 2 

16. 

dy 

dx 

= (x + 1 )(jc + 2); y = - | cuando x = -3 

3. 

dy _ 
dx 

3x 2 + 2x - 7 

4. 

ds _ 
dt 

5 -J~s 

17. 

dy 

dx 

= — s ; y = i n cuando x = 

sen 2y l 2 

5. 

dy 

dx 

3 xy 2 

6. 

dy _ 
dx 

vfx + x 

4y - y 

18. 

ds 

dt 

= eos i/;s = 3 cuando t = 

2 3 

7. 

du _ 

3vy/l + u 2 

8. 

dy = 

x 2 v¡x 3 - 3 



= 4(1 + 3v) 2 ; u = -1 y = -2 cuando 

dv 

u 

dx 

? 2 

19. 

d u 
dv 2 

9. 

d y _ 

dx 

sec 2 x 
tan 2 y 

10. 

du 

dv 

eos 2v 
sen 3 h 


V ~ 

-1 

11. 

d 2 y 

dx 2 

= 5x 2 + 1 

12. 

d 2 y 

dx 2 

= a/2jc - 3 

20. 

d 2 y 

dx 2 

3 1 dy . , . 

= -p-; -v = j y Tx = ” cuando * = 

13. 

d 2 s 

= sen 3 / + eos 3 1 




En los ejercicios 21 a 32, una partícula se mueve a lo largo de 


dt 2 





una recta; a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 

14. 

d 2 u 





partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad de 

dv 2 

= tan v sec v 




la partícula y a pies por segundo por segundo es la acelera- 


ción de la partícula. Sugerencia para los ejercicios 29 a 32: 


En los ejercicios 15 a 20, obtenga la solución particular de 
la ecuación diferencial determinada por las condiciones 
iniciales. 


a 


dv _ dv ds 
dt ds dt 


dv 

ds 
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21 . v = -J2t + 4; í = 0 cuando 1 = 0. Exprese s en tér¬ 
minos de t. 

22 . v = 4-r;j = 0 cuando t = 2. Exprese s en términos 
de t. 

23 . n = 5-2r;v = 2ys = 0 cuando t = 0. Exprese vys 
en términos de I. 

24 . a = 17; v = 0 y s = 0 cuando 1 = 0. Exprese vysen 
términos de i. 

25 . a = t 1 + 2r; s = 1 cuando t = 0 y r = -3 cuando 
t = 2. Exprese v y r en términos de t. 

26. a = 3r - r 2 ; v = 2 y s = 1 cuando t = 1. Exprese v 
y s en términos de t. 

27 . a = -4^2 cos(2í - A;r);v = 2yr = 1 cuandoí = 0. 
Exprese v y i en términos de t. 

28 . a = 18 sen 3/; v = -6 y r = 4 cuando t = 0. Exprese v 
y j en términos de I. 

29 . a = 800; v = 20 cuando s = 1. Obtenga una ecua¬ 
ción que contenga avyi. 

30. a = 500; v = 10 cuando s = 5. Determine una ecua¬ 
ción que contenga a v y s. 

31 . a = 5s + 2; v = 4 cuando i = 2. Obtenga una ecua¬ 
ción que contenga avy j. 

32 . a = 2s + 1; v = 2 cuando i = 1. Determine una ecua¬ 
ción que contenga avys. 

En los ejercicios 33 a 52, no olvide definir las variables como 
números y asegúrese de escribir una conclusión. En los ejerci¬ 
cios 35 a 43, tenga en cuenta que la única fuerza que actúa es 
atribuida a la aceleración debida a la gravedad, considera¬ 
da como 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 hacia abajo. 

33 . Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centímetros por segundo es la velocidad de la 
partícula a los t segundos, entonces v = 9 sen 3 Jtt, donde 
el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
partícula se encuentra en el origen al iniciar el movimien¬ 
to, determine su posición cuando t es igual a (a) 0.6, 
(b) 2.5, (c) 4.8, y (d) 7.2. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye las respuestas. 

34 . Realice el ejercicio 33 considerando ahora que 
v = 2 eos A Kt. 

35 . Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 20 pie/s. (a) ¿Cuánto 
tiempo ascenderá la pelota? (b) ¿Qué tan alto llegará la 
pelota? y (c) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 
(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a)-(c). (e) ¿Con qué rapidez 
golpeará la pelota el suelo? 

36 . Realice el ejercicio 35 considerando ahora que la velo¬ 
cidad inicial es de 5 m/s. 

37 . Se deja caer una piedra desde lo alto del monumento a 
Washington, de 555 pie de altura, (a) ¿Cuánto tiempo le 
tomará a la piedra alcanzar el suelo? (b) ¿Con qué rapidez 
golpeará la piedra el suelo? 


38. Se lanza una pelota hacia abajo desde una ventana situada 
a 80 pie sobre el suelo con una velocidad inicial de 
-64 pie/s. (a) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 
y (b) ¿Con qué rapidez golperá la pelota .el suelo? 

39. Una mujer que se encuentra en un globo dejó caer sus bi¬ 
noculares cuando el globo se encontraba a 150 pie sobre el 
suelo y se elevaba a una tasa de 10 pie/s. (a) ¿Cuánto tiem¬ 
po tardarán los binoculares en llegar al suelo? y (b) ¿con 
qué rapidez se impactarán los binoculares el suelo? 



40. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de un edificio de 60 pie de altura con una velocidad 
inicial de 40 pie/s. (a) ¿Cuánto tiempo tardará la piedra en 
alcanzar su máxima altura? (b) ¿Cuál es su máxima altura? 
(c) ¿Cuánto tiempo tardará la piedra en pasar por la azotea 
del edificio en su regreso? (d) ¿Cuál es la velocidad en ese 
instante? (e) ¿Cuánto tardará la piedra en llegar al sue¬ 
lo? (f) ¿Con qué rapidez golpeará la piedra el suelo? 

41. Suponga que camina en el bosque y ve hacia arriba cómo 
una roca se desprende de un lado de un risco. Si su cabeza 
está a 200 pie debajo de la base de la roca en ese instante, 
(a) ¿cuánto tiempo tiene para alejarse de la trayectoria de 
la roca? (b) Si no se aleja de la trayectoria a tiempo, ¿con 
qué rapidez le golpeará la roca? 
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42. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 40 pie/s desde un punto a 20 pie del 
suelo, (a) Si v pies por segundo es la velocidad de la pelo¬ 
ta cuando está a s pies desde su punto de lanzamiento, 
exprese v en términos de s. (b) ¿Cuál es la velocidad de la 
pelota cuando está a 36 pie del suelo y se eleva? 

43. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 150 m/s desde un punto 2 m 
arriba del suelo, (a) Si s metros es la altura del proyectil 
desde el suelo a los t segundos, después de ser disparado, 
exprese s en términos de r, bajo la suposición de que la 
única fuerza que actúa sobre el proyectil es la atribuida a 
la aceleración debida a la gravedad, fb) ¿Qué tan alto, 
desde el suelo, estará el proyectil 4 s después de ser dis¬ 
parado? (c) ¿Cuánto tiempo tardará el proyectil en alcan¬ 
zar una altura de 500 m desde el suelo? 

44. Si un cohete se eleva desde el suelo con una aceleración 
constante de 22 m/s 2 , determine (a) la velocidad del cohete 
30 s después de que se lanzó y (b) ¿qué altura, desde el 
suelo, alcanzará el cohete en ese tiempo? 

45. Un transbordador espacial se eleva verticalmente con una 
aceleración constante de 10 yd/s 2 . Si un radar a 1 200 yd 
de la plataforma de lanzamiento lo sigue, ¿qué tan rápido 
gira el radar 8 s después del lanzamiento? 



46. Si una pelota se rueda a nivel del suelo con una velocidad 
inicial de 20 pie/s, y si la rapidez de la pelota disminuye a 
la tasa de 6 pie/s 2 debido a la fricción, ¿qué distancia 
recorrerá la pelota? 

47. Si el conductor de un automóvil desea aumentar la rapidez 
de 40 a 100 km/h mientras recorre una distancia de 
200 m, ¿qué aceleración constante debe mantener? 


48. ¿Qué aceleración negativa y constante debe aplicar un 
conductor para disminuir la rapidez de 120 a 60 km/h 
cuando se recorre una distancia de 100 m? 

49. Si se aplican los frenos de un automóvil que viaja a 
100 km/h y los frenos pueden darle al automóvil una 
aceleración negativa y constante de 8 m/s 2 , (a) ¿cuánto 
tardará el automóvil en detenerse y (b) ¿qué distancia 
recorrerá el automóvil antes de detenerse? 

50. Una pelota empezó a subir desde la base de un plano 
inclinado con una velocidad inicial de 6 pie/s. Si hubo 
una aceleración contraria al ascenso de 4 pie/s 2 , ¿qué 
distancia recorrió la pelota en el plano antes de comenzar 
a rodar hacia abajo? 

51. Si los frenos de un automóvil pueden darle una acelera¬ 
ción negativa y constante de 8 m/s 2 , ¿cuál es la máxima 
rapidez a la que puede viajar si es necesario detener el 
automóvil en un intervalo de 25 m después de que se 
apliquen los frenos? 

52. Un bloque de hielo se desliza por un conducto con una 
aceleración constante de 3 m/s 2 . El conducto mide 36 m 
de longitud y se requieren 4 s para que el bloque llegue 
hasta la parte más baja, (a) ¿Cuál es la velocidad inicial 
del bloque de hielo? (b) ¿Cuál es la rapidez del bloque de 
hielo cuando ha recorrido 12 m? (c) ¿Cuánto tiempo tar¬ 
dará el bloque de hielo en recorrer 12 m? 

53. La ecuación x 2 = A ay representa una familia de parábo¬ 
las de un parámetro. Determine otra familia de curvas de 
un parámetro tal que en cualquier punto (x, y) exista una 
curva de cada familia que pase por él y las rectas tan¬ 
gentes a las dos curvas en ese punto sean perpendiculares. 
Sugerencia: primero muestre que la pendiente de la recta 
tangente en cualquier punto (x, y), que no esté en el eje y, 
de la parábola de la familia dada que pasa por ese punto 
es 2y/x. 

54. Resuelva el ejercicio 53 si la familia de curvas de un 
parámetro tiene la ecuación x 3 + y 3 = a 3 . 

55. Si una partícula se mueve sobre una recta y se sabe que 
la aceleración es una función del tiempo, ¿qué condi¬ 
ciones iniciales deben conocerse también para obtener 
una ecuación que exprese la distancia de la partícula des¬ 
de el origen como una función del tiempo? Explique 
cómo determinaría esta ecuación. 


4.4 ARFA 



Probablemente tiene una idea intuitiva de que el área de una figura geo¬ 
métrica es la medida que, en alguna forma, proporciona el tamaño de la 
región encerrada por la figura. Por ejemplo, se sabe que el área de un rectángulo 
es el producto de su largo y su ancho, y el área de un triángulo es la mitad del 
producto de las longitudes de su base y de su altura. El área de un polígono 
puede definirse como la suma de las áreas de los triángulos en que puede ser 
descompuesto, y puede demostrarse que el área así obtenida es independien¬ 
te de cómo se descompuso el polígono en triángulos. Observe la figura 1. 

En esta sección, se define el área de una región en un plano si la región 
está limitada por una curva. Si desea saber por qué se tratarán tales áreas, la 


FIGURA 1 
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respuesta es que se establecerán los fundamentos necesarios para motivar 
geométricamente la definición de integral definida en la sección siguiente. 
Recuerde, se motivó geométricamente la definición de la derivada de una fun¬ 
ción como la pendiente de la recta tangente a la gráfica de la- función. Justo 
como con la derivada, después de haber establecido la integral definida verá 
que puede aplicarse la definición en una gran variedad de campos 

En el estudio del área se tratarán sumas de muchos términos,* de modo 
que se introduce una notación, llamada notación sigma, para facilitar la 
escritura de estas sumas. Esta notación requiere el uso del símbolo X, la letra 
sigma mayúscula del alfabeto griego. En el ejemplo ilustrativo siguiente se 
dan algunos ejemplos de la notación sigma. 


2 

I< 

i =-2 


;=i 
8 




Jfc = 3 ' 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


= l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 


= [3(— 2) + 2] + [3(— 1) + 2] + [3 • 0 + 2] + [3 • 

1 + 2] + [3 • 2 + 2] 

= (-4) + (-1) + 2 + 5 + 8 


= l 3 + 2 3 + 3 3 + . . . + n 3 


=I+I+i+I+I+I 

◄ 

3 4 5 6 7 8 


i 4.4.1 Definición de la notación sigma | 

n 

F(i) = F(m) + F(m + 1) + F(m + 2) + . . 

i=m 

donde my n son números enteros, ym í n. 

, + F(n- 1) + F(n) 


El miembro derecho de la ecuación de la definición consiste de la suma 
de (n - m + 1) términos, el primero de los cuales se obtiene al sustituir i 
por m en F(i), el segundo se obtiene al reemplazar i por m + 1 en F(i), y 
así sucesivamente, hasta que el último término se obtiene sustituyendo i por 
n en F(i). 

El número m se denomina límite inferior de la suma, y n se denomina 
límite superior de la suma. El símbolo i recibe el nombre de índice de la 
suma. Este es un símbolo “ficticio” porque cualquier otra letra puede em¬ 
plearse para este propósito. Por ejemplo, 

5 

k 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 

k=3 

es equivalente a 

¿ i 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 

1 = 3 


* N. del T. En estadística y otras disciplinas a estas sumas suele llamárseles sumatorias. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


De la definición 4.4.1, 


6 -2 

y — 

¡ét»* i 

i«3 , >• 


32 + 42 + 52 + 62 


3+1 4+1 5+1 6+1 


En ocasiones los términos de una suma contienen subíndices, como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

n 

X A¡ - + A 2 + ... + A n 

i=\ 

9 

kbfc — 4-b 4 + 5b$ + + Ib 7 + 8 ¿g + 9bg 

k-4 

4 

X f(x ¿) Ax = /Ut) Ax + /U 2 ) A* + f(x 3 ) Ax + f(x 4 ) Ax 4 

i -1 

Los teoremas siguientes tratan sobre el uso de la notación sigma, son 
útiles para ciertos cálculos y se demuestran fácilmente. 


4.4.2 Teorema 


^ c = en, donde c es cualquier constante. 

Demostración 


£c = c + c + ... + c (n términos) 

i=\ 


4.4.3 Teorema 


X c • F(i) = c Y F(i), donde c es una constante. 

¡=? “ 

Demostración 


X c • F(i) = c • F(l) + c ■ F(2) + c • F(3) + .. . + c • F(n) 

i = 1 

= c[F(l) + F(2) + F(3) + . .. + F(n)] 

= F(¿) 

;=1 


4.4.4 Teorema 


X IW + <K01 =* X + 

1=1 Í=1 i=l 
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La demostración del teorema 4.4.4 se deja como ejercicio (refiérase al 
ejercicio 43). El teorema 4.4.4 puede extenderse a la suma de cualquier nú¬ 
mero de funciones. 


4.4.5 Teorema 


I b '• ' t + C 

£ f(») = X W-nr) a> 

i=a+c 

y 

¿F(0= X W + c) <2) 

i=a i-a -c 

La demostración del teorema 4.4.5 se deja como ejercicio (vea el ejerci¬ 
cio 44). El ejemplo ilustrativo siguiente muestra la aplicación de este teorema. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la ecuación (1) del teo¬ 
rema 4.4.5, 

10 12 11 12 

X F(i) = X FU - 2) y X ¿2 = I - » 2 

1=3 /=5 /=6 i=7 

De la ecuación (2) del teorema 4.4.5 

10 8 11 6 

£ F{i) = £ F(i + 2) y X ' 2 = S + 5 > 2 4 

í=3 t=l i=6 i=l 


4.4.6 Teorema 


X WO - F(/ - 1)] = F(n) - F( 0) 

/=! 

Demostración 

X [/=■(/) - F(i - 1)] = X ¿ *■(« - 1) 

i=l Í=1 1 = 1 

En el miembro derecho de esta ecuación se escribe la primera suma en 
otra forma, y se aplica la ecuación (2) del teorema 4.4.5, con c = 1, a la se¬ 
gunda suma. Entonces 

X [F(i) - F(i - 1)] = ( X F(i) + Fin)] - X + 1) - 1] 

í=l v ¡=i ' ¡=l-i 

= X FU) + F(n) - X FU) 

1=1 f =0 

= X FU) + kn) - (f(0) + X FU) 

¡ = 1 t 1 = 1 


= F(n) - F( 0) 
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► EJEMPLO 1 Evalúe 

- 4'-') 

l*=S 1 i< t. 

Solución Del teorema 4.4.6, donde F(i) = 4*, se deduce que 

n 

X (4> _ 4‘->) = 4" - 4 o 

¡=i 

= 4" - 1 ◄ 

El teorema siguiente proporciona cuatro fórmulas para el cálculo con la 
notación sigma. Estas fórmulas pueden demostrarse mediante inducción 
matemática. También pueden demostrarse sin inducción matemática; vea los 
ejercicios 45-48. 


I 4.4.7 Teorema ¡ 

Si n es un número entero positivo, entonces 

y n(n + 1) 

á 2 


y ¡2 . n ( n + lX2n + 1) 

« 6 

tWrmuia 2) * 

Y - « 2 (« + l) 2 
ffl 4 

(Fórmala 3) í 

Y -4 R(R + 1X2r + lX3n 2 + 3n - 1) 

~ 30 

(jPónoui» 4) / 


► EJEMPLO 2 


Calcule 


X '(3 i - 2) 

Í = I 

Solución 

X '< 31 ' - 2) = X (3¿ :2 - 2i) 

ísi ¡=1 

= É( 3, ' 2 )+ Í> 2¿ ) 
/=] 1=1 

n « 

= 3 X ,2 ~ 2 X 1 

i—i í=l 


(por el teorema 4.4.4) 
(por el teorema 4.4.3) 


= 3 • _ 2 • 5ÍíL±i) (por las fórmulas 

6 2 l y 2) 

2n 3 + 3n 2 + n - 2a 2 - 2n 


2n 3 + n 2 - n 


2 
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FIGURA 3 


Antes de estudiar el área de una región plana, se indicará por qué se uti¬ 
liza la terminología “medida del área”. La palabra medida se refiere a un 
número (no se incluyen las unidades). Por ejemplo, si el área de un triángulo 
es 20 cm 2 , se dice que la medida del área del triángulo, en. centímetros cua¬ 
drados, es 20. Cuando la palabra medición se aplica, se incluyen las unidades. 
De este modo, la medición del área del triángulo es 20 cm 2 . 

Ahora considere una región R del plano como muestra la figura 2. La 
región R está limitada por el eje x, las rectas x = a y x = b, y la curva cuya 
ecuación es y = f(x), donde/es una función continua en el intervalo cerrado 
[a, b], Por simplicidad, se toma /(x) & 0 para toda x en [a, b]. Se desea asig¬ 
nar un número A a la medida del área de R, y utilizar un proceso de límite 
semejante al empleado en la definición del área de un círculo: El área de un 
círculo está definida como el límite de las áreas de los polígonos regulares 
inscritos cuando el número de lados aumenta sin límite. Intuitivamente, se ve 
que cualquiera que haya sido el número elegido para representar A, ese nú¬ 
mero debe ser por lo menos tan grande como el área de cualquier región 
poligonal contenida en R, y no debe ser mayor que la medida del área de 
cualquier región poligonal que contenga a R. 

Primero se define una región poligonal contenida en R. Se divide el in¬ 
tervalo cerrado [a, b] en n subintervalos. Para simplificar se consideran estos 
subintervalos de igual longitud, por ejemplo, Ax. Por tanto, A x — (b - a)/n. 
Los extremos de estos subintervalos se denotan por xq, x¡, x 2 , • ■ • , x„_ 1 > 

x„, donde xq = a, x¡ = a + Ax . x¡ = a + iAx, . . . , 

*„_] = a + (ti - 1) Ax, x n = b. El í-ésimo subintervalo se denotará por 
x,]. Como / es continua en el intervalo cerrado [a, b], es continua en 
cada subintervalo. Por el teorema del valor extremo, existe un número en cada 
subintervalo para el cual / tiene un valor mínimo absoluto. En el t-ési- 
mo subintervalo sea c¡ este número, de modo que /(c,) es el valor mínimo 
absoluto de/ en el subintervalo [x,_|, x,]. Considere los n rectángulos (o 
elementos de área), cada uno de ancho Ax unidades y altura de /(c, ) uni¬ 
dades (refiérase a la figura 3). Sea S„ unidades cuadradas la suma de las áreas 
de estos n rectángulos; entonces 

S n = /(C[) Ax + /(c 2 ) Ax + . . . + /(c¡) Ax + . . . + /(c„) Ax 
o, con la notación sigma, 

S,= 2f(ci) Ax (3) 

i =1 


y 

A 


o i 


y =/W 



Ai x 

a = x 0 x i 



X 


El miembro derecho de (3) proporciona la suma de las medidas de las 
áreas de los n rectángulos inscritos. De este modo, independientemente de 
cómo se defina A, debe ser tal que 

A > 5„ 

En la figura 3 la región sombreada tiene un área de S„ unidades cuadradas. 
A continuación se incrementará n. Específicamente, multiplique n por 2; en¬ 
tonces el número de rectángulos es el doble, y el ancho de cada rectángulo 
se redujo a la mitad. Esto se ilustra en la figura 4, la cual muestra el doble de 
los rectángulos de la figura 3. Al comparar las dos figuras, se observa que 
la región sombreada de la figura 4 parece que se aproxima más a la región R 
que la región de la figura 3. Así, la suma de las áreas de los rectángulos de la 
figura 4 está más próxima al número que se desea para representar la medida 
del área de la región R. 


FIGURA 4 
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Conforme n se incrementa, los valores de S„ determinados a partir de la 
ecuación (3) aumentan, y los valores sucesivos de S„ difieren uno del otro en 
cantidades arbitrariamente pequeñas. Esto se .demuestra en Cálculo avanza¬ 
do mediante un teorema que establece que si / es continua en [a, b], en¬ 
tonces conforme n crece sin límite, el valor de S n dado Joor (3) se aproxima 
al límite. Este límite es el que se toma como definición di la medida del área 
de la región R. 


4.4.8 Definición del área de una región plana 


Suponga que la función/es continua en el intervalo cerrado (a, £>], con 
f(x) 2 0 para toda x en [a, b], y que R es la región limitada por la curva 
y = /(*)> el eje .c y las rectas x = a y x - b. Divida el intervalo [a, b) 
en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b - a)¡n, y denote el 
i-ésimo subintervalo por jq). Entonces si f(c¡) es el valor de fun¬ 
ción mínimo absoluto en el i-ésimo subintervalo, la medida del área 
de la región R está dada por 


A = .tájE/taVA* 
1 = 1 


(4) 


Esta ecuación significa que para cualquier € > 0 existe un número 
N-> 0 tal que si n es un número entero positivo y 


si n > N -entonces 


X /(O Ax - A 

i=i 


< ( 


En la discusión anterior pudieron haberse considerado rectángulos cir¬ 
cunscritos en lugar de rectángulos inscritos. En este caso, se toman como me¬ 
didas de las alturas de los rectángulos los valores máximos absolutos de /en 
cada subintervalo. La existencia de un valor máximo absoluto de /en cada 
subintervalo está garantizada por el teorema del valor extremo. Las sumas 
correspondientes de las medidas de las áreas de los rectángulos circunscritos 
son por lo menos tan grandes como la medida del área de la región R, y pue¬ 
de demostrarse que el límite de estas sumas conforme n crece sin límite es 
exactamente el mismo que el límite de la suma de las áreas de los rectángulos 
inscritos. Esto también se demuestra en Cálculo avanzado. De esta manera, se 
puede definir la medida del área de la región R por 


n 

A = lím Y/(¿,-)Ax (5) 

ti— M-®® -f™ 

1 = 1 

donde f(d¡) es el valor máximo absoluto de /en [x,_ t , x¡\. 

La medida de la altura del rectángulo del i-esimo subintervalo en rea¬ 
lidad puede tomarse como el valor de la función de cualquier número del 
subintervalo, y el límite de la suma de las medidas de las áreas de los rectán¬ 
gulos será el mismo sin importar que números se hayan elegido. En la sección 
4.5 se extenderá la definición de la medida del área de una región como el 
límite de dicha suma. 


► EJEMPLO 3 Determine el área de la región limitada por la 
curva y = x 2 , el eje x y la recta x = 3 considerando rectángulos inscritos. 
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y 



FIGURA 5 


Solución La figura 5 muestra la región y el i-ésimo rectángulo inscrito. 
Aplique la definición 4.4.8 y divida el intervalo cerrado [0, 3] en n subinter¬ 
valos cada uno de longitud Ax: x 0 = 0, x¡ = Ax, x 2 = 2Ax , . . . , 
x¡ = iAx,. . . , x n _¡ = (n - l)Ax,x n = 3. Así, 

Ax = ^-2 y f(x) = x 2 
n 

3 

n 

Como/es creciente en [0, 3], el valor mínimo absoluto de/en el subin¬ 
tervalo [x M , xj es fixj_i). Por tanto, de (4) 


A = n |ím_ ¿/(x,_i) Ax 
1 = 1 


Debido a que x,_i = (i - l)Ax y /(x) = x 2 , entonces 
/(x¿_,) = [(i - 1) Ax] 2 
Por tanto. 


( 6 ) 


£/(x,_!)Ax = £(i - 1) 2 (Ax) 3 
í=i í=l 

Pero Ax = 3/n; de modo que 

X /(*¿-i) A * = X 


Í=1 


1=1 


= ^I(/-l) 2 

« él 


27 

„3 


£ i 2 - 2£ ¿ + £ i 

1=1 (=1 1=1 


y al aplicar las fórmulas 2 y 1 y el teorema 4.4.2 se obtiene 


n(n + l)(2n +1) - n(ñ + 1) 

-6-2-—y— + n 


£/(x,-i)Ax = Al 

27 2n 3 + 3 n 2 + n - 6 n 2 - 6n + 6n 

„3 


n J 6. 

9 2n 2 - 3w + 1 

2 ' n 2 


Entonces, de (6), 


A = lím 

/!—>+oo| 


9 2n 2 - 3n + 1 

2 ‘ n 2 


2 . lím ( 2 _ 2 + 4) 

2 n n 2 ) 


= |(2 - 0 + 0 ) 

= 9 


Conclusión: El área de la región es 9 unidades cuadradas. 
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y 



FIGURA 6 


y 



► EJEMPLO 4 Calcule el área de la región del ejemplo 3 consi¬ 
derando rectángulos circunscritos. 

Solución La figura 6 muestra la región y el ¿-ésimo rectángulo circuns¬ 
crito. Con rectángulos circunscritos, la medida de la altura del ¿-ésimo rectán¬ 
gulo es el valor máximo absoluto de /en el subintervalo [x,-_i, x¡], el cual es 
f(x¡). De (5) se tienfc 

n 

A = n ¡ím_ /(*;) Ax (7) 

" “ i = ] 

Como x¿ = i Ax, entonces/(i, ) = (i A*) 2 , y así 


jr f(x ¿) Ax = ¿ i 2 (Ax) 3 


í=i 


i=l 


- 27 y -2 
~ L , 1 

n ¡=1 


1Z 

n 3 


n(n + 1)(2 n + 1) 


9 2 n 2 + 3ra + 1 

2 ' n 2 


Por tanto, de (7), 


A = 


lím 

n 


9 

2 



=* > (como en el ejemplo 3) 


◄ 


P EJEMPLO 5 Aplique la definición 4.4.8 para calcular el área 
de la región trapezoidal limitada por las rectas x = 1 y x = 3, el eje x y la 
recta 2x + y = 8. Verifique la respuesta mediante la fórmula de geome¬ 
tría plana para el área de un trapecio. 

Solución En la figura 7 se presentan la región y el í-ésimo rectángulo 
inscrito. Se divide el intervalo cerrado [1, 3] en n subintervalos, cada uno 
de longitud Ax: xo = 1, xi = 1 + Ax, . . . , x¡ = 1 + ¿Ax, . . . , 
x„_i = 1 + (n - l)Ax, x„ = 3. 



n 


2 

n 


Al resolver la ecuación de la recta para y se obtiene y = -2x + 8. Por 
tanto,/(x) = -2x + 8, y como/es decreciente en [1, 3], el valor mínimo 
absoluto de / en el í-ésimo subintervalo [x,_ |, x,j es f(x¡). Debido a que 
x¡ = 1 + ¿Ax y /(x) = -2x + 8, entonces f(x¡) = -2(1 + ¿Ax) + 8, es 
decir,/(x,) = 6 - 2¿Ax. De (4), 
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n 

= lítri X [6 Ax - 2i(Ax) 2 ] 


= Hm — y i - ~ y í 

-4« h « 2 m . 

Del teorema 4.4.2 y de la fórmula 1 se tiene 

. ' r 12 8 n(n + 1 

A = hm — ■ n -=- • —^— 

«->+“[ n n ¿ 2 

= lím Í8 - - ) 


Conclusión: El área de la región es 8 unidades cuadradas. 

La fórmula de geometría plana para determinar el área de un trapecio es 
A = [h(b { + b 2 ) 

donde h, b¡ y b 2 son, respectivamente, el número de unidades de la longitud 
de la altura y de las dos bases, las cuales, para el trapecio de la figura 7 son 
paralelas al eje y. De esta fórmula se tiene que A = | (2)(6 + 2), esto es, A = 8, 
lo cual es acorde con el resultado obtenido anteriormente. A 


EJERCICIOS 4.4 


En los ejercicios 1 a 12, calcule la suma. 


1. X (3 i - 2) 

1 = 1 

3. ¿(i 2 + 1) 
1 = 1 
10 

5. £ a - I) 3 


2. X ( 5i + 4 ) 

í = Í 

4. ¿(' + D 2 

i = 1 
10 

6 . £ (< 3 - 1 ) 


100 r « t -1 n 

"■ rh] 1 \5 2 « ,íí > 

19. £ " 2 ')' 

/= 1 

20. £ [(3“* - 3*) 2 - (3 ¿_l - 3“* +1 ) 2 ] 


i=l i= i En los ejercicios 2] a 30, emplee el método de esta sección para 

5 6 2 determinar el área de la región; utilice rectángulos inscritos o 

7. ^ * i 8. ^ - 7-7 -— circunscritos, según se indique. Para cada ejercicio dibuje una 

í=2 y = 3 J figura que muestre la región y-el i-ésimo rectángulo. 

y y* 2 i y 1 ^ 21. La región limitada por y ~ x 2 , el eje x y la recta x = 2; 

¿fo 1 + í 2 rectángulos inscritos. 

4 /_n*+l 3 tylk. La región del ejercicio 21; rectángulos circunscritos. 

n. X v — 12. X t 4 -? ■» > 

k=\ k k =-2 * + 3 , A^la región sobre el eje x y a la derecha de la recta x - 1 

r, , ,, , ... , . limitada por el eje x, la rectas = 1 y la curva y = 4 - x 2 ; 

En los ejercicios 13 a 20, evalúe la suma utilizando los teo-r v , , 

v \ r rectángulos inscritos. 

remas 4.4.2 a 4.4. 7. A<S v* 


remas 4.4.2 a 4.4. 7. 


13. £ lili - 1) 


14. £ 3i (¿ 2 + 2) 


15. X ( 2 * - 2 * -1 > 16 - X ( 1QÍ + 1 " 10 ' > 

*=i /=i 


. .ni 24. La región del ejercicio 23; rectángulos circunscritos. 

u 7 

25. La región sobre el eje x y a la izquierda de la recta x = 1 

' limitada por la curva y las rectas del ejercicio 23; rectán¬ 

gulos circunscritos. 

26. La región del ejercicio 25: rectángulos inscritos. 
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S¡) 0>’P 

27. La región limitada por y = x 3 , el eje x y las rectas x = -1 39. f(x) = sen x, a = ^n,b= | K, n = 8, circunscritos 


y x = 2; rectángulos inscritos. 

28. La región del ejercicio 27; rectángulos circunscritos. 

29. La región limitada por y = a 3 + jr, el eje at y las rectas 
a: = -2 y a: = 1 ; rectángulos circunscritos. 


'. /(a) = eos x, a = 0, b = i n, n ■= 6, inscritos. 

JLo 2 


/(a) - -- 1 - *• - 5 




sen x, a = irt,b 


/(a) = eos a, a = 0, b 


= | rr; n = 8, inscritos. 

| K, n = 6, circunscritos. 


30. La región del ejercicio 29; rectángulos inscritos. 

31. Utilice el método de esta sección para calcular el área de 
un trapecio isósceles cuyas bases tienen medidas 6¡ y b 2 
y cuya altura tiene medida h. 

32. La gráfica de y = 4 - j x | y el eje a desde a = -4 a 
a = 4 forman un triángulo. Emplee el método de esta 
sección para calcular el área de este triángulo. 

En los ejercicios 33 a 36, determine el área de la región to¬ 
mando como medida de la altura del i-ésimo rectángulo f(m¡), 
donde m¡ es el punto medio del i-ésimo subintervalo. Suge¬ 
rencia: m¡ = 3 (x¡ + A,_]). 

\l> »* 1 

V 33. La región del ejemplo 3. 

o- ■ 

a “ 34. La región del ejercicio 22. 

■4' ‘ 

NJó 35. La región del ejercicio 23. 

y 

i-V 36. La región del ejercicio 26. 

En los ejercicios 37 a 42, se proporcionan una función f y los 
números n, a y b. Aproxime, con cuatro cifras decimales, el 
área de la región limitada por la curva y = /(a), el eje x y 
las rectas x = a y x = b, realizando lo siguiente: divida el 
intervalo [a, b\ en n subintervalos, cada uno de longitud Aa 
unidades y utilice una calculadora para obtener la suma de 
las áreas de los rectángulos inscritos o circunscritos (según 
se indique) que tienen cada uno un ancho de A A unidades. 

, (>¡*37. /(a) = -,a = 1,6 = 3, n = 10, inscritos. 

i/'38. /(a) = , a = 1,6 = 2,n = 12, circunscritos, 

x l 


43. Demuestre el teorema 4.4.4. 

44. Demuestre el teorema 4.4.5. 

45. Demuestre la fórmula 1 del teorema 4.4.7 sin utilizar in¬ 
ducción matemática; Sugerencia: escriba dos ecuaciones: 
(i) iguale la suma, en notación sigma, al + 2 + . . . + 
(n - 1) + n; (ii) iguale la suma, en notación sigma, a la 
suma de (i) en orden invertido. Después sume las ecua¬ 
ciones. de (i) y (ii), término a término y divida los dos 
miembros de la ecuación resultante entre 2. 

46. Demuestre la fórmula 2 del teorema 4.4.7 sin- utilizar in¬ 
ducción matemática. Sugerencia: 

¿ [i 3 - (i - l) 3 ] = ¿ (3 i 2 - 3 i + 1) 

i=l i=I 

Aplique el teorema 4.4.6 en el miembro izquierdo de esta 
ecuación; y en el miembro derecho aplique los teoremas 
4.4.2, 4.4.3,4.4.4 y la fórmula 1 del teorema 4.4.7. 

47. Demuestre la fórmula 3 del teorema 4.4.7. Sugerencia: 
i 4 - (i - l) 4 = 4i 3 - 6i 2 + 4¡ - 1, y use un método 
semejante al utilizado en el ejercicio 46. 

48. Demuestre la fórmula 4 del teorema 4.4.7. (Considere la 
sugerencia para los ejercicios 46 y 47). 

49. Explique la definición 4.4.8 en palabras sin emplear las 
palabras límite o se aproxima a o los símbolos No € . 


4.5 INTEGRAL DEFINIDA 


En la sección 4.4, para llegar a la definición de la medida del área de una 
región plana como 


lím 

n —» + oo 


X f( c i)^ x 

i-\ 


( 1 ) 


se dividió el intervalo cerrado [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud 
Aa, y se tomó c, como el punto del í-ésimo subintervalo para el cual / tiene 
un valor mínimo absoluto. También se restringieron los valores de función 
/(a) a valores no negativos en [a, b] y se pidió que/fuese continua en [a, b]. 
El límite en (1) es un caso especial de un “nuevo tipo” de proceso de lími¬ 
te que conduce a la definición de la integral definida. Ahora se discutirá este 
“nuevo tipo” de límite. 

Sea/una función definida en el intervalo cerrado [a, b]. Divida este in¬ 
tervalo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 puntos intermedios 
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entre ay b. Sean xq = a y x n = b, y sean jq, x 2 , . . . , ¡ los puntos inter¬ 

medios de modo que 


*o < < *2 < • • • < x n-\ < x„ 

Los puntos xq, X), x 2 , . . . , *„-i> x n n0 son necesariamente equidistantes. Sea 
A|X la longitud del primer subintervalo de modo que Ajjc = xj - x 0 ; 
sea A 2 x la longitud del segundo subintervalo de modo que A 2 x = x 2 - x¡; 
y así sucesivamente de modo que la longitud del t'-ésimo subintervalo es 
x, y 


V = x¡ - x¡_\ 


y 



Al conjunto de estos subintervalos del intervalo [a, b] se le denomina par¬ 
tición del intervalo [a, b]. Sea A dicha partición. La figura 1 ilustra una de 
estas particiones A de [a, b}. 

—i-1-1-1-1-1-1—► 

a- Xq *, x 2 x 3 x 4 x n _i x„ = b 

FIGURA 1 


La partición A contiene n subintervalos. Uno de estos subintervalos es 
el más largo; sin embargo, puede haber más de uno. La longitud del subin¬ 
tervalo más largo de la partición A se llama norma de la partición y se de¬ 
nota por || A ||. 

Elija un punto en cada subintervalo de la partición A; sea w, el punto 
elegido en [xq, xj] de modo que x 0 £ nq <, xy. Sea w 2 el punto elegido en 
[xj, x 2 ] de modo que x t < w 2 <, x 2 y así sucesivamente, de modo que w¡ 
es el punto elegido en [x,_ f , x ( ] y x M < w¡ < x,. Considere 

f{w\) A,x + f(w 2 ) A 2 x + . . . + f(w¡) A¡x + ... + f{w n ) A n x 


o bien 

¿ /(w,) A¿x (2) 

1=1 

Esta última suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor al ma¬ 
temático alemán Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que /(x) = 10 - x 2 , 

con 0.25 < x < 3. Se calculará la suma de Riemann para la función / en 
[0.25, 3] para la siguiente partición A: x 0 = 0.25, x l = 1, x 2 = 1.5, 
x 3 = 1.75, X 4 = 2.25, X 5 = 3,yHq = 0.5, w 2 = 1.25, w 2 = 1.75, W 4 = 2, 
w 5 = 2.75. 

La figura 2 muestra la gráfica de/en [0.25, 3] y los cinco rectángulos, 
cuyas áreas son los términos de la suma de Riemann siguiente: 


5 

X fiw,) A,x = f(w\) A[X + f(w 2 ) A 2 x + f(w 2 ) A 3 x + /(w 4 ) A 4 x + f(w 5 ) A 5 x 
i=l 


— /(0.5)(1 - 0.25) +/(1.25)(1.5 - 1) +/(1.75)(1.75 - 1.5) +/(2)(2.25 - 1.75) +/(2.75)(3 - 2.25) 
= (9.75)(0.75) + (8.4375X0.5) + (6.9375)(0.25) + (6)(0.5) + (2.4375)(0.75) 

= 18.09375 
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La norma de la partición A es la longitud del subintervalo más largo; en 
consecuencia, || A || = 0.75. 4 

En la definición anterior de (2) como una suma de Riemann, los valores 
de función no se restringieron a valores no negativos. Por tanto, algunos de 
los f{w¡) podrían ser negativos. En tal caso la interpretación geométrica de la 
suma de Riemann sería la suma de las medidas de las áreas de los rectángu¬ 
los que están sobre el eje x y los negativos de las medidas de las áreas de los 
rectángulos que se encuentran debajo del eje x. Esta situación se ilustra en la 
figura 3. Aquí, 

10 

X /(w,) A,x = + A 2 - A 3 - A 4 - A 5 + Ag + Aj - A g - Ag - A 10 

i—1 

porque/( h' 3 ),/(w 4 ),/(w 5 ),/(w 8 ),/<><>) y/(w 10 ) son números negativos. 

Ahora suponga que para la función /en (2) existe urínúmero L tal que 

n 

I ^ f( w j) A pe - L | puede hacerse tan pequeño como se desee para todas 
/=1 

las particiones A cuyas normas sean suficientemente pequeñas, y para cual¬ 
quier en el intervalo cerrado [x,_|, jcJ, i = 1, 2, . . . , n. En tal caso se 
dice que / es integrable en \a, b]. 


y 



FIGURA 3 


4.5.1 Definición de función integrable en un intervalo 
cerrado 



Sea /una función cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b]. Se 


dice que / es integrable en [a, b ] si existe un número L que satisfa¬ 
ce la condición de que. para cualquier e > 0. existe una 8 > 0 tal que 
para toda partición A para la cual || A || < 8, y para cualquier w¡ del 
intervalo cerrado fo-i, jq], i = 1, 2,.... n, entonces 



/(w¡) A,x - 


L 


< € 


(3) 


Esta situación se representa como 


llm 

l¡a||-*o 


I 




f(w¡) A¡x = 



(4) 
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Esta definición establece que, para una función / definida en el inter¬ 
valo cerrado [a, b], se puede aproximar los valores de las sumas de Riemann 
a L tanto como se desee tomando las normas || A || de todas las particiones A 
de [a, b\ suficientemente pequeñas para todas las posibles elecciones de los 
números w¡ para los cuales x,_i < w¡ < x¡, i = 1,2 ,..., n. 

Observe que el proceso de límite dado por (4) es diferente del que se 
estudió en el capítulo 1. De la definición 4.5.1, el número L en (4) existe si 
para cada € > 0 existe una S > 0 tal que para toda partición A para la cual 
|| A ¡| <8, y para cualquier w, del intervalo cerrado [jc i _ 1 , x,], i = 1, 
2,... ,n, entonces la desigualdad (3) se cumple. 

En la definición 1.5.1 se tuvo 


lím f(x) = L (5) 

x—ta 

sí para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

siO< | x - a | < 8 entonces |/(x) - L | < € 


En el proceso de límite (4), para una 8 > 0 particular existe un número in¬ 
finito de particiones A que tienen norma || A || < 8 . Esto es análogo al he¬ 
cho de que en el proceso de límite (5), para una 8 > 0 dada existe un 
número infinito de valores de x para los cuales 0 < | x - a \ < 8 . Sin em¬ 
bargo, en el proceso de límite (4) para cada partición A existe un número in¬ 
finito de elecciones de w¿. Es en este aspecto en el que difieren los dos, 
procesos de límite. 9 ^^ 

El teorema 1.5.16, demostrado en la sección suplementaria 1.5, esta¬ 
blece que si el número L en el proceso de límite (5) existe, entonces es único. 
De manera semejante se puede demostrar que si existe un número L que sa¬ 
tisfaga la definición 4.5.1, entonces es único. Ahora puede definirse la 
integral definida. 


4.5.2 Definición de integral definida 


Si fes una función definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces la 
integral definida de/de a a b, denotada por J* /(x) dx, está dada por 


í 


f(x)dx = lím 
l|a||-*° 


/(w^AfX 


( 6 ) 


si el límite existe. 


Observe que la oración “la fuhción / es integrable en el intervalo 
cerrado [a, b]” equivale a la oración “la integral definida de / de a a b 
existe”. 

En la notación de la integral definida f* f(x) dx, f(x) es el integrando, 
a es el límite inferior, y b es el límite superior. El símbolo j es el signo de 
integración. El signo de integración se parece a la letra mayúscula S, el cual 
es apropiado porque la integral definida es el límite de una suma. Es el mismo 
símbolo que se ha utilizado para indicar la operación antiderivación. La razón 
para emplear el mismo símbolo se debe a que un teorema (4.7.2), llamado 
segundo teorema fundamental del Cálculo, permite evaluar una integral de¬ 
finida mediante una antiderivada (también denominada integral indefinida). 

El teorema siguiente proporciona condiciones que garantizan el hecho 
de que una función es integrable en un intervalo cerrado dado. 
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4.5.3 Teorema 


Si una función es continua en el intervalo cerrado [a. b], entonces es 
integrable en la, b]. 

La demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro 
y puede encontrarse en textos de Cálculo avanzado. La condición de que / 
es continua en [a, b], es suficiente para garantizar que/es integrable en [a, b], 
mas no es una condición necesaria para la existencia de la integral definida. 
Esto es, una función puede ser integrable en un intervalo cerrado aunque no 
sea continua en ese intervalo. Cuando estudie integrales impropias en el 
capítulo 7, encontrará algunas funciones de este tipo. En el comienzo de esta 
sección se dijo que el límite empleado en la definición 4.4.8 para definir la 
medida del área de una región es un caso especial del límite utilizado en 
la definición 4.5.2 para definir la integral definida. En el estudio de área, 
en intervalo [a, b] se dividió en n subintervalos de igual longitud. Tal par¬ 
tición del intervalo [a, b ] se llama partición regular. Si Ax es la longitud de 
cada subintervalo de una partición regular, entonces cada A¡x = Ax, y la 
norma de la partición es Ax. Al sustituir esto en (6) se obtiene 


/' 

Ja 


f(x) dx = lim V /(w.) Ax 


1=1 


Además, 


Ax 



y 



(7) 


Así, 


lím Ax = 0 


lím n = +oo 


La razón de que ^lím^/i = +oo es que b > a y Ax se aproxima a cero a 
través de valores positivos (porque Ax > 0). A partir de estos límites se 
concluye que 

Ax —> O es equivalente a n —» +oo ’ \ 

De modo que de este enunciado y de (7), se tiene 

■b n 


• i 

Ja 


/(x) dx = lím Y f(w,)Ax 

n —> 4- °a ^ 

1=1 


( 8 ) 


Si se compara el límite de la definición 4.4.8 con el límite del miembro 
derecho de (8), se tiene el primer caso 


lím Y, m Ajc 

! = l 


(9) 


donde/(c,) es el valor de función mínimo absoluto en [x,_[, x,]. En el se¬ 
gundo caso se tiene 


lím y/(w,-)A* 

n—* + oo 


( 10 ) 


donde w, es cualquier número del intervalo [x,_i, xj. 
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Si la integral definida }* f(x) dx existe, es el límite de todas las sumas 
de Riemann de/en [a, b] incluyendo las de (9) y (10). Debido a esto, se rede¬ 
fine el área de una región de manera más general. 


y 



FIGURA 4 


y 



y 



4.5.4 Definición del área de una región plana 


Sea / una función continua en [a, b] y /( x) 2 0 para toda x en 
[a, b]. Sea R la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y las 
rectas x = a y x — b. Entonces la medida A del área de la región 
R está dada por 


A= „ |f ® X /{*)) A i* 


r 


f{x) dx 


De esta definición, si / es continua en [a, b] y f(x) > 0 para toda x en 
[a, ¿>], entonces la integral definida }*/(*) dx puede interpretarse geométri¬ 
camente como la medida del área de la región R mostrada en la figura 4. 


. EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 3 de la sec¬ 
ción 4.4, se mostró que el área de la región limitada por la gráfica de 
f(x) = x 2 , el eje x y la recta x = 3 es 9 unidades cuadradas. Como f(x) > 0 
para toda x en [0, 3], se concluye que 



► EJEMPLO 7 Calcule el valor de cada una de las siguientes 

integrales definidas interpretándolas como la medida del área de una región 

plana: (a) f 0 3 x dx; (b) J 3 , -^9 - x 2 dx; (c) ¡ 2 _ 2 (2 - | x \) dx. 

Solución 

(a) Con f(x) = x, la figura 5 muestra la región triangular limitada superior¬ 
mente por la gráfica de/, inferiormente por el eje x, y por la derecha por 
la recta x = 3. De la fórmula para el área de un triángulo, el número 
de unidades cuadradas del área es | (3)(3) = f. Por tanto. 



(b) El integrando de la integral definida dada es ^9 - x 2 , el cual se denota 
por g(x). La gráfica de g es una semicircunferencia con centro en el origen 
y radio 3. La figura 6 muestra la región limitada por arriba por esta 
semicircunferencia y por debajo por el eje x, en el intervalo [-3, 3], El 
área de esta región es la mitad del área de la región encerrada por la 
circunferencia completa. Como el área de la región circular está dada por 
nr 2 , se tiene 



FIGURA 6 
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y 



(c) Con h(x) = 2 - | x |, se dibuja la gráfica de h en el intervalo [-2, 2] y 
se obtiene la figura 7. Observe que la región limitada por la gráfica de h 
y el eje x es un triángulo de base 4 y altura 2. Como el número de unida¬ 
des cuadradas del área de esta región triangular es i (4)(2) = 4, se tiene 



◄ 


De igual forma en que la mayoría de las graficadoras pueden aproxi¬ 
mar valores de derivadas numéricas, también pueden aproximar valores de 
integrales definidas. Para obtener estas aproximaciones se aplican varias 
técnicas numéricas. Aprenderá algunas de estas técnicas en la sección 7.6. Se 
representará una aproximación de la integral definida j* f(x) dx, obtenida en 
la graficadora, mediante la notación 


N1NT(/(jc), a, b) 


Debido a las diferentes técnicas utilizadas para aproximar integrales defini¬ 
das, los valores de NINT(/(x), o, b) pueden variar dependiendo de la grafica¬ 
dora y de la tolerancia especificada. Pero generalmente, las respuestas dadas 
por la mayoría de las graficadoras serán acordes al menos con cinco dígi¬ 
tos significativos. Se usará una tolerancia de 10 -5 y se expresarán las res¬ 
puestas con seis dígitos significativos a menos que otra cosa se indique. Se 
empleará el signo igual, “=”, en dichos cálculos para expresar aproxima¬ 
damente igual con seis dígitos significativos. Consulte el manual del usuario 
sobre cómo obtener NINT(/(x), a, b) en su graficadora particular. 


: EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para obtener una aproxima¬ 

ción de la integral definida del ejemplo ilustrativo 2, se calcula en la gra¬ 
ficadora 

NINT(x 2 , 0, 3) = 9.00000 

lo cual es acorde con la respuesta del ejemplo ilustrativo 2. 4 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1 (b) se obtu¬ 
vo el valor exacto | n de la integral definida ¡ 3 3 ■*]9 - x 2 dx. En la grafica¬ 
dora se obtiene 

NINT(V9 - x 2 , -3, 3) = 14.1372 

Debido a que \n ~ 14.1372, esta respuesta es acorde con la respuesta del 
ejemplo I (b). 4 


W EJEMPLO 2 Obtenga una aproximación de sen x dx 

calculando NINTfsen x, 0, 2n). Interprete la respuesta en términos de área. 

* 

Solución En la graficadora, NINTísen x, 0, 2 ti) = 0. Así 
r2tt 

sen x dx = 0 

Jo 
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La gráfica de la función seno de 0 a 2 n se muestra en la figura 8 . Sean 
A l unidades cuadradas y A 2 unidades cuadradas las áreas de las regiones li¬ 
mitadas por la curva senoidal y el eje x en los intervalos [0, 7l\ y [tc, 2 7T], 
respectivamente. Entonces, como A l y A 2 son iguales, se tiene 

[ 2 ‘' 

sen x dx = A\ — A 2 

Jo 

= 0 


y 



FIGURA 8 ◄ 

En la definición 4.5.2, como se ha dado el intervalo [a, tí], se supone que 
a < b. Para determinar la integral definida de una función /de a a b, cuando 
a > b, o cuando a = b, se tienen las definiciones siguientes. 


4.5.5 Definición de I b f[x) dx si a 


Si a > h y ¡. f(x) dx existe, entonces 


J f(x) dx = - J f(x) dx 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

j Q 3 x 2 dx = 9. Por tanto, 




x 2 dx 


= -9 


Del ejemplo ilustrativo 2, 


◄ 


4.5.6 Definición de 1 ° f(x) dx 


Si f(a) existe, entonces 
a 

f(x) dx = 0 


f 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

í x 2 dx = 0 
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El proceso para calcular el valor exacto de una integral definida a partir 
de la definición determinando el límite de una suma, como se hizo en la sec¬ 
ción 4.4 para obtener áreas de regiones planas, es demasiado tedioso y casi 
imposible. Sin embargo, los dos teoremas fundamentales del Cálculo, presen¬ 
tados en la sección 4.7, proporcionan un método más conveniente para este 
cálculo. Para demostrar estos dos teoremas importantes se necesitan algunas 
propiedades de la integral definida, las cuales se estudian en el resto de esta 
sección y en la sección 4.6. 

Primero se presentarán los dos teoremas siguientes acerca de las sumas 
de Riemann. 


4.5.7 Teorema 


Si A es una partición del intervalo cerrado [a, ¿»], entonces 

n 

lím > A, -je = b - a 
11*11-0 jíí 

Demostración 



(b - a) = (b - a) - (b - a) 
= 0 


En consecuencia, para cualquier € > 0, cualquier elección de S > 0 ga¬ 
rantiza que 

n 

si || A || < S entonces ^ A¡x - (b - a) < € 

i=1 

Así, por la definición 4.5.1, 


lim 

ll*ll-o 




4.5.8 Teorema 


Si/está definida en el intervalo cerrado [a, b), y si 


lím 

ll*ll-o 


n 

S 

i.i 


/<»*,) A ¡x 


existe, donde A es cualquier partición de [a, b], entonces si * es cual¬ 
quier constante, 



Um A¡* = * lim £ /( w ¡) Ax 

||a||—o i= i ll*ll—o j=i 

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer¬ 
cicio 54). 

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refiérase a la figura 9. Si 

/fe > 0, la integral definida ] a k dx proporciona la medida del área del rec- 


FIGURA 9 
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tángulo cuyas dimensiones son k unidades y (b - a) unidades. Este hecho 
es una interpretación geométrica del teorema siguiente cuando k > 0 y 
b > a. ^ 


4.5.9 Teorema 


.i.-* i '-.i,:-', .<, 

Si ib es cualquier constante, entonces 


£ 


b m- i n, 

kdx = ¿(i> - a) 


Demostración De la definición 4.5.2, si b > a , entonces 


f 

Ja 


f(x) dx = lím jr /(w f ) A ¿ a 


í=1 


Si /(jc) = k para todo x en [a, ¿»], de la ecuación anterior se tiene 
' b n 

kdx = lím ^ £ A,-x 


f 


1=1 


* = k lím y A¿x 

llAlho fr\ 

= k(b - a) 


(por el teorema 4.5.8) 
(por el teorema 4.5.7) 


El teorema también es válido si a > b. Se le pedirá que demuestre esto en 
el ejercicio 55. ■ 


► EJEMPLO 3 


Evalúe 


í 


4 dx 


Solución Al aplicar el teorema 4.5.9, se tiene 

•5 

4 dx = 4[5 - (-3)] 


■: 

J -3 


= 4(8) 
= 32 


4.5.10 Teorema 


Si la función/es integrable en el intervalo cerrado [a, b], y si ib es cual¬ 
quier constante, entonces 

|" kf{x) dx = k í f(x) dx 
Ja Ja 


n 

Demostración Como / es integrable en [a, ti], lím ^ /( w¡) A¡x 
existe; de modo que por el teorema 4.5.8, INI-» 0 /=t 


n n 

lím X k f( w i) A ,x = k lím £ f(w¡) A¡x 
INbo fr\ I|a||—> o fr[ 





348 CAPÍTULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACIÓN 


Por tanto, 


f 

Ja 


kf(x) dx 


f - 

k f(x) dx m 




4.5.11 Teorema 


Si la» fijaciones/y g son integrables en [a, b], entonces f + ge s inte¬ 
grable eh [a, b\ y 


f 

Ja 


[/(*) + g(x)]dx 


= í f{x) dx + í g(x) dx 
Ja Ja 


La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. Observe la semejanza del teorema 4.5.11 y el teorema de límites 4 
(1.5.5), el límite de la suma de dos funciones. La demostración de los teo¬ 
remas son similares. 

El signo más en el enunciado del teorema 4.5.11 puede reemplazarse por 
un signo menos aplicando el teorema 4.5.10 con k = -1. 

El teorema 4.5.11 puede extenderse a n funciones. Esto es, si las funcio¬ 
nes /j,/ 2 , ...,/„ son integrables en [a , b], entonces (/i ± / 2 ± • ■ . ± /„) 
es integrable en [a, b\ y 


f 


[/,(*) ± f 2 (x) ± ... ±f n (x))dx 


= í /](*) dx ± í Mx) dx ± ... ± í f„(x) dx 
Ja Ja Ja 


► EJEMPLO 4 Utilice los resultados del ejemplo ilustrativo 2, 
ejemplo l(a), y propiedades de la integral definida para calcular el valor exac¬ 
to de 


I 


(4x 2 - 2x + 5)dx 


Solución En el ejemplo ilustrativo 2 y en el ejemplo 1 (a) se mostró que 


f x 2 dx = 9 y í 

Jo Jo 


x dx = 


De las propiedades de la integral definida, se tiene 


r 


(4x 2 - 2x + 5) dx 


= í 4 x 2 dx - í 2 xdx + í 5dí 

Jo Jo Jo 

= 4Í x 2 dx - 2 Í x dx + 5 í 

Jo _ Jo Jo 

= 4(9) - 2( |) + 5(3 - 0) 

= 42 


dx 
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y 



- EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En la figura 10 se presenta 
una interpretación geométrica del teorema 4.5.12, el cual se presenta a 
continuación, donde f(x) > 0. Para toda x en [a, b], la medida del área de 
la región limitada por la curva y = f(x) y el eje * de a a ó, es igual a la suma 
de las medidas de las áreas de las regiones de a a c y de c a b, ■ M 


4.5.12 Teorema 


Si la función / es integrable en los intervalos cerrados [ a , b), [a, c] y 
[c, f>], entonces 

í f(x) dx = í f(x) dx + í f(x) dx 

Ja Ja Je 

donde a < c < b. 


Para la demostración de este teorema, refiérase al suplemento de esta 
sección. En la hipótesis del teorema a < c < b. Sin embargo, la conclusión 
del teorema es verdadera para cualquier orden de los números a, b y c. Este 
hecho se establece en el teorema siguiente, en cuya demostración se utiliza 
el teorema 4.5.12. 


4.5.13 Teorema 


Si/es integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres pú meros 
a,byc, entonces 


í f(x) dx = í f(x) dx + í f(x) dx 

Ja Ja Je 

sin importar el orden de a, b y c. 


( 11 ) 


Demostración Si a, b y c son diferentes, entonces existen seis órdenes 
posibles de estos tres números: a < b < c, a < c < b, b < a < c, 
b < c < a, c<a<byc<b< a. El segundo orden, a < c < b, 
corresponde al teorema 4.5.12. Se aplica este teorema a fin de demostrar que 
la ecuación (11) se cumple para los otros órdenes. 

Suponga que a < b < c; entonces por el teorema 4.5.12 


í f(x) dx + í f(x) dx = í f(x) dx 

Ja Jb Ja 

De la definición 4.5.5, 


i —í 


f(x) dx 


( 12 ) 


Al sustituir de esta ecuación en (12) se obtiene 
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De donde 

rt> 


• b r‘ 

f(x) dx = 

Ja Ja 


f(x) dx + f(x)dx. 


lo cual es el resultado deseado. 

Las demostraciones para los otros cuatro casos son semejantes y se 
dejan como ejercicios. Refiérase a los ejercicios 43 a 46. 

Otra posibilidad consiste en que dos números sean iguales; por ejem¬ 
plo, a = c < b. Entonces 


f f{x)dx = í f(x)dx 

Ja Ja 

= 0 (por la definición 4.5.6) 

También, como a = c, 

f f(x) dx = í f(x) dx 

Je Ja 

Por tanto, 

í f(x) dx + í f(x) dx = 0 + f f(x) dx 


EJERCICIOS 4.5 


el cual es el resultado deseado. 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la suma de Riemann para la 
función en el intervalo utilizando la partición A y los valo¬ 
res dados de w¡. Dibuje la gráfica de la función en el intervalo 
dado y muestre los rectángulos cuyas medidas de áreas sean 
los términos en la suma de Riemann. Consulte el ejemplo ilus¬ 
trativo I y la figura 2. 

1. /(x) = je 2 ; 0 < x < 3; A: x 0 = 0, x, = 0.5, x 2 = 1-25, 


En los ejercicios 7 a 10, aproxime el valor de la integral definida 
en dos formas: (a) utilice una calculadora para obtener con 
cuatro cifras decimales las sumas de Riemann correspon¬ 
dientes a una partición regular de n subintervalos y w¡ como 
el extremo izquierdo o derecho (según se indique) de cada 
subintervalo; (b) emplee NINT en la graficadora. Compare 
los resultados. 


= 2.25, x 4 = 3; w¡ = 0.25, w 2 
= 2.5 

r \ — V 2 - O ^ V ^ X- A. v - 


w 3 — 1.5, 


2. f(x) = x ¿ \ 0 < x < 3; A: x 0 = 0, x, = 0.75, 
x 2 = 1.25, x 3 = 2, x 4 = 2.75; x¡ = 3, Wj = 0.5, 
w 2 = 1, w 3 = 1.75, w A = 2.25, W 5 = 2.75 


7 ' í Z2 dx ’ n = 

J 2 x 


9, w¡ es el extremo derecho 


10 , w, es el extremo izquierdo 


3. /(x) 

= 1/* 


1 < X < 

3; A: . 

x o = 

: L x i 

= 1.67, 

J 3 


x 2 = 

2.25, 

x 3 

= 2.67, 

x 4 = 3; 

W, : 

= 1.25, 

w 2 = 2, 

r x/3 


w 3 = 

2.5, tv 4 = 

= 2.75 





9. 1 sec xdx,n = 

8 , w¡ es el extremo izquierdo 

4. /(X) : 

= l/(x 

+ : 

2); -1 < . 

x < 3; A: 

x 0 = 

= -1, x, 

= -0.25, 

J-tt ¡3 


x 2 = 

0, x 3 

= 

0.5, x 4 

= 1.25; 

*5 : 

= 2 - *6 

= 2.25, 

rrf 3 


X? = 

2.75, 

^8 

= 3; w¡ 

= -0.75, 

w 2 

= 0, w-¡ 

= 0.25, 

10 . 1 esc xdx,n = 

6, tv, es el extremo derecho 

w 4 = 

1 , W 5 

= 

1-5, w 6 = 

■ 2, w-j = 

2.5, 

>v 8 = 3 


Jjt/6 



5. /(x) = sen x; 0 < x < tt; A: x 0 = 0, X[ 
x 2 = ^ rr, x 3 = ] 1 , i 4 = | k\ x 5 = k, w ! 
w 2 = \k, tv 3 = |rt,tv 4 = |rr, tv 5 = | tt 


3 eos jx; -tt S x < tt; A; x 0 


x 2 = - jir, x 3 


-tt, Xj = - j tt, 

tt; tv, = - 5 tt, 

\ K 


En los ejercicios II a 28, (a) determine el valor exacto de la 
integral definida interpretándola como la medida del área de 
una región plana, (b) Apoye la respuesta del inciso (a) utilizan¬ 
do NINT en la graficadora. 


(x - 1 )dx 


(x + 2 ) dx 
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r 2 


f 4 

rn 

rn 

13. 

s¡4 - x 2 dx 

14. 

si 16 - x 2 dx 

40. 1 3 eos 2 x dx 

41. 1 (cosx + 4 ) 2 dx 


Jo 


J-4 

Jo 

Jo 


f 4 


í 4 

f o 


15. 

1,'“" 

16. 

(3 - x) dx 

Jo 

42. J (sen x - 2) 2 dx 


17. 

J (5 ^ 2x) dx 

18. 

J (2x + 5) dx 

En los ejercicios 43 a 48, use el teorema 4.5.12 para demos¬ 
trar que el teorema 4.5.13 es válido para los distintos órdenes 


Í 4 


r 3 

de a, b y c. 


19. 

M dx 

20. 

I 11 - x 1 dx 

43. b < a < c 

44. c < a < b 


J-2 

í 5 


J ~3 

í 7 

45. b < c < a 

46. c < b < a 

21. 

1 (1 x + 3 | - 5) dx 

Jo 

22. 

J (|*-2|-3)<¿* 

47. a = b < c 

48. a < c = b 

23. 

Í (6 - | x - 2 |) dx 
Jo 

24. 

j (3 + \x + 4| )dx 

» g¿2 

49. Exprese como una integral definida: lím Y— t-. 

“i n ó 


r 2 


Í 5 

Sugerencia: considere la función/para la cual /(*) = * 2 . 

25. 

1 s¡2x - x 2 dx 

26. 

■sIS + 4x - x 2 dx 


n 


Jo 

r* 


J- 1 

r5tl/2 

50. Exprese como una integral definida: lím V-: . 

n— M-oo n + l 

27. 

1 eos xdx 

J-n 

28. 

1 sen x dx 

Jxl2 

Sugerencia: considere la función / para la cual 


En los ejercicios 29 y 30, aplique el teorema 4.5.9 para de¬ 
terminar el valor exacto de la integral definida. 


29. 

(a) J 4 dx 

(b) 


(c) 

30. 

(a) J 6 dx 

(b) 

j 2 Sdx 

(c) 


dx 


En los ejercicios 31 a 42, (a) aproxime el valor de la integral 
definida mediante NINT en la graficadora. (b) Confirme la 
respuesta del inciso (a) calculando el valor exacto de la integral 
definida. Utilice los siguientes resultados: 

• 2 

c 2 dx = 3 \ x dx = 4 I sen xdx = 2 


eos xdx = 0 


1 
r 
- r 

M. £ 

s; 

■■ i: 


(2* 2 - 4* + 5) dx 32. I (8 - x 2 ) dx 


(2 - 5x + i* 2 ) dx 


35. J (2x + 1 fdx 


£'■"■5 í 

J sen 2 xdx = i/r 

o 2 

•r 
34 1 
i: 

•í 


(3* 2 - 4* - 1) dx 


36. | (5x 2 + ±x - dx 


37. | (x - l)(2x + 3) dx 38. J 3x(x - 4) dx 


39. I (2 sen* + 3 eos* + 1 )dx 


f(x) = i en ti, 2], 

* 

n ^ 

51. Exprese como una integral definida: lím Y- -r -. 

£ (i + „)2 

Sugerencia: considere la función/para la cual 

/(*) = \ en [1, 2], 
x 

52. Demuestre que si/es continua en [-1, 2], entonces. 


J f(x) dx + j f(x) dx + J f(x) dx + j f(x) dx = 0 
53. Demuestre que si/es continua en [-3, 4], entonces 

J f(x)dx + /Wdj: + J f(x)dx + J f(x)dx = 0 


54. Demuestre el teorema 4.5.8. 

55. Demuestre el teorema 4.5.9 si a > b. 

56. Suponga que/es integrable en el intervalo cerrado [-r, r], 
demuestre que: 

(a) si / es una función par, entonces { f(x) dx = 
2 J 0 r Rx) dx-, 

(b) si/es una función impar, entonces £ /(*) dx = 0. 

57. Suponga que la función/es continua en el intervalo cerrado 
[a, b], ¿En qué condiciones el valor de la integral definida 
de/en [a, b], es igual al área de una región plana que in¬ 
cluya la gráfica de / en [a, b] como un límite? Explique 
cuándo el valor de la integral definida no es igual a la me¬ 
dida del área de dicha región plana. 
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4.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 


y 


x = b 



En esta sección se continúa el estudio de propiedades de la integral definida. El 
teorema clave de la sección es el teorema del valor medio para integrales, 
el cual juega un papel importante en la demostración del primer teorema 
fundamental del Cálculo en la siguiente sección. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En la figura 1, f(x) > g(x) > 

0 para toda x en [a, b\. La integral definida /*/(*) dx proporciona la medida 
del área de la región limitada por la gráfica de /, el eje x y las rectas x = a 
y x = b, mientras que J* g(x) dx da la medida del área de la región limitada 
por la gráfica de g y las mismas rectas. En la figura se observa que la primera 
área es mayor que la segunda. Este hecho ofrece una interpretación geomé¬ 
trica del teorema siguiente cuando f(x) y g(x) son no negativas en [a, b], 4 


FIGURA 1 


4.6.1 Teorema 


Si las funciones f y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b\, 
y si /( x) s g{x) para toda x en [a, b], entonces 

f f(x) dx S f g(x) dx 
Ja Ja 


Demostración Como f y g son integrables en [a, i>], entonces, por el 
teorema 4.5.11, con el signo menos en lugar del signo más. 


[f(x) - gO)] dx 


í /M dx - í g(x) dx = í 
Ja Ja Ja 

Sea h la función definida por 

h(x) = f(x) - g(x) 

Entonces h(x) > 0 para toda x en [a, b] ya que f(x) > g(x) para toda x en [a, b\. 
Se desea demostrar que _í* h(x) dx > 0. Como 

J 'b n 

h(x) dx = lím Y h(w¡) A¡x 
a lkl|-»0 

suponga que 


lím y h(w ¡) AjX = L < 0 

IMbo 

Entonces, por la definición 4.5.1, para € = -L, existe una 8 > 0 tal que 


si || A || < 8 entonces 
Pero como 

n 

X Mw,) ^¡x - L < 

¡=l 


X h ( w i ) A i x - L 
1=1 


< -L 


( 1 ) 


( 2 ) 


X h( ~ w í) A i x - L 

i =1 
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de (2) se tiene 

n 

si || A || < 8 entonces ^ h(w¿) A¿x - L < -L 

i=i 

n 

<=> si || A || < 8 entonces ^ h(w¡) A,-* < 0 
í=l 

Pero este enunciado es imposible, porque cada h(w¡) es no negativo y cada 
A¡x > 0; de modo que se tiene una contradicción a la suposición (1). Por 
tanto (1) es falsa, y 


lím £ h(w ¿ ) A¡x > 0 


1 /=1 


r 

•/a 


h(x) dx > 0 


Como Ai(jc) = /(jc) - g(x), se tiene 


i 

f 


b 

[f(x) - *(*)] dx> 0 


/M d* 


r 


«W dx > 0 




í f(x) dx > í 
Ja Ja 


SW dx 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En la figura 2, f(x) S o 

para toda * en [a, £>], y m y Af son, respectivamente, los valores mínimo ab¬ 
soluto y máximo absoluto de/en [a, b\. La integral J* f(x) dx proporcio¬ 
na la medida del área de la región limitada por la curva y = f{x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b. Esta área es mayor que la del rectángulo cuyas 
dimensiones son m y b - a, y es menor que el área del rectángulo cuyas di¬ 
mensiones son M y b - a. De esta manera, se tiene una interpretación geomé¬ 
trica del siguiente teorema si /(x) > 0 para toda x en [a, b\. A 


FIGURA 2 


4.6.2 Teorema 


Suponga que la función / es continua en el intervalo cerrado [a, b\. 
Si m y Ai son, respectivamente. los valores de función mínimo absolu¬ 
to y máximo absoluto de/en [a, ¿>] de modo que 

m S f(x) S M para toda a S x £ b 

entonces 

m(b - a) S í f(x)dx S M(b - a) 


Demostración Como/ es continua en [a, b], el teorema del valor extre¬ 

mo garantiza la existencia de m y M. 
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Por el teorema 4.5.9, 

•b 


rt 

Ja 


mdx = m(b - a) 


(3) 


Mdx = M(b - á) 


(4) 


Debido a que/es continua en [a, b], del teorema 4.5.3 se deduce que/es in¬ 
tegrable en [a, b]. Entonces, como f(x) > m para toda x en [a, b ], se tiene, 
por el teorema 4.6.1, 

f(x) dx > í mdx 


■ b r 

f(x) dx > 

■Ja -Ja 


de donde, al sustituir de (3), se obtiene 

•b 

f(x ) dx > m(b - á) 


f 1 

Ja 


(5) 


De manera semejante, como M > f(x) para toda x en [a, b\, del teorema 
4.6.1 se deduce que 


r 

•Ja Ja 


/(*) dx 


de donde, al sustituir de (4), se tiene 


M(b - a) > f(x) dx 


* b 

Ja 


Si se combina esta desigualdad con (5) se obtiene 


•í 


m(b - á) < f(x) dx < M(b - a) 


r EJEMPLO 1 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de J 0 4 5 (x 3 - 6x 2 + 9x + 1) dx. 
Utilice los resultados del ejemplo 1 de la sección 3.4. 

Solución Sea 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 

Entonces del ejemplo 1 de la sección 3.4,/tiene un valor mínimo relativo de 
1 en x = 3 y un valor máximo relativo de 5 en x = 1. Al calcular los valores 
de la función en los extremos del intervalo [0.5, 4], se obtiene/(0.5) = 4.125 
y /(4) = 5. Por tanto, el valor mínimo absoluto de/en [0.5, 4] es 1, y el valor 
máximo absoluto es 5. Con m = lyAÍ = 5enel teorema 4.6.2, se tiene 

1(4 - 0.5) < í (x 3 - 6x 2 + 9x + 1) dx < 5(4 - 0.5) 

•'0.5 

3.5 < í (x 3 - 6x 2 + 9x + 1 )dx < 17.5 

Jo.5 
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En consecuencia, e] intervalo cerrado [3.5, 17.5] contiene el valor de la in¬ 
tegral definida. ^ 


En el ejemplo ilustrativo 4 de la sección 4.7, se mostró que el valor 
exacto de la integral definida del ejemplo anterior es -7? = 10.61. 


► EJEMPLO 2 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de \£¡j¡ 4 Vsen x dx. Apoye la respuesta 
utilizando NINT en la graficadora. 


SollICIOn Si/(x) = y sen x , entonces 


/'(*) 


eos X 
2Vsen x 


Para i en [{tt, | zr], f\x) = 0 cuando x = |tt. Como f'(x) > 0 cuan¬ 
do < x < \n, y f'(x) < 0 cuando \n < x < | tí, se concluye que/ 
tiene un valor mínimo relativo en ¿ti; y f(\n) = 1. Además, 
= y¡2 I-J2 ~ 0.841, y f{\n) ~ 0.841. Así, en [ f n, | n\ el valor 
mínimo absoluto de/es 0.841 y el valor máximo absoluto es 1. De esta ma¬ 
nera, con m = 0.841 y M = 1 en el teorema 4.6.2 


/•3tt/4 

0.841 [ | k - £ jt] < y sen x dx < 1 [ | k - | n] 

Jn¡ 4 

/• 3^/4 

0.420^ < Vsen x dx < 0.5 tt 

J?r/4 

r3xl4 

1.32 < Vsen x dx 1.57 

Jit/4 


Por tanto, el valor de la integral definida está en el intervalo cerrado 
[1.32, 1.57], 

En la graficadora se tiene 


NINT( VseiTx , n¡4, 3zr/4) = 1.48861 


y 



lo cual apoya la respuesta. ’ ^ 

Ahora está preparado para estudiar el teorema del valor medio para 
integrales. Se inicia con un ejemplo ilustrativo que ofrece una interpretación 
geométrica del teorema. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere f(x) > 0 para 

todos los valores de x en [a, b\. Entonces J* f(x) dx proporciona el área de 
la región limitada por la curva cuya ecuación es y = f(x), el eje x y las rectas 
x = a y x = b. Consulte la figura 3. El teorema del valor medio para inte¬ 
grales afirma que existe un número c en [a, b] tal que el área del rectángulo 
AEFB de altura/(c) unidades y ancho (b - a) unidades es igual al área de la 
región ADCB. ^ 
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Demostración Como / es continua en [a, b], por el teorema del valor 
extremo,/tiene un valor máximo relativo y un valor mínimo relativo en [a, b]. 
Sea m el valor mínimo relativo que ocurre en x = x m . Así, 

f(x m ) = m a < x m < b (6) 

Sea M el valor máximo relativo que ocurre en x = x M . Entonces 

f(x M ) = M a < x M < b (7) 

Por tanto, 

m < f(x) < M para todo x en [a, b] 

Por el teorema 4.6.2 

m(b - a) < í f(x) dx < M(b - a) 

Ja 

Al dividir entre b - a y observando que b - a es positivo, puesto que 
b > a, se obtiene 

J f(x) dx 

m < —;- < M 

b - a 

Pero de (6) y (7), m = f(x m ) y M = f(x M ); por lo que se tiene 


f(x) dx 




£ f(x M ) 


De esta última desigualdad y del teorema del valor intermedio existe un 
número c en un intervalo cerrado que contiene a x m y x M tal que 

í f(x) dx 

^ 

<=> í f(x) dx = f(c)(b - a) a < c < b m 


El valor de c en el teorema del valor medio para integrales no es nece¬ 
sariamente único. El teorema no proporciona un método para obtener c, pero 
afirma que un valor de c existe, y este hecho se utiliza para demostrar otros 
teoremas. En algunos casos particulares se puede determinar el valor de c ga¬ 
rantizado por el teorema, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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► EJEMPLO 3 Si f(x) = x 2 , determine el valor de c con aproxi¬ 
mación de centésimos tal que 

| f(x ) dx = f(c)0 - 1) 

Aproxime el valor de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 

Solución Se calcula 

NINT(x 2 , 1, 3) = 8.667 

Por tanto, se desea obtener c tal que 

/(c)( 2) = 8.667 

esto es, 

c 2 = 4.333 
c = ±2.08 


Se rechaza -2.08 porque no está en el intervalo [ 1, 3], y se tiene 


f 3 

i 


f(x) dx =/(2.08)(3 - 1) 


◄ 


El valor f(c) dado por el teorema del valor medio para integrales se 
denomina valor promedio (o valor medio) de /en el intervalo [a, b]. Es una 
generalización de la media aritmética de un conjunto finito de números. Es 
decir, si {/(X[), /(x 2 ), . . . , /(x„)} es un conjunto de n números, entonces la 
media aritmética de estos números está dada por 

X /(*;) 

i=l 

n 


Para generalizar esta definición, considere una partición regular del interva¬ 
lo cerrado [a, b\, el cual se divide en n subintervalos de longitud igual a 
A x = (b - a)jn. Sea w¡ cualquier número del i-ésimo subintervalo. Conside¬ 
re la suma: 


X (*) 

¡=1 _ 

n 


Este cociente corresponde a la media aritmética de n números. Como 
Ax = (b - a)¡n se tiene 



Si se sustituye de (9) en (8) se obtiene 


X /( w «) X /( w /> Ajc 

jiJ_ _ i^i_ 

b - a b - a 

Ax 
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Al tomar el límite cuando n —> +oo (o Ax —> 0) se tiene, si el límite existe. 


% /(»/) Ax 

lím - 

/»-»+<■» b — a 



f(x) dx 


b - a 


Este resultado conduce a la siguiente definición. 


4.6.4 Definición del valor promedio de una función 


Si la función / es integrable en el intervalo cenado [a, b], entonces el 
valor promedio de/en [a, b] es 

f f(x) dx 

Ja _ 

b - a 


r EJEMPLO 4 Si f(x) = x 2 , determine el valor promedio de / 
en el intervalo [1, 3] e interprete geométricamente el resultado. 

Solución En el ejemplo 3, se obtuvo NINTOc 2 , 1, 3) = 8.667. Utilizan¬ 
do este número como el valor de la integral definida, se tiene 


. y 



x 2 dx = 8.667 


De modo que si V.P. es el valor promedio de/en [1, 3], entonces 


8.667 
3 - 1 

= 4.33 


En el ejemplo 3, se obtuvo para esta función 
/(2.08) = 4.33 

Por tanto, el valor promedio de/ocurre en x = 2.08. La figura 4 muestra la 
gráfica de/en [1, 3] y el segmento de recta desde el punto £(2.08, 0) en el 
eje x, hasta el punto £(2.08, 4.33) de la gráfica de / El área del rectángulo 
AGHB, que tiene altura 4.33 y ancho 2, es igual al área de la región ACDB. 
En consecuencia, el área de la región sombreada CGF es igual al área de la 
región sombreada FDH. A 


Una aplicación del valor promedio de una función se presenta en física 
e ingeniería en relación al concepto de centro de masa, discutido en el 
capítulo 6. 
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EJERCICIOS 4.6 


En los ejercicios 1 a 4, aplique el teorema 4.6.1 para deter¬ 
minar cuál de los símbolos ^ o < se debe insertar en el es¬ 
pacio en blanco para tener una desigualdad correcta. Apoye 
su respuesta utilizando NINT en la graficadora. 




(23r - 4) dx - 




(x 2 - 6 )dx 


2. f V6 - x dx- 
*4 

r 5n¡4 

3. I sen 2 xdx- 

J$n¡4 

*/r/4 

4. I eos x dx — 


2 dx 


r m 

^ J 

«'0 


I vr 

«M 


I eos 2 * dx 

*^3ff/4 
• ff/4 


rW 

I sen * dx 

Jq 



/•0.5 


f 1 

5. 

x 2 dx 

6. 

x 3 dx 


Jo 


J-0.5 

7. 

f -j2 + xdx 

8. 

f (x + l) 2/3 dx 


■>-1 


J-2 


rxj 3 


r 2*/3 

9. 

I sen x dx 

10. 

I eos x dx 


Jff/6 


J-xfr 


f 3 


f 2 ,_ 

11. 

\x-2\dx 

12. 

4x 2 + 5 dx 


J t .5 


J -1 


r 15 


r 1 - 5 

13. 

(±x 4 -x 3 +x 2 )dx 

14. 

(x-3x il3 )dx 


J-0.5 


Jo 


f 2 __ 


r 25 

15. 

I x V5 - x 2 dx 

16. 

I * V3 - * dx 


h 


J 1.5 

17. 

Í' X dx 

18. 

f x + \ dx 


* + 2 


Jo x - 3 


19 ‘í 

°- I 


21 - í 

J o 


x 2 dx 


-r 


* 2 ¿t 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


/: 

r 

/■ 

•J-2 

r 

J 2 

f 

4 xh 


x 3 dx 


24. 


{x 2 + 4x + 5)dx 26. 


(x 3 + 1 )dx 


dx 


x 2 - 3 


tan xdx 


28. 


30. 


32. 


f 

Jo 

/: 

/: 

i 


(x 3 - \)dx 


(x 2 + x - 6 )dx 


x*dx 


1 


dx 


x 2 + 5 
■ 5*/6 

cot * djr 


En /oí ejercicios 5 a 20, aplique el teorema 4.6.2 para deter¬ 
minar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral 
definida. Apoye la respuesta empleando NINT en la grafi¬ 
cadora. 


En los ejercicios 33 a 40, aplique el teorema del valor medio 
para integrales para probar la desigualdad. 
r 2 r 3 


*í 

■L 


1 


*/6 


+ 4 


dx < 4 


•/.; 

■i: 


i 


dx & 1 


-fx dx & n 


37. 0 < 


/- 

J 2 ■ 

38. V2 < ( 

^5 

39. 0 < f 

Jo 

40. 0 < J 


¿xz - 


dx S 2 


sen - kx dx ■< 2 


eos nx dx < 1 


ir/2 

(4 eos 3 x - 9 eos x) dx 

J K¡?> 

• rc /6 

20. I sen 3 x dx 

J-n/6 

En los ejercicios 21 a 32, calcule con aproximación de centé¬ 
simas el valor de c que satisfaga el teorema del valor medio 
para integrales. Para el valor de la integral definida, utilice 
NINT en la graficadora. 


r 2 . 

41. Dado que J x dx = calcule el valor promedio de la 
función identidad en el intervalo [-1, 2], También deter¬ 
mine el valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretación geométrica de los resultados. 

42. Obtenga el valor promedio de la función / definida por 
f(x) = x 2 en el intervalo [-1, 2] dado que x 2 dx = 3. 
También determine el valor de x en el cual ocurre el valor 
promedio. Describa la interpretación geométrica de los 
resultados. 

43. Dado que sen x dx = 2, calcule el valor promedio de 
la función seno en el intervalo [0, k]. También determine el 
menor valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretación geométrica de los resultados. 

44. Obtenga el valor promedio de la función / definida por 
/(*) = sec 2 x en el intervalo [0, i K] dado que 

¡q 4 sec 2 x dx = 1 ."También determine el valor de x en el 
que ocurre el valor promedio. Describa la interpretación 
geométrica de los resultados. 
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45. Suponga que se deja caer una pelota y después de t se¬ 
gundos su velocidad es v pies por segundo. Sin considerar 
la resistencia del aire, exprese v en términos de t como 
v = /(r), y calcule el valor promedio de/en [O, 2], Suge¬ 
rencia: calcule el valor de la integral definida interpre¬ 
tándolo como el valor del área de una región limitada por 
un triángulo. 

46. Determine el valor promedio de la función / definida por 

J 

f(x ) = y 49 - x z en el intervalo [O, 7]. Dibuje una fi¬ 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretándolo como el valor del área de una región li¬ 
mitada por un cuarto de circunferencia y los ejes coor¬ 
denados. 

47. Determine el valor promedio de la función / definida por 

i . 

f(x) — Vl6 - x en el intervalo [-4, 4]. Dibuje una fi¬ 
gura. Sugerencia : calcule el valor de la integral definida 
interpretándolo como el valor del área de una región limi¬ 
tada por una semicircunferencia. 


52. El teorema siguiente es una generalización del teorema del 
valor medio para integrales: Si / y g son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si g(jt) > O para 
toda x del intervalo abierto (a, ¿>), entonces existe un nú¬ 
mero c en [a, b] tal que 

f ñ x )g(x) dx = /(c) í g(x) dx 
da d a 

Demuestre este teorema mediante un método semejante al 
empleado en la demostración del teorema 4.6.3: obtenga 
la desigualdad m < f(x) < M y después concluya que 
mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x)\ aplique el teorema 4.6.1 y 
proceda como en la demostración del teorema 4.6.3. 

53. Demuestre que cuando g(x) = 1, el teorema del ejerci¬ 
cio 52 se convierte en el teorema del valor medio para 
integrales. 

En los ejercicios 54 a 58, utilice el teorema del ejercicio 52 
para comprobar la desigualdad. 


48. Suponga que/es integrable en [-4, 7]. Si el valor pro¬ 
medio de / en el intervalo [-4, 7j es 4.25, calcule 

L ? 4 /(*) dx. 

49. Demuestre que J 0 ' x dx > | 0 ' x 2 dx y que J 2 ' x dx < 
f 2 x 2 dx. No evalúe las integrales definidas. 

50. Si/es continua en [a, b ], demuestre que 



f(x) dx 



dx 


Sugerencia\f(x) < f(x) <: |/(x)|. 

51. Si/es continua en [a, b) y J f(x) dx = 0, demuestre que 
existe al menos un número c en [a, b ] tal que/(c) = 0. 


54. 


55. 


< x dx 


r ^dx_ K r 

Jo x + 2 J 0 

[' < f 


< x 2 dx 


r r n 

56. xsenxdx < x dx 

Jo Jo 

í 

f 1 dx < f' xdx 

Jo x + 1 Jo 


57. | sen 2 nx eos nxdx < I eos itx dx 

- 1/2 J-M2 


1/2 


4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO 


Ahora que posee los elementos necesarios, en esta sección se establecerán y 
demostrarán los dos teoremas fundamentales del Cálculo, los cuales son la 
conexión entre el Cálculo Diferencial y el Cálculo Integral. 

Históricamente, los conceptos básicos de lá integral definida fueron utili¬ 
zados por los antiguos griegos, principalmente Arquímedes (287-212 a.C.), 
hace más de 2 000 años. Eso ocurrió muchos años antes de que fuese descu¬ 
bierto el Cálculo Diferencial en el siglo XVII cuando Newton y Leibniz, casi 
al mismo tiempo pero trabajando en forma independiente, mostraron cómo 
determinar el área de una región limitada por una curva o un conjunto de cur¬ 
vas aplicando la antiderivación para evaluar una integral definida. Este 
procedimiento condujo a los destacados teoremas fundamentales del Cálculo. 
Se inicia el estudio de estos teoremas considerando integrales definidas que 
tienen una variable como límite superior. 

Sea/una función continua en el iñtervalo cerrado [a, b\. Entonces el 
valor de la integral definida ¡ h f(x) dx depende sólo de/ y de los números ay b, 
y no del símbolo x, utilizado aquí como la variable independiente. Se pudo 
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haber empleado cualquier otro símbolo en lugar de x; por ejemplo, del resul¬ 
tado del ejemplo ilustrativo 2 de la sección 4.5 


r 3 

í 3 

f 3 

1 t 2 dt = 9 

u 2 du = 9 

r 2 dr = 9 

Jo 

Jo 

Jo 


y 


y=m 



FIGURA 1 


y 



FIGURA 2 


y 



Ahora considere que el símbolo x representa un número del intervalo 
cerrado [ a , b]. Entonces, como/es continua en [a, b], es continua en [a, x]. 
En consecuencia, por el teorema 4.5.3, j* f(t) dt existe. Además, esta in¬ 
tegral definida es un número único cuyo valor depende de x. Por tanto, 
I* f(t) dt define una función F que tiene como dominio al intervalo [a, b] y 
cuyo valor de función en cualquier número x de [a, b\ está dado por 

m = í fu)dt di 

Ja 

Como observación acerca de la notación, si los límites de una integral 
definida son variables, entonces se utilizan símbolos diferentes para dichos 
límites y la variable independiente del integrando. En consecuencia, en (1), 
como x es el límite superior, se emplea la letra t como la variable indepen¬ 
diente del integrando. 

Si, en (1 ),/(r) > 0 para todos los valores de t en [a, b], entonces el valor 
de función F(x) puede interpretarse geométricamente como la medida del 
área de la región R limitada por la curva cuya ecuación es y = f(t), el eje t y 
las rectas t = a y t = x. Consulte la figura 1. Observe que F{a) = |“/(r) dt, 
lo cual, por la definición 4.5.6, es igual a 0. En el ejemplo ilustrativo siguien¬ 
te se muestra como avance la importancia del primer teorema fundamental 
del Cálculo al aplicar esta interpretación geométrica en un caso particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 


F(x) 


f 


t 2 dt 


La figura 2 muestra la región cuyos límites son: por arriba, la gráfica de 
y = t 2 ; por abajo, el eje t; y por los lados, el eje y y la recta t = x. Como la 
medida del área de esta región es F(x), puede determinarse F(x) calculando 
el área como el límite de una suma de Riemann. 

Se toma una partición regular del intervalo [0, Jtj y se elige w, como el 
extremo derecho del í-ésimo subintervalo. Por tanto, se están empleando 
rectángulos circunscritos como se muestra en la figura 3. 

F(x) = lím f(w¡) A t 
Como/(r) = t 2 y Wj = i A t. 


n 

F(x) = lím Y [i 2 (Ai) 2 ] A/ 


= lím y ¡ 2 (Af) 3 

n —> + °c 


FIGURA 3 
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Ahora se sustituye Ai por x/n: 
F(x) = lím ¿ i 2 ( — ) 

3 n 

= lím 4 Y i 2 

n~> +~ n* f^í 


i =1 

= * 3 Hm 4 • nía ±mi ± i) 

«-»+*> 5 

-„3 ií. _ 2n 3 + 3n 2 + n 

= x lim - t - 

n-*+°° 6 b -5 

2 + 2 + _L 

= x 3 lím - - — 

n-*+“ O 


Como F(x) = |x 3 , F'(x) = x 2 , esto es. 


dx 


f 


r 2 ¿r = x 2 


Se ha mostrado entonces que, en este caso particular, cuando f(t) = t 2 y 
a = 0 


d_ 

dx 


r 

Jo 


f(t)dt = /(x) 


la cual es la ecuación crucial del enunciado del primer teorema fundamental 
del Cálculo. d 


Ahora se establecerá y demostrará el primer teorema fundamental del 
Cálculo, que proporciona la derivada de una función considerada como una 
integral definida que tiene un límite superior variable. 


4.7.1 Primer teorema fundamental del Cálculo 


Sea / una función continua en el intervalo cerrado [a, b\ y sea x cual¬ 
quier número de [a, b\. Si Fes la función definida por 

entonces 

F'(x) = /(*) (2) 

~ ~ £ m dt = ¡(x) o) 

(Si x = a, 1a derivada en (2) puede ser una derivada por la derecha, y 
si x = b, puede ser una derivada por la izquierda.) 
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Demostración Considere dos números X] y X) + Ax en [a, b¡. Entonces 


F(x,) 


-r 


Mdt 


sa , r-e^ü ! e.Tr¿’ jÓk 

i r i- 


-L 


x } + Ax 


aso 

hraJo c&v^ 'i' . 


F(x i + Ax) 
de modo que 

F(X] + Ax) - F(x,) 
Por el teorema 4.5.13 


/(O di 


J *jc, + Ax r x 

mdt - 

a Ja 


mdt 


(4) 


í m dt + í 

Ja Jx 


J¿> 

+ Ax 

mdt 


^ tecu" ^ - t>f> ■) cicr£ 

-r 


rx . + A* 


entonces 

rx, +Ax 


r X X +AX rx t r 

m ^ - m dt = 

Ja Ja Jx 


je, + Ax 



Al sustituir de esta ecuación en (4) se tiene 

• x ] + A x 

F(xi + Ax) - F(X]) 


- X. 


m dt 


( 5 ) 


Por el teorema del valor medio para integrales, existe algún número c 
en el intervalo cerrado limitado porX| y xj + Ax tal que 

*X i + Ax 

f(t) dt = f(c) Ax 
De esta ecuación y (5) se obtiene 


f 

■Ai 


F(x x + Ax) - F(xO = /(c) Ax 


F(X[ + Ax) - F(x,) _ 
Ax 


Al tomar el límite cuando Ax se aproxima a 0 se tiene 


lím F{X '- - Ax) - F{Xl) = lím /(c) 
A.I-.0 Ax Ax->0 J 


(6) 


El miembro izquierdo de (6) es F'(xi). Para determinar lím /(c), recuerde 

Ax-tO 


que c está en el intervalo cerrado limitado por x¡ y x¡ + Ax, y como 


lím xi = xi y lím (x. + Ax) = x. 

A x -»0 * Ax -* 0 


se deduce del teorema de estricción (1.10.1) que lím c = x¡. Así, se tiene 

Ax-»0 

lím/(c) = lím/(c). Debido a que/es continua en xi, lím/(c) = f(x{); 

Ax-*0 c-*x i - c—>Xj 


por lo que lím /(c) = /(x>), y de (6) se obtiene 

Ax—»0 


F'(X]) = /(X[) 


(7) 
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f(x) = X 1 

FIGURA 4 



FIGURA 5 


Si la función / no está definida para valores de x menores que a pero 
es continua por la derecha en a , entonces en el argumento anterior, si X] = a 
en (6), Ax debe aproximarse a 0 por la derecha. Por tanto, el miembro iz¬ 
quierdo de (7) será F' + (x¡). De manera semejante, si /no está definida para 
valores de .t mayores que b pero es continua por la izquierda en b, entonces si 
x\ = b en (6), Ax debe aproximarse a 0 por la izquierda. En consecuencia, 
se tiene F'_ (jq) en el miembro izquierdo de (7). 

Como X| es cualquier número de [a, b], la ecuación (7) establece lo que 
se deseaba. ■ 

Recuerde que el primer teorema fundamental del Cálculo afirma que 
la integral definida j* f(t) dt con límite superior x es una antiderivada de 
f si fes continua. Este hecho se muestra gráficamente en el ejemplo ilustra¬ 
tivo siguiente para la función del ejemplo ilustrativo 1. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 4 muestra la gráfica 

de / del ejemplo ilustrativo 1, definida por f(x) = x 2 , trazada en el rectán¬ 
gulo de inspección de [-6, 6] por [-1, 7], La figura 5 presenta la gráfica de 
NDER(NINT(/ 2 , 0, x), x) trazada en el mismo rectángulo de inspección. 
Estas gráficas parecen idénticas, lo cual apoya el hecho de que f * t 2 dt es 
una antiderivada de/. 4 


► EJEMPLO 1 


Calcule las derivadas siguientes: 


(a) 


1 


dx ], / 3 + l 

Solución 

(a) De (3) con /(/) = 


dt (b) 


rx 

d_ 

dx 

J3 


/eos t dt 


-, se tiene 


dx . i 3 + 1 


1 dt= 1 


x 3 + 1 


(b) Con u = x l en la regla de la cadena se obtiene 


— 4 eos t dt 

dx 


r u 

-ü 


feos t dt ■ yi- 
dx 

du 


De (3) con/(/) = veos t y como — = 2x, se tiene 


d_ 

dx 


feos i dt = /eos u( 2x) 


4 


Ahora se aplicará el primer teorema fundamental del Cálculo para de¬ 
mostrar el segundo teorema fundamental del Cálculo. 


4.7.2 Segundo teorema fundamental del Cálculo 


Sea /una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y sea g una 
función tal que 

g'(x) = /(x) (8) 
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para toda x en [a, b). Entonces 

í /( i) dt = g(b) - g(a) 

Ja 

(Si x = a, la derivada en (8) puede ser una derivada por la derecha, y 
si x = b. la derivada en (8) puede ser una derivada por la izquierda.) 


Demostración Si fes continua en todos los números de [a, b], se sabe, 
por el primer teorema fundamental del Cálculo, que la integral definida 
¡* f(t) dt, con límite superior variable x, define una función F cuya deri¬ 
vada en [a, b] es f. Como por hipótesis g'(x) = f(x), se deduce, por el teore¬ 
ma 4.1.2, que 

g(x) = 

donde k es alguna constante. Al considerar x = b y x = a, sucesivamente, 
en esta ecuación se obtiene 


•; 

Ja 


f(t) dt + k 


y 


•I 

Ja 


g(b) = f(t)dt + * 


-í 


g(a) = /(O dt + k 


De (9) y (10), 


(9) 


( 10 ) 


g(b) - g(a) 


• b ra 

= Kt)dt- 
Ja Ja 


m ^ 


Pero por la definición 4.5.6, \“ a f(t) dt = 0; por lo que 


g(tí) - g(a) 


■r 


m dt 


que es lo que se deseaba demostrar. 

Si /no está definida para valores de x mayores que b pero es continua por 
la izquierda en b, entonces la derivada en (8) es una derivada por la izquierda, y 
se tiene g'-(b) = F'Jb% de donde se deduce (9). En forma similar, si /no 
está definida para valores de x menores que a pero es continua por la derecha 
en a, entonces la derivada en (8) es una derivada por la derecha, y se tiene 
g'+(a) = F' + (a), de donde se concluye (10). ■ 


Ahora se puede obtener el valor exacto de una integral definida apli¬ 
cando el segundo teorema fundamental del Cálculo. En el cálculo se denota 


b 


[g(b) - g(a)] por g(x) 


a 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Evalúe 



Como una antiderivada de x 4 es x 5 /5, por el segundo teorema fundamental 
del Cálculo se tiene 


I 


x 4 dx 



32 _ ¿ 
5 5 

31 
5 


◄ 


Debido a la relación entre integrales definidas y derivadas, se utiliza el 
símbolo integral J en la notación j f(x) dx para una antiderivada. Haga caso 
omiso de la terminología de antiderivadas y de antiderivación y comience a 
llamar a J f(x) dx integral indefinida. El proceso de evaluación de una in¬ 
tegral indefinida o una integral definida se denomina integración. 

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe 
enfatizarse. La integral indefinida ¡ f(x) dx representa a todas las funciones 
cuya derivada es f(x). Sin embargo, la iñtegral definida J* f(x) dx es un 
número cuyo valor depende de la función / y de los números a y b, y está de¬ 
finido como el límite de una suma de Riemann. La definición de la integral 
definida no hace referencia a la diferenciación. 

La integral indefinida implica una constante arbitraria; por ejemplo 



Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integración. En 
la aplicación del segundo teorema fundamental para evaluar una integral de¬ 
finida, no fue necesario incluir la constante arbitraria C en la expresión para 
g(x) porque el teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo 
aquella en la que C = 0. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la propiedad aditiva de 

las integrales definidas, establecida en el teorema 4.5.11 y el segundo teore¬ 
ma fundamental, se tiene 


í 

J 1/2 


(x 3 - óx 2 + 9x + 1) dx 


f 4 f 4 f 4 f 4 

x 3 dx - 6 x 2 dx + 9 x dx + dx 

J 1/2 J 1/2 J 1/2 J 1/2 


1/2 

4 


X J 

3 


1/2 


= (64 - 128 + 72 + 4) - (1 - i + ¡ + I) 

_ 679 
64 
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En el ejemplo 1 de la sección 4.6, se mostró que el valor de esta integral 
definida está en el intervalo [3.5, 17.5], lo que está de acuerdo con el resul¬ 
tado obtenido en el ejemplo ya que ^ = 10.61. , 4 

Los ejemplos siguientes muestran la aplicación del segundo teorema 
fundamental. Por supuesto, las respuestas pueden apoyarse empleando NINT 
en la graficadora. 


► EJEMPLO 2 Evalúe 

j (x 4 ' 3 + 4 x l ^)dx 

Solución 

jv. 

= 2 + 3 - (-2 + 3 ) 


► EJEMPLO 3 Evalúe 


f 


2x 2 Vx 3 + 1 dx 


Solución 

«2 


f 2 

Jo 


2x 2 Vx 3 + 1 dx 



Vx 3 + 1 (3x 2 dx) 



= 1(8 + 1) 3/2 - |(0 + 1) 3/2 
= £(27 - 1 ) 

_ 104 

9 


◄ 


► EJEMPLO 4 Evalúe 

f 3 

x Vi + x dx 

Jo 

Solución Para evaluar la integral indefinid" Jx Vi + x dx se 
considera 

u = Vi + x « 2 = 1 + x x = u 2 - 1 dx = 2u du 
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Al sustituir se tiene 


r 

x Vi + x dx 


r 

(u 2 - l)u(2u du) 



(u 4 


u 2 ) du 


= § u 5 - j u 3 + C 
= |(1 + *) 5/2 - |(1 + x) 312 + C 


Por tanto, la integral definida es 

x Vi + x dx = ~(l + x) 5 ^ 2 - |(1 + x ) 3 ^1 


Jo 


« |(4) 5/2 - |(4)3/2 - |(1) 5/2 + ¿(l) 3 ' 2 


5 

= 64 

5 

_ 116 
5 


16 _ 2 , 2 

3 5 3 


Otro método para evaluar la integral definida del ejemplo 4 consiste en 
considerar la fórmula que se deduce del segundo teorema fundamental y de la 
regla de la cadena para la antiderivación (4.2.1). De estos teoremas, si F es 
una antiderivada de/, 


í 

r 


b -ib 

f(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) 


<=* | f(g(x))g'(x) dx = F(g(b)) - F(g(a)) 

Así 


r 

¿a 


b -|í(6) 

f(g(x))g'(x) dx = F(u) 

- e(a) 


rb rí(M 

» f(g(x))g'(x)dx = I f(u) du 
Ja Jg(a) 


( 11 ) 


Con el objeto de aplicar (11), cambie las variables de la integral dada conside¬ 
rando u = g(x). Entonces du = g'(x) dx. Después, cambie los límites ay b, 
relativos a x , por los límites relativos a u, los cuales son g(a) y g(b). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Para evaluar la integral del 

ejemplo 4, sea u = Vi + x, x = u 2 - 1 y dx = 2u du. Además, cuando 
x = 0, u = 1, y cuando x = 3, u = 2. De modo que, de (11) se tiene 


f 3 

x Vi + x dx ~ 

Jo 


1 

1 


(K 4 


u 2 ) du 
2 


-u$ — - y} 
5 3 


64 

5 

116 

15 


Jl 

16 _ 2 , 2 
3 5 3 


◄ 
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► EJEMPLO 5 

rn!2 

Jo 


Evalúe 


sen 3 x eos x dx 


Solución Sean 

u = sen x y du = eos x dx 
Cuando x - 0, u = 0; cuando x = - n, u = 


[. Por tanto, 


rníZ r 1 

I sen 3 x eos x dx = n 3 du 

Jo Jo 

I -ll 


u 


o 


► EJEMPLO 6 

i: 


Evalúe 


| jc + 2 I ¿x 
J-3, 

Solución 


I JC + 2 | = 
Del teorema 4.5.13, 

f4 


-x - 2 si x < -2 

.c + 2 si —2 < jc 


f U + 2| rf* 


-2 r 4 

(-x - 2) ¿x + (x + 2) ¿ix 

J-2 


-3 


= [(-2 + 4) - (-2 + 6)] + [(8 + 8) - (2 - 4)] 


2,1 

-2 

+ 

v2 

~ + 2x 


-3 

2 


= 4+18 


► EJEMPLO 7 En un circuito eléctrico, E volts es la fuerza 
electromotriz a los t segundos y 

E = 2 sen | nt 

Determine la fuerza electromotriz promedio de 0 s a 4 s. 

Solución Se calcula el valor promedio de E en [0,4]. Si V.P. es este valor 
promedio, de la definición 4.6.4 se tiene 



V.P. = 
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r ■ 2 i 4 

■L 3 Jo 

; (- COS | It + I 


= J- I + 1 


+ cos 0 


= 0.358 

Conclusión: La fuerza electromotriz promedio de 0 s a 4 s es 0.358 volts. 


EJERCICIOS 4.7 


En los ejercicios 1 a 34, evalué la integral definida. En los /* 3 

ejercicios 1 a 6 y 29 a 34, apoye la respuesta empleando NINT 25. I C* + 2} -sjx + 1 dx 

— „— f; —. 


en la graficadora. 


1. J o (3 a 2 - 4x+ \)dx 2. J (x 3 -x 2 + l)dx 26. £ (x + 1) -jx + 3 dA 

3. J C* 2 - 2*)^ 4. j ox 2 + 5x-l)dx 27. r a + 1 

f 2 _. 2 ,i f 5 . Sugerencia: divida el nuil 

5. 3L_+i djc 6. (y 3 -4y)dy 

Ji * J-3 y-v f 64 / ^ . 


r'-ii+j 

Jo x + 1 


(> - 4_y) dy 


7. í ’ — r dz 8. f -Jx (2 + jc) dx 

Jo (Z 2 + D 3 J i 

V 5 

9. í a/5a - 1 dA 10. í f a/í 2 + 1 di 


Sugerencia: divida el numerador entre el denominador. 


sen 2x dx 


t ¿ v i -1 + 1 di 16. 


10. í i Vr 

Jo 

12. í -i 

J-i (y + 

14. f cos ^ 

16. í - y 

J i (3 a: 2 


(3a: 2 - l) 3 


© (* - Jí + «) 

\ f 1 

30. V^a/TT a Va dA 

Jo 

f l 

' 31. I sen 7Ta cos íta dx 

Jo 

rn¡6 

32. I (sen 2a + cos 3 a) d. 
Jo 

rnl4 

33. I 3 esc 2 2a dA 
Jn/S 

© f sec 2 yirítan i di 


32. I (sen 2a + cos 3 a) dx 
Jo 

rnl4 

33. I 3 esc 2 2a dA 
Jn/S 


sec 2 yirítan i di 


9. J V5.r - 1 dx 10. J t Vf 2 + 1 dt I 

j 31. j* sen ttjc cos TLC dx 

11. f 3*v V4 - w 2 dw *12. f -í—^ dy 1 

J-2 J-1 (y + 2 ) 3 'N ,*/6 

32. I (sen 2a + cos 3 a) dx 

r* 12 f i .Jo 

13. I sen2AdA 14. I cos yxdx 

Jo Jo- rntA 

33. I 3 esc 2 2a dA 

15. í i 2 a/í 3 + 1 di 16. f —-y-- 

Ji Ji (3a 2 - l) 3 ' , 1/2 

, v34.\ I sec 2 J irítan Jirídí 

17. f , + dy 

J 0 íjy 3 + 3y 2 + 4 "—> En ios ejercicios 35 a 44, obtenga la derivada. 

18. i" M ' 4 w dw 19. f 5 - ^—-dw 35. j- f a/ 4 + i 6 di 36. -f f a/ÍT?" di 

J 2 w 3 Jo (i + w) 3/4 dA J 0 dA J x 

20. £ A 2 dA 21. £ Ja - 3 I dA 37. ViSH di 38. ¿ ^ ^ di 

22. J | a - 21 dA 23. j a/|aJ - x dx / 39. A J" j-±-y dt 40. cos(í 2 + 1) dt 

24. f a/3 + | a | dA 41. -f í J/i 2 + 1 di 42. -f í -=L= dt 

J-3 ¿*Ji ^Ja’ a/í 2 + 1. 


En ios ejercicios 35 a 44, obtenga la derivada. 


— I cos(r 2 + 1 )dt 
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43. 


d_ 

dx 


/; 


i + 1 2 


di 


44. 


-r 

dx J 3 


1 - r 2 




En los ejercicios 45 a 48, calcule el valor promedio de la Jun¬ 
ción f en el intervalo [a, b). En los ejercicios 45 y 46, determi¬ 
ne el valor de x en el que el valor promedio ocurre y describa 
la interpretación geométrica de los resultados. 


x 2 ; [a, b] = [0, 3] 
x z \[a,b] = [0,4] 


45. f(x) = 9 - 

46. f(x) = 8x - 

47. f(x) = 3x V* 2 - 16 ; la, b] = [4, 5] 

48. f(x) = x 2 -Jx - 3 ; [a, b] = [7, 12] 

49. Para el circuito eléctrico dei ejemplo 7, determine la raíz 
cuadrada del valor promedio de É 1 de t = 0 a.r = 4. 
Sugerencia: utilice la identidad sen 2 x = i(l - eos 2x). 

50. Si f(x) — sec 2 x, determine el valor- promedio de / en el 

51. 


intervalo [- i n, j «]. - 


Se deja caer una pelota, y después de t segundos su velo¬ 
cidad es v pies por segundo. Sin considerar la resistencia 
del aire, demuestre que la velocidad promedio durante los 
primeros l - T segundos es un tercio de la velocidad pro¬ 
medio durante los siguientes J 7 segundos. 

52. Se lanza una piedra hacia abajo con una velocidad inicial 

de v 0 pies por segundo. No considere la resistencia del 
aire, (a) Demuestre que si v pies por segundo es 1? velo¬ 
cidad de la piedra después de. que cae s pies, entonces 
v = \/v 0 2 + ■ (b) Determine la velocidad promedio 

durante los primeros 100 pie de caída si la velocidad ini¬ 
cial es de 60 pie/s. (Tome g = 32 pie/s 2 y el sentido po¬ 
sitivo hacia abajo.) 

53. ) Si una inversión produce interés a una tasa de 100 r(t)% 
compuesto continuamente durante un periodo de T años, 
entonces la tasa de interés promedio 100/?(7j% durante 
T años está definida por 


R{T) = 


Demuestre que 


=7/: 


r(t)dt 


R'(T) = 


r(T) - R(T) 


Nota: El interés compuesto continuamente será definido 
precisamente en la sección 5.6. 


54. Sea 


■r 

J o 


/(*) 


f(x) + f(k - X) 


dx 


( 12 ) 


donde/es continua en [0, i] y/(x). + f(k - x) ^ 0 si resta 
en [0, t], (a) Demuestre que I = ^k. Sugerencia: cambie 
la variable en (12) considerando u = kx y muestre que . 


-r 


f(k ~ u) 


f(u) + f(k - u ) 


du 


(13) 


Cambie la variable en (13) a x y muestre qu 2/ = k. 
(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que 


rx¡ 2 

Jo 


sen x , 1 

dx = -n 


sen x + eos x 


55. Sea 


F(x) = í — dt + í —í-j 

Jo 1 + t 2 Jo 1 + t 2 


dt 


donde x ^ 0. Demuestre que F es constante en los inter¬ 
valos (- 00 ', 0) y (0, + 00 ). Sugerencia: muestre que 
F'(x) = 0 para toda x * 0. 

Encuentre una función / tal que para cualquier número 
real x 


/; 


f(t) dt = -Í5L3L -1 
1 + x 2 


Sugerencia: tome la derivada en los miembros de la 
ecuación. 

( 57 ) Si m y n son números enteros positivos, demuestre que 


í x n (\ - x) n dx .= f X”! 

Ja Ja 


(1 - xf dx. 


Esta integral surge en aplicaciones de Probabilidad, 
Análisis combinatorio y Teoría cinética de la materia. 

58. Sea/una función cuya derivada/’ es continua en [a, b]. 
Calcule el valor promedio de la pendiente de la recta tan- 
• gente de la gráfica de / en [a, b], y dé una interpreta¬ 
ción geométrica del resultado. 


Determine í D x ( (2^1 - 1 ) dt 

J 4 L J¡ 


dx. 


60. (a) Sea f(x ) = x sen x. Trace las gráficas de / y 
NDER(NINT(/(r), 0, x), x) en el mismo rectángulo de 
inspección y muestre que las gráficas son las mismas, 
(b) Repita el inciso (a) considerando- ahora 
f(x) = \4 + x 2 . (c) ¿Qué teorema o teoremas apoyan 
los incisos (a) y (b)? Explique suTespuesta. 

6l) Explique por qué cada función continua debe téner una 
antiderivada. ¿Qué garantiza este hecho? 
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4.8 AREA DE UNA REGION PLANA 



(w¡. w¡ V w í 2 + 5 ) 


= Xyfx*_+ 5 


FIGURA 1 


En la sección 4.4 se definió el área de una región plana como el límite de 
una suma de Riemann, y en la sección 4.5 se dijo que dicho límite es una 
integral. Ahora que ha aprendido algunas técnicas para calcular integrales 
definidas, se considerarán más problemas que implican áreas de regio¬ 
nes planas. 

En los ejemplos que se presentan a continuación, se empieza expre¬ 
sando el área requerida como el límite de una suma de Riemann, a fin de 
reafirmar el procedimiento utilizado en la expresión de dichas sumas para 
aplicaciones posteriores en las secciones 4.9 y 4.10 y el capítulo 6. 


► EJEMPLO I Calcule el área de la región del primer cuadrante 
limitada por la curva 

y = W* 2 + 5 
el eje x y la recta x = 2. 

Solución La figura 1 muestra la región junto con uno de los elementos 
rectangulares de área. 

Considere una partición del intervalo [0, 2]. El ancho del i'-ésimo rec¬ 
tángulo es A¡x unidades, y la altura es w¡ ,/w, 2 + 5 unidades, donde w¡ es 
cualquier número del i-ésimo subintervalo. Por tanto, el área del elemento 
rectangular es w¡^jw^ + 5 A,x . La suma de las medidas de las áreas de 
los n rectángulos como éste es 

n _ 

X w i4™¡ 2 + 5 A ¡ x 

i = 1 


la cual es una suma de Riemann. El límite de esta suma cuando ||a|| se 
aproxima a 0 proporciona la medida del área deseada. El límite de la suma 
Riemann es una integral definida que se evalúa mediante el segundo teore¬ 
ma fundamental del Cálculo. Sean A unidades cuadradas el área de la región, 
entonces 


A = lím Y, w i'l w i 2 + 5 A ¡ x 

-r 
-*r 


x-yjx 2 + 5 dx 


1 ( 2 

2 ' 3 


V* 2 •+ 5 (2 xdx) 
(x 2 + 5) 3/2 ]“ 


= i [(9)3/2 _ (5)3/2] 

i (27 
5.27 


= j (27 - 5V5) 


Conclusión: El área de la región es j (27 - 5V5) unidades cuadradas, o 
aproximadamente 5.27 unidades cuadradas. A 
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Hasta este momento se ha considerado el área de una región para la 
cual los valores de función en [a, b] son no negativos. Suponga ahora que 
f(x) < 0 para toda x en [a, b¡. Entonces cada/(w,) es un número negativo; 
por lo que se define el número de unidades cuadradas del área de la región 
limitada por y = /(*), el eje x y las rectas x = a y x = b, como 

lún ¿ [-/(w, )] A¡x 





FIGURA 2 


lo cual es igual a 



EJEMPLO 2 Calcule el área de la región limitada por la curva 


y = x 2 - 4x 

el eje x y las rectas x = 1 y x = 3. 

Solución En la figura 2 se presenta la región y un elemento rectangular 
de área. 

Se toma una partición del intervalo [1, 3]; el ancho del i-ésimo rectán¬ 
gulo es A¡x. Como x 2 - 4x < 0 en [1, 3], la altura del i-ésimo rectángulo 
es ~(w¡ 2 - 4w¡) = 4 w¡ - w¡ 2 . En consecuencia, la suma de las medidas 
de las áreas de los n rectángulos está dada por 

n 

X (4w ¡ ~ "'í 2 ) A -- r 

í— i 



La medida del área deseada es proporcionada por el límite de esta suma 
cuando || A || se aproxima a 0; de modo que si A unidades cuadradas es el 
área de la región, entonces 

A = „ 1 í íP„ ~ w hA¡x 

!l ^ II—._j 

(4x - x 2 ) dx 

= 

22 

3 

Conclusión: El área de la región es y unidades cuadradas. 4 

► EJEMPLO 3 Determine el área de la región limitada por la curva 
y = x 3 - 2x 2 - 5x + 6 
el eje x y las rectas x = -1 y x = 2. 

Solución La región se muestra en la figura 3. Sea 



f(x) = x 3 - 2x 2 - 5x + 6 


FIGURA 3 
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Como f(x) > 0 cuando x está en el intervalo cerrado [-1, 1] y f(x) < 0 
cuando x está en el intervalo cerrado [1, 2], se separa la región en dos partes. 
Seael número de unidades cuadradas del área de la región cuando x está 
en [-1, 1], y sea A 2 el número de unidades cuadradas del área de la región 
cuando x está en [1, 2], Entonces 


M = X/K'Mi-* 

11 A il—»0 “ 


= | f(x) dx 
-l 


■í 


(. x 3 - 2x 2 - 5x + 6) dx 


4 2 “ l'P X [“/( w ¡)] & ¡ x 


■r 


-(x 3 - 2x 2 - 5x + 6) dx 


Si A unidades cuadradas es el área de la región completa, entonces 


A — A\ + A 2 

• 1 


(jc 3 - 2x 2 -5 x + 6) dx - (jc 3 - 2x 2 - 5x + 6 )dx 


[<í - I - I + «> - <3 + T - I - «1 


3 ' 12 ^ 

— 157 
12 


[(4 - - 10 + 12) - (I - | | + 6)] 



Conclusión: El área de la región es ^ unidades cuadradas. 4 

Ahora considere dos funciones / y g continuas en el intervalo cerrado 
[a, b ] tales que f(x ) > g(x) para toda x en [a, b]. Se desea calcular el área de 
la región limitada por las dos curvas y = f(x) y y = g(x) y las dos rectas 
x = a y x = b. Esta situación se ilustra en la figura 4. 

Tome una partición del intervalo [a, b], de modo que el i'-ésimo rec¬ 
tángulo tenga un ancho de A,x. En cada subintervalo elija un número w¡. 
Considere el rectángulo que tiene altura [f(w¡) - g(w,)] unidades y ancho 
AjX unidades. En la figura 4 se muestra este rectángulo. Se tienen n rec¬ 
tángulos como éste, uno asociado con cada subintervalo. La suma de las 
medidas de las áreas de estos n rectángulos está determinada por la suma 
de Riemann siguiente: 


¿ [/(w,) - g(wj)] A¡x 

¡=i 

Esta suma de Riemann es una aproximación a lo que intuitivamente se 
piensa como el número que representa la “medida del área” de la región. 
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Entre más pequeño sea el valor de [[ A ||, mejor será esta aproximación. 
Si A unidades cuadradas es el área de la región, se define 


i™ X U(w¡) - £(»,•)] A¡x 


( 1 ) 


y = g(x) 


f(x) = -x 2 + 4-t 
g(x) = x 2 

FIGURAS 


Como f y g son continuas en [a, b], también lo es / - g; por tanto, el 
límite en (1) existe y es igual a la integral definida 
'b 

[/(*) - g(x )] dx 


*b 

Ja 



► EJEMPLO 4 Calcule el área de la región limitada por las 
curvas y = x 2 y y - - x 2 + 4x. 

Solución Para determinar los puntos de intersección de las dos curvas 
se resuelven las ecuaciones simultáneamente y se obtienen los puntos (0, 0) 
y (2, 4). La figura 5 muestra la región. 

Sean 

f(x) = -x 1 + 4x y g(x) = x 2 

Observe que en el intervalo [0, 2] la curva y = f(x) está por arriba de 
la curva y = g(x). Se dibuja un elemento rectangular vertical de área, cuya 
x altura es de [/(w,) - g(w¡)] unidades y cuyo ancho es de A,x unidades. 
La medida del área de este rectángulo está dada por [f(w¡) - g(w¡)] A¡x. La 
suma de las medidas de las áreas de n rectángulos como éste está determi¬ 
nada por la suma de Riemann 

X (/(**'/) “ «O/)] A ¡ x 

1=1 

Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 

A = H? 1 X [/< w ¡) _ A ¡ x 


y el límite de la suma de Riemann es una integral definida. En consecuencia 
r2 

[f(x) - g(x)} dx 


■i 

i 


[(-x 2 + 4x) - x 2 ] dx 


= (-2* 2 + 4 x)dx 

Jo 


2x2 fo 


= - 2 X 3 + 
3 + 


= -f + 8 - 0 


Conclusión: El área de la región es | unidades cuadradas. 


4 
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y 



/, M = 424^2 

f 2 W = ~y¡2x - 2 
«W = x - 5 

FIGURA 6 





/,(*> = 424^2 
f 2 U) = -V2j - 2 
«M = x - 5 

FIGURA 7 


r EJEMPLO 5 Calcule el área de la región limitada por la pa¬ 
rábola y 2 = 2x - 2 y la recta y = x - 5. 

Solución Las dos curvas se intersectan en los puntos (3, -2) y (9, 4). 
La región se muestra en la figura 6. 

La ecuación y 2 = 2x - 2 es equivalente a las dos ecuaciones 

y = ~J2x - 2 y y = -V2x - 2 

de modo que la primera ecuación proporciona la parte superior de la pa¬ 
rábola mientras que la segunda ecuación da la parte inferior. Si 

/[(*) = 42x4^2 y f 2 (x) = J2x - 2 


la ecuación de la parte superior de la parábola es y = f\(x), y la ecuación 
de la parte inferior es y = f 2 (x). Si se considera que g(x) = x - 5, enton¬ 
ces la ecuación de la recta es y = g(x ). 

En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de 
área. Cada rectángulo tiene su base superior sobre la curva y = fi(x). Como 
la base inferior del primer rectángulo está sobre la curva y = f 2 (x), su al¬ 
tura es [/i(w,) - f 2 (w¡)] unidades. Debido a que la base inferior del segun¬ 
do rectángulo está sobre la curva y = g(x) , su altura es [/i(w¡) - g(w¿)\ 
unidades. Si se desea resolver este problema utilizando elementos rectan¬ 
gulares verticales de área, se debe dividir la región en dos regiones separa¬ 
das, por ejemplo, R¡ y R 2 , donde R¡ es la región limitada por las curvas 
y - /iW, y = f 2 ( x ) y la recta * = 3, y R 2 es la región limitada por las cur¬ 
vas y = /i(x)yy = g(x) y la rectax = 3 (consulte la figura 8). 

Si A ] unidades cuadradas es el área de la región R i, entonces 


¿i 


= lím 

INI—>o 


¿ U \(>*',■) - h(Wij] A,x 
1 = 1 



t/l(x) - / 2 <x)] dx 
[42x - 2 + V2x - 2] dx 


y 



/,(*) = 42x^2 
f¿x) = - 42T -2 
«W = x - 5 



V2x - 2 dx 


= | (2x - 2) 3/2 ]^ 

16 

3 


Si A 2 unidades cuadradas es el área de la región R 2 , 


n 

A 2 ~ n 15 ? 1 

ini-»° fr¡ 


r 

r 


[/i(x) - g(x)] dx 
[424^-2 - (x - 5)] dx 


FIGURA 8 
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= '-(2x - 2) 3/2 


1 x 2 

2 * 


5*] 


= [t - f + 45 ] “ [ ¡ 


+ 

f + 15] 


= H 
3 


Entonces Ai + A? = y + y. 



á(y) = y + 5 

FIGURA 9 


1 + n 2 

Conclusión: El área de la región completa es de 18 unidades cuadradas. ^ 

► EJEMPLO 6 Calcule el área de la región del ejemplo 5 conside¬ 
rando elementos rectangulares horizontales de área. 

Solución La figura 9 muestra la región con un elemento rectangular 
horizontal de área. 

Si las ecuaciones de la parábola y de la recta se resuelven para x se 
obtiene 

.r = i(y 2 + 2) -í = y + 5 

Si se considera <j>{y) = i (y 2 + 2) y A(y) = y + 5, la ecuación de 
la parábola puede escribirse como x = 0(y) y la ecuación de la recta 
como x = A(y). Tenga en cuenta el intervalo cerrado [-2, 4] sobre el eje y, 
y tome una partición de este intervalo. El i'-ésimo subintervalo tendrá una 
longitud de A,y. En el i-ésimo subintervalo [y,_i, y¿] se elige un número w,-. 
Entonces la longitud del i-ésimo elemento rectangular es de [Á(w¡) - cf>(w¡)} 
unidades y su ancho es de A¡y unidades. La medida del área de la región 
puede aproximarse mediante la suma de Riemann 

¿ [A(h-,) - cf>(wi)] A ¡y 

t = ! 

Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 
A = lím 4>(w¡)] A,y 


Como A y <f> son continuas en [-2,4], también lo es A - <£, y el límite de 
la suma de Riemann es una integral definida: 

A = J [A(y) - ¿(y)] dy 


[(y + 5) - |(y 2 + 2)] dy 


[ 4 

= t-y 2 + 2y + 8 )dy 


1 I- 1 i,3 

2 


\ y 3 + y 2 + 8y]_ 2 

i [(- f + 16 + 32) - (¡ + 4 - 16)] 


= 18 


Esta respuesta es acorde con la solución del ejemplo 5. 
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(w.'./K)) 



Al comparar las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que en el 
primer caso se tienen dos integrales definidas para evaluar, mientras que en 
el segundo caso se tiene sólo una. En general, si es posible, los elementos de 
área deben construirse de modo que se obtenga sólo una integral definida. 
El ejemplo siguiente presenta una situación donde son necesarias dos in¬ 
tegrales definidas. 


► EJEMPLO 7 

curvas y = x 


Calcule el área de la región limitada por las dos 
4x. 


fíx) = x 2 - 6x 2 + 
g(x) = x 2 - 4x 

FIGURA 10 


= x 3 - 6x 2 + Sx y y = x 2 

4 Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (0,0), 
(3, -3) y (4, 0). En la figura 10 se muestra la región. 

Sean 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 8x y g(x) = x 2 - 4x 

En el intervalo [0, 3] la curva y = f(x) está por arriba de la curva y = g(x), 
y en el intervalo [3, 4] la curva y = g(x) se encuentra por arriba de la curva 
y = f(x). Así, la región debe dividirse en dos regiones separadas R[ y R 2 , 
donde R\ es la región acotada por las dos curvas en el intervalo [0, 3], y 
/?2 es la región limitada por las dos curvas en el intervalo [3,4], Si A \ es el 
área de R \ y A 2 es el área de R 2 , entonces 

A i = „ u í“ X [/(*';) ~ sOí)] A ¡* 

II A ||-.0 “ 

n 


* 

) , — 

Jo 


A] + A 2i - [(* 3 - 6x 2 + 8x) - (x 2 - 4x)] dx 


+ J [(x 2 - 4x) - (x 3 - 6x 2 + 8jc)3 dx' 
= J (x 3 - lx 2 + 12 x)dx + J (-x 3 + lx 2 - 12 x)dx 

- W* 4 ~¡ x3 + 6í2 £ + [- ] t x4 + 1* 3 - 6x2 \l 

= .f + ii 

71 

“ 6 


Conclusión: El área requerida es ^ unidades cuadradas. 


En los ejemplo 4 a 7, se calcularon las coordenadas de los puntos de 
intersección al resolver simultáneamente las ecuaciones de las curvas. En 
el ejemplo siguiente no pueden determinarse los puntos de intersección 
fácilmente. 


► EJEMPLO 8 

ficas de y = x 2 y y = 


Calcule el área de la región acotada por las grá- . 
sen x. 
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Solución Refiérase a la figura 11, la cual muestra las dos gráficas tra¬ 
zadas en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [-2, 2] y que se intersec- 
tan en el origen y en otro punto del primer cuadrante. Se derjota con [a, b ] 
el intervalo en el que se calculará el área, además se sabe que a = 0. No se 
puede determinar b algebraicamente, sin embargo, puede obtenerse un valor 
aproximado de b empleando los procesos de intersección (intersecf) o ras¬ 
treo (trace) y aumento (zoom irí) de la graficadora. Con cuatro dígitos sig¬ 
nificativos se obtiene b = 0.8767. Si f(x) = sen x, g(x) = x 2 y A unidades 
cuadradas es el área requerida de la región en el intervalo [0, Q.8767], 
entonces 

A = „ lí í n X [/O;) - sK)] 

II * II—*o 

r 0.8767 

= (senx - x 2 ) dx 

Jo 

Esta integral se calcula mediante NINT en la graficadora obteniéndose 
con cuatro dígitos significativos 


f(x) - sen x 
S(x) = x 1 

FIGURA U 


A = 0.1357 

Conclusión: Con cuatro dígitos significativos, el área es 0.1357 unidades 
cuadradas. A 


1 EJERCICIOS 4.8 


En los ejercicios 1 a 38, calcule el área de la región acotada 
por las curvas. En cada ejercicio haga lo siguiente: (a) dibu- 
' je una figura que muestre la región y un elemento rectangular 
• de área; (b) exprese el área de la región como una suma de 
Riemann; {c) calcule el límite del inciso (b) mediante el se- 
t gundo teorema fundamental del Cálculo. 

1. y = 4 - x 2 ; eje x , 

■,2. y = x 2 - 2x + 3;efex;x = -2;x = 1 

3. y = 4x — x 2 \ eje x; x = , 1; x — 3 

, 4. y = 6 — x - x 2 ; eje x 

. ”S 

5. y = -Jx + 1; eje x; eje y; x = 8 

“6. y = \ - x; eje x; x = 2; x = 3 
x í 

7. y = x 2 + x - '12; ejex 

’ y = x 2 - 6x + 5; eje x 

9. y = senx; ejex;x = |w;x = 

’ 10. y = eos x; eje x; eje y; x = j K 

11. y = sec 2 x; eje x; eje y; x = i n 

12. y = csc 2 x; ejex;x = \tt\x = 

13. x 2 = -y; y = -4 

14. y 2 = -x;x = ~2;x = -4 

15. x 2 + y + 4 = 0; y = -8. Considere los elementos de 
área perpendiculares al eje y. 

16. La misma región que en el ejercicio 15. Considere los 
elementos de área paralelos al eje y. 


17. x 2 - y + 1 = 0; x - y + 1=0. Considere los ele¬ 
mentos de área perpendiculares al eje x. 

18. La misma región que en el ejercicio 17. Considere los 
elementos de área paralelos al eje x. 

19. X 3 = 2y 2 ; x = 0;y = -2 

20. y 3 = 4x;x = 0;x = -2 

21. y = 2 - x 2 ;y = -x 22. y = x 2 ;y = x 4 

23. y 2 = x - l;x = 3 

24. y = x 2 ; x 2 = 18 - y 

25. y = -Jx ; y = x 3 

26. x = 4 — y 2 ;x = 4 - 4y 

27. y 3 = x 2 ;x - 3y + 4 = 0 

28. xy 2 = y 2 - 1; x = 1; y = 1; y = 4 

29. x = y 2 - 2;x = 6 - y 2 

30. x = y 2 - y;x = y - y 2 

31. y = 2x 3 - 3x 2 - 9x;y = x 3 - 2x 2 - 3x 

32. 3y = x 3 - 2X 2 - 15x;y = x 3 - 4x 2 - 11 x + 30 

33. y = x 3 + 3x 2 + 2x;y = 2x 2 + 4x 

34. y = | x - 11 + 3; y = 0; x = -2; x = 4 

35. y = cosx - senx; x = 0;y = 0 

36. y = senx; y = -sen-x;x = -jtr,x = 

37. y = |x |;y = x 2 - l;x = -l;x = 1 

38. y = |x + l| + |x|;y = 0;x = -2;x = 3 
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En los ejercicios 39 a 46, aproxime con cuatro dígitos signifi¬ 
cativos el área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones dadas realizando lo siguiente: (a) trace las gráfi¬ 
cas en un rectángulo de inspección conveniente y determine 
los puntos de intersección empleando los procesos de inter¬ 
sección (intersect) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la 
graficadora; (b) exprese el área de la región como el límite de 
una suma de Riemann; (c) aproxime el límite del inciso (b) 
utilizando N1NT en la graficadora. 

39. y = x 4 - 2, y = x 2 

40. y = x 4 ; y = 4 - x 2 

41. y = x 2 - 1; y = sen 2 x 

42. y = x 2 ; y = cosí 

43. y = x 3 ;y = 4 - x 2 \ el eje y 

44. y = x 3 ; y — 4 - x 2 ; el eje x 

45. y = x 3 ;y = tan 2 * - 3;0 < x < jtt 

46 . y = 2 - x 4 \y = sec 2 x 

47. Determine mediante integración el área de la región aco¬ 
tada por el triángulo cuyos vértices son (5, 1), (1, 3) y 
(- 1 .- 2 ). 

48. Determine mediante integración el área de la región li¬ 
mitada por el triángulo cuyos vértices son (3, 4), (2, 0) 
y (0,1). 

En los ejercicios 49 a 57, determine el área exacta de la 
región descrita. 


57. La región acotada por las dos parábolas y 2 = 4 px 
y x 1 = 4py. 

58. Determine la tasa de variación de la-medida del área del 
ejercicio 56 con respecto a p cuando p = |. 

59. Calcule la tasa de variación de la medida del área del 
ejercicio 57 con respecto a p cuando p = 3. 

60. Determine m de modo que la región por arriba de la recta 
y = mx y debajo de la parábola y = 2x - x 2 tenga un 
área de 36 unidades cuadradas. 

61. Determine m de modo que la región por arriba de la curva 
y = mx 2 (m > 0), a la derecha del eje y, y debajo de la 
recta y = m tenga un área de K unidades cuadradas, donde 
K > 0 . 

62. Si A unidades cuadradas es el área de la región limitada 
por la parábola y 2 = 4x y la recta y = mx (m > 0), 
determine la tasa de variación de A con respecto a m. 

63. Para acelerar la evaporación de un líquido, se coloca un 
disco circular de radio r unidades en el líquido y después 
se gira lentamente, como se ilustra en la figura adjunta. La 
distancia del centro del disco a la superficie del líquido es 
h unidades. Los ejes coordenados se colocan de modo que 
el origen esté en el centro del disco, el eje y es paralelo a la 
superficie del líquido y el sentido positivo del eje x está 
hacia abajo, (a) Demuestre que si A(h) unidades cuadra¬ 
das es el área de la región mojada expuesta, entonces 


A(h) = nr 2 - Jth 2 - 2 I s]r 2 - x 2 dx 
Jk 


49. La región acotada por la recta x = 4, y la curva 
x 3 - x 2 + 2xy - y 2 = 0. Sugerencia: resuelva la ecua¬ 
ción cuadrática en y para y en términos de x y exprese 
y como dos funciones de x. 

50. La región limitada por las tres curvas y = x 2 , 
x = y 3 y x + y = 2. 

51. La región acotada por las tres curvas y = x 2 , 
y = 8 - x 2 y 4x - y + 12 = 0. 

52. La región limitada por el trapecio cuyos vértices son 
(-1,-1), (2, 2), (6, 2) y (7,-1). 

53. La región acotada por la curva y = sen x, la recta y = 1 
y el eje y, ubicada a la derecha del eje y. 

54. ' La región limitada por las dos curvas y = sen x y 

y = eos x entre dos puntos de intersección consecutivos. 


y determine el dominio de A. (b) Demuestre que para ma- 
ximizar el área de la región mojada expuesta, h debe ser 
igual a r/ -J\ + n 2 . Sugerencia: para calcular A \h) apli¬ 
que el primer teorema fundamental del Cálculo. 



Superficie del líquido 


55. La región acotada por la curva y = tan 2 x, el eje x y la 
recta x = i n. 

4 

56. La región limitada por la parábola x 2 = 4pyy dentro del 
triángulo formado por el eje x y las rectas 
y = x + 8pyy = -x + 8p, donde p > 0. 


64. Cuando se calcula el área de una región plana por medio 
de integración, ¿en qué circunstancias es más conveniente 
utilizar (a) elementos rectangulares verticales de área y 
(b) elementos rectangulares horizontales de área? 
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4.9 VOLÚMENES DE SÓLIDOS MEDIANTE LOS MÉTODOS DE 
REBANADO, DE DISCOS Y DE ARANDELAS 




FIGURA 2 



FIGURA 3 



A(w¡) 


La definición del área de una región plana condujo a la definición de la inte¬ 
gral definida. En este proceso se empleó la fórmula de la geometría plana 
para el área de un rectángulo. Ahora se utilizará un proceso semejante con 
el propósito de obtener volúmenes de algunos tipos particulares de sólidos. 
Uno de estos sólidos es el cilindro recto. 

Se dice que un sólido es un cilindro recto si está limitado por dos regio¬ 
nes planas congruentes Ry y R 2 que pertenecen a dos planos paralelos, y por 
una superficie lateral generada por un segmento rectilíneo, que tiene sus 
extremos en las fronteras o límites de R\ y R 2 , el cual se desplaza siempre 
en forma perpendicular a los planos de Ri y R 2 . La figura 1 muestra un cilin¬ 
dro recto. La altura del cilindro es la distancia perpendicular entre los pla¬ 
nos de R¡ y R 2 , y la base del cilindro es R¡ o R 2 . Si la base del cilindro recto 
es una región limitada por un rectángulo, se tiene un paralelepípedo 
rectangular, el cual se muestra en la figura 2, y si la base es una región aco¬ 
tada por una circunferencia, se tiene un cilindro circular recto, como se 
ilustra en la figura 3. 

Si el área de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su 
altura es h unidades y si V unidades cúbicas es su volumen, entonces 

V = Ah 

Se utilizará esta fórmula a fin de obtener un método que proporcione la 
medida del volumen de un sólido para el cual el área de cualquier sección 
plana (región plana formada por la intersección de un plano y el sólido) 
perpendicular a un eje es una función de la distancia perpendicular de la 
sección plana desde un punto fijo del eje. La figura 4 muestra uno de estos 
sólidos S que está entre los planos perpendiculares al eje x en a y b. Sea 
A ( x ) unidades cuadradas el área de la sección plana de S perpendicular al 
eje x en x. Se requiere que A sea continua en [a, b]. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b\ dada por 

a = xq < x i < x 2 < ... < x n = b 

Entonces existen n subintervalos de la forma [x,_i, x¡], donde i = 1, 
2, .... n, donde la longitud del ¡’-ésimo subintervalo A¡x = x, - 
Elija cualquier número w¡, con x¡_\ < w¡ < x¡, en cada subintervalo, y 
construya los cilindros rectos de alturas A¡x unidades y áreas de seccio¬ 
nes planas de A(w¡ ) unidades cuadradas. La figura 5 muestra el i-ésimo ci¬ 
lindro recto, el cual recibe el nombre de elemento de volumen. Si A¡V 
unidades cúbicas es el volumen del i-ésimo elemento, entonces 


A¡V = A(w¡) A¡x 


FIGURA 4 


La suma de las medidas de los n elementos es 


A-x 



X = ¿AfWj) A ¡x (1) 

¡=i ¡=i 

la cual es una suma de Riemann. Esta suma es una aproximación de lo que 
intuitivamente pensamos como el número de unidades cúbicas del volumen 
del sólido. Cuanto más pequeña se tome la norma || A || de la partición, tanto 
más será mayor el valor de n, de modo que dicha aproximación estará más 


FIGURAS 
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cerca del número V que deseamos asignar a la medida del volumen. Por 
tanto, se define V como el límite de la suma de Riemann en (1) cuando 
|| A || se aproxima a cero. Este límite existe porque A es continua en 
la, b]. Entonces se tiene la siguiente definición. 


4.9.1 Definición del volumen de un sólido 


Sea 5 un sólido tal que S está entre dos planos perpendiculares al eje 
x en a y b. Si la medida del área de la sección plana 5, perpendicular 
al eje x en x, está dada por A(x), donde A es continua en [a, ¿>), enton¬ 
ces la medida del volumen de S está dado por 




A(w ,) A,* 


El término rebanado se utiliza cuando se aplica esta definición para 
calcular el volumen de un sólido. El proceso es semejante al rebanado de 
una hogaza de pan en muchas porciones muy delgadas de modo que todas 
las porciones juntas constituye la hogaza completa. En el ejemplo ilustra¬ 
tivo siguiente se muestra que la definición 4.9.1 es consistente con la fór¬ 
mula de la geometría sólida para el volumen de un cilindro circular recto. 


y 



X 


FIGURA 6 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 6 presenta un cilin¬ 
dro circular recto, que tiene una altura de h unidades y un radio de la base de 
r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen está 
en el centro de una base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del 
eje x. Una sección plana a una distancia de x unidades del origen tiene un área 
de A(x) unidades cuadradas, donde 

A(x) = nr 2 

Un elemento de volumen, mostrado en la figura 6, es un cilindro recto 
con un área de la base de A(w¡) unidades cuadradas y espesor de A¡x 
unidades. De este modo, si V unidades cúbicas es el volumen del cilindro 
circular recto, entonces 


V = lím V á(w f ) Ap 

llAlUotí 


-f 

-r 


A(x) dx 

nr 2 dx 


~\ n 

X 

_0 


= nr 2 h 


◄ 


En la definición 4.9.1 se puede sustituir x por y. En tal caso, S es un só¬ 
lido que está entre planos perpendiculares al eje y en c y d, y la medida del 
área de la sección plana de S perpendicular al eje y en y está dada por A(y), 
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donde A es continua en [c, d]. Entonces la medida del volumen de S está 
dada por 



FIGURA 7 


V = lím V A(w-) A ¡y 


f 


= A(y) dy 


W EJEMPLO I Utilice el método de rebanado para calcular el 
volumen de una pirámide cuya altura es de h unidades y cuya base es un cua¬ 
drado de lado de s unidades. 

Solución La figura 7 muestra la pirámide y los ejes coordenados dis¬ 
puestos de modo que el centro de la base está en el origen y la altura se mide 
a lo largo del lado positivo del eje y. La sección plana de la pirámide per¬ 
pendicular al eje y en (0, y) es un cuadrado. Si la longitud del lado de este 
cuadrado mide z unidades, entonces por triángulos semejantes (consulte la 
figura 8) 



FIGURA 8 



h - y h 


Z = {(h- y) 

Por tanto, si A(y ) unidades cuadradas es el área de la sección plana, entonces 

My) = jj¡(h ~ y) 2 

La figura 9 muestra un elemento de volumen el cual es un cilindro recto de 
área A(w¿) unidades cuadradas y de un espesor de A,y unidades. De manera 
que si V unidades cúbicas es el volumen de la pirámide, entonces 


y 


FIGURA 9 


X 


v = ,, 1 ™ ¿ A ( w 0 \y 
Haimsí 



A(y) dy 



y) 2 dy 



(A 




◄ . 


Ahora se mostrará cómo aplicar la definición 4.9.1 a fin de calcular el 
volumen de un sólido de revolución, el cual es un sólido que se obtiene al 
girar una región de un plano alrededor de una recta del plano, llamada eje 
de revolución, el cual puede intersectar o no la región. Por ejemplo, si la 
región limitada por una semicircunferencia y su diámetro se gira alrededor 
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FIGURA 10 



FIGURA 11 



FIGURA 12 



FIGURA 13 


del diámetro, se genera una esfera (refiérase a la figura 10). Si la región limi¬ 
tada por un triángulo rectángulo se gira alrededor de uno de sus catetos, se 
obtiene un cono circular recto (consulte la figura 11). 

Considere primero el caso en que el eje de revolución es un límite de 
la región que se girará. Sea / la función continua en el intervalo cerrado 
[a, b\, y suponga que f(x) > 0 para toda x en [a, b]. Sea R la región limi¬ 
tada por la curva y = f(x'), el eje x y las rectas x = a y x .= b. La figura 12 
muestra la región R y el i-ésimo rectángulo. Cuando el i-ésimo rectángulo 
se gira alrededor del eje x se obtiene un elemento de volumen el cual es un 
disco cuya base es un círculo de radio/(wj) unidades y cuya altura mide 
A¡x unidades, como se muestra en la figura 13. Si A,V unidades cúbicas es 
el volumen de este disco, entonces 

A;V = Jl[f(w¡)] 2 A¡x 

Como existen n rectángulos, se obtienen n discos de esta manera, y la suma 
de las medidas de los volúmenes de estos n discos es 

l¥= 5>l/(w¡)] 2 A,* 

1=1 1=1 

Esta es una suma de Riemann de la forma (1) donde A(w¡) = n\f(w¡)) 2 . 
Por tanto, si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
se deduce de la definición 4.9.1 que V es el límite de esta suma de Riemann 
cuando || A || se aproxima a cero. Este límite existe porque f 2 es continua 
en [a, b], ya que se supuso que / es continua en ese intervalo. Entonces se 
tiene el siguiente teorema. 


4.9.2 Teorema 


Sea / una función continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga 
que f(x ) 2 0 para toda x en [a, b]. Si S es el sólido de revolución ob¬ 
tenido al girar alrededor del eje x la región limitada por la curva 
y = f(x), el eje x y las rectas x = ayx = b, ysiV unidades cúbi¬ 
cas es el volumen de 5, entonces 

V = lim ¿«[/(w/IPAí* 

IIa||— o rj 

= n í [f(x)] 2 dx 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Calcule el volumen del sólido 

de revolución generado cuando la región acotada por la curva y = x 2 , el eje x 
y las rectas x = 1 y x = 2 se gira alrededor del eje x. Refiérase a la figura 
14, la cual muestra la región y un elemento rectangular de área. La figura 15 
presenta el sólido de revolución y un elemento de volumen. La medida del 
volumen del disco está dado por 


A/V = tc(w¿ 2 ) 2 A ¡x 

= nw^AjX 
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Entonces 


V = 


lím ¿I, Tt'V] 4 A¡x 

IUIM “¡ 


Z-2 


dx 



Conclusión: El volumen del sólido de revolución es y n unidades cúbicas. 


A fin de apoyar la evaluación analítica de la integral definida se calcula 
en la graficadora 


NINTO* 4 , 1, 2) = 19.47787445 


el cual es el mismo valor, con diez dígitos significativos, que el valor exacto 
de la respuesta anterior. M 


Cuando el eje de revolución y una frontera de la región girada son el 
eje y o cualquier recta paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema se¬ 
mejante al teorema 4.9.2. 


► EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sólido de revolución ge¬ 
nerado al girar alrededor de la recta x = 1 la región limitada por la curva 


(x - l) 2 = 20 - 4y 


y las rectas x = 1, y = 1, y = 3 y a la derecha de x = 1. 

Solución La figura 16 muestra la región y un elemento rectangular 
de área. El sólido de revolución y un elemento de volumen se presentan en 
la figura 17. 

Al resolver la ecuación de la curva para x se obtiene 
x = ^20 - 4y + 1 


FIGURAIS . Sea g(y) = ,/20 - 4y + 1. Se toma una partición del intervalo [1, 3] 

del eje y. Si A¡V unidades cúbicas es el volumen del z-ésimo disco, entonces 


y 

4 r=l 



V = g(y) 


g( v) = V 20 - 4 y + I 

FIGURA 16 


A/V = n [g(w¡) - l ] 2 Ajy 

= 1C[(420^4wi + 1)- l] 2 A,y 
= Jt(20 - 4w¡) A¡y 

Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, entonces 

R 

V = lím V 71(20 - 4 w¡) Á¡y 

= ^ i (20 _ 4>-) ^ 

= 7t[ 20y-2y z f 

= nr[(60 - 18) - (20 - 2)) 

= 247t 
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FIGURA 17 


y 




Conclusión: El volumen del sólido de revolución es 24 n unidades 
cúbicas. 4 

Ahora suponga que el eje de revolución no es una frontera de la región 
que se girará. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] tales que 
f(x) > g(x) a 0 para toda x en [a, b]. Sea R la región limitada por las cur¬ 
vas y = f(x) y y = g(x) y las rectas x = a y x = b. La región R y el 
í-ésimo rectángulo se muestran en la figura 18, y el sólido de revolución 
se presenta en la figura 19. Cuando el í-ésimo rectángulo se gira alrededor 
del eje x, se obtiene un anillo circular como el de la figura 20. La diferen¬ 
cia de las áreas de las dos regiones circulares es (n[f(.w¡)] 2 - 7t[g(w¡)] 2 ) 
unidades cuadradas y el espesor es de A,x unidades. Si A,V unidades cúbi¬ 
cas es el volumen de la arandela, entonces 

A,-V = 7r([/(w,)] 2 - [g(w¡)] 2 ) A¡x 

La suma de las medidas de los volúmenes de las arandelas generadas al 
girar los elementos rectangulares de área alrededor del eje x es 

¿A ¡V = ¿?r( [/(*,■ )] 2 - [g(w,)] 2 ) A,x 

¡=i ¡=i 

Ésta es una suma de Riemann de la forma (1), donde (Aw¡) = it[f{w¡)] 2 - 
^[gf'v,)] 2 . De la definición 4.9.1, el número de unidades cúbicas del volu¬ 
men del sólido de revolución es el límite de esta suma de Riemann cuando 
|| A || se aproxima a cero. El límite existe puesto que/ 2 - g 2 es continua en 
[a, b] ya que f y g son continuas en ese intervalo. En consecuencia, se tiene 
el teorema siguiente. 


4.9.3 Teorema 


Sean fyg dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tales 
que f{x) a g(x) 2 0 para toda x en [a, b]. Si V unidades cúbicas 
es el volumen del sólido de revolución generado al girar alrededor 
del eje x la región limitada por las curvas y = f(x) y y = g(x) y las 
rectas x = a y x = b, entonces 

V = X ^([/(^)1 2 - [gftv,)] 2 ) A,x 

= *f Ü/U)] 2 - (gWl 2 )dx 



A-x 


Como antes, cuando el eje de revolución es el eje y o cualquier recta 
paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior. 


W EJEMPLO 3 Calcule el volumen del sólido generado al girar 
alrededor del eje x la región acotada por la parábola y = x 2 + 1 
y la recta y = x + 3. 

Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (-1, 2) y 
(2, 5). La figura 21 muestra la región y un elemento rectangular de área. 
El sólido de revolución y un elemento de volumen se presentan en la 
figura 22. 

Si/(x) = x + 3 y g(x) = x 2 + 1, entonces la medida del volumen de 
la arandela circular es 


FIGURA 20 


A f V = n([f(w¡)] 2 - [g(w,)] 2 ) A,x 
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fU) = ■* + 3 

g(x) = x 2 + I 


FIGURA 21 


Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido, entonces 


V = Km jT jr([/Cwy)] 2 - [g(w¡)] 2 ) A¡x 
II a ||—>o £¡ 

= ^ í ([/W ] 2 “ k(*)] 2 ) dx 


1 

2 

= n\ [(x + 3) 2 - (x 2 + 1 ) 2 ]dx 

-i 
r 2 

n I (-j: 4 - x 2 + 6x + 8) dx 


= tr [- f .v 5 - f j; 3 + 3 jt 2 + 8*]^ 

= 5T[(- f - | + 12 + 16) - (I + I + 3 - 8)] 

— H7 _ 

- — * 

Conclusión: El volumen del sólido de revolución es —k unidades 
cúbicas. ^ 



V EJEMPLO 4 Calcule el volumen del sólido generado al girar 
alrededor de la recta x = -4 la región limitada por las dos parábolas 
x = y - y 2 y x = y 2 - 3. 

Solución Las curvas se intersectan en los puntos (-2, -1) y (-1 , §). La 
región y un elemento rectangular de área se muestran en la figura 23. La fi¬ 
gura 24 presenta el sólido de revolución así como un elemento de volumen, 
el cual es una arandela. 

Sean F(y) = y - y 2 y G(y) = y 2 - 3. El número de unidades cú¬ 
bicas del volumen de la arandela circular es 

A¡V = tt([4 + F(w¡)] 2 - [4 + G(wj)\ 2 ) A¡y 
Por tanto. 


FIGURA 22 



V = lím Y n ([4 + F(w ¡)] 2 - [4 + G( Wi )] 2 ) A,y 
IUIM rf 


3/2 


FIGURA 23 


k\ 1(4 + y - y 2 ) 2 - (4 + y 2 - 3) 2 ] dy 

-l 
r 3/2 

= 7t\ (-2y 3 - 9y 2 + 8y + 15) ¿iy 

1-3/2 

-i 


= n - á y 4 - 3y 3 + 4y 2 + 15y]^ 


= f * 


Conclusión: El volumen del sólido de revolució n es ~ n unidades 
cúbicas. 

Los ejemplos anteriores sé han presentado a propósito, de modo que 
el cálculo pueda efectuarse fácilmente a mano. En el ejemplo siguiente, 
que no corresponde a este caso, se necesitará la graficadora. 
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íW = 4 - x 1 

FIGURA 25 


► EJEMPLO 5 Calcule con cuatro dígitos significativos el vo¬ 
lumen del sólido de revolución generado al girar alrededor del eje x la región 
acotada por las gráficas de 

f(x) - sen Vjc 2 +4 y g(x) = 4 - x 2 


Solución Se trazan las gráficas de las dos ecuaciones en el rectángulo 
de inspección de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 25. Debi¬ 
do a la simetría con respecto al eje y, se obtendrá un medio del volumen 
requerido al girar alrededor del eje x la región limitada por las curvas en el 
primer cuadrante. Se necesita tomar una partición del intervalo [0, b], donde 
b es la coordenada x del punto de intersección de las dos curvas en el primer 
cuadrante. Se obtiene b empleando el proceso de intersección (intersect) o 
rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, resultando, con cua¬ 
tro dígitos significativos, b = 1.905. 

Cada elemento de volumen es una arandela. Si V unidades cúbicas es 
el volumen requerido, entonces 

\ = n lím ¿ tt([g(w¡)] 2 - lf(w¡)] 2 ) A¡x 
y-1.905 

= k n([g(x)] 2 - lf(x)] 2 ) dx 
Jo 

J ’ 1.905 _ 

[(4 - x 2 ) 2 - sen 2 -Jx 2 + 4 ] dx 

0 


Al evaluar la integral definida mediante NINT en la graficadora se obtiene 
rrNINT((4 - x 2 ) 2 - sen 2 Jx 2 r 4), 0, 1.905) = 50.129 


Entonces 


\ = 50.129 
V = 100.26 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución, con cuatro dígitos 
significativos, es 100.3 unidades cúbicas. 4 



Como se ha visto, la obtención de volúmenes mediante los métodos 
de discos y de arandelas son casos especiales del cálculo de volúmenes del 
método de rebanado. A continuación se dará otro ejemplo de determinación 
de un volumen por medio del método de rebanado. 


r EJEMPLO 6 Se corta una cuña de un cilindro circular recto, 
cuyo radio es r centímetros, mediante dos planos, uno perpendicular al eje del 
cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo de un diámetro de la sección 
plana circular formando un ángulo de 60°. Calcule el volumen de la cuña. 

Solución La cuña se muestra en la figura 26. El plano xy se considera 
como el plano perpendicular al eje del cilindro y el origen está en el punto 
de perpendicularidad. Entonces, una ecuación de la sección plana circular 
es x 2 + y 2 = r 2 . Toda sección plana de la cuña, perpendicular al eje x, es 
un triángulo rectángulo. Un elemento de volumen es un cilindro recto que 
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tiene una altura de A,x centímetros, y el área de su base está dada por 
2 V3[/(W;)] 2 centímetros cuadrados, donde f(x ) se obtiene al resolver la 
ecuación de l a circunfe rencia para y y considerando y - f(x). Por tanto, se 
tiene f{x) = yr 2 - x 2 . Así, si V centímetros cúbicos es el volumen de la 
cuña, entonces 


V = Jim £ 1 v3(r 2 “ w i 2 ~> A ¡ x 
II a|I-»o ítt 




(r 2 - jt 2 ) dx 


= i^[ 


= IV3r 3 




Conclusión: El volumen de la cuña es -- y : 3r 3 cm 3 . 


◄ 


EJERCICIOS 4.9 


En los ejercicios 1 y 2, deduzca la fórmula para el volumen 
del sólido mediante el método de rebanado. 

1. Una esfera de radio r unidades. 

2. Un cono circular recto de altura h unidades y radio de la 
base de a unidades. 

3. Determine el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = a: 3 , el eje x y 
las rectas x - 1 y x = 2, se gira alrededor del eje x. 

4. Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la curva y = x 2 + 1, el eje 
x y las rectas x = 2 y x = 3, se gira alrededor del eje x. 

En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del sólido de 
revolución generado cuando la región de la figura se gira 
alrededor de la recta indicada. Una ecuación de la curva de 
la figura es y 2 = x 3 . 

5. OAC alrededor del eje x. 

6. O A C alrededor de la recta A C. 

7. OAC alrededor de la recta BC. 

8. OAC alrededor del eje y. 

9. OBC alrededor del eje y. 

10. OBC alrededor de la recta BC. 

11. OBC alrededor de la recta AC. 

12. OBC alrededor del eje x. 

W \ 

En los ejercicios 13 a 16, calcule el volumen del sólido de re¬ 
volución generado a¡ girar alrededor de la recta indicada la 
región acotada por la curva y = - fx , el eje xy la recta x = 4. 

13. La recta x = 4. 14. El eje x. 

15. El eje y. 16. La recta y = 2. 

17. Obtenga la fórmula del volumen de una esfera al girar 
alrededor del eje x la región limitada por la circunferen¬ 
cia a 2 + y 2 = r 2 y el eje x. 


18. Deduzca la fórmula para el volumen de un cono circular 
recto de altura de h unidades y cuyo radio de la base mide 
a unidades al girar la región limitada por un triángulo 
rectángulo alrededor de uno de sus catetos. 

19. Obtenga la fórmula para el volumen de un cono circular 
recto truncado que se obtiene al girar el segmento recti¬ 
líneo que va de (0, b) a ( h , a ) alrededor del eje x. 

20. Calcule mediante el método de rebanado el volumen de 
un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen¬ 
diculares y tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas 
longitudes son de 3,4 y 7 pulg, respectivamente. 

21. La región acotada por la curva y = sec x, el eje x , el eje y 
y la recta x - 2 ir, se gira alrededor del eje x. Calcule el 
volumen del sólido generado. 

22. Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = esc x , el eje x y 
las rectas jc — I 71 y x — l -n, se gira alrededor del eje x. 

23. Obtenga el volumen del sólido de revolución generado si 
la región acotada por un arco de la curva senoidal se gira 
alrededor del eje x. Sugerencia: emplee la identidad 
sen 2 x = 1(1 - eos 2x). 

24. La región limitada por el eje y y las curvas y = sen x y 
y = eos x para 0 < x £ 2 K, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sólido generado. Sugeren¬ 
cia: utilice la identidad eos 2 * - sen 2 x = eos 2x. 

25. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 23 se gira alrededor de la recta y = 1. 

26. Obtenga el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 24 se gira alrededor de la recta y = 1. 

27. La región acotada por la curva y = cot x, la recta 
x = 2 ?r y el eje x se gira alrededor del eje x. Calcule 
el volumen del sólido generados 

28. La región limitada por la curva y = tan x, la rec¬ 
ta x = 2 n y el eje x se gira alrededor del eje x. Deter¬ 
mine el volumen del sólido generado. 
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29. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta ,r = -4 la región limitada por esa misma recta 
y la parábola x = 4 + 6y - 2y 2 . 

30. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región acotada por la parábola y 2 = 4x y 
la recta y = x. 

31. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 30 alrededor de la recta x = 4. 

32. Determine el volumen del sólido generado al girar alre¬ 
dedor del eje y la región acotada por la recta que pasa por 
los puntos (1,3) y (3, 7) y las rectas y = 3, y = 7 y 
* = 0. 

33. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta y = -3 la región limitada por las dos parábolas 
y - x 2 y y = 1 + x - x 2 . 

34. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región acotada por el lazo (o bucle) de la 
curva cuya ecuación es 2y 2 = x(x 2 - 4). 

35. Determine el volumen del sólido generado cuando la re¬ 
gión limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene 
la ecuación .i 2 y 2 = (x 2 — 9)( 1 - x 2 ), se gira alrededor 
del eje x. 

36. Un tanque petrolero tiene la forma de una esfera con un 
diámetro de 60 pie. ¿Cuánto petróleo contiene el tanque si 
la profundidad del petróleo es de 25 pie? 

37. La región acotada por la curva y = esc x y las rectas 
y = 2, x = '-n y x = |tr, se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del sólido generado. 

38. La región del primer cuadrante limitada por la curva 
y = sec x, el eje y y la recta y = 2, se gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del sólido generado. 

39. Al girar alrededor del eje x la región limitada por 
la curva y = -.j2x + 4 , el eje x, el eje y y la recta x = c 
(c > 0), se generó un sólido de revolución. ¿Para qué 
valor de c el volumen del sólido será de 12;r unidades 
cúbicas? 

40. La región del primer cuadrante acotada por los ejes 
coordenados, la recta y = 1 y la curva y = cot x, se 
gira alrededor del eje x. Obtenga el volumen del sólido 
generado. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 

el volumen del sólido generado al girar la región dada alrede¬ 
dor del eje indicado. Exprese la respuesta con cuatro dígitos 

significativos. 

41. La región limitada por la gráfica de y = sjx 3 + 4, el 
eje x, el eje y y la recta x = 2, alrededor del eje x. 

42. La región acotada por la gráfica de y = |r 4 - 5, el 
eje x y las rectas x = 2 y x = 3, alrededor del eje x 

43. La región limitada por la gráfica de y = yx^ + 4, el 
eje y y la recta y = 3, alrededor del eje y. 

44. La región acotada por la gráfica de y = sjx; 4 - 5 , el 
eje x, el eje y y la recta y = 4, alrededor del eje y. 


45. La región limitada por la gráfica de y = sen x 3 , el eje y y 
la recta y = 1, si jc 6 [0, a/jt/ 2 ], alrededor del eje x. 

46. La región acotada por la gráfica de,y = tan x 2 , el eje y 
y la recta y = 1, si jc G [0, -fiñ/ 2], alrededor de la recta 
y = L 

47. La región del ejercicio 45 alrededor de la recta y = 2. 

48. La región del ejercicio 46 alrededor de la recta y = -1. 

49. La región acotada por las gráficas de y = sen x + 2, 
y = tan x, y el eje y, alrededor del eje x. 

50. La región limitada por las gráficas de y = x 2 - 1 
y y = cosCr 2 + 2), alrededor del eje x. 

51. La base de un sólido es la región acotada por una elipse 
que tiene la ecuación 3jr 2 + y 2 = 6. Calcule el volu¬ 
men del sólido si todas las secciones planas perpen¬ 
diculares al eje x son cuadrados. 



52. La base de un sólido es la región limitada por la hipérbola 
25X 2 - 4y 2 = 100 y la recta x = 4. Calcule el volumen 
del sólido si todas las secciones planas perpendiculares al 
eje x son cuadrados. 

53. La base de un sólido es la región acotada por una circunfe¬ 
rencia que tiene un radio de 7 cm. Calcule el .volumen del 
sólido si todas las secciones planas perpendiculares a un 
diámetro fijo de la base son triángulos equiláteros. 



* x 


54. La base de un sólido es la región del ejercicio 52. Calcule 
el volumen del sólido si todas las secciones planas perpen¬ 
diculares al eje x son triángulos equiláteros. 

55. La base de un sólido es la región del ejercicio 53. Calcule 
el volumen del sólido si todas las secciones planas perpen¬ 
diculares a un diámetro fijo de la base son triángulos isós¬ 
celes cuya altura es igual a la distancia de la sección plana 
al centro de la circunferencia. El lado que está sobre la 
base del sólido no es uno de los lados iguales del triángulo. 

56. La base de un sólido es la región limitada por una cir¬ 
cunferencia coq.un radio de r unidades, y todas las seccio¬ 
nes planas perpendiculares a un diámetro fijo de la base 
son triángulos rectángulos isósceles que tienen la hipote¬ 
nusa en el plano de la base. Calcule el volumen del sólido. 
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57. 


58. 


59. 


60. 


Resuelva el ejercicio 56 si los triángulos rectángulos isós¬ 
celes tienen un cateto en el plano de la base. 

La base de un sólido es la región limitada por una cir¬ 
cunferencia con un radio de 4 pulg, y cada sección plana 
perpendicular a un diámetro fijo de la base es un triángulo 
isósceles que tiene una altura de 10 pulg y cuya base es 
una cuerda de la circunferencia. 

La base de un sólido es la región acotada por la curva 
x = 2 Jy y las rectas x + y = 0 y y - 9. Calcule el 
volumen del sólido si todas las secciones planas perpen¬ 
diculares al eje y son cuadrados que tiene una diagonal 
con un extremo en la recta x + y = 0 y el otro extremo 
en la curvar = 2Jy. 

Dos cilindros circulares rectos, cada uno de radio de r 
unidades, tienen ejes que son perpendiculares, Calcule el 
volumen de la porción común de los dos cilindros. 

y 


¡ 



Dos cilindros Intersección de los cilindros 


plano que pasa por un diámetro de la base del cilindro 
y que forma un ángulo de 45° con el plano de la base. 
Calcule el volumen de la cuña. 



62. De un sólido que tiene forma de cono circular recto cuyo 
radio de la base es de 5 pie y cuya altura mide 20 pie, se 
corta una cuña mediante dos semiplanos que pasan por el 
eje del cono. El ángulo formado por los dos semiplanos 
mide 30°. Calcule el volumen de la cuña. 

63. Al girar la parábola y 1 = 4px alrededor del eje x se 
obtiene un paraboloide de revolución. Calcule el volu¬ 
men del sólido limitado por un paraboloide de revolución 
y un plano perpendicular a su eje si el plano está a 10 cm 
del vértice, y si la sección plana de intersección es un 
círculo que tiene un radio de 6 cm. 


61. De un sólido que tiene forma de cilindro circular recto 
de r centímetros de radio, se corta una cuña mediante un 


64. Explique la relación entre cálculo de volúmenes mediante 
el método de rebanado y cálculo de volúmenes por medio 
de los métodos de discos y de arandelas. 


4.10 VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE EL METODO DE 
CAPAS CILINDRICAS 


y 



En la sección anterior se determinó el volumen de un sólido de revolución 
tomando los elementos rectangulares de área perpendiculares al eje de revo¬ 
lución, y los elementos de volumen obtenidos fueron discos o arandelas. Para 
algunos sólidos de revolución este método puede no ser factible. Por ejem¬ 
plo, suponga que se desea calcular el volumen exacto del sólido de revolu¬ 
ción obtenido al girar alrededor del eje y la región limitada por la gráfica 
de y = 3* - x 3 , el eje y y la recta y = 2. Esta región se muestra en la fi¬ 
gura 1. Si un elemento de área es perpendicular al eje y como se presenta 
en la figura, el elemento de volumen es un disco, y determinar el volumen 
del sólido de revolución implica una integral de la forma J Q 2 A(y) dy. Pero 
para obtener una fórmula de A(y') se necesita resolver la ecuación cúbica 
y = 3x - x 3 , para x en términos de y, lo cual es una tarea muy laboriosa. De 
modo que ahora se estudiará un procedimiento alternativo para calcular el 
volumen de un sólido de revolución, el cual es más fácil de aplicar en éste 
y algunos otros casos. 

El método implica considerar los elementos rectangulares de área 
paralelos al eje dé revolución. Después, cuando un elemento de área se 
gira alrededor del eje de revolución se obtiene una capa cilindrica. Una 
capa cilindrica es un sólido contenido entre dos cilindros que tienen el 
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FIGURA 2 


y 


mismo centro y el mismo eje. En la figura 2 se muestra una capa cilindrica 
de éstas. 

Si la capa cilindrica tiene un radio interior de r¡ unidades, un radio 
exterior de r 2 unidades y una altura de h unidades, entonces su volumen V 
unidades cúbicas está dado por 

V = nr^h - 7tr-¡ 2 h (1) 

Sea R la región limitada por la curva y = f{x), el eje x y las rectas 
x = a y x — b, donde / es continua en [ a , b] y f(x) > 0 para toda x en 
[a, £>]; además, suponga que a > 0. La región R se muestra en la figura 3. 
Si R se gira alrededor del eje y, se genera un sólido de revolución S. Dicho 
sólido se muestra en la figura 4. Para calcular el volumen de S cuando se 
toman los elementos rectangulares de área paralelos al eje y, se procede en 
la siguiente manera. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] dada por 


4 


x = b 



a 


h 


FIGURA 3 


a = xq < x¡ < x 2 < ■ ■ . < jc„_i < x„ = b 

Sea m¡ el punto medio del i-ésimo subintervalo [x,_ |, x¡¡. Entonces se 
tiene que m¡ = j (x,_| + x¡). Considere el rectángulo cuya altura es f(m¡) 
unidades y cuyo ancho es de A,jc unidades. Si este rectángulo se gira alre¬ 
dedor del eje y, se obtiene una capa cilindrica. La figura 4 muestra la capa 
cilindrica generada por el elemento rectangular de área. 

Si A,V proporciona la medida del volumen de esta capa cilindrica, en¬ 
tonces se tiene de la fórmula (1), donde = x,_j, r 2 = x¡ y h = /(m ¿ ), 
de modo que 


AfV = nx¡ 2 f(mi) - nx¡_\ 2 f(m¡) 
A¡V = n(x; 1 - /(«,-) 

A,V = n(x, - Xí^)(Xí + x,_i)/(mj) 



»IGURA 4 


Como x¡ - = A¡x, y puesto que x¡ + x,_[ = 2 m¡, entonces al sus¬ 

tituir en la ecuación anterior se tiene 

A jV - 2nm¡f(m¡) A¡x 

Si los n elementos rectangulares de área se giran alrededor del eje 
y, se obtienen n capas cilindricas. La suma de las medidas de sus volú¬ 
menes es 

¿ A, V = 2?rm,/(m ; ) A¡x 

¡=i ¡=i 

la cual es una suma de Riemann. El límite de esta suma de Riemann cuan¬ 
do || A || se aproxima a cero existe porque /es continua en [a, b], de modo 
que también lo es la función cuyos valores son 2 nxf(x). El límite es la in¬ 
tegral definida \ a 2 Kxf(x) dx, y proporciona el volumen del sólido de re¬ 
volución. Este resultado se resume en el teorema siguiente. 


4.10.1 Teorema 


Sea / una función continua en el- intervalo cerrado [a, b], donde 
a a 0. Suponga que f(x) & 0 para toda x en (a, b]. Si R es la región 
limitada por la curva y = /( x), el eje x y las rectas x = a y x - b. 
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si S es el sólido de revolución que se obtiene al girar R alrededor del 
eje y, y si V unidades cúbicas es el volumen de S, entonces 

m 

V = lím Y 2mn,/(/n¡) 
lUII-o £í 

= 2jtÍ xf(x)dx 


Aunque la validez de este teorema puede resultar obvia debido a las 
explicaciones anteriores, la demostración requiere probar que se obtie¬ 
ne el mismo volumen mediante el método de discos del teorema 4.9.2. En 
el número de febrero de 1984 de la revista American Mathematical Monthly 
(Vol. 91, No. 2), Charles A. Cable de Allegheny College proporciona una 
demostración utilizando integración por partes, tema de la sección 7.1. 

La fórmula de la medida del volumen de una capa cilindrica es fácil 
de recordar observando que 2 7tm ¡, f(m¡) y A,jc son, respectivamente, las 
medidas de la circunferencia que tiene como radio el promedio de los ra¬ 
dios interno y externo (o radio medio) de la capa, la altura de la capa, y el 
espesor de la capa. De este modo, el volumen de la capa es 



FIGURA 5 


2/r(radio medio)(altura)(espesor) 


^ EJEMPLO 1 La región limitada por la curva y = x 2 , el eje x 
y la recta x = 2 se gira alrededor del eje y. Calcule el volumen del sólido 
generado. Considere los elementos de área paralelos al eje de revolución. 

Solución La figura 5 muestra la región y un elemento rectangular de 
área. La figura 6 muestra el sólido de revolución y la capa cilindrica obte¬ 
nida al girar el elemento rectangular de área alrededor del eje y. 

El elemento de volumen es una capa cilindrica cuyo volumen es 

A,V = 2Km¡(m 2 ) A¡x 
= Inm? A¡x 



De este modo, 

n 

V = lím V 2k m, 3 A.x 

II A II ' ‘ 


= 2n j 

Jo 


x 3 dx 


= 2 <* 4 >]o 

= 87T 


Conclusión: El volumen del sólido de revolución es de 8 n unidades 
cúbicas. A 


FIGURA 6 


En el siguiente ejemplo se calcula el volumen del sólido de revolución 
discutido al principio de esta sección. 
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y 



FIGURA 8 


► EJEMPLO 2 Determine el volumen del sólido de revolución 
generado al girar alrededor del eje y la región limitada por la gráfica de 
y = 3x - x 3 , el eje y y la recta y = 2. 

Solución Sea /(*) = 3x - * 3 . La figura 7 muestra la región y un ele¬ 
mento rectangular de área paralelo al eje y. El sólido de revolución y una 
capa cilindrica, elemento de volumen, se presentan en la figura 8. El radio 
medio de la capa cilindrica es m¡ unidades, la altura es [2 - /(m,)] unidades 
y el espesor es A¡x unidades. Por tanto, si A,V unidades cúbicas es el volu¬ 
men de la capa cilindrica, entonces 

A, V = 2nm¡[2 - /(m,)] A,* 

De modo que si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
entonces 



= 2 7c\x 2 - X 3 + 

5 Jo 

= 2tt( 1 - 1 + i) 



Conclusión: El volumen del sólido es 


| k unidades cúbicas. 


► EJEMPLO 3 La región limitada por la curva y = x- y las 
rectas y = 1 y x - 2 se gira alrededor de la recta y = -3. Obtenga 
el volumen del sólido generado al considerar los elementos rectangulares de 
área paralelos al eje de revolución. 

Solución La región y un elemento rectangular de área se muestran en 
la figura 9. 

La ecuación de la curva es y = x 2 . Al resolver esta ecuación para x 
se obtiene* = ±Jy.C orno* > 0 para la región dada, entonces * = v ; y. 

El sólido de revolución y una capa cilindrica, elemento de volumen, se 
muestran en la figura 10. El radio exterior de la capa cilindrica es ( y¡ + 3) 
unidades, mientras que el radio interior es (y,_] + 3) unidades. En conse¬ 
cuencia, el radio medio es ( m¡ + 3) unidades. Como la altura y el espesor 
de la capa cilindrica son, respectivamente, (2 - ^m/) unidades y A ¡y 
unidades, entonces 


FIGURA 9 


AjV = 2 Jt(m¡ + 3)(2 - ^m¡) A¡y 
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FIGURA 10 


En consecuencia, si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revo¬ 
lución, entonces 


V = lím 2 n{m¡ + 3)(2 - ~Jm¡) A, 


a||-»o 
4 


2lt(y + 3)(2- 4y)dy 


■r 4 

= 2 n j (- y 3 / 2 + 2y - 3y 1 / 2 + 6)¿íy 
.= 2 tt[- | y 5 / 2 + y 2 - 2y 5 ' 2 + 6y]^ 


— 66 _ 

= — K 


Conclusión: El volumen del sólido es “ k unidades cúbicas. 4 


► EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dígitos significativos el vo¬ 
lumen del sólido generado al girar la región del ejemplo 5 de la sección 4.9 
alrededor del eje y. 



[- 6, 6] por [- 4, 4] 


/( x) = sen 4x 2 + 4 
= 4 - x 2 

FIGURA 11 


Solución En la figura 11 se repite la figura 23 de la sección 4.9, la cual 
muestra las gráficas de 

f(x) = sen -Jx 2 +4 y g(x) = 4 - x 2 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-6, 6]'por [-4, 4], Debido a la 
simetría con respecto al eje y, se obtiene el sólido completo al girar única¬ 
mente la región acotada por las curvas en el primer cuadrante. Por tanto, se 
toma una partición del intervalo [0, 1.905]. Con elementos rectangulares 
de área paralelos al eje de revolución se obtienen como elementos de volu¬ 
men, capas cilindricas que tiene un radio medio de m¡ unidades, una altura 
de [g(m,j - /(m,)] unidades y un espesor de A,jc unidades. Por tanto, 
siA¡V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, entonces 

AjV = 2nm¡[g(m i ) - /(m,)] A¡x 


De modo que si V unidades cúbicas es el volumen del sólido de revolución, 
entonces 


V= lím ’V2Km i [g(m ¡ )-f(m i )]A i x 

l|4||-»0 “í 


‘i 

‘i 


2nx[g(x) - /(*)] dx 


2nx[ (4 - x 2 ) - sen -Jx 2 + 4 ] dx 


Al evaluar la integral definida con cuatro dígitos significativos en la grafi- 
cadora se obtiene 

NINT(2^(4 - x 2 - sen -Jx 2 + 4), 0,-1.905) = 17.41 


Conclusión: El volumen del sólido con cuatro dígitos significativos es 
17.41 unidades cúbicas. 4 
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EJERCICIOS 4.10 


1-12. Resuelva los ejercicios 5 a 16 de la sección 4,9 median¬ 
te el método de capas cilindricas. 

En la figura adjunta, la región limitada por el eje x, la recta 
x = • 1 y la curva y = x 2 se denota por R la región acotada 
por las curvas y = x 2 y y 2 — x se representa mediante R 2 ; y 
la región limitada por el eje y, la recta y - 1 v la curva 
y 2 = x se denota por R¡. En los ejercicios 13 a 20, calcule el 
volumen del sólido generado cuando la región indicada se 
gira alrededor de la recta dada. 


y 



13. R¡ se gira alrededor del eje y; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolución. 

14. Igual que en el ejercicio 13, pero los elementos rectangu¬ 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

15. R 2 se gira alrededor del eje x-, los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolución. 

16. Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu¬ 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

17. /? 3 se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolución. 

18. Igual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu¬ 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

19. R 2 se gira alrededor de la recta x = -2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolución. 

20. Igual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu¬ 
lares son perpendiculares al eje de revolución. 

En los ejercicios 21 a 24, la región acotada por las curvas 

x = y 1 - 2 y x = 6 - y 2 se gira alrededor del eje indica¬ 
do. Determine el volumen del sólido generado. 

21. El eje x. 22. El eje y. 

23. La rectal = 2. 24. La recta y = 2. 

25. Obtenga el volumen del sólido generado si la región limi¬ 
tada por la parábola y 2 = 4 px(p > 0) y la recta x = p, 
se gira alrededor de la recta x = p. 

26. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 25 se gira alrededor del eje y. 

27. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje y la región limitada por la gráfica de y = ix - x ’. 
el eje* y la recta x = 1. 


28. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 27 alrededor de la recta x = 1. 

29. Determine el volumen del sólido generado al girar la re¬ 
gión del ejemplo 2 alrededor de la recta r = 1. 

30. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje y la región acotada por la gráfica de y = 4x - 
i.r 4 , el eje x, el eje y y la recta x = 2. 

31. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 30 alrededor de la recta x = 2. 

32. Determine el volumen del sólido generado al girar la 
región limitada por la gráfica de y = 4x - | x 4 , el eje y 
y la recta y = 6 alrededor de la recta r = 2. 

33. Calcule el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 32 alrededor del eje y. 

34. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede¬ 
dor del eje x la región acotada por las curvas y = x 3 y 
x = y 3 . Considere los elementos rectangulares de área 
paralelos al eje de revolución. 

35. Determine el volumen del sólido generado al girar alre¬ 
dedor de la recta y = 1 la región limitada por esa recta y 
la parábola x 2 = 4y. Considere los elementos rectan¬ 
gulares de área paralelos al eje de revolución. 

36. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje y la región acotada por la curva x 2 ¡ 3 + y 2 ^ 3 = a 2 ^ 3 . 

37. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede¬ 
dor del eje y la región limitada por la curva y = sen x 2 , 
el eje x y las rectas x = í jjt y x = -jtt. 

38. Determine el volumen del sólido generado al girar alre¬ 
dedor del eje y la región del primer cuadrante acotada por 
la curva y = eos x 2 y los ejes coordenados. 

39. La región del primer cuadrante limitada por la curva 
x = eos y 2 , el eje y y el eje x, con 0 < r < 1, se gira al¬ 
rededor del eje x. Calcule el volumen del sólido generado. 

40. Obtenga el volumen del sólido generado al girar alrede¬ 
dor del eje y la región limitada por la gráfica de 
y = | x - 3 |, y las rectas r = l.r = 5 y y = 0. Tome 
los elementos rectangulares paralelos el eje de revolución. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 

el volumen del sólido generado al girar alrededor del eje in¬ 
dicado la región del ejercicio señalado de la sección 4.9. 

Emplee el método de capas cilindricas para expresar la res¬ 
puesta con cuatro dígitos significativos. 

41. La región del ejercicio 41 alrededor del eje y. 

42. La región del ejercicio 42 alrededor del eje y. 

43. La región del ejercicio 43 alrededor del eje x. 

44. La región del ejercicio 44 alrededor del eje x. 

45. La región del ejercicio 45 alrededor del eje y. 

46. La región del ejercicio 46 alrededor de la recta x = J -fre 

47. La región del ejercicio 47 alrededor de la recta x = 2. 

48. La región del ejercicio 48 alrededor de la recta x = -1 
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49. La región del ejercicio 49 alrededor del eje y. 

50. La región del ejercicio 50 alrededor de la recia x = 1. 

51. Se perfora un agujero de 2 V3 pulg de radio a través del 
centro de un sólido de forma esférica de 4 pul de radio. 
Determine el volumen del sólido extraído. 

52. Se perfora un agujero de 2 cm de radio a través del centro 
de un sólido en forma de esfera con un radio de 6 cm, y 
el eje del agujero es un diámetro de la esfera. Obtenga el 
volumen de la parte del sólido que quedó. 

53. Un sólido de revolución se genera al girar alrededor del 
eje y la región acotada por la curva y = ^[x , el eje x y la 


recta x = c (c > 0). Considere los elementos rectangu¬ 
lares de área paralelos al eje de revolución a fin de calcular 
el valor de c para el cual el sólido tenga.un volumen de 
12 7 T unidades cúbicas. 

54. Determine el volumen del sólido generado al girar alrede¬ 
dor del eje y la región exterior a la curva y = x 2 y entre 
las rectas y = 2x-\yy = x + 2. 

55. Explique en qué circunstancias es preferible calcular 
volúmenes de sólidos de revolución mediante el método 
de capas cilindricas al método de discos o de arandelas. 


REVISIÓN DEL CAPÍTULO 4 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 4 


1. Defina una antiderivada de una función / en un intervalo /. 

2. Escriba una ecuación satisfecha por dos funciones / y g 
que tengan la misma antiderivada. 

3. ¿Cómo se sabe que una antiderivada de una función / en 
un intervalo I permite obtener todas las antiderivadas de / 
en /? Invente un ejemplo particular. 

4. ¿Cómo se demuestran los teoremas sobre antiderivación? 

5. Explique cómo se antideriva una función polinomial. In¬ 
vente un ejemplo para ilustrar la explicación. 

6. En economía, ¿qué funciones pueden obtenerse mediante 
la antiderivación de otras funciones? 

7. ¿Qué es la regla de la cadena para antiderivación , y 
cómo está relacionada con la regla de la cadena para 
diferenciación? 

8. Invente un ejemplo para mostrar cómo se emplea la regla 
de la cadena para la antiderivación como una técnica de 
antiderivación. 

9. Explique cuándo un cambio de variable es una técnica 
conveniente de antiderivación. 

10. Invente un ejemplo para ilustrar cómo se utiliza un cam¬ 
bio de variable como técnica de antiderivación. 

11. ¿Qué es una ecuación diferencial separable ? 

12. ¿Qué se entiende por solución completa de una ecuación 
diferencial? 

13. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
¿cómo se obtiene una ecuación diferencial del movimien¬ 
to que involucre la velocidad y el tiempo? 

14. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
¿cómo se conoce la velocidad inicial utilizada en la solu¬ 
ción de la ecuación diferencial de movimiento? 

15. Si se sabe que la velocidad de un objeto es una función 
del tiempo, ¿cómo se obtiene una ecuación diferencial del 
movimiento que relacione la distancia y el tiempo? 

16. Si un objeto se mueve libremente hacia arriba y después 
hacia abajo, ¿cómo se determina (a) la altura que alcan¬ 
zará el objeto, (b) cuánto tiempo tardará el objeto en al¬ 


canzar el suelo, y (c) con qué rapidez golpea el objeto 
el suelo? 

17. ¿Cómo se utiliza la notación sigma para escribir una suma 
finita? Invente un ejemplo. 

18. Dé una definición precisa, que implique únicamente 
rectángulos inscritos, del área de una región plana limi¬ 
tada por la gráfica de una función /, el eje x y las rectas 
x = a y x = b si / es continua en el intervalo cerrado 
[a, b] y f(x) > 0 para toda x en [a, b], 

19. Responda la sugerencia 18 si la definición debe involu¬ 
crar sólo rectángulos circunscritos. 

20. Explique por qué parece posible que el área de la región 
plana de las sugerencias 18 y 19 pueda definirse mediante 
rectángulos inscritos o circunscritos. 

21. Invente un ejemplo de una función no polinomial y elija 
valores específicos para a y b que muestren cómo se 
aplica la definición de la sugerencia 18. 

22. Utilice el ejemplo de la sugerencia 21 para ilustrar cómo 
se aplica la definición de la sugerencia 19. 

23. ¿Qué es una partición de un intervalo cerrado [a, b] y qué 
es la norma de la partición? Invente un ejemplo que ilus¬ 
tre estos conceptos. 

24. ¿Qué es una suma de Riemannl Invente un ejemplo para 
ilustrar este concepto. 

25. ¿Cuál es la relación entre integrales definidas y sumas de 
Riemann? Incluya un ejemplo en su respuesta. 

26. ¿Qué es una integral definida y cómo se relaciona con el 
área de una región plana? Incluya ejemplos en su respuesta. 

27. Invente un ejemplo de una integral definida que satisfaga 
la siguiente condición y explique cómo determinar que el 
ejemplo satisface la condición sin evaluar la integral de¬ 
finida: (a) el valor es positivo; (b) el valor es negativo; 
(c) el valor es cero. 

28. Si a, b y c son tres números de un intervalo cerrado en el 
que la función / es integrable, establezca un teorema que 
proporcione una igualdad que contenga las integrales fi¬ 
nitas de / y los tres intervalos cerrados [a, b], [a, c] y 
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[fe, c], ¿Existe alguna restricción en el orden de las magni¬ 
tudes de a, fe y c? Explique su respuesta e invente un 
ejemplo. 

29. Establezca un teorema que proporcione una condición su¬ 
ficiente para que una función sea integrable en el intervalo 
cerrado [ a , b]. ¿Es la condición también necesaria? Expli¬ 
que su respuesta. 

30. Enuncie la hipótesis de un teorema que garantice que la 
integral definida de una función/en [a, b ] es mayor que o 
igual a la integral definida de una función g en el intervalo 
[a, b] . Invente un ejemplo para ilustrar su respuesta. 

31. Si la función/es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si 
m y M son, respectivamente, los valores de función míni¬ 
mo absoluto y máximo absoluto en [a, fe], ¿qué desigual¬ 
dad continua es satisfecha por la integral definida de / en 
[a, fe]? Dé un ejemplo que ilustre su respuesta. 

32. Establezca el teorema del valor medio para integrales. 
Invente un ejemplo para ilustrar este teorema. 

33. Describa la interpretación geométrica del teorema del va¬ 
lor medio para integrales. Utilice un ejemplo particular en 
la descripción. 

34. Si la función/es integrable en el intervalo cerrado [a, fe], 
¿qué es el valor promedio de/en [a, fe]? Invente un ejem¬ 
plo para mostrar cómo se calcula el valor promedio de 
una función en un intervalo cerrado. 

35. Enuncie el primer teorema fundamental del Cálculo. In¬ 
vente un ejemplo que ilustre su aplicación. 

36. Establezca el segundo teorema fundamental del Cálculo. 
Invente un ejemplo para mostrar su aplicación. 

37. ¿Por qué son importantes los dos teoremas fundamenta¬ 
les del Cálculo? 

38. Si la función / es diferenciable en cada número del inter¬ 
valo cerrado [a, fe], ¿puede concluirse que existe la integral 
definida de /en [a, fe]? Explique su respuesta. Invente un 
ejemplo para ilustrar su respuesta. 

39. Si la integral definida de una función/en el intervalo ce¬ 
rrado |t¡, fe| existe, ¿puede concluirse que /es diferencia- 
ble en el intervalo [a, fe]? explique su respuesta. Invente 
un ejemplo que ilustre su respuesta. 

40. Explique la diferencia entre una integral definida y una 
integral indefinida. 


41. ¿Cómo calcularía mediante integración el área de una re¬ 
gión plana acotada por la gráfica de y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = fe, donde / es continua en [a, fe], 
en cada uno de los casos siguientes: (i)/(;t) > 0 para toda 
x en [a, fe]; (ii) f(x) < 0 para toda x en [a, fe]; 
(iii) f(x) > 0 para toda x en [a, c] y f(x) < 0 para toda x 
en [c, fe]? 

42. Suponga que las gráficas de y = f(x) y y = g(x) se in¬ 
tercedan en los puntos donde x — ay x = b, y que / y 
g son continuas en [a, fe], ¿cómo calcularía mediante 
integración el área de una región plana acotada por estas 
dos gráficas en cada uno de los siguientes casos: 
(i)/(x) > g(x) para toda x en [a, fe]; (ii) g(x) > f(x) para 
toda x en [a , fe]; (iii)/( jc) > g(x) para toda x en [a, c] y 
g(x) > f(x) para toda x en [c, fe]? 

43. ¿En qué circunstancias no es posible calcular un valor 
exacto del área de la región plana limitada por las gráficas 
de dos funciones continuas/y g? Explique cómo utilizaría 
la graficadora para obtener un valor aproximado del área 
en esas circunstancias. 

44. Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo¬ 
lución mediante el método de rebanado. Incluya un ejem¬ 
plo en su descripción. 

45. Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo¬ 
lución mediante el método de discos. Incluya un ejemplo 
en su descripción. 

46. Describa cómo calcularía volúmenes de sólidos de revo¬ 
lución mediante el método de arandelas. Incluya un ejem¬ 
plo en su descripción. 

47. ¿Como determinaría cuál de los dos métodos, mediante 
discos o por medio de arandelas, utilizaría para calcular vo¬ 
lúmenes de sólidos. Incluya un ejemplo para cada situación. 

48. Explique en qué circunstancias es indispensable la grafi¬ 
cadora para calcular volúmenes de sólidos. Incluya un 
ejemplo en su explicación. 

49. Describa cómo calcularía el volumen de sólidos de revo¬ 
lución mediante el método de capas cilindricas. Incluya 
un ejemplo en su descripción. 

50. Describa cómo decidiría cuál de los tres métodos, por ca¬ 
pas cilindricas, arandelas o discos, emplear para calcular el 
volumen de un sólido de revolución. Incluya ejemplos en 
su descripción. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 4 


En los ejercicios 1 a 10, efectúe la antiderivación; esto es, eva¬ 
lúe la integral indefinida. 


1. 

j (2x 3 - x 2 + 3) dx 

2. 

l 5x(2 

+ 3 x 2 fdx 

3. 

j jc 4 V* 5 - 1 dx 

4. 

j" v -r (1 

+ x 2 )dx 

5. 

í * _ ds 

6. 

f 3 r- 
x^x 

2 + 3 dx 


J v2 s + 3 


! 



7. J tan 2 3 OdO 8. J t esc 2 t 2 dt 

9. f 5 eos 2 x ~ Uwx dx 10 _ í" sen 3 2 0 C ot20d6> 

J eos X J 

En los ejercicios 11 a 14, determine el valor exacto de la inte 
gral definida interpretándolo como la medida del área de una 
región plana y después calcule el área mediante el método de 
la sección 4.4; utilice rectángulos inscritos o circunscritos, 
como se indica. Verifique la respuesta evaluando la integral 
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mediante el segundo teorema fundamental del Cálculo. Para 
cada ejercicio dibuje una figura que muestre la región y el 
i-ésimo rectángulo. 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


/; 

r 

r 

i; 


x 2 dx\ rectángulos inscritos 
x 3 dx\ rectángulos inscritos 


(jc 3 - 1) dx\ rectángulos inscritos 


( x 2 + 2) dx\ rectángulos inscritos 


En los ejercicios 15 a 22, evalúe la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye la res¬ 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


2 (X 2 - l) 2 


sen 26 


co$ ¿ 26 


15 -í 
17 ‘ I 
i9 - JCtS 
”■ Í 
•1 


dx 16. I 2jt 3 aJx 2 + 2 dx 


de 


■ dx 


‘J. 


18. I sen 2 2reos ~t dt 
Jn/3 


dy 


(tan 2 \x + sec 2 jx) dx 


22. I (1 - eos 6) esc 2 9 d$ 
Jn/6 


En los ejercicios 23 a 26, determine la solución completa de 
la ecuación diferencial. 


23. 

2 dy 
xy Tx 

= (y 1 - D 2 

24. 

d 2 y 
dx 2 

= 12x 2 - 30x 

25. 

úh. - 

V 2x - 1 

26. 


W 1 - y 2 


dx 2 

dx 

y^lx 2 + 1 


27. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) 
de una curva es 10 - 4x, y el punto (1, -1) está sobre la 
curva. Determine una ecuación de la curva. 

28. La función costo marginal para cierta mercancía está dada 
por C'( x) = 6x - 17. Si el costo de producción de 2 uni¬ 
dades es $25, obtenga la función de costo total. 

29. La función de ingreso marginal para cierto artículo está 
dada por R'(x) = |x 2 - 10-t + 12. Determine (a) la 
función de ingreso total y (b) una ecuación que relacione 
a p y x (ecuación de demanda) donde x unidades son 
demandadas cuando p dólares es el precio por unidad. 

30. Suponga que una compañía particular estima su ingreso 
bruto por ventas mediante la fórmula 


donde S millones de dólares es el ingreso bruto de las ven¬ 
tas t años a partir de este momento. Si el ingreso bruto de 
las ventas del año en curso es de 8 millones de dólares, 
¿cuál debe ser el ingreso bruto de las ventas esperado 
dentro de 2 años a partir de ahora? 

31. El volumen de un globo se incrementa de acuerdo a la 
fórmula 


dV 

dt 


donde V centímetros cúbicos es el volumen del globo a los 
t segundos. Si V = 33 cuando t = 3, calcule (a) una 
fórmula para V en términos de t; (b) el volumen del globo 
a los 8 s. 

32. La matrícula de cierta escuela se ha incrementado a una 
tasa de 1 000(í + l)" 1 ^ 2 estudiantes por año desde 1993. 
Si la matrícula en 1996 fue de 10 000 alumnos, (a) ¿cuál 
fue la matrícula en 1993? (b) ¿cuál es la matrícula espe¬ 
rada para el año 2001, si se supone que se incrementará a 
la misma tasa? 

33 . Es julio 31 y un tumor ha estado creciendo dentro del 
cuerpo de una persona de modo que t días a partir del lo. de 
julio el volumen del tumor se ha incrementado a una tasa 
de j^>(r + 6) 1/2 centímetros cúbicos por día. Si el vo¬ 
lumen del tumor el 4 de julio fue de 0.20 cm 3 , ¿cuál es el 
volumen ahora? 

34 . Después de un experimento, un fabricante determinó que 
si producía x unidades por día de cierto artículo, el costo 
marginal estaba dado por C'(x) = 0.3x - 11, donde C(x) 
dólares es el costo total de producción de x unidades. Si 
el precio de venta del artículo está fijo en $19 por unidad 
y los costos generales son $100 por día, calcule la máxi¬ 
ma utilidad diaria que puede obtener. 

35 . Un fabricante de juguetes infantiles tiene un nuevo jugue¬ 
te que quiere introducir al mercado y desea determinar el 
precio de venta para el juguete de modo que la utilidad 
total sea máxima. Del análisis del precio y demanda de un 
juguete semejante, estimó que si x juguetes son deman¬ 
dados cuando p dólares es el precio por juguete, entonces 
~ = ^ , y la demanda debe ser 1 800 cuando el 

precio es de $10. Si C(x) dólares es el costo de produc¬ 
ción de x juguetes, entonces C(x) = x + 7 500. Calcule 
el precio que debe cobrar el fabricante para que su uti¬ 
lidad sea máxima. 

En los ejercicios 36 a 38, una partícula se mueve a lo largo 
de una recta. A los t segundos, s pies es la distancia dirigida de 
la partícula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
de la partícula y a pies por segundo por segundo es su ace¬ 
leración. 


36 . a = 3r + 4; v = 5 y í = 0 cuando t = 0. Exprese vy s 
en términos de t. 

37 . a = 6cos2t;v = 3 ys = 4 cuando t = y n. Exprese v 
y s en términos de t. 


41 = 2(t - 1) 2/3 


38. a = 3s + 4; v = 5 cuando s = 1. Obtenga una ecua¬ 
ción que contenga a v y s. 
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En los ejercicios 39 a 47, defina las variables como números y 
escriba una conclusión. En los ejercicios 40 a 44 y 46, su¬ 
ponga que la única fuerza que actúa es la aceleración debida 
a la gravedad, considerada como 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 en el 
sentido hacia abajo. 

39 . Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centímetros por segundo es la velocidad de la 
partícula a los t segundos, entonces v = 3 eos 2 nt, don¬ 
de el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
partícula se encuentra en el origen al iniciar el movi¬ 
miento, determine su posición cuando t es igual a (a) 0.2; 
(b) 0.8; (c) 1.7; (d) 2.25. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye sus respuestas. 

40 . Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 25 pie/s. 

(a) ¿Durante cuánto tiempo subirá la piedra? 

(b) ¿Qué tan alto llegará la piedra? 

(c) ¿Cuánto tardará la piedra en llegar al suelo? 

(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye sus 
respuestas de los incisos (a)-(c) 

(e) ¿Con qué rapidez se estrellará la piedra contra el 
suelo? 

41 . Sin considerar la resistencia del aire, si se deja caer un 
objeto desde un avión que vuela horizontalmente a una 
altura de 30 000 pie sobre el océano, (a) ¿cuánto tardará 
el objeto en llegar al agua? (b) Con qué rapidez golpeará el 
objeto el agua? 

42 . Suponga que se dispara una bala directamente hacia 
abajo desde el avión del ejercicio 41 con una velocidad de 
salida de 2 500 pie/s. Si se desprecia la resistencia del 
aire, (a) ¿cuánto tardará la bala en llegar al océano? 
(b) ¿con qué rapidez chocará la bala contra el océano? 

43 . Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de una casa a 64 pie del suelo, con una velocidad 
inicial de 48 pie/s. 

(a) ¿Cuánto tardará la pelota en alcanzar su máxima 
altura? 

(b) ¿Cuál es la altura máxima que alcanza? 

(c) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 

(d) ¿Con qué velocidad golpeará la pelota el suelo? 

44 . Suponga que la pelota del ejercicio 43 se deja caer desde 
la azotea de una casa. 

(a) ¿Cuánto tardará la pelota en llegar al suelo? 

(b) ¿Con qué velocidad golpeará la pelota el suelo? 

45 . Un cohete se lanza desde el suelo con una aceleración 
constante de 25 m/s 2 . Determine (a) la velocidad del cohe¬ 
te 1 minuto después de su lanzamiento, y (b) ¿Qué tan 
alto llegará el cohete en ese instante? 

46 . Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 200 m/s desde un punto situado a 
2.5 m del suelo. 

(a) Si s metros es la altura del proyectil desde el suelo a 
los t segundos después de ser disparado, exprese s 
en términos de t. 

(b) ¿Qué altura, desde el suelo, alcanzará el proyectil 
3 s después de ser disparado? 


(c) ¿Cuánto tardará el proyectil en alcanzar una altura de 
600 m desde el suelo. 

47. Un automóvil se desplaza a una velocidad constante de 
60 mi/h a lo largo de una autopista recta y no se detiene 
ante una señal de alto. Si 3 s más tarde una patrulla de ca¬ 
minos parte del reposo desde la señal de alto y mantiene 
una aceleración constante de 8 pie/s 2 , ¿cuánto tardará la 
patrulla en alcanzar al automóvil, y a qué distancia ocu¬ 
rrirá esto? También determine la rapidez de la patrulla 
cuando alcance al automóvil. 

En los ejercicios 48 y 49, calcule la suma. 


100 


41 


48. £2í(í 3 -1) 49. £(5/37^1 - Í/57T2) 

£=) 1=1 

n / n \2 

50. Demuestre que i 3 = I i ] , y verifique la fórmula 

¡=i Vi=i / 

para n = 1, 2 y 3. 

51. Demuestre que cada una de las siguientes desigualdades 
se cumple: 

•-i 


(a) 


(b) 


(c) 


r jél- > r ¿i 

J-2 X - 3 J-2 * 

r 2 r 2 

r él > r 

j i x j¡ x - 3 

r 5 j3L- > r 5 4í 

J 4 x - 3 Ja x 


52. Exprese como una integral definida y evalúe la integral: 

n 

lím V (8V¿/n 3 / 2 Sugerencia : considere la función / 

n—»+•» t _ j 

para la cual f(x) = V* . 

En los ejercicios 53 y 54, evalúe la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye las res¬ 
puestas usando NINT en la graficadora. 


53. 


rnl2 

I V eos t dt 
J -n 


-n¡2 


54. f -fx 

do 


2x + 6 dx 


En los ejercicios 55 y 56, evalúe la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cálculo. Apoye la res¬ 
puesta utilizando NINT en la graficadora. 


* í 


2 ^ dx 


x\x - 3 dx 


-3 J-2 

En los ejercicios 57 a 60, calcule la derivada, 
r 4 


(3,2 _ 4)3/2 dt 58, 


. ±f 

rx ¿ 

i. ± | i 

dx) x , 

/•secx 

— v/í 2 - 1 dt 0 

dxj l 


■L 

la der 

± r 

dx J-, 1 + t 


dt 


-dt x > 0 


< x < J-n 
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61. Determine el valor promedio de función coseno en el in¬ 
tervalo cerrado ¡a, a + 2n\. 

62. Interprete el teorema del valor medio para integrales 
(4.6.3) en términos de un valor de promedio de la función. 

63. Si/U) = x 2 V* - 3, calcule el valor promedio de/en 
[7, 12], 

64. (a) Calcule el valor promedio de la función / definida 
por/U) = l/-t 2 en el intervalo [1, r], 

(b) Si A es el valor promedio determinado en el inciso 
(a), calcule lím A. 

r +<*’ 

65. Un cuerpo cae, desde su posición de reposo, y recorre 
una distancia de i pies antes de llegar al suelo. Si la única 
fuerza que actúa es debida a la gravedad, la cual propor¬ 
ciona al cuerpo una aceleración de g pies por segundo 
cuadrado hacia el suelo, demuestre que el valor promedio 
de la velocidad, expresada como una función de la dis¬ 
tancia, mientras recorre esta distancia es | ^¡2gs pies por 
segundo, y que la velocidad promedio es dos terceras 
partes de la velocidad final. 

66. Suponga que se deja caer una pelota desde su estado en 
reposo y después de t segundos su distancia dirigida, des¬ 
de el punto donde se dejó caer, es i pies y su velocidad es 
v pies por segundo. No considere la resistencia del aire. 
Cuando r = fi, s = S] y v = Vj. 

(a) Exprese v como una función de r, v = /(r), y calcule 
el valor promedio de/en [O, r,]. 

(b) Exprese v como una función de i, v = hís). y deter¬ 
mine el valor promedio de h en [O, jj], 

(c) Escriba los resultados de los incisos ( a ) y (b) en tér¬ 
minos de r,, y determine qué velocidad promedio 
es mayor. 

En los ejercicios 67 a 72, calcule el área de la región limitada 
por la curva y las rectas dadas. En cada ejercicio haga lo si¬ 
guiente: (a) dibuje una figura que muestre la región y un ele¬ 
mento rectangular de área; (b) exprese la medida del área de 
la región como el límite de una suma de Riemann; (c) calcule 
el límite del inciso (b) evaluando una integral definida me¬ 
diante el segundo teorema fundamental del Cálculo. 

67. y = 9 - x 2 ; eje x; eje y; x - 2 

68. y = 3 eos ¿x;ejex;x = -j7t;x = 

69. y = 2 -jx - 1; eje x; x = 5;x = 17 

4 

70. y = —— x ; eje x; x = -2; x = -1 

x 2 

71. x 2 + y - 5 = 0;y = -4 

72. y = x 2 - Ix; eje x; x = 2; x = 4 

En los ejercicios 73 a 76, aproxime con cuatro cifras decima¬ 
les el área de la región acotada por las curvas realizando lo 
siguiente . (a) dibuje una figura que muestre la región y un 
elemento rectangular de área; (b) exprese la medida del área 
de la región como el límite de una suma de Riemann; (c) apro¬ 
xime el límite del inciso (b) evaluando una integral definida 
utilizando NINT en la graficadora. 

73. y = 9 - x 2 ;y = x 4 

74. y = 16 - x 2 ;y = x 3 ;ejey 


75. y = x 2 ; y = eos 2 x 

76. y = x 2 \y = 2tan 2 x;0 < x < jtt 

En los ejercicios 77 a 81, calcule el área exacta de la región 

descrita. 

77. La región limitada por las curvas x = y 2 y x = y 3 . 

78. La región acotada por las curvas y = sen 2x y y = 
sen x, desde x = 0 hasta x = | n. 

79. La región limitada por las curvas y = eos x y y = 
sen x, desde x = hasta x = \n. 

4 4 

80. La región acotada por el lazo (o bucle) de la curva 
y 2 = jc 2 (4 - X). 

81. La región del primer cuadrante limitada por el eje y y las 
curvas y = sec 2 x y y = 2 tan 2 x. 

82. Suponga que en un día particular en cierta ciudad la 
temperatura Fahrenheit es f(t) grados t horas después a 
partir de la media noche, donde 

f(t) = 60-15 sen ^7 t( 8 - f) 0 < t < 24 

(a) Dibuje la gráfica de /. Determine la temperatura a las 

(b) 12 de la noche; (c) 8 a.m.; (d) 12 del día; (e) 2 p.m. y 
(f) 6 p.m. (g) Calcule la temperatura promedio entre las 
8 a.m. y las 6 p.m. 

83. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
del eje x la región limitada por la curva y = x 4 , la recta 
x — 1 y el eje x. 

84. Determine el volumen del sólido generado si la región 
del ejercicio 83 se gira alrededor del eje y. 

85. La región acotada por la curva y = y'sen x , el eje x y la 
recta x = i n se gira alrededor del eje x. Obtenga el vo¬ 
lumen del sólido generado. 

86. La región limitada por la curva x = eos y, la recta 
y = | n y el eje y, donde < y < | n, se gira alre¬ 
dedor del eje y. Calcule el volumen del sólido generado. 

87. La región limitada por la curva y = esc x, el eje x 
y las rectas x = \n y x = 2 7T se gira alrededor 
del eje x. Determine el volumen del sólido generado. 

88. Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la parábola y 2 = x, el eje x. 
y la recta x = 4 se gira alrededor de la recta x = 4. Consi¬ 
dere los elementos de área paralelos al eje de revolución. 

89. Determine el volumen del sólido generado al girar alre¬ 
dedor del eje y la región limitada por la parábola 
x = y 2 + 2 y la recta x = y + 8. 

90. La región del primer cuadrante acotada por las curvas 
x = y 2 y x = y 4 se gira alrededor del eje y. Calcule el 
volumen del sólido generado. 

91. La base de un sólido es la región plana limitada por 
la parábola y 2 = 8x y la recta x = 8. Obtenga el volu¬ 
men del sólido si cada sección plana perpendicular al eje 
de la base es un cuadrado. 

92. Utilice integración para calcular el volumen de la porción 
de la esfera de radio r unidades cortado por un plano a 
h unidades de un polo. 
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93. Determine el volumen del sólido generado al girar alre¬ 
dedor del eje x la región limitada por la curva 
y-' = \x - 2 |, el eje x y las rectas x = 1 y x = 4. 

94. La base de un sólido es la reglón acotada por una circun¬ 
ferencia que tiene un radio de r unidades, y cada sección 
plana perpendicular a un diámetro ñjo de la base es un 
cuadrado para el cual una cuerda de la circunferencia es 
una diagonal. Calcule el volumen del sólido. 

95. Calcule el volumen del sólido generado al girar alrededor 
de la recta y = -1 la región por arriba del eje x limitada 
por la recta 2y = x + 3, y las curvas y 2 + x = 0 y 
y 2 - 4x = 0 desde x = -1 hasta x = 1. 

96. Una esfera de 10 cm de radio se intersecta por dos planos 
paralelos en el mismo lado del centro de la esfera. La 
distancia entre el centro de la esfera y uno de los planos es 
de 1 cm, y la distancia entre los dos planos es de 6 cm. 
Calcule el volumen de la porción sólida de la esfera entre 
los dos planos. 

97. Resuelva el ejercicio 96 considerando que los dos planos 
están en lados opuestos del centro de la esfera y las demás 
condiciones son las mismas. 

98. Al girar alrededor del eje y la región acotada por la curva 
y 3 = x, el eje x y la recta x - c, donde c > 0, se gene¬ 
ra un sólido. ¿Para qué valor de c el volumen del sólido 
será de 12 ?r unidades cúbicas? 

En los ejercicios 99 a 106, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del sólido generado al girar la región dada alre¬ 
dedor del eje indicado. Considere los elementos rectangula¬ 
res de área perpendiculares o paralelos al eje de revolución 
según se indica, y exprese la respuesta con cuatro dígitos sig¬ 
nificativos. 

99. La región limitada por la gráfica de y = l¡x 2 - 1 
y el eje x; alrededor del eje í; elementos perpendiculares. 

100. La región del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
paralelos. 

101. La región del ejercicio 99; alrededor del eje í; elemen¬ 
tos paralelos. 

102. La región del ejercicio 99; alrededor del eje y, elementos 
perpendiculares. 

103. La región acotada por las gráficas de y = eos x 2 y 
y = x 3 , y el eje y, alrededor del eje .y; elementos paralelos. 

104. La región limitada por las gráficas de y = eos 4x y 
y = x 2 , y el eje y; alrededor del eje í; elementos per¬ 
pendiculares. 

105. La región limitada por las gráficas de 

y = x 3 - 6x 2 + 9x-lyy = x 2 -2x + 2 

no intersectada por la recta y = 4; alrededor de la recta 
y = 4; elementos perpendiculares. 

106. La región del ejercicio 105; alrededor de la recta x = -1; 
elementos paralelos. 

107. El campanario de una iglesia mide 30 pie de altura, y 
cada sección plana horizontal es un cuadrado cuyos lados 
miden un décimo de la distancia de la sección plana des¬ 
de la parte superior del campanario. Calcule el volu¬ 
men del campanario. 


108. Determine mediante el método de rebanado el volumen del 
tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen¬ 
diculares y tres aristas perpendiculares entre si, cuyas 
longitudes son a, b y c unidades. 

109. La región limitada por un pentágono cuyos vértices son 
(-4, 4), (-2, 0), (0, 8), (2, 0) y (4, 4), se gira alrededor 
del eje x. Obtenga el volumen del sólido generado. 

110. La región acotada por las curvas y = tañí y y = cot x y 
el eje x, donde 0 S x < | K, se gira alrededor del eje x. 
Obtenga el volumen del sólido generado. 

111. La región de j = 0 a i = 3 n limitada por la curva 
y = sen x, la recta y = 1, y el eje y, se gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del sólido generado. Suge¬ 
rencia: utilice la identidad sen 2 x = i (1 - eos 2x). 

112. De un cilindro circular recto con un radio de r unidades, 
se corta una cuña mediante dos planos, uno perpendicular 
al eje del cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo 
de un diámetro de la sección plana circular, formando 
un ángulo de 30°. Calcule el volumen de la cuña. 


En los ejercicios 113 y 114, aplique el segundo teorema fun¬ 
damental del Cálculo para evaluar la integral definida. Des¬ 
pués calcule el valor de c que satisfaga el teorema del valor 
medio para integrales. 
r3 


113. f 

Jo 


(x 2 + 1 )dx 


m - S‘ 


-Jx dx 


115. Sea / una función continua en [a, b] y J*/(;) dt * 0. 
Demuestre que para cualquier número k en (0, 1) existe 
un número c en (a, b) tal que ¡ a f(t) dt = k \ a f(t) dt. 
Sugerencia: considere la función F para la cual 
F(x) = \ a f(t ) dt/\^f(t) dt, y aplique el teorema del 
valor medio. 


rlx 

116. Sea F(x) = J dt y í > 0. Demuestre que F es una 

función constante mostrando que F\x) = 0. Sugeren¬ 
cia: utilice el primer teorema fundamental del Cálculo 
después de escribir la integral dada como 1a diferen¬ 
cia de dos integrales. 

117. Si/(í) = x + \x + 1 | y 


F(x) = 



- í + 1 


si x < 1 
si 1 < X 


demuestre que F es una antiderivada de/en (-oo, + oo). 

118. Sean f y g dos funciones tales que para toda x en 
(-oo,+ oo)/'( í) = g(x) y g‘(x) = -/(*). Además su¬ 
ponga que /(0) = 0 y g(0) = 1. Demuestre que 


[f(x)l 2 + {g(x)\ 2 = 1 

Sugerencia: considere las funciones F y G donde 
F{x) = [/(í)] 2 y G(x) = -[g(í)] 2 , y muestre que 
F‘(x) - G ’(x) para toda x. 

[* . . 

119. Evalúe cosí + i \ dx 

Jo 2 

120. Invente un ejemplo de una función discontinua para la 
cual la conclusión del teorema del valor medio para inte¬ 
grales (a) no se cumpla, y (b) se cumpla. 
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Funciones 


trigonométricas inversas 
e hiperbólicas 


| as fundones que no son algebraicas se deno- 
| minan trascendentes, ejemplo de las cuales son 
L las seis funciones trigonométricas. Las funciones 
logarítmica natural y exponencial natural también son fun¬ 
ciones trascendentes y se estudiarán en este capitulo. 
Como esas dos funciones son inversas una de la otra, 
se dedicará la primera sección al estudio de las funciones 
inversas y sus propiedades. En la discusión se tratarán 
condiciones suficientes para que una función tenga una 
inversa, los teoremas de la función inversa y de la deriva¬ 
da de la inversa de una función. 

La función logarítmica natural In se define como una 
integral en la sección 5.2 y la función exponencial natural 
exp se define como inversa de la función logarítmica natu¬ 
ral. Con estos antecedentes se podrá definir una potencia 
irracional de un número real. 

Las funciones In y exp se aplican en la sección 5.6. 
Las aplicaciones incluyen las leyes de crecimiento y decre¬ 
cimiento que surgen en una gran variedad de campos 
como biología, psicología, sociología, química, física, 
administración y economía. 

Las restantes categorías de funciones trascendentes, 
funciones trigonométricas inversas y funciones hiperbóli¬ 
cas, se estudian en las tres últimas secciones de este 
k capítulo. La sección 5.7 se dedica a las funciones trigo- 
L nométricas inversas y sus derivadas. En la sección 
5.8 se tratan integrales que producen funciones tri- 
gonométricas inversas. Las funciones hiperbólicas, 
las cuales se definen en términos de la función 
exponencial natural, tienen propiedades seme- 
jantes a las de las funciones trigonométricas. 

Las funciones hiperbólicas se estudian ¡unto con 
sus inversas en la sección 5.9. 


Inversa de una fundón 
Función logarítmica natural • 
Diferenciación logarítmica e 
integrales que producen 
funciones logarítmicas 
naturales 

Función exponencial natural 
Otras funciones exponenciales 
y logarítmicas 

Aplicaciones de la función ; 
exponencial natural 
Funciones trigonométricas 
inversas 

Integrales que producen 
funciones trigonométricas 
inversas 

Funciones hiperbólicas 
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5.1. INVERSA DE UNA FUNCION 


La palabra inversa se trató al principio de este libro en relación con las 
operaciones inversas del Cálculo de diferenciación y antiderivación. En un 
par de operaciones inversas esencialmente una “deshace” lo que la otra hace. 
En el ejemplo ilustrativo siguiente se utilizan pares de funciones asociadas 
con operaciones aritméticas inversas. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) Sean f(x) = x + 4 y g(x) = x - 4. Entonces 


/teto) = ft* - 4) 

= (x - 4) + 4 
= x 


g(f(x)) = g(x + 4) 

= (x + 4) - 4 
= x 


(b) Sean f(x) = 2x y g(x) = -. Entonces 


/<«W) - /(| 

<í 


g(f(x)) = g(2x) 


= 2 \- 
= X 


(c) Sean f(x) = x 3 y g(x) = : v i . Entonces 


/teto) = fC^x) 

= ( 3 V *) 3 


g(f(x)) = g(x 2 ) 
= 

= x 


Cada par de funciones / y g del ejemplo ilustrativo 1 satisface las dos 
afirmaciones siguientes: 


f(g(x)) = x para toda x en el dominio de g 

y 

g(f(x)) = x para toda x en el dominio de / 


y 



Observe que para las funciones / y g en estas dos ecuaciones las fun¬ 
ciones compuestas f(g(x)) y g(f(x)) son iguales, relación que en general no 
es cierta para funciones arbitrarias / y g. Posteriormente se verá (en el ejem¬ 
plo ilustrativo 5) que cada par de funciones del ejemplo 1 es un conjunto de 
funciones inversas , y que es la razón por la que se satisfacen las dos ecua¬ 
ciones anteriores. 

Se llegará a la definición formal de la inversa de una función despúes 
de consider algunas funciones particulares más. La figura 1 muestra la gráfi¬ 
ca de la función definida por 

f(.x) = x 2 

El dominio de / es el conjunto de números reales y su contradominio es el 
intervalo [O, + oo) Observe que como/(2) = 4 y /(-2) = 4, el número 4 es 
el valor de función de dos números distintos del dominio de/. Además, cada 
número diferente de O del contradominio de esta función es el valor de función 
de dos números diferentes de su dominio. En particular, ^ es el valor de 
función de | y 1 es valor de función de 1 y -1, y 9 es el valor de fun¬ 
ción de 3 y -3. 
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V 



FIGURA 2 


Una situación diferente ocurre con la función g definida por 
g(x) = x 3 -2 < x < 2 

El dominio de g es el intervalo cerrado [-2, 2], y su contradominio es [-8, 8]. 
La gráfica de g se muestra en la figura 2. Para esta función, un número de su 
contradominio es el valor de función de uno y sólo un número de su dominio. 
A tales funciones se les llama uno a uno. 


5.1.1 Definición de función uno a uno* 


Se dice que una función / es uno a uno si cada número de su contra¬ 
dominio corresponde a exactamente un número de su dominio; es 
decir, para toda X\ y x 2 del dominio de / 

si * x 2 , entonces f(x\) * f(x 2 ) 

<=> f(x\) = f(x 2 ) sólo cuando x, = x 2 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función definida por 

f(x) = x 2 no satisface la definición anterior porque, por ejemplo, 3 y -3 son 
dos números diferentes de su dominio, y sin embargo, /(3) = /(-3). Por 
tanto, esta función no es uno a uno. ^ 

Se sabe que una recta vertical puede intersectar la gráfica de una función 
en sólo un punto. Para una función uno a uno, también es cierto que una recta 
horizontal puede intersectar la gráfica a lo más en un punto. Observe que 
ésta es la situación para la función uno a uno definida por /(x) = x 3 , donde 
-2 < x < 2, cuya gráfica se muestra en la figura 2. Además, observe en la 
figura 1 que para la función definida por/(x) = x 2 , la cual no es uno a uno, 
cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica en dos 
puntos. Por tanto, se tiene el siguiente criterio geométrico para determinar si 
una función es uno a uno. 


— Criterio de la recta horizontal 


Una función es uno a uno si y sólo si cada recta horizontal intersecta la 
gráfica de la función a lo más en un punto. 



FIGURA 3 


r EJEMPLO 7 Aplique el criterio de la recta horizontal para de¬ 
terminar si la función es uno a uno; 

(a) /(x) = 4x - 3 (b) f(x) 

(c) /(x) = | x | (d) f(x) 

Solución 

(a) Esta función es lineal, y su gráfica es la recta de la figura 3. Como cual¬ 
quier recta horizontal intersecta la gráfica en exactamente un punto, la 
función es uno a uno. 

(b) La gráfica de esta función, presentada en la figura 4, muestra que cual¬ 
quier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica en dos pun¬ 
tos. Por tanto, la función no es uno a uno. 


= (x + l ) 4 
3x + 4 
x - 2 


* N. del T. Otro nombre para una función uno a uno es inyectiva. 
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y 



y 



FIGURAS 


(c) La gráfica de la función valor absoluto se muestra en la figura 5. Obser¬ 
ve que cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la gráfica 
en dos puntos. Así, la función valor absoluto no es uno a, uno. 

(d) La figura 6 presenta la gráfica de la función racional dada y su asíntota 

horizontal, la recta y = 3, trazadas en el mismo rectángulo de inspección. 
Cualquier recta horizontal, excepto la asíntota, intersecta la gráfica en 
exactamente un punto. Por tanto, la función es uno a uno. 4 

El teorema siguiente proporciona un criterio que en ocasiones puede 
aplicarse para demostrar analíticamente que una función es uno a uno. 


5.1.2 Teorema 


Si una función es monótona en un intervalo, entonces es uno a uno en 
el intervalo. 


Demostración Suponga que la función/es creciente en el intervalo I. Si 
*1 y x 2 son dos números del intervalo y & x 2 , entonces x¡ < x 2 o x 2 < jq. 
Si X| < x 2 , entonces de la definición de función creciente (3.4.1 ),/( jc ¡) </(x 2 ); 
de modo que/üq) f(x 2 ). Si x 2 < rq, entonces f(x 2 ) < /(a q); de modo que 
otra vez/(jq) * /(x 2 ). Por tanto, de la definición 5.1.1,/es uno a uno en el 
intervalo. La demostración es semejante si/es decreciente en el intervalo. ■ 

Para aplicar el teorema 5.1.2, primero se debe determinar si la función 
es creciente o decreciente en un intervalo. El teorema 3.4.3 puede emplearse 
para este propósito. 



/M = 


3,t + 4 
x - 2 


y y = 3 


FIGURA 6 



/(,) = 2i±i 

X ~ 1 


► EJEMPLO 2 Si 


demuestre analíticamente que/es uno a uno en cada uno de los intervalos 
(-oo,l) y (1,+ 00 ). Apoye gráficamente la respuesta. 

Solución El dominio de/es el conjunto de los números reales diferen¬ 
tes de 1, o equivalentemente, el conjunto (- 00 , 1 ) U (l,+oo). Al calcular 
f\x) se obtiene 

= 2(x-l)-(2x + 3) 

(X - 1)2 

5 

(x - l ) 2 

Como/'(x) < O para toda x & 1, se concluye por el teorema 3.4.3 que 
/ es decreciente en cada uno de los intervalos (- 00 , 1) y (1, + 00 ). Por tanto, 
por el teorema 5.1.2,/es uno a uno en cada uno de estos intervalos. 

La figura 7 muestra la gráfica de/ trazada en el rectángulo de inspección de 
[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2], la cual no solo apoya el hecho de que/ es uno a uno 
en cada uno de los intervalos, sino que también es uno a uno en su dominio 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuación 


FIGURA 7 


-2 < x < 2 


(1) 
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Esta ecuación define la función g, que es uno a uno, discutida antes de presentar 
la definición 5.1.1, donde 

g(x) = r 3 -2 í r £ 2 

La función g es el conjunto de pares ordenados (x, y) que satisfacen (1). Si 
se resuelve (1) para x, se obtiene 

x = ^ -8 < y < 8 (2) 

la cual define una función G donde 
G(y) = IJy -8 < y < 8 

La función G es el conjunto de pares ordenados (y, x ) que satisfacen (2). A 

La función G del ejemplo ilustrativo 3 se denomina inversa de la función 
g. En la siguiente definición formal de la inversa de una función, se utiliza la 
notación/ -1 para denotar la inversa de/. Esta expresión se lee “f inversa”, 
y no debe confundirse con el uso de -1 como exponente. 


5.1.3 Definición de la inversa de una función 


Si / es una función uno a uno considerada como el conjunto de pares 
ordenados (x, y), entonces existe una función f~ l , llamada inversa de /, 
que es el conjunto de pares ordenados (y, x ) definida por 

x = f~Hy) si y sólo si y = f(x) 

El dominio de / -1 es el contradominio de/ y el contradominio de/"' 
es el dominio de/. 


En la definición anterior la condición de que / debe ser uno a uno ase¬ 
gura que/ -! (y) es única para cada valor de y. 

Se elimina y de las ecuaciones de la definición al escribir la ecuación 

f-\y) = x 

y sustituir y por f(x), obteniéndose 

/-!(/(*)) = x (3) 

donde x está en el dominio de/. 

Si se elimina x del mismo par de ecuaciones escribiendo la ecuación 
f(x) = y 

y reemplazando x por/ -1 (y), se tiene 

/(/-‘(y)) = y 

donde y está en el dominio de/ -1 . Como el símbolo empleado para la varia¬ 
ble independiente es arbitrario, se puede sustituir y por x para obtener 

/(/-'(*)) = x (4) 

donde x está en el dominio de/ -1 . 

De las ecuaciones (3) y (4) se ve que si / -1 es la inversa de la función 
/ entonces la inversa de / -1 es /. Este resultado se establece formalmente en 
el teorema siguiente. 
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5.1.4 Teorema 


Si /es una función uno a uno y tiene a / -l como su inversa, entonces 
/“' es una función uno a uno y tiene a/como su inversa. Además, 

/->(/(*)) = x para toda x en el dominio de/ 

y 

/(/ -1 (*)) = * para toda x en el dominio de /' 1 

Se emplea el término funciones inversas cuando se hace referencia a una 
función y su inversa. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo ilustrativo 3, 

la función G definida por 

G(y) = Vy -8 < y < 8 
es la inversa de la función g definida por 
g(x) = x 3 -2 < x < 2 
Por tanto, al reemplazar g _1 por G se obtiene 

g~'(y) = Vy -8 < y < 8 

o, equivalentemente, si se sustituye y por x, 

«"‘(x) = Ifx -8 < x < 8 

Observe que el dominio de g es [-2, 2], que es el contradominio de g" -1 ; 
así mismo, el contradominio de g es [- 8 , 81, el cual es el dominio de g ~ l . 4 

Si una función / tiene una inversa, entonces /*’ (x) puede determinarse 
mediante el método empleado en el siguiente ejemplo ilustrativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Cada una de las funciones 

del ejemplo ilustrativo 1 es uno a uno. Por tanto, existe. Para cada 

función se calcula/ _ 1 (x) a partir de la definición de /(x) al sustituir y por/(x) 
y resolver la ecuación que resulta para x. Este procedimiento proporciona 
la ecuación x = / _1 (y). Entonces se tiene la definición de /'*. de la cual se 
obtiene / _I (x). 


(a) /(x) = x + 4 

y = x + 4 

x = y - 4 

/“‘(y) = y - 4 

f-'(x) = x - 4 


(b) /(x) = 2 x 

y = 2 x 



r‘(y) = f 

r'w = f 


(C) /(X) = X 3 

y = x 3 
X = 3/y 

/“‘(y) = 
r‘(x) = 


Observe que la función f~ ] en cada inciso es la función g del inciso 
correspondiente del ejemplo ilustrativo 1 . A 


W EJEMPLO 3 Determine / *(x) para la función / del ejemplo 
1 (a) y verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4 para/y/ -1 . Trace las grá¬ 
ficas de/ y / _1 en el mismo rectángulo de inspección. 
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FIGURA 8 


Solución En el ejemplo 1 (a) se mostró, mediante el criterio de la recta 
horizontal, que la función definida por 

f{x) = 4x - 3 

es uno a uno. Por tanto, existe/ -1 . Para determinar / -1 (x), se escribe laecuación 
y = 4x - 3 

y se resuelve para x, obteniéndose 

x = y±l 

4 

En consecuencia, 

f-\y) = ^ » r'w = 

Al verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 


y 



FIGURA 9 


V 



S(x) = x 3 -2 < x < 2 
g\x) - 1/x -8 ^ x < 8 

FIGURA 10 


/"'(/(*)) = /"'i4x - 3) 

(4x - 3) + 3 

4 

= ix 
4 

= x 


/(/-'(*)> = f{~ 1 ) 

- - 3 
= (x + 3) - 3 


La figura 8 muestra las gráficas de/ y, / 1 trazadas en el mismo rectángulo de 
inspección. 4 

Refiérase a la figura 9, la cual presenta las gráficas de / y / -1 del ejemplo 
3 con el punto Q(u, v) en la gráfica de / y el punto R(v, u) sobre la gráfica de 
/ -1 . El segmento de recta QR de la figura es perpendicular a la recta y = x y es 
bisectado por ella. El punto Q es la reflexión del punto R con respecto a la recta 
y = x, y el punto R es la reflexión del punto Q con respecto a la recta y = x. 

Si x y y se intercambian en la ecuación y = /(x), se obtiene la ecua¬ 
ción x = f(y), y la gráfica de la ecuación x = /(y) es la reflexión de la gráfi¬ 
ca de la ecuación y = /(x) con respecto a la recta y = x. Como la ecuación 
x = /(y) es equivalente a la ecuación y = / -1 (x), la gráfica de la ecua¬ 
ción y = / -1 (y) es la reflexión de la gráfica de la ecuación y = /(x) con res¬ 
pecto a la recta y = x. Por tanto, si una función tiene una inversa, las gráficas 
de las funciones son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Las funciones g y g 1 del 

ejemplo ilustrativo 4 están definidas por 

g(x) = x 3 -2 < x < 2 
y 

g -l (x) = l[x -8 < x < 8 

Las gráficas de g y g -1 se muestran en la figura 10. Observe que estas gráfi¬ 
cas son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 4 


W EJEMPLO 4 Determine/ \ (x) para la función/del ejemplo 2 , y 

verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4. Trace las gráficas de/y/ - y la 
recta y = x en el mismo rectángulo de inspección y observe que las gráficas 
de/ y / -1 son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 
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Solución La función/del ejemplo 2 está definida por 


f(x) = 2í±l 
x - 1 

Como / es uno a uno, según se mostró en el ejemplo 2, / tiene una inversa 
/-', Para determinar/ -1 , se considera y = f(x) y se resuelve para x, obte¬ 
niéndose x = Así 


y 

jry - y 

x(y ~ 2) 
x 

Por tanto, 

r'(y) = « r‘« = ~ 

y z x - 2 

El dominio de / -l es el conjunto de números reales diferentes de 2. Al 
verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 


2x + 3 
x - 1 

= 2x + 3 

= y + 3 

_ £±-2 
y - 2 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

f(x) = 2ÜÍ y /-'(x) = i-±l 
x - 1 jc - 2 

y = * 

FIGURA 11 


/-'(/«) =/ _1 (yi7) 


_ 1 

( 2x + 3] 
l x - 1 ) 

1 + 3 

' 1 

(2x + 3j 

l x ~ 1 J 

I - 2 


(2x + 3) + 3(x - 1) 
(2jr + 3) - 2 (jc - l) 

Sx 

5 

= x 


/(/-'«) =/(tt|) 



2(j + 3) + 3(j - 2) 
(x + 3) - (4 - 2) 

5x 

5 

= x 


Las gráficas de / y / -1 y la recta y = x están trazadas en el rectángulo 
de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] de la figura 11. En esta figura se 
observa que las gráficas de las dos funciones parecen ser reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y — x. 4 


Se pueden trazar las gráficas de una función y su inversa en el mismo 
rectángulo de inspección en la graficadora activando el modo paramétrico. 
El siguiente ejemplo ilustrativo muestra el procedimiento para las funciones 
g y g -1 del ejemplo ilustrativo 6. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Con la graficadora en modo 

paramétrico, se traza la gráfica de 
g(.x) = x 3 -2 < x < 2 


considerando 

*i(0 = t y y,(/> = r 3 
Para la gráfica de 
£ -1 (x) = 


-8 s x < 8 
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[-8, 8] por [-8, 8] 

«W = -2 < j: < 2 

g~ l (x) - Vj: -8 <, x 5 8 

FIGURA 12 


considere 

x 2 (t) = í 3 y y 2 (f) = t 

Como variables para el rectángulo de inspección tome: r mín = - 8 , f máx = 8 , 
^step = 0.05, -*iní n = ~ 8 , -finé* = 8 , -* sc ] 1. .Vmín = ' 8 , 3máx = ^ Y 

y scl = 1. La figura 12, la cual muestra las dos gráficas, apoya las gráficas de 
la figura 10. 4 

Algunas funciones tienen una función inversa para la cual no puede 
obtenerse una ecuación que la defina explícitamente. Por ejemplo, sea 

f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 (5) 

Al derivar esta función se obtiene 

f\x) = 5x 4 + 3x 2 + 2 


Como f'(x) > 0 para toda x, f es una función creciente y por tanto tiene 
una inversa. Sin embargo, si se reemplaza f(x) por y en (5), se obtiene una 
ecuación de quinto grado en x, la cual no puede resolverse para x en tér¬ 
minos de y. No obstante, aunque f~H x ) no está definida explícitamente, se 
puede trazar la gráfica de la función inversa en la graficadora activada en 
modo paramétrico, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 7. En algunas 
graficadoras pueden trazarse una función y su inversa en el mismo rectán¬ 
gulo de inspección activando el modo de función. Consulte Drawlnv en su 
manual para trabajar con esta característica de la graficadora. 

Algunas propiedades importantes de la función inversa /"* pueden 
determinarse directamente de las propiedades de /. En los teoremas restan¬ 
tes de esta sección se presentan algunas de estas propiedades, y en el ejemplo 
ilustrativo 12 se reconsidera la función definida por la ecuación (5). 

La información acerca de la continuidad y diferenciabilidad de una 
función la proporcionan los teoremas de la función inversa presentados 
a continuación. Antes de establecer el teorema de la función inversa para 
funciones crecientes, se presentan dos ejemplos ilustrativos que proporcio¬ 
nan ejemplos de una función y su inversa que satisfacen las condiciones 
del teorema. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En el ejemplo 3 se tuvo la 

función/y su inversa /" 1 definidas por 
f(x) = 4x - 3 y f-Hx) = 

4 

En la figura 8 se muestran las gráficas de / y /"' trazadas en el mismo rec¬ 
tángulo de inspección. Observe que/ y Z " 1 son continuas y crecientes. A 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 En el ejemplo ilustrativo 6 , 

la función g y su inversa g " 1 están definidas por 

g{x) = x 3 , -2 < x < 2 y g _ 1 (x)_= líx , -8 < x < 8 

y las gráficas de g y g " 1 se presentan en la figura 10. Cada una de estas 
funciones es continua y creciente en su dominio. A 
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5.1.5 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función/es continua y creciente en el intervalo cenado 
[a. b]. Entonces 

(i) /tiene una inversa/”* definida en [/(«),/(ó)l; 

(li) / _1 es creciente en [f(á),f(b)]\ 

(iii) /"' es continua en [f(a),f(b)\. 

La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. A continuación se presentará el teorema de la función inversa para 
funciones decrecientes. La demostración se deja como ejercicio. Consulte el 
ejercicio suplementario 2. 


5.1.6 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función / es continua y decreciente en el intervalo ce¬ 
rrado [a, ¿>]. Entonces 

(i) /tiene una inversa / -1 definida en [ f(b),f(a)]\ 

(ii) f~ l es creciente en [f(b),f(a)]\ 

(iii) /“' es continua en [f(b),f(a)\. 

Los teoremas de la función inversa se utilizan para demostrar el si¬ 
guiente teorema, el cual expresa una relación entre las derivadas de una 
función y su inversa. En el enunciado del teorema se emplea la notación de 
Leibniz para la derivada, lo cual hace fácil de recordar la ecuación. 


5.1.7 Teorema 


Suponga que la función / es continua y monótona en el intervalo ce¬ 
rrado [a, b] y sea y = f(x). Si f'(x) existe y es diferente de cero para 
toda x en [a, ó], entonces la derivada de la función inversa f~ l , defini¬ 
da por x = / _ 1 (y), existe y está dada por 

dx _ J_ 
dy dy 
dx 

La demostración de este teorema también se proporciona en el su¬ 
plemento de esta sección. 


. EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 Se verificará el teorema 

5.1.7 para la función definida por f(x) = -Jx . Si se considera y = f(x j, se 
tiene la ecuación 

y = 4x x > 0, y > 0 

Como/es uno a uno, f~ l existe y está definida por/ -l (y) = y 2 . Si se con¬ 
sidera x = / -1 (y), se tiene la ecuación 

x = y 2 y > 0, x 2 0 

Debido a que y = 4x , entonces 

dy _ 1 

dx 2 4x 
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y puesto que x = y 2 , se obtiene 


dx 

dy 


2y 


Al sustituir y por Vx , se tiene 


^ = 2-lx 

dy 

I 

“ 1 
2 yx 

dy 

dx 

Cuando x = 0, no existe; de modo que la ecuación anterior no se satisface 
dx 

para este valor de x. Como el dominio de/es el intervalo semicerrado [0, +oo), 
el teorema es válido para esta función en el intervalo abierto (0, +oo). 4 


► EJEMPLOS Muestre que el teorema 5.1.7 se cumple para la 
función/de los ejemplos 2 y 4. 

Solución La función está definida por f(x) = (2jc + 3)/(x - 1). Si se 
considera y = f(x ), se tiene 


2x + 3 

y = 

dy _ 5 

dx (x - l) 2 


(6) 


En la solución del ejemplo 4 se mostró que 


dx 

Al calcular — de esta ecuación se tiene 
dy 

dx _ 5 

~d~y ~ (y - 2 ) 2 

Si en la ecuación anterior se sustituye el valor de y de (6) se obtiene 

dx __5_ 

dy ~ ¡ 2x + 3 2 j 2 ' 

= 5(x - l) 2 

(2x + 3 - 2x + 2) 2 

= ~2¡( x ~ 1)2 

= -j(Jt - D 2 

x 

dy 

dx 


Cuando se aplica el teorema 5.1.7 para calcular la derivada de la inversa 
de una función en un número particular, es más conveniente tener el enun¬ 
ciado del teorema con la notación/' y (/“*)' para las derivadas. Con esta no¬ 
tación se reexpresa el teorema 5.1.7 como el teorema 5.1.8. 
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5.1.8 Teorema | 

Suponga que la función /es continua y 
irado [a, b ] que contiene el número c, y 
/'(c) * 0, entonces (/ -1 )'(d) existe y 

1 ’ fie) 

monótona en el intervalo ce- 
sea /(c) = d. Si-/'(c) existe y 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 11 Se mostrará que el teorema 
5.1.8 se cumple para una función particular y valores particulares de c y d. Si/ 
es la función del ejemplo ilustrativo 10, entonces 

/« = Ví /'(*) = 

/-'(*) = * 2 (/-')’(*) = 2x x > 0 


La función / es continua y monótona en cualquier intervalo cerrado 
[a, b\ para el cual 0 < a < b. Sea c = 9, entonces d = /(9); esto es, d = 3. 
El teorema 5.1.8 afirma que 


cr'ro) 


i 

/’(9) 


Esta ecuación es válida porque 


(/-!)'(3) = 2 • 3 y 
= 6 y 


m = 


1 

2V9 


i 

6 


◄ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 12 Considere la función / de¬ 
finida por la ecuación (5): 

f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 


La derivada de esta función es 



f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 
recta tangente en (0, -2) 

FIGURA 13 


f'(x) = 5x 4 + 3x 2 + 2 (7) 

Previamente se estableció que / es creciente en vista de que f'(x) > 0, y 
por tanto tiene una inversa f~ l . Pero no se tiene una ecuación que defina 
explícitamente los valores de función de f~ ] . Sin embargo, se puede calcular 
la derivada de/ -1 en un punto particular de la gráfica de/ -1 . Por ejemplo, 
como (0, -2) está en la gráfica de/ el punto (-2, 0) está en la gráfica de/ -1 . 
Si se calcula el valor de (/ -1 )'(—2) aplicando el teorema 5.1.8 se tiene 


(/-*)'(- 2) 


1 

/'( 0 ) 


De (7),/'(0) = 2. De modo que 


(/ -1 )'(-2) = i 


Ahora se apoyará este resultado con la graficadora. La figura 13 muestra 
la gráfica de/trazada en el rectángulo deinspección de [-4, 5] por [-5, 1]. 
También en la figura se ha trazado la recta tangente a la gráfica en el punto 
(0, -2); la pendiente de la recta tangente es 2. 
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x{t) = í 5 + r 3 + 2f - 2 y y(<) = t 
recta tangente en (-2,0) 


A fin de trazar la gráfica de / *, se activa la graficadora en modo 
paramétrico y se consideran 

x(t) = t 5 + í 3 + 2t - 2 y y(t) - t 

Como variables para el rectángulo de inspección tome: í mín = -1, r máx = 1, 
Ltep = 0.05, X [n ,; r¡ = —5, X m áx = ^ ■ -*scl = 1» 3'inín = “2, y m áx = 2 y ^scl = ^ ■ 
La figura 14 muestra esta gráfica así como la recta tangente en el punto 
(- 2 , 0 ); la pendiente de la recta tangente es i. 4 


► EJEMPLO 6 

calcule (/ _ 1 )’(4). 


Para la función / del ejemplo ilustrativo 12 


FIGURA 14 


Solución La función/y su derivada/' están definidas por 


f(x) = x 5 + x* + 2* - 2 y f\x) = 5 * 4 + 3x 2 + 2 

Del teorema 5.1.8, si f(c) = 4, entonces (/ _ 1 )'(4) = . . Para calcular 

c se resuelve la ecuación 


c 5 + c 3 + 2c - 2 = 4 


o, equivalentemente, 

c 5 + c 3 + 2 c - 6 = 0 



[-9,9] por [-6,6] 


Al aproximar la raíz de esta ecuación en la graficadora mediante los pro¬ 
cedimientos raíz ( root) o rastreo {trace) y aumento (zoom in) se obtiene 
c = 1.16124. Por tanto, 


(/- ! )'(4) 


1 

/'(l.16124) 
1 

15.1374 


= 0.06606 


◄ 


f(x) = X 3 + X 

FIGURA 15 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

/(*) = x 3 + x 
recta tangente en (1, 2) 


► EJEMPLO 7 Sea 

f(x) = X 3 + x 

(a) Demuestre que /tiene una inversa f~ l . (b) Determine la pendiente de 
la recta tangente a la gráfica de /en el punto (1,2). (c) Calcule la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de / -1 en el punto (2. 1). Apoye las respues¬ 
tas de los incisos (fi)-(c) realizando lo siguiente: (d) trace las gráficas de/y 
/"’ en el mismo rectángulo de inspección; (e) trace las gráficas de/y de su 
recta tangente en el punto ( 1 , 2 ) en el mismo rectángulo de inspección; 
(f) trace las gráficas de / -1 y de su recta tangente en el punto ( 2 , 1 ) en el mis¬ 
mo rectángulo de inspección. 

Solución La derivada de/es 

f\x) = 3x 2 + 1 

(a) Como f'{x) > 0 para todos los números reales, entonces fes creciente 
en su dominio. Así, fes una función uno a uno, y en consecuencia tiene 
una inversa/ -1 . 

(b) La pendiente de la recta tangente a la gráfica de/en el punto (1, 2) es 

/’(Dy 


FIGURA 16 


/'O) = 4 
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[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

gráfica de f ' donde /(x) = x 3 + x 
recta tangente en (2, 1) 

FIGURA 17 


(c) La pendiente de la recta tangente a la gráfica de / -1 en el punto (2, 1) 
es (/ _l )'(2), y por teorema 5.1.8 


(/-')’( 2 ) 


1 

/'(l) 

i 

4 


(d) En la figura 15 se muestran las gráficas de/y f~ [ trazadas en el mismo 
rectángulo de inspección. Observe que las gráficas son reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = x, como se esperaba. 

(e) La figura 16 presenta las gráficas de/y de su recta tangente en (1,2) 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2], La 
pendiente de la recta tangente es 4. 

(f) Las gráficas de / -1 y de su recta tangente en (2, 1) están trazadas en el 

rectángulo de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] y se muestran 
en la figura 17. La pendiente de la recta tangente es f . 4 


■ EJERCICIOS 5.1 


En los ejercicios 1 a 6, utilice el criterio de la recta horizontal 
para determinar si la función es uno a uno. Dibuje la gráfica de 
la función a mano o trace la gráfica en la graficadora. 

1. (a) f(x) = 2x + 3 (b) /(x) = 2 x 2 - 2 

(c) g(x) = 4 - x 3 

2. (a) ¿>(x) = 8 - 4x (b) f(x ) = 3 - x 2 

(c) h(x) = |x 3 + 1 

3. (a) f(x) = V7T1 (b) ¿>(x) = -i- 

x + 3 

(c) h(x) = |x - 2[ 

4. (a) f(x) = Vi - x 2 (b) g(x) = 5 

(c) f(x) = —í— 

2x - 4 

5. (a) h{x) = 2 sen x,-^K<x<, ^tt 

(b) f(x) = | tan x ,-\k < x < 

(c) G(x) = sec x, x £ [0, ¿K) U [ir, | n) 

6. (a) /(x) = 1 - eos x, 0 < x < n 

(b) F(x) = cot |x, 0 < x < 2 n 

(c) g(x) = esc x, x e (0, - a] U (7t, |w] 

En los ejercicios 7 a 18, determine si la función tiene inversa. Si 

la inversa existe, haga lo siguiente: (i) determínela y establezca 
su dominio y contradominio; (ii) trace las gráficas de la función 
y de su inversa en el mismo rectángulo de inspección. Si la fun¬ 
ción no tiene inversa, apoye gráficamente este hecho verificando 
que una recta horizontal intersecta la gráfica en más de un punto. 

7. (a) /(x) = 5x - 7 (b) g(x) = 1 - x 2 

8. (a) /(x) = 3x + 6 (b) g(x) = x 5 

9. (a) /(x) = (4 - x) 3 (b) h(x) = V2x - 6 

10. (a) F(x) = 3(x 2 +1) (b) g(x) = Vi - x 2 

11. (a) F(x) = VlTl (b) /(x) = (x + 2) 4 

12; (a) /(x) = | x | + x (b) g(x) = 3 Vx + 1 



13. (a)/(x) = 2W (b)/(x) = 

x + 1 

14. (a) /(x) = (b ) £<x) = -J— 

X X 3 + 1 

15. (a) g(x) = X 2 + 5, x a 0 
(b)/(x) = (2x + 1) 3 ,-| S x S i 

16. (a) /(x) = (2x - l) 2 , x s | 

(b) /(x) = |x 3 , -láxsl 

17. F(x) = V9 - x 2 ,0 < x S 3 

18. G(x) = V4x 2 - 9,x S | 

En los ejercicios 19 a 24, considere y = f(x) y x = f~\y), 
y verifique que 

dx_ _ _1_ 
dy dy 
dx 

19. (a) /(x) = 4x - 3 (b) /(x) = Vx + 1 

20. (a) /(x) = 7 - 2x (b) /(x) = 8x 3 

21 . (a)/(x) = ix 5 (b)/(x) = 3 V7^8 

22. (a)/(x) = v 4 - 3x (b)/(x) = V/ 

23. /(x) = hdlA 24./(x) = 

x + 2 2x + 6 

En los ejercicios 25 a 40, calcule (f~ { )\d). 

25. (a) /(x) = V3x + 1; d = 1 

(b) /(x) = x 2 - 16, x > 0; d = 9 

26. (a) /(x) = x 5 + 2; d = 1 
(b) f(x) = VT ~x-,d = 3 

27. (a) /(x) = x 3 + 5; d = -3 
(b)/(x) = 3x 5 +_2x 3 ; d = 5 

28. (a) /(x) = 4x 3 + 2x; d = 6 

(b) /(x) = senx, -17r < x < ^ir,d - | 
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29. (a) f(x) = ^cos 2 a, 0 sxí ~ n\d= j 

(b) f(x) = 2cotA, 0 < x < n\d = 2 

30. (a) f(x) = tan 2x, -\ jc < x < \ip,d = 1 

(b) /(a) = sec |a, 0 S x < ir, d = 2 

31. (a) /(a) = jcsca, 0 < x <. \n\d = 1 

(b) f(x) = 2x 2 + 8a: + 7,a <. -2;d = 1 

32. (a) /(a) = a 2 - 6a + 7, a <; 3;d = 0 
(b) /(a) = 2a 3 + a + 20; d = 2 

33. /(a) = a 3 - ^ - 3, a > 0;d = 2 

A 


donde mg es la medida constante de la masa de la partícula en 
reposo respecto a un sistema de referencia y c es la medida 
constante de la rapidez de la luz. Determine la función 
inversa de m que exprese la medida de la velocidad de la 
partícula como una función de la medida de su masa. 

50. Como se mencionó en el ejercicio 39 de la sección 2.8, la 
ley de Dulong establece que si P(T) atmósferas es la pre¬ 
sión absoluta de un vapor saturado a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 



34. /(a) = a 3 - —- — 3, a < 0; d — -2 

X 

35. /(a) = a 4 + a 2 - 4, a a 0;d = 1 

36. /(a) = a 4 + a 2 - 4, a <; 0; d = -0.5 

37. /(a) = a + V sen a , 0 £ A S 1t ; d = 3 

38. /(a) = eos 2 a + 2r, 0 < a £ \ir,d = 2 

39. /(a) = |" vT+3 di, x > -3; d = 18 

40. /(a) = |" I dt, x < 0; d = -6 

•> X 

En los ejercicios 41 a 46, (a) demuestre que la función f tiene 

inversa, (b) calcule f~\x), y (c) verifique las ecuaciones del 

teorema 5.1.4 para f y f~ ] . 

41. /(a) = 4a - 3 42. /(a) = 5a + 2 

43. /(a) = a 3 + 2 44. /(a) = (a + 2) 3 

45. /(a) = ~~ 46. /(a) = 

2a + 4 3a - 6 

47. Si a grados es la temperatura Celsius, entonces el número 
de grados en la temperatura Fahrenheit puede expresarse 
como una función de a. Si / es esta función, entonces /{as) 
es la temperatura Fahrenheit y /(a) = 32 + |jc. Deter¬ 
mine la función inversa/"' que exprese el número de gra¬ 
dos Celsius como una función del número de grados de la 
temperatura Fahrenheit. 

48. Si f(t) dólares es el monto en t años de una inversión de 
$1 000 al 12% de interés simple, entonces 


(a) Determine la función inversa de P que exprese el nú¬ 
mero de grados Celsius de la temperatura como una fun¬ 
ción del número de atmósferas de la presión absoluta, e 
indique el dominio de la función inversa, (b) Trace las 
gráficas de P y la función inversa obtenida en el inciso (a). 

51. Sea /(a) = a 3 + 3a - 1. (a) Demuestre que/tiene una 
inversa / -l . (b) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica de / en el punto (1,3). (c) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica de /'* en el punto (3, 1). 
Apoye las respuestas de los incisos (a)-(c) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las gráficas de / y / -l en el mismo 
rectángulo de inspección, (e) Trace las gráficas de / y de 
su recta tangente en el punto (1, 3) en el mismo rectángu¬ 
lo de inspección, (f) Trace las gráficas de f~ ] y de su recta 
tatúente en el punto (3, 1) en el mismo rectángulo de 
inspección. 

5®. Sea /(a) = 6 - a - a 3 . (■)' Demuestre que f tiene una 
inversa /“*. (}>) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la gráfica de/en ed punto (2, -4). (tí) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente- a la gráfica de/"’ en d punto (—4, 2), 
Apoye las respuestas de los incisos (aHc) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las gráficas de / y /"' en el mismo 
rectángulo de inspección, (e) Trace las gráficas de / y de 
su recta tangente en el punto (2, -4) en el mismo rectán¬ 
gulo de inspección, ((y Trace- las gráficas de /“' y de su 
recta tangente en el punto (-4, 2) en el mismo rectángulo 
de inspección-. 

En los- ejercicios 53 y 54i demuestre que la función f es su 

propia inversa. 

53. fix) = -t/ie- A 2 ,0 £ X <. 4 


/(r) = 1000(1 + 0.12r) 

Determine la función inversa/ -1 que exprese el número 
de años que deben invertirse $1 000 al 12% dé interés 
simple como una función del monto de la inversión: 

49. Como se mencionó en el ejercicio 51 de la sección 1.7, do 
acuerdo con la teoría especial de la relatividad de Einstein, 
si m(v) es la medida de la masa de una partícula que se 
desplaza con una velocidad de medida v, entonces 

m(v) = 
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58. Muestre que la función definida por 


/(*) = 


x + h 
kx - 1 


es su propia inversa para cualesquiera valores de las 
constantes h y k. 


En los ejercicios 59 y 60, (a) muestre que la función f no es 
uno a uno, y en consecuencia no tiene inversa; (b) restrinja el 
dominio y obtenga dos funciones uno a uno f¡ y f 2 que tengan 
el mismo contradominio que f; (c) calcule f¡ 1 y / 2 -1 y esta¬ 
blezca sus dominios; (d) trace las gráficas de f í y ff 1 en el 
mismo rectángulo de inspección; (e) trace las gráficas de f 2 
y f 2 ~ ] en el mismo rectángulo de inspección. 

59. f<x) = x 2 + 4 60. f(x) = x 2 - 9 

61. Sea 


/« = 


x 

X 2 

27 VI 


si X < 1 

si 1 < X < 9 

si 9 < x 


Demuestre que / tiene una función inversa y calcule 

r\x). 

62. Sea f(x) = V16 — í 4 dt, -2 < x < 2. Demuestre que/ 
tiene una inversa/ -1 y calcule (/ -1 )'(0). 

63. Sea f(x) = J * V9 + í 4 dt. Demuestre que / tiene una in¬ 
versa / -1 y calcule (/ -! )'(0). 


f 2x dt 

«■ Sea m = J, VTTF- 

inversa y calcule (/ -l )'(0). 
65. Sea 


Demuestre que / tiene una 


m 


r 

J ni 


,_2 3 


<Tt dt 


Demuestre que/tiene una inversa/ 'y calcule (/ ')’(0). 

66 . Muestre que la fórmula del teorema 5.1.7 puede escribirse 


(/ -I )W 


1 

nr'w) 


67. Utilice la fórmula del ejercicio 66 para mostrar que 


(r'rw 


/"ir 1 )*» 

[/’(/■' (^))i 3 


68 . Suponga que la función / está definida por la ecuación 
y = f(x) y se ha determinado que/tiene una inversa/ -1 . 
Sin embargo, no puede calcularse/ -1 (jr). ¿Cómo dibujaría 
a mano la gráfica de/ -1 ? ¿Cómo trazaría en la graficadora 
la gráfica de/ -1 sin trazar la de/? 


5.2 FUNCIÓN LOGARÍTMICA NATURAL 


La definición de función logarítmica presentada en álgebra estuvo basada en 
los exponentes, después se demostraron las propiedades de los logaritmos a 
partir de las propiedades correspondientes de los exponentes. A continua¬ 
ción se presentará un breve repaso de algunas de estas propiedades y de cómo 
las aprendió en el curso de álgebra. 

Una propiedad de los exponentes es 

a x . a y = a x +y ( 1 ) 

Si los exponentes x y y son números enteros positivos y si a es cual¬ 
quier número real, entonces (1) se deduce de la definición de exponente 
entero positivo e inducción matemática. Si se considera que los exponentes 
son cualesquiera números enteros, positivos, negativos o cero, y a & 0, 
entonces se cumple (1) si se define el exponente cero y el exponente ne¬ 
gativo como 

a° = 1 y a~ n = — n > 0 
a n 

Si los exponentes son números racionales y a > 0, entonces se cumple 
(1) cuando se define a mln como 

a mln = m 

No es simple definir a x cuando x es un número irracional. Por ejem¬ 
plo, ¿qué significa 2^ 3 ? Sin embargo, en su curso de álgebra se supuso que 
dicho número existe debido a que la definición de función logarítmica pre- 
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sentada estuvo basada en la suposición de que a x existía si a era cualquier 
número positivo y x era cualquier número real. En esa definición se esta¬ 
bleció que la ecuación 

a* = N 

donde a es cualquier número positivo diferente de 1 y N es cualquier número 
positivo, puede resolverse para x, y x está determinado de manera única por 

x = log a IV 

A partir de esta ecuación y de las propiedades de los exponentes, se 
demostraron las siguientes propiedades de los logaritmos para cualesquiera 


números positivos M y N: 


loga 1 = 0 

(2) 

loga MN = loga M + loga N 

(3) 

loga 77 = loga M ~ loga N 

(4) 

loga M n = n loga M 

(5) 

loga a = 1 

(6) 


En este capítulo se le capacitará con el fin de llenar el vacío dejado 
en álgebra; esto es, se definirá a x donde x es un número irracional. En esta 
sección se inicia el proceso al definir la función logarítmica empleando 
el Cálculo y después, demostrando las propiedades de los logaritmos me¬ 
diante esta definición. 

Recuerde la fórmula 

í x n dx = + C n * -1 

J n + 1 

Esta fórmula no se cumple cuando n = -1. 

A f„ * evaluar * P~ - = » ** ( j 

una función cuya derivada sea i. El primer teorema fundamental del 

x 

Cálculo (4.7.1) proporciona una función; la cual es 


y 




donde a puede ser cualquier número real con la condición de que tenga el 
mismo signo de x. A fin de interpretar dicha función, sea R\ la región li¬ 
mitada por la curva y = 1/í, el eje í, a la izquierda por la recta t = 1 y a la 
derecha por la recta t = x, dondé x > 1. Esta región R¡ se muestra en la fi¬ 
gura 1. La medida del área de la región R¡ es una función de x; denótela 
por A(x) y defínala como una integral definida mediante 



FIGURA 1 
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Ahora considere esta integral si 0 < x < 1. De la definición 4.5.5, 



y- 



La integral (1/f) dt representa la medida del área de la región R 2 acota¬ 
da por la curva y = 1/f, el eje t, a la izquierda por la recta t — x y a la dere¬ 
cha por la recta t = 1. De modo que la integral J* (1/f) dt es el negativo de la 
medida del área de la región R 2 mostrada en la figura 2. 

Si x = 1, la integral J Jr (1/f) dt se transforma en J 1 (1/f) dt, la cual es 
igual a cero, debido a la definición 4.5.6. En este caso, las fronteras latera¬ 
les derecha e izquierda son la misma y la medida del área es 0. 

Así, la integral J,' 1 (1/f) dt para x > 0 puede interpretarse en términos de 
la medida del área de una región. Su valor depende de x y se emplea para de¬ 
finir la función logarítmica natural, denotada por ln. 


5.2.1 Definición de la función logarítmica natural 


La función logarítmica natural es la función definida por 

x > 0 


ln x = f -di 

l ' 


El dominio de esta función es el conjunto de los números reales posi¬ 
tivos. Se lee ln x como “el logaritmo natural de x”. 

La función logaritmo natural es diferenciable debido a que al aplicar el 
primer teorema fundamental del Cálculo se obtiene 


D x (\nx) = D,( j Jdí) 

I 

X 

De este resultado y de la regla de la cadena se tiene el siguiente teorema. 


5.2.2 Teorema 


Si u es uná función diferenciable de x y u(x) > 0, entonces 
D,(ln u) = i • D x u 


^ EJEMPLO I Calcule f'(x) si 
f(x) = ln(3;t 2 - 6x + 8) 
Solución Del teorema 5.2.2, 


m = 


i 


ix 2 - 6x + 8 

6x - 6 
3x 2 - 6x + 8 


(6x - 6) 


◄ 
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Ahora se mostrará que la función logarítmica natural obedece las pro¬ 
piedades de los logaritmos estudiadas en álgebra. 


5.2.3 Teorema 


In 1 = 0 


Demostración Si x = 1 en la definición 5.2.1, entonces 



El miembro derecho de la ecuación anterior es cero debido a la definición 4.5.6. 
Por tanto, 

In 1 = 0 ■ 


El teorema 5.2.3 corresponde a la propiedad de los logaritmos dada 
por (2). Los tres teoremas siguientes corresponden a las propiedades de los 
logaritmos dadas por (3), (4) y (5). La discusión de la propiedad (6) se pospo¬ 
ne porque hasta este momento no se tiene una base para los logaritmos na¬ 
turales. Antes de establecer cada uno de los tres teoremas, se dará un ejemplo 
ilustrativo del teorema correspondiente al calcular los logaritmos naturales 
de números específicos empleando NINT en la graficadora. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 De la definición 5.2.1. 



ln 3 = f -dt 

J, ' 


f 6 

In 6 = I -dt 

J, ‘ 


A partir de estos cálculos, 


NINT(l/í, 1,2) = 0.693147 

NINT(l/t, 1, 3) = 1.098612 

NINT(1//, 1,6) = 1.791759 


In 2 + ln 3 = 0.693147 + 1.098612 
= 1.791759 
= ln 6 


◄ 


5.2.4 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números positivos, entonces 
ln(a¿>) = ln a + ln b 

Demostración Considere la función /definida por 


f(x) = ln(ax) 
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donde x > 0. Entonces 

m = ¿(a) 

I 

x 

Por tanto, las derivadas de ln(ax) y In x son iguales. De modo que por el teo¬ 
rema 4.1.2, existe una constante K tal que 

ln(ax) = In x + K para toda x > 0 (7) 

A fin de determinar K, considere x = 1 en esta ecuación, de donde resulta 

ln a = ln 1 + K 

Como ln 1 =0, se obtiene K = ln a. Al sustituir K por ln a en (7), se tiene 
ln(ax) = ln x + ln a para toda x > 0 
Ahora considere x - b, entonces se obtiene 

ln(a¿) = ln a + ln b m 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo ilustrativo 1, 

ln 6 - ln 3 = 1.791759 - 1.098612 
= 0.693147 

= ln2 ◄ 


5.2.5 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números positivos, entonces 

ln £ = ln a - ln b 
b 

Demostración Como a = ( a¡b ) ■ b, entonces 
lna = ln ^ ^ 

Al aplicar el teorema 5.2.4 al miembro derecho de esta ecuación se obtiene 

ln a = ln £ + ln b 
b 

ln - = ln a - ln b ■ 

b 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De la definición 5.2.1 se tiene 



NINT(l/r, 1,49) = 3.891820 
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ln 7 = J - f dt NINT(1/M, 7) = 1.945910 

De estos cálculos se obtiene 
2 ln 7 = 2(1.945910) 

= 3.891820 

= ln 49 4 


5.2.6 Teorema 


Si a es cualquier número positivo y r es cualquier número racional, 
entonces 

ln a r = r ln a 

Demostración Del teorema 5.2.2, si r es cualquier número racional y 
x > 0, entonces 

D x (\nx r ) = — . rx r ~ l 
x r 

r_ 

x 

y 

D x {r ln x) = ~ 

Por tanto, 

D x ( lnx r ) = D x (r ln x) 

De esta ecuación, las derivadas de ln x r y r ln x son iguales; de modo que, 
por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 

ln x r = r ln x + K para toda x > 0 (8) 

Para determinar K, se sustituye 1 por x en (8) y se obtiene 

ln 1 r = r ln 1 + K 

Pero ln 1 =0; en consecuencia K = 0. Al reemplazar K por 0 en (8) se 
obtiene 

\nx r = r ln x para toda x > 0 

de lo cual se deduce que si x = a, donde a es cualquier número positivo, 
entonces 

ln a r = r ln a m 

Para dibujar la gráfica de la función logarítmica natural deben conside¬ 
rarse las propiedades de esta función. Pero antes, se trazará en la graficadora 
la gráfica de 


NINT(l/r, 1, x) 
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Como el dominio de ln es el conjunto de los números reales positivos, se 
elige un rectángulo de inspección que contenga únicamente valores posi¬ 
tivos de x. La figura 3 muestra la gráfica de ln trazada en el rectángulo de 
inspección de [0.0001, 10] por [-10, 10]. De esta figura, parece que la 
función logarítmica natural es continua y creciente, y también cóncava ha¬ 
cia abajo. Estos hechos se confirmarán analíticamente. 

Con f(x) = ln x, se tiene 


[0.0001, 10] por [-10, 10] 
NINT (1/í, 1, jr) 

FIGURA 3 


f(x) 


= f' 


dt y 


m = ^ 


para x > 0 


Como / es diferenciable para toda x > 0, / es continua para toda x > 0. 
Además,/'( jc) > 0 para toda x > 0, y por tanto,/es una función creciente. 
La segunda derivada de ln x es 

/"« = 


Debido a que f"(x) < 0 cuando x > 0, la gráfica de / es cóncava hacia 
abajo en cada punto. 

Ahora se determinará mediante geometría una desigualdad que implica 
a ln 2. La integral definida en la ecuación 


y 


ln 2 


-í> 



FIGURA 4 


puede interpretarse como la medida del área de la región que se muestra en la 
figura 4. De esta figura, se observa que ln 2 está entre las medidas de las áreas 
de los rectángulos que tienen base de longitud 1 unidad y alturas de longitud i 
unidades y 1 unidad; esto es, 

0.5 < ln2 < 1 

Esta desigualdad puede obtenerse analíticamente a partir del teorema 
4.6.1 al proceder como sigue. Sean /(/) = 1/r y g(t) = entonces 
f(t) > g(t) para toda t en [1, 2], Como fyg son continuas en [1, 2], enton¬ 
ces son integrables en [ 1, 2], y por el teorema 4.6.1, 


• í 

•M 




ln2 > i 


(9) 


De manera semejante, si /(/) = 1/r y hit) = 1, entonces h(t) > f(t) 
para toda t en [1,2]. Debido a que fyh son continuas en [1, 2], entonces 
son integrables en [1, 2]; y otra vez, empleando el teorema 4.6.1 se obtiene 


f 


1 dt > 


í 



t 


1 ^ ln2 
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Al combinar esta desigualdad con (9) se tiene 

0.5 < ln 2 < 1 (10) 

El número 0.5 es una cota (o límite) inferior de ln 2 y 1 es una cota 
superior de ln 2. De igual manera se puede obtener una cota inferior y 
otra superior para el logaritmo natural de cualquier número real positivo. 
Posteriormente aprenderá, aplicando series infinitas, cómo calcular el loga¬ 
ritmo de cualquier número real positivo con cualquier número de cifras 
decimales deseado. 

El valor de ln 2 con cinco cifras decimales está dado por 
ln 2 = 0.69315 

Por supuesto, cualquier calculadora que incluya la tecla Qñ] puede 
emplearse para obtener los valores de la función logarítmica natural. Sin em¬ 
bargo, se puede aproximar el valor del logaritmo natural de cualquier potencia 
de 2 empleando el valor de ln 2 y aplicando el teorema 5.2.6. En particular, 

ln 4 = ln 2 2 ln 8 = ln 2 3 lni = ln 2" 1 lni = ln 2~ 2 
= 21n2 = 3 ln 2 = -l-ln2 =-21n2 

= 1.3863 = 2.0795 = -0.69315 » -1.3863 

Ahora se determinará el comportamiento de la función logarítmica na¬ 
tural para valores grandes de x considerando el límite lím ln x. 

X —><» 

Como la función logarítmica natural es creciente, si se considera p 
como cualquier número racional positivo, se tiene 

si x > 2 P entonces ln x > ln 2 P (11) 

Del teorema 5.2.6 se tiene 

ln 2 P = p ln 2 

Si se sustituye de esta ecuación en (11) se tiene 
si x > 2 P entonces ln x > p ln 2 
Como ln 2 > i, de lo anterior se obtiene 
si x > 2 P entonces lnx > -p 
A1 considerar p = 2 n, donde n > 0, se tiene 
si x > 2 2 " entonces ln x > n 

De este enunciado se sigue, si se toma A = 2 2 ", que para cualquier n > 0 
si x > N entonces lnx > n 
Por lo que se puede concluir que 

lím ln x = +oo (12) 

X—> + oo 

A fin de determinar el comportamiento de la función logarítmica natural 
para valores positivos de x cercanos a cero, se investigará el límite lím ln x. 
Como ln x = ln (jT 1 ) -1 , entonces 

lnx = -ln — 
x 
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La expresión “x —» 0 + ” equivale a “ ——> + 00 ”; por lo que la ecuación 
anterior se escribe como x 

lím ln x = - lm ln — (13) 

*-> 0 + 1 /*-»+«. x 

De (12) se tiene 


lím ln— = +00 

\/x—> + oo X 

Por tanto, de este resultado y de (13) se obtiene 


lím lnx = -00 (14) 

x ->0 + 

De (14), (12) y el teorema del valor intermedio (1.9.8), el contrado¬ 
minio de la función logarítmica natural es el conjunto de todos los números 
reales. De (14) se concluye que la gráfica de la función logarítmica natural 
es asintótica a la parte negativa del eje y a través del cuarto cuadrante. 

En resumen, la función logarítmica natural satisface las siguientes pro¬ 
piedades: 


y 



(i) Su dominio es el conjunto de los números reales positivos. 

(ii) Su contradominio es el conjunto de los números reales. 

(iii) La función es creciente en su dominio. 

(iv) La función es continua en todos los números de su dominio. 

(v) Su gráfica es cóncava hacia abajo en todos sus puntos. 

(vi) La gráfica de la función es asintótica a la parte negativa del eje y a 
través del cuarto cuadrante. 


A partir de estas propiedades y trazando algunos puntos con un seg¬ 
mento de la recta tangente en los puntos, se puede dibujar la gráfica de la 
función logarítmica natural, como se muestra en la figura 5, donde se han 
considerado los puntos de abscisas 1, i, 1, 2 y 4. La pendiente de la recta 


tangente se determinó mediante la fórmula D x (ln x) = 


1 


Ahora se presentarán algunos ejemplos más del cálculo de derivadas de 
funciones que contienen logaritmos naturales. 


► EJEMPLO 2 Calcule ~~ si 

dx 

y = ln[(4x 2 + 3)(2jc - 1)] 

Solución Al aplicar el teorema 3.2.2, se tiene 

Q = -=- l - - [Sx(2x - 1) + 2(4x 2 + 3)] 

dx (4x 2 + 3)(2x - 1) 

24x 2 - 8 x + 6 

(4x 2 + 3)(2x - 1) 4 

► EJEMPLO 3 Determine si 
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Solución Del teorema 5.2.2, 

dy i (x + 1 ) - x 

dx ~ * (x + l ) 2 

x + 1 

x + 1 1 

* ’ (jc + l ) 2 


x(x + 1 ) 

Observe que cuando se aplica el teorema 5.2.2, u(x) debe ser positiva; 
esto es, un número del dominio de la derivada debe estar en el dominio de la 
función dada, ln u. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1, el dominio 

de la función dada es el conjunto de los números reales, porque 3x 2 - 6 x + 
8 > 0 para toda x. Esto puede verse a partir del hecho de que la parábola 
cuya ecuación es y = 3x 2 - 6x + 8 tiene su vértice en el punto (1, 5) y abre 
hacia arriba. En consecuencia, ( 6 x - 6)/(3x 2 - 6x + 8 ) es la derivada para 
todos los valores de x. 

En el ejemplo 2, como (4x 2 + 3)(2x - 1) > Osólo cuando x > ', e! 
dominio de la función dada es el intervalo (|, +oo). Por tanto, se entiende 
que la fracción (15) es la derivada únicamente si x > ^. 

Como x/(x + 1) > 0 cuando x < -1 o x > 0, el dominio de la fun¬ 
ción del ejemplo 3 es (-oo, - 1 ) U (0, +oo); por lo que l/[x(x + 1)] es la 
derivada si x < -1 o x > 0 . 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2 , si se aplica 

el teorema 5.2.4 antes de calcular la derivada, se tiene 

y = ln(4x 2 + 3) + ln(2x - 1) (16) 

El dominio de la función definida por esta ecuación es el intervalo (|, +oo), 
el cual es el mismo que el de la función dada. De (16), 

dy _ 8 x + 2 

dx 4x 2 + 3 2x - 1 

y sumando las fracciones se obtiene 

dy = 8x(2x + 1) + 2(4x 2 + 3) 
dx _ (4x 2 + 3)(2x - 1) 

lo cual equivale al primer renglón de la solución del ejemplo 2 . 4 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si se aplica el teorema 5.2.5 
antes de calcular la derivada en el ejemplo 3, se tiene 

y = lnx - ln(x + 1) (17) 

Debido a que ln x está definida sólo cuando x > 0, y ln(x + 1) está de¬ 
finida únicamente cuando x > - 1 , el dominio de la función definida por 
(17) es el intervalo (0, +oo). Pero el dominio de la función dada en el ejem¬ 
plo 3 consiste de los dos intervalos (-oo, -1) y (0, +oo). Al calcular la deri¬ 
vada de (17) se tiene 
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dy _ ]__l_ 

dx x x + 1 

1 

x(x + 1) 

pero recuerde que aquí x debe ser mayor que cero, mientras que en la solución 
del ejemplo 3 los valores de x menores que -1 también están incluidos. 4 

El ejemplo ilustrativo 6 muestra el cuidado que debe tenerse cuando se 
aplican los teoremas 5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6 a funciones que implican logarit¬ 
mos naturales. 


^ EJEMPLO 4 Calcule f'(x) si 

f(x) = ln( 2 x - I ) 3 
Solución Del teorema 5.2.6, 
f(x) = 3 ln(2x - 1) 

Observe que tanto ln(2x - 1 ) 3 como 3 ln(2x - 1) tienen el mismo do¬ 
minio: x > 0.5. Al aplicar el teorema 5.2.2 se tiene 


f\x) 


3- - — 

2x - 1 

6 


• 2 


2x - 1 


◄ 


EJERCICIOS 5.2 


En los ejercicios l a 4, demuestre las propiedades dadas de la 
función logarítmica natural aplicando la definición 5.2.1 y 
NINT la graficadora para calcular los logaritmos naturales 
indicados. 


1. ln 68 = ln 4 + ln 17 2. 

ln 1000 = 3 ln 10 

3. ln 13 = ln 117 - ln 9 4. 

ln 81 = 21n9 

En los ejercicios 5 a 30, derive la función y simplifique el 
resultado. 

5. f(x) = ln(4 + 5*) 

6. g(x) = ln(l + 4x 2 ) 

7. h(x) = lnV4 + 5x 

8. f(x) = ln(8 - 2x) 

9. f(t) = ln(3r + l) 2 

10. h(x) = ln(8 - 2x) 5 

11. gjt) = ln 2 (3í + 1) 

12. G(x) = ln Vi +4x 2 

13. f(x) = ln v4 - jt 2 

14. g(y) = ln(lny) 

15. F(y) = lntsen 5y) 

16. f(x) = xlnx 

17. f(x) = cos(lnjr) 

18. g(x) = ln eos 4x 

19. G(x) = lnlsec 2x + tan 2*) 

20. h(y) = csc(lny) 

21. f(x) = ln f tan x 

22. f(t) = ln 4 |4^ 

V í 2 + 1 


23. /(«O = ln /ÜU 24. f(x) = lnl(5x - 3) 4 (2* 2 + 7) 3 ] 

V 2 w - 5 

25. h(x) - 26. g(jt) = ln(cos 2x + sen 2x 

In x 

27. g(x) = ln 28. f(x) = IW 

V x ¿ + 1 

29. F(x) = V* + 1 - ln(l + V7TT) 

30. G(x) = * ln(* + Vi + x 2 ) - 4T+ x 2 

En los ejercicios 31 a 36, calcule f- mediante diferenciación 
implícita. 

31. lnjry + x + y = 2 32. In - + xy = \ 

y 

33. x - ln(jt + y + 1) 34. ln(.x + y) - ln(jc - y) = 4 

35. * + ln x 2 y + 3y 2 = 2x 2 - 1 

36. x ln y + y ln jc = xy 

37. Dibuje la gráfica^ de y - ln x trazando los puntos de 
abscisas i. |, 1, 3 y 9, y utilice ln 3 = 1.1. En cada uno 
de los cinco puntos calcule la pendiente de la recta tan¬ 
gente y dibuje un segmento de dicha recta. 
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En los ejercicios 38 a 45, dibuje la gráfica de la ecuación. 
38. x = In y 39 . y = ln(-jc) 

40. y = In(jc +1) 41. jc = ln|x| 


42. y = ln—-— 43. y = x - lnx 

x - 1 

44. y = x + 2 ln x 45. y = ln sen x 

46. Realice el ejercicio 56 de la sección 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuación dada 
antes de calcular la diferencial. 


47. Realice el ejercicio 55 de la sección 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuación de la 
ley de Boyle antes de calcular la diferencial. 

48. La longitud de dos cilindros coaxiales, mostrados en la fi¬ 
gura adjunta, es L centímetros y los radios de los cilindros 
interior y exterior son ay b centímetros, respectivamente. 
La capacitancia entre los cilindros es C faradios donde 



49. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = ln x en el punto cuya abscisa es 2. 

50. Determine una ecuación de la recta normal a la curva 
y = ln x que es paralela a la recta x + 2y - 1 = 0. 

51. Obtenga una ecuación de la recta normal a la gráfica 
de y = x ln x que es perpendicular a la recta que tiene 
la ecuación x - y + 7 = 0. 

52. Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuación de movimiento i = (í + 1 ) 2 ln(i + 1), donde r 
pies es la distancia dirigida de la partícula desde el punto 
inicial a los t segundos. Calcule la velocidad y la acelera¬ 
ción cuando l = 3. 

53. En un cable para televisión, la medida de la rapidez de 
la señal es proporcional a x 2 ln(l/x), donde x es la razón 
de la medida del radio del núcleo del cable a la medida del 
espesor del embobinado del cable. Determine el valor de 
ln x para el cual la rapidez de la señal sea máxima. 

54. Un fabricante de generadores eléctricos comenzó sus 
operaciones el 1 de enero de 1986. Durante el primer año 
no hubo ventas porque la compañía se concentró en el 
desarrollo e investigación del producto. Después del pri¬ 
mer año las ventas se incrementaron constantemente de 
acuerdo con la ecuación y = x ln x, donde x es el número 
de años durante los cuales la compañía ha estado ope¬ 
rando y y es el número de millones de dólares por el vo¬ 
lumen de ventas, (a) Dibuje la gráfica de la ecuación. 
Determine la tasa a la que las ventas se incrementaron 
(b) el 1 de enero de 1991, y (c) el 1 de enero de 1996. 


55. Cierta compañía ha determinado que cuando su gasto de ( 
publicidad semanal es x dólares, entonces si S dólares es 
su ingreso semanal total por ventas, S = 4 000 ln x. 

(a) Determine la tasa de variación del ingreso por ventas 
respecto al gasto de publicidad cuando se ha previsto un 
gasto de publicidad semanal de $800. (b) Si el gasto de 
publicidad semanal programado se incrementa a $950, 
¿cuál es el incremento aproximado del ingreso semanal 
total por ventas? 

56. (a) Trace en el mismo rectángulo de inspección las grá¬ 
ficas de 

f(x) = 1 - - g(x) = \nx h(x) = x - 1 
x 

y observe que/ir) < g(x) < h(x). 

(b) Confirme la observación del inciso (a) analíticamente 
estableciendo la desigualdad 

1- — <lnjc<jc— 1 para toda x > 0 y x & 1 
x 

mostrando que 

x - 1 - lnx > 0 y 1 - lnx - - < 0 

x 

para toda i > 0 y i # 1. Sugerencia: sea 

F(x) = x - 1 - lnr y G(r) = 1 - lnr - - 

x 

y determine el signo de F'(x) y G'(x) en los interva¬ 
los (0, 1) y (1, + oo). 

57. Utilice el resultado del ejercicio 56 para demostrar que 

límMLt il = i 

*->o x 

58. Establezca el límite del ejercicio 57 aplicando la definición 
de la derivada para calcular F'(0) si F(x) = ln(l + xj. 

59. Demuestre que 

lím x ln x = 0 

j-*0 + 

Sugerencia: primero demuestre que x > ln x si x > 0, y 
utilice este resultado para probar que -2 4x < x ln x < 0 
si 0 < x < 1; después utilice el teorema de estricción. 

60. A.P. Hunter, Jr. y A. H. Rubenstein en su artículo “Market 
Penetration by New Innovations: the Technological 
Literature” muestran que si /(r) mide el mercado compar¬ 
tido de una tecnología sustituta en t unidades de tiempo, 
entonces 


ln 


m 


= q + c 2 t 


i - m i - m 

donde o, c, y c 2 son constantes. Muestre que 
la tasa de sustitución, está dada por 

c 2 f(t)[ 1 - fU)] 2 


fV) 


of(t) + [1 - f(t)] 


61. Explique cómo puede ser afectado el dominio de la deri¬ 
vada de una función que implica un logaritmo natural si 
se aplican las propiedades de los logaritmos a la función 
antes de calcular la derivada. 
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5.3 DIFERENCIACIÓN LOGARÍTMICA E INTEGRALES QUE 
PRODUCEN FUNCIONES LOGARÍTMICAS NATURALES 


Para el estudio de los dos temas de esta sección, se necesita la fórmula de 
D x {ln |x |). A fin de deducir esta fórmula a partir del teorema 5.2.2, se susti¬ 
tuye por | x | y se aplica la regla de la cadena. Así, 

D x (\r\ |;t|) = D x {\r\ 4x^) 

- 7 ?'°^' 

1 . x 

•Jx^ Vx 2 " 

_ x_ 

X 2 

1 

X 

De esta fórmula y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 



FIGURA 1 


5.3.1 Teorema 


Si u es una función diferenciare de x, entonces 
D^lnM) = \ -D x u 

En el ejercicio 41 de la sección 5.2 se le pidió que dibujara la gráfica 
de y = ln | x |. Esta gráfica se muestra en la figura 1. La pendiente de la 

recta tangente en cada punto (x, y) de la gráfica es -. 

^ EJEMPLO I Calcule/'(x) si 
/(x) = ln |x 4 + x 3 | 


Solución Del teorema 5.3.1, 

/'(x) = 4 1 3 (4x 3 + 3x 2 ) 

X 4 + x í 

x 2 (4x + 3) 

x 4 + x 3 

4x + 3 

X 2 + X 


El ejemplo siguiente ilustra cómo las propiedades de la función logarít¬ 
mica natural, dadas en los teoremas 5.2.4-5.2.Ó, pueden simplificar el trabajo 
relacionado con la diferenciación de expresiones complejas que contienen 
productos, cocientes y potencias. 


► EJEMPLO 2 Calcule ~~ si 

dx 

(x + 2)V x + 3 
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Solución De la ecuación dada, 

I I = ~ 1 I 

• V (x + 2)V*T3| 

\\lx + 1 1 

I X + 2 | | -Jx + 3 | 

Si se toma el logaritmo natural en los dos miembros de la ecuación anterior y 
se aplican las propiedades de logaritmos, se obtiene 

ln | y | = jln | x + 1 | - ln | x + 2 \ - i ln | x + 3 ¡ 

Al diferenciar implícitamente ambos miembros de esta ecuación con respecto 
a x y al aplicar el teorema 5.3.1 se tiene 

1 . dy 1 __I_ 1 

y dx 3(x + 1) x + 2 2(x + 3) 

Si se multiplican los dos miembros de la ecuación anterior por y se obtiene 

dy _ 2(x + 2)(x + 3) - 6 (x + l)(x + 3) - 3(x + l)(x + 2) 

dx ~ y ’ 6 (x + l)(x + 2)(x + 3) 

Al sustituir y por su valor dado resulta 

dy = (x + l ) l/3 2x 2 + lOx + 12 - 6x 2 - 24x - 18 - 3x 2 - 9x - 6 

dx (* + 2)(x + 3 ) 1/2 6 (^ + !)(•* + 2)(x + 3) 


-7x 2 - 23x - 12 ^ 

6 (x + l)2/3(x + 2) 2 (x + 3) 3 / 2 

El proceso ilustrado en el ejemplo 2 se denomina diferenciación loga¬ 
rítmica, desarrollada en 1697 por el matemático suizo Johann Bemoulli 
(1667-1748). 

Del teorema 5.3.1 se obtiene el teorema siguiente para integración 
indefinida. 


5.3.2 Teorema 


Jidti = ln | k | + C 


De los teoremas 5.3.2 y 4.1.8, para cualquier número racional n se tiene 


\u n du = 

\ ,,"+1 

“ + C > Si n * -1 

•rt + 1 

i 

[ ln | u | + C si n = -1 


► EJEMPLO 3 


- 

* 


+ i 


dx 


Evalúe 
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Solución 


X 


2 


JC 3 +1 


dx = 


i 3* 2 
3 jt 3 + 1 


dx 


= iln |jc 3 + 1 | + C 


◄ 


► EJEMPLO 4 Calcule el valor exacto de 


r 


+ 2 


x + 1 


dx 


y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solución Como (x 2 + 2)/(x + 1) es una fracción impropia, se divide 
el numerador entre el denominador, obteniéndose 


je 2 + 2 
x + 1 


JC - 1 + 


3 

x + 1 


Por tanto, 

f 2 * 2 + 2 

Jo * + 1 


dx 


^x 2 - x + 3 ln |x + 1 ¡ 

2-2 + 3 ln 3-3 lnl 
3 ln 3 - 3 ■ 0 
3 ln 3 


Debido a que 3 ln 3 = ln 3 3 , la respuesta puede escribirse como ln 27. 

En la graficadora se obtiene 

NINT((x 2 + 2 )/(x + 1),0, 2) = 3.295836866 

lo cual es acorde con el valor de ln 27. 4 


► EJEMPLO 5 Evalúe 



Solución Sean 

h = ln jc y du = —dx 
x 

Por tanto. 



u 


2 


2 


+ C 


= i(lnjc) 2 + C 


4 
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Se pospusieron las fórmulas para las integrales indefinidas de las funcio¬ 
nes tangente, cotangente, secante y cosecante hasta debido a que están rela¬ 
cionadas con la función lagarítmica natural. 

Una fórmula para la integral indefinida de la función tangente se deduce 
como sigue: Puesto que 

í tan udu = í sen u du 
J J eos u 

sean 

v = eos u dv = -sen u du 
y al sustituirlas en la integral anterior se obtiene 

-Jt 

-ln | v | + C 
-ln | eos u | + C 
ln | (eos «) _1 | + C 
ln | sec u | + C 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


5.3.3 Teorema 


jtan udu = ln | sec u | + C 


j tan u du = 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO I 


í 


tan 3x dx 


| j tan 3x(3 dx) 
fin | sec 3x \ + C 


◄ 


El teorema que proporciona la integral indefinida de la función cotan¬ 
gente se demuestra en forma semejante a la demostración del teorema 5.3.3. 
Consulte el ejercicio 45. 


5.3.4 Teorema 


j"cot u du = ln | sen u | + C 


A fin de obtener la fórmula de J sec u du se multiplica el numerador y el 
denominador del integrando por sec u + tan u, obteniéndose 


j sec u du 


sec «(sec u + tan «) 


du 


sec u + tan « 

(sec 2 « + sec u tan w) 


du 


sec « + tan « 
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Considere 

v = sec u + tan u dv = (sec u tan u + sec 2 u) du 


Por tanto, se tiene 


sec u du = 

r dv 

J 

J v 

= 

ln 1 v | 


= ln | sec u + tan u | + C 
Así, se ha demostrado el teorema siguiente. 


5.3.5 Teorema 


í 


sec u du = ln | sec u + tan u ¡ + C 


En la sección 7.5 se obtendrá una fórmula para la integral indefinida de 
la función secante mediante un método que no depende del “truco” de multi¬ 
plicar el numerador y el denominador por sec u + tan u empleado en la de¬ 
mostración del teorema 5.3.5. 

Una fórmula para { esc u du puede deducirse al multiplicar el numerador 
y el denominador del integrando por esc u - cot u y proceder como se hizo en 
la demostración del teorema 5.3.5. Otro procedimiento consiste en considerar 



y utilizar el teorema 5.3.5 e identidades trigonométricas. Se le pedirá que 
demuestre esto en el ejercicio 45. La fórmula que se obtiene está dada en el 
teorema siguiente. 


5.3.6 Teorema 


í 


esc u du = ln j esc u ~ cot u ( + C 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

esc 2x dx 
^ J" esc 2x(2 dx) 

i ln | esc 2x - cot 2x \ + C 4 

► EJEMPLO 6 Calcule el valor exacto de 

rn/6 

| (esc Ax - cot Ax) dx 
•^n/8 

y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 
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Solución 

•Jt/6 


/•jt/e 

■'jc/8 


(esc 4c - cot 4x) dx 


•Jt/6 


= j ( csc - cot 4c)(4 dx) 

■4/8 

-í["l 


csc 4x - cot 4x I - ln sen 4x 


1 xl 6 

'ít /8 


= j [(ln | csc | n - cot 17t | - ln | sen f n |) 


(ln | csc \n - cot j n | - ln | sen \ n |)] 


= ¿[('"lA “ (“A)| “ ln |^|) - < i ” 11 - 0| -'"hb] 

- í[H ■ ’4) - <o - °>. 


I»# 

a/3 


(por el teorema 5.2.5) 


= Un 2 

4 


En la graficadora se obtiene 

NINT(csc 4x - cot 4c, tt/8, Jt¡6) = 0.1732867951 
lo cual es acorde con el valor de | ln 2. 

4 


EJERCICIOS 5.3 


En los ejercicios 1 a 8, utilice el teorema 5.3.1 para 

calcular —. 

dx 

1. y = ln | c 3 + 1 | 2. y = ln | c 2 - 1 | 

3. y = Ln | eos 3c | 4. y = ln | sec 2c | 

5. y = ln | tan 4c + sec 4c | 

6. y = ln | cot 3c - csc 3c | 

3c 


7. y = ln 


c 2 + 4 


8. y = sen(ln | 2c + 1 |) 
dy 


11. y 


(c - 4) 5 


12. y = 


14. y = 


c 5 (c + 2) 
jc - 3 

vhzl 


13. y = 


x 3 + 2x 

5 4^ r T¡ 


(c + 1) 2 ^ 3 

En los ejercicios 15 a 32, evalúe la integral indefinida. 


15. 


5c 3 - 1 


En los ejercicios 9 a 14, obtenga -4 mediante diferenciación jp 
logarítmica. 

9. y = c 2 (c 2 - l) 3 (c + l) 4 
10. y = (5c - 4)(c 2 + 3)(3c 3 - 5) 
c 2 (c - l) 2 (c + 2) 3 


i 

9 ‘ íjt : 

2!. J 

23. J 


2c 

3c 2 


- dx 


16. f-i 

2 -, 


- dx 


dx 


dy 


, r 2 c -1 

'• J c(c - 1 


dx 


sen 3/ 


eos 3 1 - 1 


dt 


(cot 5 c + csc 5 c) dx 22. 
2-3 sen 2c 


eos 2c 


■ dx 


I eos 3c + 
J sen 3c 

•J 


• dx 


24. (tan 2x - sec 2*) dx 
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25. 

Í 2* J dx 

26. 

í V V 2 * 

47. 


J X 2 - 4 


J 3 + 2y 


27. 

f ln2 3 * dx 

28. 

í (2 + ln 2 x) dx 

48. 


J x 


J x(l - ln x) 



r 



49. 

29. 

i 21 n* + l dx 





J x[(ln x) 2 + ln x] 




30. 

f 3x 5 - 2x 3 + 5x 2 - 

— dx 




J x 3 + 1 




31. 

ftandnx) 

32. 

C cot Vi dt 

50. 


J * 


J 


En los ejercicios 33 a 44, determine el valor exacto de la in¬ 

51. 

tegral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 


graficadora. 



52. 


r 2 ^ 


f 2 


33. 

, dx 

34. 

1 ñ - irv dx 



Jo x 2 + 4 


Jo 7x + t0 






53. 


r 5 


r 5 


35. 

x , dx 

36. 

í V ** 



J 4 4-x 2 


J, 2 * ~ 1 



C 3 


r 5 


37. 

1 2,+ > 

38. 

1 2 2 " 

54. 


J. t + 1 


J 3 x 2 - 5 



rx/2 


r 4 


39. 

eos t dt 

40. 

1 dx 


J 0 1 + 2 sen t 

J, V*(l + yfx) 



rx/6 




41. 

(tan 2x + sec 2x) dx 




J o 





r W6 




42. 

(cot 3* + esc 3x)dx 




Jít¡12 





r 4 


r 4 


43. 

Í ^2 

44. 

^dx 



J 2 x ln ¿ x 


J 2 * 



45. (a) Demuestre el teorema 5.3.4. (b) Demuestre el teorema 
5.3.6 multiplicando el numerador y el denominador del 
integrando por esc u - cot u. (c) Demuestre el teorema 55. 
5.3.6 considerando 

j esc u du = I sec(u - | n)du 

y empleando el teorema 5.3.5 e identidades trigonomé¬ 
tricas. 

46. Demuestre que f esc u du ~ -ln | esc u + cot u \ + C 
en dos formas: (a) utilice el teorema 5.3.6; (b) multipli¬ 
que el numerador y el denominador del integrando por 
es cu + cot u. 


Si f(x) - l/x, determine el valor promedio de / en el in¬ 
tervalo [1, 5]. 

Si f(x) = (x + 2)/(x - 3), calcule el valor promedio de/ 
en el intervalo [4, 6]. 

Utilice la ley de Boyle para la expansión de un gas (con¬ 
sulte el ejercicio 8 de la sección 2.6) para determinar la 
presión promedio con respecto al volumen cuando éste se 
incrementa de 4 pie 3 a 8 pie 3 y la presión es 2 000 lb/pie 2 
cuando el volumen es de 4 pie 3 . 

Calcule el área de la región acotada por la curva 
y = x/(2x 2 + 4), el eje x, el eje y y la recta x = 4. 

Determine el área de la región limitada por la curva 
y = 2¡(x - 3), el eje x y las rectas x = 4yx - 5. 

Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región acotada por la curva y = 1 - 3/x, el eje 
x y la recta x = 1 se gira alrededor del eje x. 

Calcule el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por el eje x, la curva 
y = 1 + 2/Vx y las rectas x - 1 y x = 4 se gira al¬ 
rededor del eje x. 

Una línea de transmisión elétrica, que consiste de dos ca¬ 
bles conductores paralelos de radio a unidades, conducen 
corrientes eléctricas en sentidos opuestos. Si L es la medi¬ 
da del flujo de encadenamiento por unidad de longitud de 
la línea de transmisión y d unidades es la distancia entre 
los dos cables, donde d > 2a, entonces 



donde m es la constante de permeabilidad de los alam¬ 
bres e / es la corriente eléctrica constante. Demuestre que 



Demuestreque lím = 0 pormediodedos métodos: 
*-»+“ x 


(a) sea x = - y utilice el resultado del ejercicio 59 de la 


sección 5.2. (b) Primero demuestre que I -Ldí 2 

J | Vf 


í 


i dt aplicando el teorema 4.6.1. Después emplee el teo¬ 


rema de estricción. 


En los ejercicios 47 a 55, proporcione el valor exacto del núme¬ 
ro a determinarse, y después obtenga una aproximación de 
este número con cinco cifras decimales en la calculadora. 


56. Explique la diferencia entre el teorema 5.2.2 y el teorema 
5.3.1, y por qué se obtuvo el teorema 5.3.1 antes que el 
teorema 5.3.2. 
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5.4 FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


Como la .función logarítmica natural es creciente en todo su dominio, enton¬ 
ces por el teorema de la función inversa (5.1.5), ella tiene una inversa que 
también es una función creciente. La inversa de ln se denomina función 
exponencial natural, denotada por exp, la cual se define formalmente a con¬ 
tinuación. 


5.4.1 Definición de la función exponencial natural 


La (tinción exponencial natural es la inversa de la función logarítmica 
natural; por tanto, se define como 

expfx) = y si y sólo si x = ln y 


La notación exp(r) denota “el valor de la función exponencial natu¬ 
ral en x”. 

El dominio de exp es el conjunto de todos los números reales y su contra- 
dominio es el conjunto de los números reales positivos debido a que estos 
conjuntos son, respectivamente, el contradominio y el dominio de ln. 

Debido a que exp y ln son inversas una de la otra, se tiene del teorema 5.1.4: 

ln(exp(;t)) = x y exp(lnx) = x (1) 

Ahora está preparado para definir a x , donde a es un número real positi¬ 
vo y x es un número irracional. Para llegar a una definición razonable, consis¬ 
tente con la definición de exponente racional, se considera el caso a r , donde 
a > 0 y r es un número racional. Como exp y ln son inversas una de la otra, 
entonces 

a r = exp[ln(a r )l (2) 

Pero por el teorema 5.2.6, donde r es un número racional, 

ln a r = r ln a (3) 

Al sustituir de (3) en (2), se tiene 

a r = exp(r ln a) 

Como el miembro derecho de esta ecuación tiene significado no sólo cuando r 
es un número racional, sino también cuando r es cualquier número real, se 
emplea dicha ecuación en la definición. 


5.4.2 Definición de exponente real 


Si a es cualquier número real positivo y x es cualquier número real, 
entonces 

a x = exp(x ln a) 

Además, si x > 0, entonces 0* = 0. 


En la ecuación (3) se restringió r a los números racionales, pero ahora, 
debido a esta definición, la ecuación (3) también es válida si r es cualquier 
número real. Este hecho se establece como el teorema siguiente. 
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5.4.3 Teorema 


Si a es cualquier número real positivo y x es cualquier número real, 
entonces 

ln a x = x ln a 

Demostración De la definición 5.4.2, 
a x = exp(x ln a) 

De modo que, de la definición 5.4.1, 

ln a x = x ln a m 

Aunque la definición 5.4.2 nos indica lo que significa a x cuando x es un 
número irracional, la definición no proporciona un método para calcular una 
potencia irracional de un número positivo. Para obtener un procedimiento de 
cálculo, se indica el valor de la función exponencial en 1, y se le da una defini¬ 
ción formal. Este número es uno de los más importantes en matemáticas. 


5.4.4 Definición del número e 


El número e es el valor de la función exponencial en 1: 
e - exp 1 


La letra e fue elegida como el símbolo de este número por el matemático 
y físico suizo Leonhard Euler (1707-1783). Casualmente, e es la primera letra 
de la palabra “exponente” y también del apellido Euler. 

El número e es un número trascendente-, es decir, es un número que no 
puede expresarse como la raíz de cualquier polinimio con coeficientes enteros. 
El número jtes otro ejemplo de número trascendente. La demostración de que 
e es un número trascendente fue presentada primero en 1873 por el matemático 
francés Charles Hermite (1822-1901), y su valor puede expresarse con cual¬ 
quier grado de exactitud. En el capítulo 8 estudiará un método para aproximar 
el número e. El valor de e con siete cifras decimales es 2.7182818. Así, 

e ** 2.7182818 

La importancia del número e se hará evidente conforme usted estudie este capítulo. 


5.4.5 Teorema 


ln e = 1 

Demostración Por la definición 5.4.4, 
e = exp 1 
Por tanto, 

ln e = ln(exp 1) 

Como la función logarítmica natural y la función exponencial natural son in¬ 
versas, se deduce que el miembro derecho de esta ecuación es 1. De este modo, 


Ine = 1 
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Observe que el teorema 5.4.5 corresponde a la propiedad (6) de la sección 
5.2. Por tanto, el número e es la base de los logaritmos naturales. Así, se ha 
completado la demostración de que la función ln satisface las propiedades 
(2)—(6) de los logaritmos dadas en la sección 5.2. 


5.4.6 Teorema 


Para todo valor de x, 
expfx) = e x 


Demostración Por la definición 5.4.2, con a = e, 
e x = exp(x ln e) 

Pero de acuerdo con el teorema 5.4.5, ln e = 1, y al sustituir en la ecuación 
anterior se obtiene 

e x = exp(x) ■ 


A partir de este momento se escribirá e x en lugar de exp(x); por lo que de la 
definición 5.4.1 se tiene 


e x = y si y sólo si x = ln y 

(4) 

Con e x en lugar de exp(x), (1) se transforma en 


ln e x = x y e ÍDX = x 


Si se reemplaza exp(x ln a) por e x ln a en la ecuación de la definición 5.4.2, 
se tiene 

a x — e xloa para todo a > 0 

(5) 


Esta ecuación puede emplearse para calcular a x , donde a > 0, si x es cual¬ 
quier número real. Para valores de potencias de e utilice la tecla 0 de la 
calculadora. Por supuesto, muchas calculadoras proporcionan a x directamen¬ 
te. En el ejemplo siguiente se efectúan los cálculos en las dos formas. 


r EJEMPLO 1 Obtenga en una calculadora el valor de 2 V '^ con 
cinco dígitos significativos aplicando primero la ecuación (5). Apoye la res¬ 
puesta calculando el valor directamente. 


Solución Como a x = e x ln ° si a > 0, entonces 


2 V3 _ g 4 3ln2 

_ ^(1.73205X0.693147) 
_ e 1.20057 

= 3.3220 


Al calcular directamente el valor de 2 % ^, se obtiene 2' 3 = 3.3220. lo cual 
apoya la respuesta anterior. ^ 


Puesto que 0 = ln 1, se tiene de la proposición (4) 
= 1 
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A continuación se establecerán algunas propiedades de la función expo¬ 
nencial natural como teoremas. Observe que estas propiedades son consisten¬ 
tes con las propiedades de los exponentes estudiados en álgebra. 


5.4.7 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 


Demostración Sean A = e a y B = e b . Entonces, de la proposición (4), 
In A = a y ln B = b (6) 

Del teorema 5.2.4, 

ln AB = ln A + ln B 

Al sustituir de (6) en esta ecuación se obtiene 
ln AB = a + b 

Así, 

^ln AB _ ^ a+b 

Como <? ln * = x, el miembro izquierdo de la ecuación anterior es igual a AB\ 
de modo que 

AB = e a+b 

Si se reemplaza en esta ecuación Ay B por sus valores, se obtiene 



Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 


e a + e b = e a ~ b 


La demostración de este teorema es análoga a la demostración del ante¬ 
rior, donde el teorema 5.2.4 se sustituye por el 5.2.5. 


5.4.9 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos números reales, entonces 
0 e a ) b = e ab 

Demostración Si en la ecuación x = e lnx se considera a x como (e a ) b , 


(e a ) b = e ln ( ea ^ b 

Al aplicar el teorema 5.4.3 al exponente del miembro derecho de esta ecuación 
se obtiene 

(gV'jb _ g b ln e a 

Pero ln e a = a, por tanto 

{e a ) b = e ab m 
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Debido a que la función exponencial natural es la inversa de la función 
logarítmica natural, por el teorema 5.1.7 es diferenciable. El teorema para la 
derivada de la función exponencial natural se obtiene mediante diferencia¬ 
ción implícita. Sea 


y = e x 

Entonces, de la proposición (4), 
x = lny 

En ambos miembros de esta ecuación se deriva implícitamente con res¬ 
pecto a x a fin de tener 

1 = 1 . dy 


y dx 


dy 

dx 


= y 


Al sustituir y por e x se obtiene 
d 


dx 


(e x ) = e x 


El teorema siguiente se deduce de esta ecuación y de la regla de la cadena. 


5.4.10 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 
D/e u ) = e u D x u 


Observe que la derivada de la función definida por/(x) = ke x , donde ices 
una constante, es ella misma. La otra única función que tiene ésta propiedad y 
que anteriormente se trató es la función constante cero; en realidad ésta es un 
caso especial de/(x) = ke x cuando k = 0. Se puede probar que la función 
más general que es su propia derivada está dada por/(x) = ke x . Refiérase al 
ejercicio 59. 


► EJEMPLO 2 Calcule dy¡dx si 

y — e */* 2 

Solución Del teorema 5.4.10, 



2 e iA 2 

x 3 


^ EJEMPLO 3 Obtenga dyjdx si 

y — g2x+\nx 

Solución Como e 2x+,n x = g 2 x g in x y gin x _ ^entonces 
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Por tanto, 

& = e 2x + 2*e 2 * - ◄ 

dx 

La fórmula de integración indefinida dada en el teorema siguiente es una 
consecuencia del teorema 5.4.10. 




Solución Sean 


u = -Jx y du 


1 

2 yx 


dx 


y 



FIGURA I 


Por tanto, 


f ,-Tx f 

t-^dx = 2 e u 
J y x 


du 


= 2e u + C 
= 2e^ x + C 


◄ 


Puesto que de (4) e x = y si y sólo si x = ln y, la gráfica de y = e x es 
idéntica a la gráfica de x = ln y. Así se puede obtener la grá¬ 
fica de y = e x , mostrada en la figura 1, al reflejar con respecto a la recta 
y = x la figura 5 de la sección 5.2 e intercambiar los ejes x y y. 

La gráfica de y = e x puede obtenerse sin hacer referencia a la gráfica 
de la función logarítmica natural. Puesto que el contradominio de la función 
exponencial natural es el conjunto de los números reales positivos, se deduce 
que e x > 0 para todos los valores de x. Por tanto, la gráfica está completa- 


dy 

mente por arriba del eje x. Como — = e x 

dx 

d 2 y 

creciente para toda x. Debido a que —ir = 

dx 2 - 


> 0 para toda x, la función es 
e x > 0 para toda x, la gráfica 


cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 

También se tiene los dos límites siguientes: 


lím e x = +oo y lím e x = 0 

X —> + °° X —oo 

Las demostraciones de estos límites se dejan como ejercicios. Consulte 
los ejercicios 65 y 66. Para trazar algunos puntos específicos, utilice una 
calculadora a fin de determinar las potencias de e. 

Las funciones que tienen valores de la forma Ce kx , donde C y k son 
constantes, ocurren con frecuencia en varios campos. Algunas de las aplica¬ 
ciones se presentan en los ejercicios de esta sección y otras se tratan en la 
sección 5.6. 
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Como x ", donde x > 0, se ha definido para cualquier número real n, se 
puede probar ahora el teorema para la derivada de la función potencia si el 
exponente es cualquier número real. 


5.4.1 2 Teorema 


Si n es cualquier número real y la función /está definida por 
f(x) = x n donde x > 0 
entonces 

f\x) = nx n '' 



f(x) = x' íi , x > 0 

FIGURA 2 


Demostración De la definición 5.4.2, 
f(x) = e n ln - t 


Así, 

f(x) = e " ln x D x (n In x) 




► EJEMPLO 5 Sea 

f(x) = x'F- x > 0 

(a) Demuestre analíticamente que / es una función creciente, (b) Determine 
analíticamente la concavidad de la gráfica de /. (c) Trace en rectángulos de 
inspección separados las gráficas de f f y /", y muestre que estas gráficas 
apoyan los resultados de los incisos (a) y ( b ). 


fXx) = V2* 75- ' 


Solución 


FIGURA 3 


(a) Del teorema 5.4.12, si x > 0, entonces 







[-1,8] por [-1,5] 

f'Xx) = V2(V2 - 


f’(x) = 4lx V2 “ 1 

Como f(x) > 0 para toda x > 0, /es una función creciente. 

(b) Al calcular/” aplicando otra vez el teorema 5.4.12, se tiene 

f'Xx) = V2(V2 - l)x^- 2 

Ya que f"(x) > 0 para toda x > 0, la gráfica de/es cóncava hacia arriba 
en todos sus puntos. 

(c) Las figuras 2, 3 y 4 muestran las gráficas de/,/’ y/” trazadas en rectán¬ 

gulos de inspección convenientes. En la figura 3 se observa que f'(x) > 0 
para toda x > 0, lo cual apoya el resultado del inciso (a). La figura 4 
apoya el resultado del inciso (b) porque f'Xx) > 0. La figura 2 apoya los 
incisos (a) y (b). ^ 


FIGURA 4 
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Tabla1 


h 1 

F(h) = (1 + h) llh 

1 

2 

0.5 

2.25 

0.05 

2.6533 

0.01 

2.7048 

0.001 

2.7169 

0.0001 

2.7181 


Tabla 2 


h 

F(h) = (1 + A) lM 

-0.5 

4 

-0.05 

2.7895 

-0.01 

2.7320 

-0.001 

2.7196 

-0.0001 

2.7184 


El número e se ha definido como el valor de la función exponencial na¬ 
tural en 1; esto es, e = exp 1. Para llegar a otra definición de e, considere la 
función logarítmica natural 


f(x) = In x 

Se sabe que la derivada de / está dada por f'(x ) = 1 /x; en consecuen¬ 
cia,/^) = 1. Sin embargo, al aplicar la definición de derivada para calcular 
/'(1), se tiene 


/XD = 


lim /q . ± .. Ax) - /o) 

A.r-*0 Ax 


= lim ln(l + Ax) - ln(l) 
Aj-*o Ax 

= lim — ln(l + Ax) 
Ax -*0 Ax 


Por tanto. 


lim — ln(l + Ax) = 1 

Aj:—»0 Ax 


Si se sustituye Ax por h, se obtiene de la ecuación anterior y del teorema 5.4.3 
límlnd + h) ilh = 1 (7) 

h-> 0 

Ahora, como la función exponencial natural y la función logarítmica na¬ 
tural son funciones inversas, se tiene 

lím(l + h)^ h = límexp[ln(l + /i) 1 ^] (8) 

/i-»0 h-> 0 

Debido a que la función exponencial natural es continua y límln(l + h)^ h 

existe y es igual a 1, como se muestra en la ecuación (7), se puede aplicar el 
teorema 1.9.1 al miembro derecho de (8) obteniéndose 


lím(l + h) l l h = 

h-> 0 


exp 


lim ln(l 

h-> 0 



= exp 1 


En consecuencia, 

lim (1 + h)' lh = e (9) 

*-*o 

En ocasiones, la ecuación (9) se da como la definición de e; sin embar¬ 
go, para emplear esta ecuación como definición es necesario demostrar que el 
límite existe. 

Considere la función F defina por 

F{h) = (1 + h) llh (10) 

y determine en la calculadora los valores de función para algunos valores de h 
cercanos a cero. Cuando h es positivo, los valores se muestran en la tabla 1; 
y cuando h es negativo, los valores se presentan en la tabla 2. 

Las dos tablas conducen a sospechar que, probablemente, lím(l + h)^ h 
es un número que está entre 2.7181 y 2.7184. *'' 
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En el ejercicio 55 se le pedirá que demuestre que 
lím íl+i) = e y lím fl + - 

En ese ejercicio también se le solicitará que apoye estos límites gráficamente. 

En el ejercicio 56 se le indicará que trace la gráfica de la función definida 
por ( 10 ) y que aproxime el valor de e a partir de la gráfica. 

En la sección 2.8 se dijo que el movimiento armónico simple continúa 
indefinidamente, repitiendo un ciclo cada intervalo de longitud de un periodo. 
De este modo, en el ejemplo 7 de esa sección, un cuerpo suspendido de un re¬ 
sorte se mueve verticalmente hacia arriba y hacia abajo, y se tiene una osci¬ 
lación completa cada intervalo de 6 s. Sin embargo, en la práctica la fricción 
hace que la amplitud del movimiento disminuya hasta que el cuerpo alcance 
finalmente el estado de reposo. Éste es el caso del movimiento armónico 
amortiguado, el cual puede describirse mediante el producto de una función 
seno y una función no constante denominada factor de amortiguamiento, 
que ocasiona la disminución de la amplitud. El movimiento armónico amorti¬ 
guado juega un papel importante en el diseño de edificios, puentes y vehículos. 
Por ejemplo, el propósito de los amortiguadores es suavizar las oscilaciones 
ocacionadas a un automóvil cuando éste se encuentra con un obstáculo en 
el camino. 

Un factor de amortiguamiento importante es una función exponencial 
cuyos valores se aproximan a cero conforme la variable independiente crece 
sin límite. El ejemplo siguiente ilustra el efecto de este factor. 



EJEMPLO 6 La función / definida por 

/(O = e~‘l 4 sen 4r t > 0 


es un modelo matemático que describe un movimiento armónico amorti¬ 
guado. Considere 

F{t) = -e~‘l 4 y G{t) = <?“' /4 


y realice lo siguiente: (a) muestre que F(t) < f(t) < G(r); (b) trace las gráfi¬ 
cas de las tres funciones en el rectángulo de inspección de [ 0 , 2 7t] por [- 1 , 1 ]; 
(c) demuestre que lím e~‘l 4 sen 41 - 0 . 

t-> + <*> 



F(t) = = e' 4 sen 4r, 

y G{t) = c-" 4 


Solución 

(a) Como | sen 4t | < 1 y e~'^ 4 > 0 para toda t, entonces 

1/(0 I ¿ e-‘l 4 para todo t 

Así, 

-e~‘l 4 < /(O £ e~^ 4 para todo t (11) 

Esto es, F(0 £ /(O s G(0- 

(b) La figura 5 muestra las gráficas requeridas. Observe que la gráfica de/está 
entre las gráficas de F y G. 

(c) Debido a que lím (-e~‘l 4 ) = 0 y lím e~‘l 4 = 0, se concluye de (11) 

« í-> + e*> 

y del teorema de estricción que lím (e -í O sen 4r) = 0. ^ 


FIGURAS 
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EJERCICIOS 5.4 


En los ejercicios 1 a 4, obtenga en una calculadora el valor de 
a* para los valores dados de ay x aplicando primero la ecua¬ 
ción (5). Apoye la respuesta calculando el valor directamente. 

1. (a) a = 2 ,x = -J2 (b) a = -J2,x = e 

2. (a) a = -Jl, x= -J2 (b) a = 5, x = n 

3. (a) a = e,x = e (b) a = -Ji.x = n 


3. (a) a = e, x = e 

4. (a) a = n, x = e 


(b) a = n,x = n 


5. y = e x 
8. y = e x 


6 . y = e lx 
9. y = e “>sjr 


7. y = e~ >x 
10. y = e 2xn3x 


11. y = e x sen e x 12. y = — 13. y = tan e 

x 


16 - y = ln V^ 

e’ + 1 

17. y = iV 31 "' 

19. y = sece 2 * + e 2xcz 


15. y = 


18. y = In(e J + e~ x ) 

20. y = tañe 3 ' + t “ 3x 


xe 4 - x dx 


0. f -*Í- 

J, e x + 


dy 

En los ejercicios 5 a 20, determine y apoye la respuesta 

dx 

trazando las gráficas de la respuesta y de la derivada numérica 
en el mismo rectángulo de inspección. 

Z „ — »5x x n .. _ ^-3x2 


En los ejercicios 21 a 24, calcule ~ mediante diferenciación 
implícita. 


21. e x + e y = e x+y 


22. e y = ln(ac 3 + 3y) 


41. Trace las gráficas de y = ln x y y = e x en el mismo 
rectángulo de inspección. ¿Para qué valores de x 
(a) ln jc = 0, (b) e x — 1, (c) ln jc = 1 ? (d) ¿e x es cero al¬ 
guna vez? Describa el comportamiento de la gráfica de 
y = e x con respecto al eje x. 

42. Dibuje las gráficas de las ecuaciones siguientes: 

(a)> = e~ x \ (b)y = «M 

En los ejercicios 43 y 44, calcule el área exacta de la región 

descrita. 

43. La región limitada por la curva y = e x , los ejes coorde¬ 
nados y la recta x = 2. 

44. La región limitada por la curva y = e x , y la recta que 
pasa por los puntos (0, 1) y (1, e). 

45. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva 
y = e~ x que es perpendicular a la recta 2x - y = 5. 

46. Obtenga una ecuación de la recta norma] a la curva 
y = e 2x en el punto donde x = ln 2. 

47. Una partícula se desplaza sobre una recta y a los t segun¬ 
dos su velocidad es v pies por segundo, donde v = e 3 - e 2 '. 
Determine la distancia recorrida por la partícula mientras 
v > 0 después de que t = 0. 


23. y 2 e 2x + xy 3 = 1 24. ye 2x + xe 2y = 1 

En los ejercicios 25 a 32, evalúe la integral indefinida y apoye 
la respuesta gráficamente. 


25. J e 2 - 5x dx 

27. | 1 

29. í- ~~T 

J (l-2e 3 

31. í -dL- d 
J e x + 3 


26. e 2x+, dx 


28. e 3x e 2x dx 


’-f rf. 


En los ejercicios 33 a 40, evalúe la integral definida. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 


33. e 2 dx 


‘fV 

8. í 3 

•'o 


48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, donde s pies 
es la distancia dirigida de la partícula desde el origen, v 
pies por segundo es su velocidad y a pies por segundo cua¬ 
drado es su aceleración, a los t segundos. Si a = e' + e', 
v = 1 y s = 2 cuando t = 0, exprese v y s en términos de t. 

49. Si p Ib/pie 2 es la presión atmosférica a una altura de h pies 
sobre el nivel del mar, entonces p = 2116e _00000318,, . De¬ 
termine la tasa de variación (o derivada) del tiempo de la 
presión atmosférica fuera de un avión que se encuentra a 
una altura de 5 000 pie y se eleva a una tasa de 160 pie/s. 

50. A cierta altura el manómetro de un avión indica que la 
presión atmosférica es de 1 500 lb/pie 2 . Aplique la fórmu¬ 
la del ejercicio 49 a fin de aproximar mediante diferen¬ 
ciales qué tan alto debe subir el avión de modo que la 
presión sea de 1 480 lb/pie 2 . 

51. Si l pies es la longitud de una barra de acero cuando su 
temperatura es de t grados, entonces l = 60e°' oooou . Uti¬ 
lice diferenciales para determinar el incremento apro¬ 
ximado de l cuando t aumenta de 0 a 10. 

52. Un circuito eléctrico simple que no contiene condensado¬ 
res, tiene una resistencia de R ohms y una inductancia de L 
henrys, no tiene tensión (o fuerza electromotriz) cuando la 
corriente es / 0 amperes. La corriente disminuye lentamen¬ 
te de modo que a los t segundos la corriente es i amperes, 
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e i = l 0 e Demuestre que la tasa de variación de la 
corriente es proporcional a la corriente. 

53. Una agencia de publicidad determinó estadísticamente 
que si un empresario de desayunos preparados aumenta su 
presupuesto para comerciales en televisión por x miles 
de dólares, tendrá un incremento en la ganancia total de 
25x 2 e~° 2x cientos de dólares. ¿Cuál debe ser el incremen¬ 
to en el presupuesto para publicidad a fin de que el em¬ 
presario obtenga la máxima ganancia? 

54. Sea/(x) = x*, x > 0. (a) Demuestre analíticamente que/ 
es una función creciente, (b) Determine analíticamente la 
concavidad de la gráfica de/, (c) Trace en rectángulos de 
inspección separados las gráficas de /, /' y /", y explique 
por qué estas gráficas apoyan los resultados de los incisos 

(a) y (b). 

55. (a) Considere h = i en la ecuación (9) y demuestre que 

z 

lím 11 + - ] = e y lim 11 + i) = e 

z->+°"\ Z! z-*-“ V zl 

(b) Utilice la calculadora para determinar los valores de 

1 + -j cuando z = 10 000 y z = -10 000. 

Después obtenga una aproximación del número e uti¬ 
lizando estos valores para calcular el valor promedio 
de (l.OOOl) 10000 y (0.9999r 10000 . 

(c) Apoye los límites del inciso (a) trazando en el mismo 
rectángulo de inspección la recta y = e y la gráfica de 
la función definida por 



Observe que la recta es una asíntota horizontal de la 
gráfica. 

56. Trace la gráfica de la función definida por 
f(x) = (1 + x) 1 '* 

en el rectángulo de inspección de [-0.5, 0.5] por [2, 3], 
Por supuesto, la gráfica tiene un agujero en el eje y por¬ 
que/(0) no está definido. Sin embargo, 

lím/(x) = e 

je —► 0 

Aproxime el valor de e con cinco dígitos significativos 
empleando esta gráfica y los procedimientos de intersec¬ 
ción ( intersect ) o, rastreo (tracé) y aumento (zoom in) de 
la graficadora. 

En los ejercicios 57 y 58, la función f es un modelo matemático 
que describe un movimiento armónico amortiguado. En cada 
ejercicio haga lo siguiente: (a) muestre que F(t) < f(t) < 
G(t). (b) Trace las gráficas de las tres funciones en el rectán¬ 
gulo de inspección [0, 2/r] por [-1, 1], (c) demuestre que 
lím f(t) = 0. 

í-» + « 


57. f(t) = e 'I 2 eos 4f; F(t) = -e 2 ; G(f) = e 2 

58. f(t) = e“' /8 sen 3f,F(t) = -<T' /8 ; G(r) = <r' /8 

59. Demuestre que la función más general igual a su derivada 
está dada por f(x) = ke x . Sugerencia: sea y = f(x) y re¬ 
suelva la ecuación diferencial = y. 

dx 

60. Demuestre que 

lím — = 0 

e x 

Sugerencia: utilice el resultado del ejercicio 55 de la sec¬ 
ción 5.3. 

En los ejercicios 61 y 62, realíce analíticamente lo siguiente: (a) 
obtenga los extremos relativos de f; (b) determine los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos: (c) determine 
los intervalos en los que f es creciente; (d) determine los inter¬ 
valos en los que f es decreciente; (e) determine dónde la gráfica 
de fes cóncava hacia arriba; (f) determine dónde la gráfica de 
f es cóncava hacia abajo; (g) calcule la pendiente de la recta 
de inflexión. Utilice la información de los incisos (a) a (f) para 
dibujar la gráfica de f. En el ejercicio 62 emplee el resultado del 
ejercicio 60 para dibujar la gráfica. Apoye las respuestas en 
la graficadora. 

61. f(x) = e"* 2 62. f(x) = xe- x 

63. Para la función del ejemplo 6, lím f(t) - 0; sin embar¬ 
go, el eje t no es una asíntota horizontal de la gráfica de/. 
¿Por qué no se cumple la definición (3.7.4) de asíntota 
horizontal para esta función? 

64. Demuestre que la función del ejemplo 5 es continua por la 
derecha en 0 mostrando que 

lím x^ = 0 

x—>0 + 

65. Demuestre que 

lím e x = +00 

mostrando que para cualquier N > 0 existe una M > 0 
tal que si x > M entonces e x > N. 

66. Demuestre que 

lím e 1 = 0 

mostrando que para cualquier € > 0 existe una N < 0 
tal que si x < N entonces e x < C. 

67. Se inició el estudio de las funciones exponenciales y loga¬ 
rítmicas en la sección 5.2 con la definición de la función 
logarítmica natural, de modo que pudo definirse en esta 
sección un exponente irracional. Este procedimiento pro¬ 
porciona una aplicación puramente matemática del 
Cálculo. Describa paso a paso brevemente, como sea posi¬ 
ble, el proceso que condujo de la definición (5.2.1) de 
función logarítmica natural a la definición (5.4.2) de ex¬ 
ponte irracional. 
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5.5 OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


En las tres secciones anteriores se estudiaron las funciones'exponencial na¬ 
tural y logarítmica natural, las cuales tienen base e. Ahora se tratarán fun¬ 
ciones exponenciales y logarítmicas con otras bases. 

Recuerde de la definición 5.4.2 que si a > 0, entonces 

a x = £ x\ na (i) 

La expresión del miembro izquierdo de esta ecuación se denomina función 
exponencial de base a. 


5.5.1 Definición de función exponencial de base a 


Si a es cualquier número real positivo y x es cualquier número real, 
entonces la función/definida por 

/(x) = a* 

se denomina función exponencial de base a. 


La función exponencial de base a satisface las mismas propiedades que 
la función exponencial natural. 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si x y y son cualesquiera 
dos números reales y a es positivo, entonces de ( 1 ), 

a x a y = e xlna e ylna 
— e x ln a+y ln a 
= e (x+y)\na 

= a x+ y ◄ 

Del ejemplo ilustrativo 1 se tiene la propiedad 
a x a y - a x+y 

También se tienen las propiedades siguientes: 

a x + a y = a x ~ y 
0 a x ) y = a xy 
(ab) x = a x b x 
a° = 1 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicios (refié¬ 
rase a lQS.ejercicio6.37 a 4 G)í 

A fin de obtener la derivada de la función exponencial de base a se con¬ 
sidera a x = e x lB ° y se aplica la regla de la cadena. 

a f = girino 

Dfa x ) = e x ln a D x (x ln a) 

= e x ln “(ln á) 

- a* ln a 

Por tanto, se tiene el siguiente teorema. 
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5.5.2 Teorema 


Si a es cualquier número real positivo y u es una función diferenciable 
de x, entonces 

D/a") = aPla a 


^ EJEMPLO I Calcule f'(x) si 


/« = 3* 2 


y 



y 



Solución Del teorema 5.5.2 
f'(x) = 3* 2 (ln 3)(2jc) 

= 2(ln 3)x3* 2 ◄ 

A continuación se discutirá la gráfica de 
f(x) = a x a > 0 

Al calcular las derivadas primera y segunda de f se obtiene 
f'(x) = a x ln a f"(x) = a*(ln a) 2 

Recuerde que ln a > 0 si a > 1 y que ln a < OsiO < a < 1. Así, cuando 
a > 1 ,f'(x) > 0 y/es una función creciente, y cuando 0 < a < 1 ,f'(x) < 0 
y / es una función decreciente. Cómo f"(x) > 0 para toda x y toda a > 0, 
la gráfica* de / es cóncava hacia arriba en todos sus puntos. Con esta infor¬ 
mación se dibuja la gráfica en la figura 1 cuando a > 1 , y en la figura 2 
cuando 0 < a < 1 . 

El siguiente teorema, que proporciona la fórmula de integración indefi¬ 
nida para la función exponecial de base a, se deduce del teorema 5.5.2. 


5.5.3 Teorema 


-- T r , ■ i : * W 

Si «jes Qualqui«F ifúmerctvaLpqróiytyf fercnt^ del, entonces 



► EJBMPLD2 Evalúe 


J yllO^dx 


Solución Como Vio 3 * = 10 3 */ 2 , se aplica el teorema 5.5.3 con 
u = ~ x. Entonces se tiene 

VlO 3 * dx = 


10 3 */ 2 dx 
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2 10 3 * /2 
3 ’ ln 10 

2VÍÓ 37 


+ C 


3 ln 10 


+ C 


◄ 


y 



► EJEMPLO 3 (a) Dibuje las gráficas de y = 2 X y y = 2~ x en 

el mismo sistema de ejes, (b) Calcule el área exacta de la región limitada por 
estas dos gráficas y la recta x = 2. (c) Apoye la respuesta del inciso (b) me¬ 
diante el cálculo de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 


Solución 

(a) Las gráficas requeridas se muestran en la figura 3. La región está som¬ 
breada en la figura. 

(b) Si A unidades cuadradas es el área deseada, entonces 


A = lím Y [2 W ‘ - 2~ w ‘ ]A.x 


-f 

Jn 


(2x - 2~ x ) dx 


2 X 2- x 
ln 2 ln 2 J 0 

J_ . J _!_L 

ln 2 ln 2 ln 2 ln 2 
9 

4 ln 2 


(c) En la graficadora se obtiene 


NINT(2* - 2~ x , 0,2) = 3.2461 


Este resultado es acorde con la respuesta del inciso (b) debido a que, con 
cinco dígitos significativos, 9/(4 ln 2) = 3.2461. ^ 


Ahora se puede definir la Junción logarítmica de base a, denotada por 
log a , donde a es cualquier número real positivo diferente de 1. 


5.5.4 Definición de función logarítmica de base a 


Si a es cualquier número real positivo diferente de 1, la función lo¬ 
garítmica de base a es 1a inversa de la función exponencial de base 
a-, esto es. 

y = log a ;t si y sólo si a y = x (2) 


Esta definición es la misma que la presentada en álgebra; sin embargo, (2) 
tiene significado para cualquier número real y porque a y se ha definido preci¬ 
samente para cualquier número real como exponente. Si a = e, se tiene la fun¬ 
ción logarítmica de base e, la cual es la función logarítmica natural. 

El símbolo loga * se l ee como “el logaritmo de x de base a”. 

Debido a que las gráficas de una función y su inversa son reflexiones 
una de la otra con respecto a la recta y = x, se obtiene la gráfica de y = log a x 
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y 



a partir de la gráfica de y = a x . La figura 4 muestra las dos gráficas si a > 1, 
mientras que la figura 5 muestra las gráficas si 0 < a < 1. 

La función logarítmica de base a cumple las mismas leyes que la función 
logarítmica natural. Estas leyes son: 

log a (*y) = log a ;t + loga? 
log a (* + y) = log fl * ~ toga? 

' loga 1 = 0 ’ 

toga* v = y loga* 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicios (refiérase 
a los ejercicios 41 a 44). 

A continuación se deduce una relación entre los logaritmos dé base a y 
los logaritmos naturales. Sea 

y = toga* 

Entonces 

a y 

ln a y 
y ln a 

y 

Al sustituir y por log a * en la ecuación anterior se obtiene 

K^* = O) 

La mayoría de las calculadoras no tiene la tecla |íog a *| . De modo que (3) es 
una fórmula conveniente para calcular valores de log a * en la calculadora. 

La ecuación (3) se emplea en ocasiones como la definición de la función 
logarítmica de base a. Como la función logarítmica natural es continua en toda 
* > 0, se deduce de (3) que la función logarítmica de base a es continua en 
toda* > 0. 

Si en (3) se considera * = e, se obtiene 


= * 

= ln * 
= ln * 

ln * 
ln a 


toga e = 

toga * = 


ln e 
ln a 

V 


ln a 


(4) 


A continuación se determinará la derivada de la función logarítmica de 
base a diferenciando los dos miembros de (3) con respecto a *. 

D x (\og a x) = ~~ Z>j(ln *) 
ln a 

D¿ loga*) = ■ i (5) 

ln a x 

Al sustituir de (4) en esta ecuación se tiene 
£>,0oga*) = 


Si se aplica la regla de la cadena a esta fórmula y a (5) se obtiene el teorema 
siguiente. 
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5.5.5 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 

O,(log fl «) = ~~~ ' Dj u 

~ D *^ u) = ^u ,D * U 

Si en este teorema se considera a = e, se tiene 
D x (\ag e u) = l -^D x u 
<=> D x (\nu) = ~D x u 

el cual es el teorema 5.5.2 para la derivada de la función logarítmica natural. 


EJEMPLO 4 

y = logio-í— 

Y*" 


Calcule — si 
dx' 


X a + 1 

Solución Al emplear una propiedad de logaritmos, se tiene 

y = logio(* + 1) - logio(* 2 + 1) 

Del teorema 5.5.5 


dy 

dx 


log 10 <? logio e 


x + 1 
logio e 


x 2 + 1 


2x 


( _1_——] 

V x + 1 x 2 + l) 


íogio e(l - 2x - x 2 ) ^ 

(jc + 1)(j: 2 + 1) 

A fin de evaluar integrales que contiene logaritmos de base a, primero se 
aplica la fórmula (3).par a cambiar a logaritmos naturales. 


► EJEMPLO S Evalúe 



1 

ln 10 


{ ±±dx 


Solución La integral de la derecha se evalúa como en el ejemplo 5 de la 
sección 5.3, y se obtiene 




logio X _ 

X 


1 

ln 10 
(ln x) 2 
2 ln 10 


(ln x) 2 , n 

__ + L 

+ c 


◄ 


El teorema 5.4.12 permite diferenciar una variable elevada a un exponen¬ 
te constante. En esta sección se estudió cómo calcular la derivada de una 
constante elevada a un exponente variable. Ahora se considerará la derivada de 
una función cuyo valor es una variable elevada a un exponente variable. 
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► EJEMPLO 6 Si y = x x , donde x > 0, calcule —. 

dx 

Solución De la definición 5.4.2, si x > 0, x x = e xinx . Por tanto, 

■y _ e x ln x 

Q = e xlnx D x (xlnx) 

= e xlnx (x • ± + lnxj 

= ^(1 + ln x) ◄ 




La derivada de una variable elevada a un exponente variable también 
puede calcularse mediante diferenciación logarítmica, como se muestra en el 
ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 7 Calcule la derivada del ejemplo 6 mediante deri¬ 
vación logarítmica. 

Solución Se tiene 
y = x x 


Al tomar el logaritmo en los dos miembros de esta ecuación se obtiene 

ln y = ln x x 
lny = xlnx 

Si se derivan ambos miembros de la ecuación anterior con respecto a x 
se tiene 


y 


dy 

dx 

d'y 

dx 


= x • — + ln x 
x 

= y(l + ln x) 


= x x ( 1 + ln x) 


4 


► EJEMPLO 8 Sea 

f(x) = x* x > 0 



y 3 = NDER (y 2 , ri 

FIGURA 8 


Trace las gráficas de/, NDERjxL x) y NDER2(x- t , x) en rectángulos de inspec¬ 
ción convenientes. A partir de las gráficas, estime los extremos relativos de/, 
los valores de x donde ocurren los extremos relativos, donde es crecien¬ 
te /, donde es decreciente /, donde es cóncava hacia arriba la gráfica de / y 
donde lo es hacia abajo, y sus puntos de inflexión. Confirme las estimaciones 
analíticamente. 

Solución En la graficadora, considere 

>’l = x x y 2 = NDER(y|, x) y 3 = NDER(y 2 , x) 

Al trazar las gráficas de y¡, y 2 y y 3 en el rectángulo de inspección de [-1, 5] 
por [-1, 3], se obtienen las figuras 6, 7 y 8, las cuales muestran las gráficas de 
/,/' y /", respectivamente. De la figura 7, con los procedimientos raíz (root) o 
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rastreo (trace) y aumento (zoom iri) de la graficadora, se estima que la gráfica 
de/' intersecta al eje x en el punto donde x - 0.368. Como/'(x) < 0 cuando 
0 < x < 0.368, y f'(x) > 0 cuando x > 0.368, se estima que/es decrecien¬ 
te cuando 0 < x < 0.368, y es creciente cuando x > 0.368; además,/tiene 
un valor mínimo relativo en 0.368. De la figura 8, /"(*) > 0 para toda x > 0. 
Por tanto, la gráfica de/es cóncava hacia arriba en todos sus puntos. 

A continuación se confirmarán analíticamente estos resultados. Del 
ejemplo 6, 

f\x) = x x (\ + ln x) 


De modo que, 

f"(x) = D x (x x )(l + ln x) + x x D x (\ + ln x) 
= [x x (l + ln jc)]( 1 -t- lnjc) + 

= x x (l + ln*) 2 + x x ~ x 
Al considerar/’!*) = 0, se obtiene 

1 + ln * = 0 
ln* = -1 

Y — 


Con tres dígitos significativos, e~ l = 0.368. La expresión para/'(*) es negati¬ 
va cuando 0 < * < e~ [ y positiva cuando* > e~ l , y la expresión para/"(*) 
es positiva para toda * > 0. Estos hechos confirman las estimaciones efec¬ 
tuadas gráficamente. La gráfica de la figura 6 también es acorde con los 
resultados. A 


EJERCICIOS 5.5 


En los ejercicios I a 20, calcule la derivada de la función. 


H 

en 

II 

3 

2 . /(*) = ó'’ 3 -' 

3. f(t) = 4 3 ' 2 

4. g(x) = I0 x2 ~ 2x 

5. /(*) = a 86 " 2 - 1 

6 . /(z) = 2 csc3z 

7. g(x) = 2 íx 3 Ax2 

8 . /(*) = (x 3 + 3)2“ 7 

9. h(x) - l0gl ° x 

X 

10 . f(t) = log.o^ 

11. /(*) = J\og a X 

12 . g(w) = tan 2 3 '*' 

13. f(t) = sec 3 ' 2 

14. /(*) = x lnx ,x > 0 

O 

A 

H 

H 

II 

'h 

16. /(*) = x x2 ;x > 0 

17. g(z) = z cosz ; z > 0 

18. /(*) = x e ’;x > 0 


19. h(x) = (senx) lanJI ; sen* > 0 


20. g(t) = (eos r)'; eos t > 0 

En los ejercicios 21 a 30, evalúe la integral indefinida. 


21. ^3 2x dx 

22. Ja nx dx 

23. Í aV dt 

24. í 5 j 4+2 '(2* 3 + 1 )dx 


25. Jx 2 10 x3 dx 

26. Ja zlnz (ln Z + 1 )dz 

27. Je v 2 e7 3 e, dy 
29. J l0g2 ^ dx 

f 4ln(I/ jc) 

28. 1 dx 

J x 

30. J (l0g3 A )2 dx 

En los ejercicios 31 a 34, obtenga el valor del logaritmo con 
cinco dígitos significativos en una calculadora. 

31. (a) log 5 e 

(b) log 3 7 

32. (a) log 6 10 

(b) log 2 361 

33. (a) log 2 10 

(b) log 10 e 

34. (a) log 3 2 

(b) l 0g4 4728 

En los ejercicios 35 y 36, dado que log 10 e = 0.4343, utilice 
diferenciales para obtener una aproximación del valor del 
logaritmo con tres dígitos significativos; apoye la respuesta 
obteniendo el valor en una calculadora. 

35. log| 0 997 

36. log, 0 1.015 


En los ejercicios 37 a 40, demuestre la propiedad si ay b son 
cualesquiera dos números reales positivos, en tanto que x y y 
son números reales. 
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37. a x + a y = a x ~ y 38. (a*)* = a xy 

39. (ab) x = a x b x 40. a° = 1 

En los ejercicios 41 a 44, demuestre la propiedad si a y b son 
cualesquiera dos números reales positivos diferentes de 1 , 
en tanto que xyy son números reales. 

41. log a (xy) = log a x + log a y 

42. log„(x + y) = log„x - log„y 

43. log„ 1= 0 44. loga * y = y l°g a x 

45. Una compañía ha aprendido que cuando inicia una campa¬ 
ña de ventas, el número de ventas por día se incrementa. Sin 
embargo, el número de ventas extras diarias disminuye 
conforme el impacto de la campaña disminuye. Para una 
campaña específica la compañía ha determinado que si 
hay S(t) ventas extras diarias como resultado de la campa¬ 
ña y han transcurrido t días desde que la campaña terminó, 
entonces S(f) = 1000(3 ~'^ 2 ). Calcule la tasa a la cual las 
ventas extras diarias decrecen cuando (a) t = 4, y 
(b) t = 10 . 

46. Una compañía estima que en t años el número de sus em¬ 
pleados será N(l), donde N(t) = 1 000(0. 8 )'^ 2 . (a) ¿Cuántos 
empleados espera tener la compañía en 4 años? (b) ¿A qué 
tasa se espera que el número de empleados esté variando 
en 4 años? 

47. Una partícula se desplaza a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuación de movimiento s = A ■ 2 k ' + B ■ 2~ kl , 
donde A, B y k son constantes y s pies es la distancia di¬ 
rigida de la partícula desde el origen a los t segundos. 
Demuestre que si a pies por segundo cuadrado es la acele¬ 
ración a los r segundos, entonces a es proporciona] a s. 
¿Por qué el movimiento no es armónico simple? 

48. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuación de movimiento s = f 1 ^', donde s pies es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t 
segundos. Calcule la velocidad y la aceleración a los 2 s. 

49. Un cuadro abstracto, importante históricamente, fue com¬ 
prado en 1934 por $200, y su valor se ha duplicado cada 10 
años a partir de su compra. Si y dólares es el valor del cua¬ 
dro t años después de su compra, (a) defina y en términos 
de t. (b) ¿Cuál fue el valor del cuadro en 1994? (c) Determi¬ 
ne la tasa a la cual el valor del cuadro estuvo incrementán¬ 
dose en 1994. 

En los ejercicios 50 a 52, dibuje la gráfica de la ecuación. 

50. (a) y = 3* (b) y = log 3 x 

51. (a) y = 2 X (b) y = log 2 x 

52. (a) y = "5~ x (b) y = log 1/3 x 

En los ejercicios 53 a 56, apoye la respuesta al calcular la inte¬ 
gral definida empleando NINT en la graneadora. 

53. Calcule el área exacta de la región limitada por la gráfica 
de y = 5* y las rectas x = 1 y y = 1 . 

54. Obtenga el área exacta de la región acotada por las gráfi¬ 
cas de y = e x y y = 2 X , y la recta x = 2. 

55. Determine el volumen exacto del sólido generado al girar 
la región del ejercicio 53 alrededor del eje x. 


56. Calcule el volumen exacto del sólido generado al girar la 
región del ejercicio 54 alrededor del eje x. 

57. Calcule con cinco dígitos significativos'el área de la re¬ 
gión limitada por las gráficas de y = log 10 x, y = lnxyla 
recta x = 3. 

58. Obtenga con cinco dígitos significativos el volumen del 
sólido generado al girar la región del ejercicio 57 alre¬ 
dedor del eje x. 

En los ejercicios 59 y 60, haga lo siguiente: (a) trace las gráfi¬ 
cas de f NDER( f(x), x) y NDER2(/(x), x) en rectángulos de 
inspección convenientes. A partir de las gráficas, estime (b) los 
extremos relativos de f (c) donde es creciente f (d) donde es 
decreciente f, (e) donde la gráfica de fes cóncava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo, y (f) los puntos de inflexión, (g) 
Confirme analíticamente las estimaciones. 

59. /(x) = x‘ n x 60. /(x) = x - T 

61. En la sección 5.4, las funciones del ejemplo 6 y de los 
ejercicios 57 y 58 son modelos matemáticos que descri¬ 
ben movimiento armónico amortiguado, donde la amplitud 
decrece hasta cero conforme el tiempo se incrementa. Si 
la ampltud aumenta sin límite conforme el tiempo crece, se 
tiene un movimiento armónico ilimitado y ocurre la re¬ 
sonancia. La función definida por 

f(t) = 2‘ cos4r t > 0 

es un modelo matemático que describe el fenómeno de re¬ 
sonancia. (a) Considere 

F(t) = -2' y G(t) = 2' 

y trace las gráficas de/, F y G en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [0, n] por [-10, 10]. (b) A partir de las gráficas del 
inciso (a), observe que 

F(t) £ f(D ^ G(t) 

Confirme analíticamente esta desigualdad continua, 
(c) Describa el comportamiento de f(t) conforme t crece sin 
límite. 

62. Realice el ejercicio 61 considerando ahora que /(() = 
3'^sen8f, F(t) = -3‘^ y G(t) = 3En el inciso (a) trace 
las gráficas en el rectángulo de inspección de [ 0 , 2 7l\ por 
[- 10 , 10 ]. 

63. Sea/(x) = ^(a x + a~ x ). Demuestre que 

fíb + c) + fíb - c) = 2 mf(c) 

64. Explique por qué, conociendo los valores de log 10 2 
y log 10 3, se puede obtener, sin emplear una calculadora, 
log 10 4, log 10 5, log 10 6 , log 10 8 , log 10 9, pero no log 10 7. 

65. La única solución de la ecuación 

logio* = lnx 

es x = 1. Explique por qué ésta es una solución y por qué 
no existen otras. 

66 . Describa las características comunes de las gráficas de 
y = logj 0 xyy = ln x. También describa sus diferencias. 

67. Sea/(x) = log x 5. (a) Trace la gráfica de/en un rectángulo 
de inspección conveniente. Sugerencia: primero aplique la 
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ecuación (3) de esta sección. Describa la gráfica y en su 
descripción incluya: (¡) donde parece que / es creciente, 
donde parece que / es decreciente, y los extremos relati¬ 
vos de /; (ii) donde parece que la gráfica de / es cóncava 
hacia arriba, donde lo es hacia abajo, y los puntos de in¬ 
flexión de f. (b) Trace la gráfica de /' en un rectángulo de 
inspección adecuado. A partir de esta gráfica determine 
donde/es creciente, donde/es decreciente y los extremos 


relativos de /. ¿Son estas conclusiones consistentes con 
las obtenidas en el inciso (a)? (c) Trace la gráfica de f" en 
un rectángulo de inspección conveniente. A partir de esta 
gráfica determine donde la gráfica de / es cóncava hacia 
arriba, donde lo es hacia abajo y los puntos de inflexión 
de /. ¿Son estas conclusiones consistentes con las obteni¬ 
das en el inciso (a)? (d) Confirme analíticamente sus con¬ 
clusiones. 


5.6 APLICACIONES DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


Los modelos matemáticos que implican ecuaciones diferenciales cuyas solu¬ 
ciones contienen potencias de e, ocurren en muchos campos tales como quí¬ 
mica, física, biología, sicología, sociología, administración y economía. 

Esta sección se inicia con el estudio de modelos que implican crecimien¬ 
to y decrecimiento, los cuales se obtienen cuando la tasa de variación (deri¬ 
vada) de una cantidad con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad 
presente en un instante dado. Por ejemplo, la tasa de crecimiento de la pobla¬ 
ción de una comunidad puede ser proporcional a la población real en cualquier 
instante dado. En biología, bajo ciertas circunstancias, la tasa de crecimiento de 
un cultivo de bacterias es proporcional a la cantidad de bacterias presentes en 
cualquier momento específico. En una reacción química, la tasa (velocidad) de 
reacción con frecuencia es proporcional a la cantidad de sustancia presente; 
por ejemplo, los químicos saben, a partir de experimentos, que la tasa de de¬ 
crecimiento (decaimiento o desintegración) del radio es proporcional a la 
cantidad de radio presente en un instante dado. Una aplicación en finanzas se 
tiene cuando el interés se compone continuamente. 

En tales casos, si el tiempo se representa mediante t unidades, y si y uni¬ 
dades representa la cantidad presente en cualquier momento, entonces 


donde k es una constante y y > 0 para toda t > 0. Si y crece conforme t se in¬ 
crementa, entonces k > 0 y se tiene la ley de crecimiento natural. Si y decre¬ 
ce cuando t aumenta, entonces k < 0, y se tiene la ley de decrecimiento natural. 

Si por definición y es un número entero positivo (por ejemplo, si y es la 
población de cierta comunidad), se supondrá que y puede ser cualquier número 
real positivo a fin de que y sea una función continua de t. 

Suponga que se tiene un modelo matemático que implica la ley de cre¬ 
cimiento o decrecimiento natural y la condición inicial y = y Q cuando t = 0. 
Entonces la ecuación diferencial que representa este modelo es 



Al separar las variables se obtiene 
^ = kdt 

y 

Si se integran ambos miembros de esta ecuación se tiene 

ÍM- 

ln |y | = kt + c 



5.6 APLICACIONES PE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL 457 


Al considerar e c = C se tiene | y \ = Ce kt , y como y es positivo se pueden 
omitir las barras de valor absoluto, obteniéndose 

y = Ce kt 

debido a que y = y Q cuando t = 0, se tiene C = y . De modo que 

y = y 0 e k ‘ 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


m 



5.6.1 Teorema 


Suponga que y es una función continua de i con y > 0 para toda / & 0. 
Además, suponga que 



donde k es una constante y y = y Q cuando 1 = 0. Entonces 



Considere el enunciado de este teorema con la notación funcional. Con 
y = /(O y /(O) = B y B > 0 (esto es > 0 = S), el teorema establece que si 

f'(t) = kf(t) tí 0 (1) 

entonces 

f(t) = Be k ‘ t > 0 (2) 

Si k > 0, entonces (1) es la ley de crecimiento natural y (2) define una fun¬ 
ción que tiene crecimiento exponencial Con k > 0 se tiene 


FIGURA I 


m 



lím /(í) = B lím e ki 

/->+<» t —M-™ 

= + 00 

Así,/(f) crece sin límite conforme t aumenta sin límite. La gráfica de (2) cuan¬ 
do k > 0 se presenta en la figura 1. 

Si k < 0, entonces (1) es la ley de decrecimiento natural y (2) define una 
función que tiene decrecimiento exponencial. De (2), con k < 0, se tiene 

lím /(f) = B lím e kt 
/->+« 

= 0 

y f(t) se aproxima a cero a través de valores positivos. La figura 2 muestra la 
gráfica de (2) cuando k < 0. 


FIGURA 2 


r EJEMPLO 1 En cierto cultivo, la tasa de crecimiento de bacte¬ 
rias es proporcional a la cantidad presente. Inicialmente, se tenían 1 000 bac¬ 
terias y la cantidad se duplicó en 12 min. (a) Si y bacterias están presentes a los 
t minutos, exprese y como una función de t. (b) En una graficadora, estime con 
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Tabla 1 


r 

0 

12 

T 

y 

1000 

2 000 

10 000 


precisión de minutos, el tiempo que deberá trancurrir para que se tengan 
10 000 bacterias, (c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 

Solución La tabla 1 muestra las condiciones de frontera.donde y bacterias 
están presentes a los t minutos. Observe que T minutos serán necesarios para 
que se tengan 10 000 bacterias en el cultivo. 

(a) El modelo matemático consiste en la ecuación diferencial 



donde k es una constante y y = 1 000 cuanto t = 0. Del teorema 5.6.1, 
y = 1 000e*' (3) 


Como y = 2 000 cuando t = 12, de (3) se obtiene 

e nk = 2 (4) 

A partir de (3) se tiene 

y = 1000(e m ) ,/12 


Al sustituir de (4) en la ecuación anterior se obtiene 



y = 1 000 • 2 lln y y = 10000 

FIGURA 3 


y = 1 000 • 2‘l 12 


(5) 


(b) La figura 3 muestra las gráficas de la ecuación (5) y la recta y = 10 000 
trazadas en el rectángulo de inspección de [0, 100] por [0, 20 000]. 
Utilizando los procedimientos intersección ( intersec ), o rastreo (trace), 
y aumento (zoom in) de la graficadora, se determina que la gráfica y la 
recta se intersectan en el punto donde t = 39.9. De este modo, se estima 
que son necesarios 40 minutos para que se tengan 10 000 baterías en el 
cultivo. 

(c) A fin de confirmar analíticamente la estimación, en (5) se sustituye t por 
T y y por 10 000, obteniéndose 


10 000 = 1 000 • 2 r/12 
2 T I' 2 = 10 

ln(2 r/12 ) = ln 10 

I- • ln 2 = ln 10 
12 

T = 12 ln 10 
ln 2 


T = 39.9 


lo cual confirma la estimación del inciso (b). 

Conclusión: En 40 minutos se tendrán 10 000 bacterias en el cultivo. ^ 


Tabla 2 


t 

0 

30 

60 

y 

50 000 

75 000 

y«, 


W EJEMPLO 2 La tasa de crecimiento de la población de cier¬ 
ta comunidad es proporcional a la población. En 1950 la población fue de 
50 000yen 1980 fue de 75 (XX). (a) Si y es la población t años a partir de 1950, 
exprese y como una función de t. (b) Estime en la graficadora la pobla¬ 
ción que habrá en el año 2010. (c) Confirme analíticamente la estimación del 
inciso (b). 

Solución La tabla 2 proporciona las condiciones iniciales donde y^ es la 
población esperada para el año 2010. 
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(a) El modelo matemático está representado por la ecuación diferencial 


dy 

dt 


ky 


donde k es una constante y y = 50 000 cuando t = 0. Del teorema 5.6.1 
se tiene 

y = 50 000e* ! (6) 


Como y — 75 000 cuando t = 30, de (6) se obtiene 

75 000 = 50 000 e 30 * (7) 

e 30 * = L5 


A partir de (6) se tiene 
y = 50 000 (g 30 *)'/ 30 



y = 50 000(1.5)' ,3 ° 

FIGURA 4 


Si se sustituye de (7) en esta ecuación, se obtiene 

y = 50 000(1.5)' /3 ° ( 8 ) 

(b) La gráfica de la ecuación (8) está trazada en el rectángulo de inspección de 
[0, 70] por [0, 150 000] y se muestra en la figura 4. Se emplea el aumen¬ 
to (zoom in) para determinar que el valor de y es 112 500 cuando t = 60. 

(c) Al sustituir 60 por t y y M por y en (8) se obtiene 

y„ = 50 000 (1.5) 2 
= 112 500 

lo cual confirma la estimación del inciso (b). 

Conclusión: La población en el año 2010 será de 112 500. A 

En el ejemplo anterior, como la población crece con el tiempo se tiene un 
caso de crecimiento exponencial. Si una población decrece al transcurrir el 
tiempo, lo cual puede ocurrir si la tasa de mortalidad es mayor que la tasa de 
natalidad, entonces se tiene el caso de decrecimiento exponencial (refiérase al 
ejercicio 4). El ejemplo siguiente proporciona otra situación que implica de¬ 
crecimiento exponencial. En los problemas que tratan acerca de este tipo de 
decrecimiento, la semivida (o vida media) de una sustancia es el tiempo 
necesario para que la cantidad de sustancia se reduzca a la mitad. 


Tabla 3 


í 

0 

1690 

1000 

y 

2° 

10 

?! 000 


► EJEMPLO 3 La tasa de decrecimiento (rapidez de desintegra¬ 
ción) del radio es proporcional a la cantidad presente en cualquier momento. 
La semivida del radio es de 1 690 años y se tienen actualmente 20 mg de este 
elemento químico, (a) Si se tendrán y miligramos de radio dentro de t años a 
partir de ahora, exprese y como una función de t. (b) Estime en la graficadora 
la cantidad de radio que se tendrá dentro de 1 000 años a partir de ahora, 
(c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 

Solución Las condiciones de frontera se presentan en la tabla 3, donde 
y, uqu miligramos de radio se tendrán dentro de 1000 a partir de ahora. 

(a) El modelo matemático consiste en la ecuación diferencia] 


dy 

dt 
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donde k es una constante y y = 20 cuando t = 0. Del teorema 5.6.1 se 
tiene 

y = 20e kt - (9) 

Como y = 10 cuando t = 1690, de (9) se obtiene 
10 = 20e l690k 

e l690k = 1 (10) 

A partir de (9) se tiene 

y = 20(> l690 *) f / 1690 


Al sustituir de (10) en la ecuación anterior se obtiene 


y = 



di) 



/ .y/1690 
> = 20 ( 1 ) 


FIGURA 5 


(b) La figura 5 muestra la gráfica de (11) trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [0, 4 000] por [0, 25]. Al aplicar los procesos rastreo (trace) y 
aumento ( zoom in) de la graficadora se determina que y = 13.27 cuan¬ 
do t = 1 000. 

(c) A partir de la ecuación (11), considerando y = yiooo y t = 1000, se 
tiene 


ooo 


, 000/1690 

2° w) 


= 13.27 


lo cual confirma la estimación del inciso (b). 


Conclusión: Dentro de mil años, a partir de ahora, se tendrán 13.27 mg de 
radio. A 


Observe que la ecuación (11) en la solución del ejemplo 3 es un caso especial 
de la siguiente situación más general: Si la semivida de una sustancia es de h años 
y y 0 unidades de la sustancia están presentes ahora, entonces dentro de t años se 
tendrán y unidades de sustancia, donde 



Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 34. 


► EJEMPLO 4 Un depósito contiene 100 millones de litros de 
agua fluorada para el suministro de una ciudad, y el agua contiene 700 kg 
de cierto fluoruro. A fin de disminuir la cantidad del fluoruro, se introduce 
agua pura al depósito a una tasa de 3 millones de litros por día. La mezcla 
de agua y fluoruro se mantiene uniforme, y sale del depósito a una tasa igual a 
la que entra. ¿Cuántos kilogramos del fluoruro contiene el depósito 60 días 
después de que comenzó a fluir agua pura al depósito? 

Solución Sean t días el tiempo que transcurre desde que comenzó a fluir 
agua pura al depósito. Sean x kilogramos la cantidad del fluoruro en el depó¬ 
sito a los t días. 
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Como se tienen 100 millones de litros de agua en el depósito en cualquier 
instante, a los t días la cantidad de fluoruro por millón de litros es r/100 ki¬ 
logramos. Del depósito salen tres millones de litros por día de agua fluorada; 
de modo que el depósito pierde 3 (jc/ 100) kilogramos del fluoruro por día. 
dx 

Como — es la tasa de variación de x con respecto a t, y x decrece confor¬ 
me a t aumenta, entonces se tiene la ecuación diferencial 


Tabla 4 


t 

0 

60 

1J 

700 

-*60 


dx _ 3r 
dt ~ 100 

dx 

Esta ecuación es de la forma — = kx, donde k = -0.03. Las condiciones 

dt 

iniciales dadas se muestran en la tabla 4, donde r M kilogramos es la cantidad 
del fluoruro en el depósito después de 60 días. Cuando t = 0, x = 700; de 
modo que, por el teorema 5.6.1, se tiene 

r = 700e"°° 3 ' 

Al considerar t = 60 y x = r w en esta ecuación, se obtiene 


Conclusión: El depósito contiene 116 kg del fluoruro 60 días después de 
introducir agua pura al depósito. 4 


El Cálculo a menudo es útil para los economistas en la evaluación de 
ciertas decisiones sobre cuestiones financieras. Sin embargo, para aplicar el 
Cálculo debe tratarse con funciones continuas. Considere, por ejemplo, la 
siguiente fórmula, la cual proporciona A, el monto de una inversión a los 
t años, si P dólares se invierten a una tasa anual de 100¡ %, compuesto m veces 
al año: 

A = P^l + í-) m ' (12) 

Imagine una situación en la cual el interés se compone continuamente; 
esto es, considere la fórmula (12), donde se permite que el número de perio¬ 
dos de interés por año aumente sin límite. Entonces tomando el límite en la 
fórmula (12) se tiene 

A = P lím (l + -0 mí 

m-»+« V fu ) 


el cual puede escribirse como 


A = P lím 

tfl —> + 0 



«7 


(13) 


Para calcular este límite mediante el teorema 1.9.1, primero debe determi¬ 


lím 1 + 

m—» + «> \ 


m 


\m/i 

) 


nar si 
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existe. Considerando h = i/m se tiene que m/i = l/h; y como m—> + oo 
es equivalente a h—>0 + , entonces 

lím [1 + — 

ffl 

= e 


) ^ = lím (1 + h) 1 l h 
/ *-*o+ 


En consecuencia, por teorema 1.9.1 se tiene 



i W' 

it 

( 

• \m/i 

\ 

l + - 

= 

hm 

l + - 


m) J 


m— H-« \ 

m) 


y así, (13) se transforma en 

A = Pe“ (14) 

Si se considera que t varía en el conjunto de los números reales no negativos, se 
observa que (14) expresa a A como una función continua de t. 

Otra forma de mirar la misma situación consiste en considerar una inver¬ 
sión de P dólares que se incrementa a una tasa proporcional a su monto. Ésta 
es la ley de crecimiento natural. Entonces, si A dólares es el monto a los 
r años, entonces 

^=k A 
dt 

donde k es una constante y A = P cuando; = 0. Por el teorema 5.6.1, se tiene 
A = Pe kl 


Al comparar esta ecuación con (14) se observa que son las mismas si 
k = i. Así, si una inversión crece a una tasa proporcional a su monto, se dice 
que el interés es compuesto continuamente, y la tasa de interés anual es la 
constante de proporcionalidad. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si P dólares se invierten a 

una tasa del 8% anual compuesto continuamente, y A es el monto de la inver¬ 
sión a los r años, entonces 

~ = 0.08A 
dt 


y 

A = Pe 0M ' ◄ 

Si en (14) se toma P = 1, i = 1 y f = 1, se obtiene A = e, lo cual da 
una justificación de la interpretación que los economistas hacen del número 
e como el rédito de uña inversión de $1 por un año a una tasa de interés del 
100% compuesto continuamente. 

En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de tasa efectiva de inte¬ 
rés anual, la cual es la tasa que proporciona la misma cantidad de interés 
compuesto una vez al año. 


► EJEMPLO 5 Un banco anuncia que la tasa de interés en cuen¬ 
tas de ahorro se calcula al 4% anual compuesto diariamente. Si se depositan 
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$1000 en una cuenta de ahorro en el banco, calcule (a) el monto aproximado 
al final de un año considerando la tasa de interés de 4% compuesto conti¬ 
nuamente, y (b) el monto exacto al cabo de un año considerando una tasa 
de interés anual de 4% compuesto 365 veces al año. (c) Obtenga la tasa efecti¬ 
va de interés anual. 

Solución 

(a) Sean A dólares el monto al final de 1 año. De (14) con P = 1 000, 
i = 0.04 y t = 1, se tiene 

A = lOOOe 004 
= 1040.81 

Conclusión: $1 040.81 es un monto aproximado del depósito al tér¬ 
mino de 1 año 

(b) De (12) con P = 1 000, i = 0.04, m = 365 y t = 1, y si A^s dólares 
es el monto, entonces 


TabhS 


t 

0 

40 

100 

y 

120 

60 

^100 


= 1040.81 

Conclusión: El monto exacto del depósito al final de 1 año es 
$1 040.81%. 

(c) Sea j la tasa efectiva de interés anual. Por tanto, 

1000(1 + j) = 1040.81 
1 + j = 1.04081 
j = 0.04081 

Conclusión: La tasa efectiva de interés anual es 4.081%. 4 

Una aplicación de la función exponencial natural en física es proporcio¬ 
nada por la ley de enfriamiento de Newton, la cual establece que la tasa a la 
cual un cuerpo cambia de temperatura es proporcional a la diferencia entre 
su temperatura y la del medio ambiente. 


► EJEMPLO 6 Si un cuerpo rodeado de aire a 35° de tempera¬ 
tura se enfría de 120° a 60° en 40 min, utilice la ley de enfriamiento de 
Newton para determinar la temperatura del cuerpo después de 100 min. 

Solución Sean t minutos el tiempo que ha transcurrido desde que el cuer¬ 
po comenzó a enfriarse, y y grados la temperatura del cuerpo a los t mi¬ 
nutos. La tabla 5 muestra las condiciones de frontera, donde y 1Q0 grados es la 
temperatura del cuerpo después de 100 min. 

A partir de lá ley de enfriamiento de Newton, se tiene 

!-*(»- 35 > 

donde k es una constante y y > 35 para toda t & 0. Al sustituir u por 
y - 35 y du/dt por dyjdt, esta ecuación se transforma en 
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Cuando t = 0, y = 120 y « = 85. De modo que por el teorema 5.6.1, la so¬ 
lución de esta ecuación diferencial es 

u = S5e kl 

Si se reemplaza u por y - 35, se obtiene 

y - 35 = 85e*' 

y = S5e k ‘ + 35 

Como y = 60 cuando t = 40, se tiene 

60 =» S5e*° k + 35 

„40t _ JL 
" 17 

De (15), 

y = 85( e«> k yl40 + 35 
Al sustituir de (16) en esta ecuación se obtiene 

5 y /40 


= 85 


17 7 


+ 35 


(15) 


(16) 


Debido a que y = y 100 cuando 1 = 100, de la ecuación anterior resulta 
\ 5 12 


l’ioo 85 ( 17 
= 38.99 


) 


+ 35 


Conclusión: La temperatura del cuerpo después de 100 min es 39°. ^ 

Suponga ahora que una cantidad crece a una tasa proporcional a la dife¬ 
rencia entre un número positivo fijo A y su magnitud. Entonces, si se represen¬ 
ta el tiempo por t unidades y y unidades es la magnitud de la cantidad presente 
en cualquier tiempo, entonces 




(17) 


donde k es una constante positiva y y < A para toda t > 0. Al reemplazar u 
por A - y y dujdt por -dy/dl, esta ecuación se transforma en 


du 

di 


= ~ku 


Siw = B (esto es, y = A - B) cuando t = 0, entonces por el teorema 5.6.1 la 
solución de esta ecuación es 

u = Be~ kt 

Al sustituir u por A - y se obtiene 
A 


y — Be kl 
y = A - Be ' k¡ 

Si en esta ecuación se considera y = /(/), se tiene 
f(t) = A - Be~ k ‘ 


( 18 ) 
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donde A, B y k son constantes positivas. Esta ecuación describe el crecimien¬ 
to limitado. 

Al considerar el límite de/(/) se tiene 
lím /(/) = lím (A - Be~ k[ ) 

t^ + oo i —» + oo 

= A - B lím e~ kl 
/-»+■<» 

= A - B • 0 
= A 


ñu) 



y /(/) se aproxima a A a través de valores menores que A. Por tanto, la recta 
horizontal ubicada a A unidades sobre el eje t es una asíntota horizontal de la 
gráfica de /. También observe que 

/(O) = A - Be~ k ' 0 
= A - B 

A partir de esta información se obtiene la gráfica de / mostrada en la figu¬ 
ra 6. Esta gráfica se denomina en ocasiones curva de aprendizaje. El nombre 
es apropiado cuando /(/) representa la aptitud con la que una persona realiza 
una tarea. Conforme la experiencia de una persona aumenta, la aptitud se 
incrementa rápidamente al principio y después disminuye debido a que la 
experiencia adicional tiene poco efecto sobre la habilidad con la cual se efec¬ 
túa la tarea. 


Tabla 6 


n 

0 

10 

30 

60 

y 

20 

50 

?30 

y«> 


W EJEMPLO 7 Un empleado nuevo realiza un trabajo con mayor 
eficiencia cada día, de tal modo que si producen y unidades por día después 
de t días en el trabajo, entonces 

& = *(80 - y) (19) 

at 

donde k es una constante positiva y y < 80 para toda / > 0. El empleado 
produce 20 unidades el primer día de trabajo y 50 unidades por día después de 
10 días de estar en el trabajo, (a) Exprese y como una función de f. (b) ¿Cuántas 
unidades por día se espera que eventualmente produzca el empleado? (c) Trace 
la gráfica de la función del inciso (a) y la asíntota horizontal de la gráfica, 
(d) ¿Cuántas unidades producirá el empleado después de estar 30 días en el traba¬ 
jo? (e) Muestre que después de estar 60 días en el trabajo, el empleado produ¬ 
cirá exactamente 1 unidad menos que el potencial total. 

Solución La ecuación diferencial (19) es la misma que (17) con A = 80. 
La tabla 6 muestra las condiciones de frontera donde y 30 unidades y y m unida¬ 
des son producidas por día después de que el empleado está 30 y 60 días en el 
trabajo, respectivamente. 

(a) La solución general de (19) es de la misma forma de (18) con A = 80: 

y = 80 - Be-*' (20) 

Como y = 20 cuando t = 0, de (20) se obtiene 

20 = 80 - Be 0 
B = 60 

Al reemplazar B por 60 en (20) resulta 
y = 80 - 60e~*' 


( 21 ) 
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De esta ecuación, con y = 50 cuando t = 10, se tiene 

50 = 80 - 60e- 10 * 
e~ l0k = 0.5 


Si se sustituye este valor de e 10 * en (21), se tiene 
' y = 80 - 60(e- 10 *) í/10 . 

y = 80 - 60(0.5)' /10 (22) 

(b) El límite de (22) cuando t—» + oo es 


lím [80 - 60(0.5)' /10 ] = 80 - 60 lím -i— 

/—> + oo l-> + oo 2 / / 10 

= 80 - 60 • 0 
= 80 



y = 80 


Conclusión: Se espera que el empleado producirá eventualmente 80 
unidades por día. 

(c) La figura 7 muestra la gráfica de (22) y su asíntota horizontal, la recta 
• y = 80, trazadas en el rectángulo de inspección de [ 0, 50] por [0, 90], 

(d) Como y = y 30 cuanto t = 30, de (22) se obtiene 

y» = 80 - 60(0.5) 3 
= 72.5 

Conclusión: El empleado producirá 72 unidades por día después de 
estar 30 días en el trabajo. 

(e) De (22), con y = y m cuando t = 60, se tiene 

y M = 80 - 60(0.5) 6 
= 79.06 


FIGURA 7 


Conclusión: Después de estar 60 días en el trabajo, el empleado pro¬ 
ducirá 79 unidades por día, justo 1 menos que el potencial total. ^ 


En la sección 7.4 se tratará otro tipo de crecimiento limitado, el cual 
proporcionará un rtiodelo matemático del crecimiento de una población que 
tiene en cuenta los factores ambientales. 

Una función importante en estadística, llamada función normal estan¬ 
darizada de densidad de probabilidad está definida por 



FIGURA 8 


N(x) = 


. J — e ~* 2 /2 

V2rr 6 


La gráfica de N es la curva en forma de campana, conocida en estadística. La 
figura 8 muestra esta gráfica trazada en el rectángulo de inspección de [-3, 3] 
por [-2, 2]. Observe que conforme x crece o decrece sin límite, N(x) se apro¬ 
xima rápidamente a cero. 

La probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el intervalo 
cerrado [a, b] se denota por P([a, ¿>]), y está dada por 


Pila, b ]) 



e x2 ¡ 2 dx 


(23) 


Esta integral definida es la medida del área de la región limitada superiormen¬ 
te por la curva y = N(x), inferiormenté~por el eje x, y lateralmente por las 
rectas x = a y x = b. La integral definida no puede evaluarse mediante el 
segundo teorema fundamental del Cálculo debido a que se ha demostrado que 
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y 



N(x) = -J=e- x2n 
.-fin 

FIGURA 9 



FIGURA 10 


una antiderivada del integrando no puede expresarse en términos de funciones 
elementales. Sin embargo, se puede calcular un valor aproximado por medio 
de NINT en la graficadora. 


r EJEMPLO 8 Para la función normal estandarizada de densidad 
de probabilidad, calcule la probabilidad de que una elección aleatoria de x 
esté en el intervalo [0, 2], 

Solución La probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [0, 2] es P([0, 2]), y de (23) se tiene 

P<[<U1) = ¿ l 

En la graficadora se obtiene NINT(/V(j), 0, 2) = 0.47725. Así, 

n[0, 2]) = 0.47725 ◄ 

Refiérase a la figura 9. La región sombreada del primer cuadrante está 
limitada por la gráfica de la función normal estandarizada de densidad de 
probabilidad, los ejes coordenados y la recta x = t, donde t > 0, Si A(t) 
unidades cuadradas es el área de esta región, puede demostrarse, aunque es di¬ 
fícil hacerlo, que lím A(t ) = 0.5. De modo que el valor exacto de / > ([0, 2]), 

el cual es la medida del área de la región sombreada de la figura 10, debe ser 
menor que 0.5. Este hecho es acorde con el resultado del ejemplo 8. 


EJERCICIOS 5.6 


1. La tasa de crecimiento natural de la población de cierta ciudad 
es proporcional a la población. En 1955 la población 
fue de 40 000, y en 1 995 fue de 60 000. (a) Si y es el número 
de individuos de la población t años a partir de 1955, expre¬ 
se y como una funcióh de t. (b) Estime en la graficadora 
cuál será la población para el año 2001. (c) Estime en la gra¬ 
ficadora en qué año la población será de 80 000. (d) Confir¬ 
me analíticamente las estimaciones de los incisos (b) y (c). 

2. Un cultivo de bacterias crece a una tasa proporcional al 
número de bacterias presentes. Se tienen 1 000 bacterias 
presentes ahora y el número se duplicará en 30 min. (a) Si y 
bacterias están presentes a los t minutos a partir de ahora, 
exprese y como una función de I. (b) Estime en la grafi¬ 
cadora cuántas bacterias se tendrán dentro de 2 horas, 
(c) Estime en la graficadora dentro de cuánto tiempo se 
tendrán 50 000 bacterias, (d) Confirme analíticamente las 
estimaciones de los incisos (b) y (c). 

3. Cuando a un circuito eléctrico simple, el cual no contiene 
capacitores pero sí capacitancia y resistencia, se le elimina 
la fuerza electromotriz, la tasa de decrecimiento de la co¬ 
rriente es proporcional a la corriente. La corriente es 
i amperes a los t segundos después de la interrupción de la 
fuerza electromotriz, i = 40 cuando t = 0, y la corrien¬ 
te diminuye 15 amperes en 0.01 s. (a) Exprese i como una 
función de t. (b) Estime en la graficadora la corriente en 
0.02 s. (c) Confirme analíticamente la estimación del in¬ 
ciso (b). 


4. La población de una ciudad decrece a una tasa proporcio¬ 
nal a su tamaño. En 1980 la población fue de 50 000 y en 
1990 fue de 44 000. (a) Si y es la población t años a partir 
de 1980, exprese y como una función de t. (b) Estime en la 
graficadora cuál será la población en el año 2000. (c) Con¬ 
firme analíticamente la estimación del inciso (b). 

En los ejercicios 5 a 26, defina precisamente todas las varia¬ 
bles como números. Utilice la variable t para representar el 
tiempo y defina las otras variables en términos de t. No olvide 
escribir una conclusión. 

5. Después de que se suspendió la publicidad de cierta pelícu¬ 
la el primer día de exhibición, la asistencia decreció a una 
tasa proporcional a su tamaño. Si la asistencia del primer 
día de exhibición fue de 5 000 espectadores y la asisten¬ 
cia del tercer día fue de 2 000, ¿cuál es la asistencia esperada 
para el sexto día? 

6. La población de cierta ciudad se duplicó de 1900 a 1960. 
Si la tasa de crecimiento natural de la población es propor¬ 
cional a la población en cualquier tiempo y la población en 
1960 fue de 60 000, estime la población para el año 2010. 

7. Suponga que el valor de cierta colección de antigüedades 
se incrementa con el tiempo y que la tasa a la que se in¬ 
crementa es proporcional a su valor en cualquier instante. 
Si hace 10 años el valor de la colección fue de $25 000 y 
su valor actual es de $35 000, ¿dentro de cuántos años su 
valor esperado será de $50 000? 
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8 . Al año de usar un automóvil, su tasa de depreciación en 
cualquier momento es proporcional a su valor en ese tiem¬ 
po. Si un automóvil se compró el 1 de marzo de 1993, y 
sus valores el 1 de marzo de 1994 y de 1995 fueron $7 000 
y $5 800, respectivamente, ¿cuál es el valor esperado para 
el 1 de marzo de 1999? 

9 . En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimien¬ 
to es proporcional al número de bacterias presentes, el nú¬ 
mero se triplica en 1 hora. Si al final de 4 horas se tienen 
10 millones de bacterias, ¿cuántas bacterias se tuvieron 
inicialmente? 

10 . Si la semivida del radio es de 1960 años, ¿qué porcentaje 
de la cantidad actual quedará después de (a) 100 años, y 

(b) 1000 años? 

11 . El 30% de una sustancia radiactiva se desintegra en 
15 años. Determine la semivida de la sustancia. 

12 . En invierno, la tasa de mortalidad de cierta especie de fau¬ 
na salvaje de una región geográfica particular, es propor¬ 
cional al número de animales de dicha especie presentes en 
cualquier momento. El 21 de diciembre, el primer día de 
invierno, había 2 400 ejemplares de la especie presentes; 
30 días después, 2 000 animales de la especie estuvieron 
presentes. ¿Cuántos ejemplares de la citada especie se es¬ 
pera que sobrevivan al invierno? Esto es, ¿cuántos anima¬ 
les de dicha especie se espera que vivan el 21 de marzo, 
primer día de primavera? 

13 . Se efectúa un depósito de $5 000 en una cuenta de ahorro 
en un banco que anuncia que el interés en este tipo de cuenta 
se calcula a una tasa anual del 5% compuesto diariamente. 
Calcule (a) un monto aproximado al final de 1 año tomando 
la tasa de interés como 5% compuesto continuamente, 
y (b) el monto exacto al término de 1 año considerando 
una tasa de interés del 5% compuesto 365 veces al año. 

(c) ¿Cuál es la tasa efectiva de interés anual? 

14 . Realice el ejercicio 13 si el banco anuncia que el interés 
se calcula a una tasa del 6 % compuesto diariamente, y 
(a) tome la tasa como 6 % compuesto continuamente, 
y (b) considere una tasa de interés anual del 6 % com¬ 
puesto 365 veces al año. 

15 . Si una cantidad de dinero invertida se duplica en 10 años a 
un interés compuesto continuamente, ¿cuánto tiempo tar¬ 
dará en triplicarse la suma inicial? 

16 . Si el poder de compra de un dólar disminuye a una tasa de 
10 % anualmente, compuesto continuamente, ¿cuánto tiem¬ 
po será necesario para que el poder de compra sea de $0.50? 

17 . En cierta reacción química, la tasa (velocidad) de conver¬ 
sión de una sustancia es proporcional a la cantidad de la 
sustancia que aún no se transforma en ese instante. Después 
de 10 min, un tercio de la cantidad original de la sustancia 
se ha convertido y 20 g se convierte después de 15 min. 
¿Cuál era la cantidad original de la sustancia? 

18 . Un tanque contiene 200 litros de salmuera en la cual hay 
3 kg de sal por litro. Se desea diluir esta solución agregan¬ 
do salmuera que contiene 1 kg de sal por litro, la cual fluye 
hacia el tanque a una tasa de 4 L/min y la mezcla, que se 


mantiene uniforme mediante agitación, sale a la misma 
tasa. ¿Cuándo tendrá el tanque 1.5 kg de sal por litro? 

19 . Se tienen 100 litros (L) de salmuera en un tanque la 
cual contiene 70 kg de sal disuelta. Se agrega agua dulce 
a una tasa de 3 L/min, y la mezcla, que se mantiene unifor¬ 
me revolviéndola, sale del tanque a la misma tasa. ¿Cuán¬ 
tos kilogramos de sal se denen en el tanque después de 
una hora? 

20 . El azúcar se disuelve en el agua a una tasa proporcional a 
la cantidad insoluta. Si se teman 50 kg de azúcar presentes 
inicialmente y después de 5 horas ésta se redujo a 20 kg, 
¿cuánto riempo deberá pasar para que el 90% del azúcar 
se disuelva? 

21 . El profesor Willard Libby, de la Universidad de California 
de Los Angeles, fue disdnguido con el premio Nobel en 
química por el descubrimiento de un método para deter¬ 
minar la fecha de muerte de un ser viviente. El profesor 
Libby empleó el hecho de que el tejido de un organismo 
vivo está compuesto de dos tipos de carbono: el carbono 
14 (denotado por 14 C) radiactivo y el carbono 12 ( l 2 C) es¬ 
table, de modo que la razón de la cantidad de 14 C a la can¬ 
tidad de 12 C es aproximadamente constante. Cuando el 
organismo muere la ley de decrecimiento natural se aplica 
al l 4 C. Si se determina que la cantidad de 14 C en un trozo de 
carbón vegetal es sólo el 45% de su cantidad original y que 
la semivida del l4 C es de 5 730 años, ¿hace cuánto tiempo 
murió el árbol de donde proviene el trozo de carbón vegetal? 

22. Refiérase al ejercicio 21. Suponga que después de encon¬ 
trar un fósil, un arqueólogo determina que la cantidad de 
14 C presente en el fósil es 25% de su cantidad original. 
Empleando el hecho de que la semivida del 14 C es de 
5 730 años, ¿cuál es la edad del fósil? 

23. En las mismas condiciones del ejemplo 6 , ¿después de 
cuántos minutos la temperatura del cuerpo será de 45 o ? 

24 . Una olla con agua estuvo hirviendo a 100° y se dejó enfriar 
al aire libre a una temperatura de 0 o . Después de 20 min la 
temperatura del agua fue de 90°. (a) ¿Después de cuántos 
minutos la temperatura del agua será de 80 o ? (b) ¿Cuál 
será la temperatura del agua después de 1 hora? Utilice la 
ley de enfriamiento de Newton. 

25 . Si se lleva un termómetro de una habitación en la cual la 
temperatura es de 75° hacia el exterior donde la tempe¬ 
ratura es de 35° y la lectura en el termómetro es 65° 
después de 30 s, (a) ¿cuánto tiempo después la lectura en el 
termómetro será de 50 o ? (b) ¿Cuál será la lectura en 
el termómetro después de 3 minutos? Utilice la ley de 
enfriamiento de Newton. 

26 . Un cuerpo rodeado de aire a una temperatura de 0° se en¬ 
fría de 200° a 100° en 40 minutos, ¿cuántos minutos más 
serán necesarios para que el cuerpo alcance una tempera¬ 
tura de 50 o ? Utilice la ley de enfriamiento de Newton. 

27. Un estudiante tiene 3 horas para preparar apresuradamen¬ 
te un examen y durante este tiempo desea memorizar un 
conjunto de 60 hechos. De acuerdo con la sicología, la tasa 
a la que una persona puede memorizar un conjunto de he¬ 
chos es proporcional al número de hechos que quedan por 
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memorizar. De este modo, si el estudiante memoriza y 
hechos en t minutos, entonces 

^ = *(60 - y) 

donde k es una constante positiva y y < 60 para toda 
t > 0. Suponga que cero hechos se memorizan inicial¬ 
mente. Además, suponga que el estudiante memoriza 15 
hechos en los primeros 20 min. (a) Exprese y como una 
función de t. (b) Trace la gráfica de la función del inciso (a) 
y la asíntota horizontal de la gráfica. ¿Cuántos hechos 
memorizará el estudiante en (c) 1 hora, y (d) 3 horas? 

28. Un nuevo obrero en una línea de ensamble puede realizar 
una tarea particular de tal manera que si y unidades son 
terminadas en un día después de i días en la línea de en¬ 
samble, entonces 

f = *(90 - y) 
dt 


30. Para la función normal estandarizada de densidad de pro¬ 
babilidad, determine, con cinco dígitos significativos, la 
probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [-3, 3]. 

31. La función error, denotada por erf, está definida por 

erf(x) = í e~' 2 dt 

Calcule un valor aproximado de erf(l) con cinco dígitos 
significativos. 

32. Para la función eiror definida en el ejercicio 31, calcule un 
valor aproximado de erf (3) con cinco dígitos significativos. 

33. En biología, la ecuación que en ocasiones se emplea para 
describir el crecimiento restringido de una población es la 
ecuación de crecimiento de Gompertz: 


donde * es una constante positiva y y < 90 para toda 
t > 0. El día en que el obrero comenzó se terminaron 60 
unidades y al quinto día el obrero terminó 75 unidades, 
(a) Exprese y como una función de t. (b) ¿Cuántas unidades 
por día se espera que eventualmente termine el obrero, (c) 
Trace la gráfica de la función del inciso (a) y la asíntota 
horizontal de la gráfica, (d) ¿Cuántas unidades termi¬ 
nará el obrero el noveno día? (e) Demuestre que el traba¬ 
jador producirá casi a su potencial total después de 
los 30 días. 

29. Para la función normal estandarizada de densidad de pro¬ 
babilidad, determine, con cinco dígitos significativos, la 
probabilidad de que una elección aleatoria de x esté en el 
intervalo [0, 1], 


donde a y * son constantes positivas. Determine la solu¬ 
ción general de esta ecuación diferencial. 

34. Si la semivida de una sustancia que tiene decrecimiento 
exponencial es h años y y 0 unidades de la sustancia están 
presentes ahora, entonces si y unidades estarán presentes 
en t años, demuestre que 



35. Sean / una función que describe crecimiento exponencial 
y g una función que describe crecimiento limitado. ¿En qué 
difieren las gráficas de estas dos funciones? ¿Son semejan¬ 
tes las gráficas en algún aspecto? ¿Por qué la gráfica de g es 
llamada en ocasiones curva de aprendizaje? 


5.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Aunque se introdujeron las funciones trigonométricas inversas en el curso de 
trigonometría o de matemáticas previas al Cálculo, se revisarán brevemente 
en esta sección. Se centrará la atención en las funciones seno inversa, coseno 
inversa, tangente inversa y secante inversa porque éstas son las más importan¬ 
tes en Cálculo. 

Recuerde de la sección 5.1 que una función debe ser uno a uno para que 
tenga una inversa. Como las seis funciones trigonométricas son periódicas y, 
por tanto, no son uno a uno, ninguna de ellas tiene inversa. Sin embargo, se 
pueden restringir los dominios de estas funciones de modo que tengan una 
inversa. 

Se comenzará con la función seno cuya gráfica se muestra en la figu¬ 
ra 1. Observe en la figura que la función seno es creciente en el intervalo 
[— i ít, 17r], y en consecuencia, por el teorema 5.1.5 así como por el criterio 
de la recta horizontal, la función F para la cual 


F(x) = senx y S x < i® 


( 1 ) 
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y = 


sen x 


FIGURA 1 



tiene inversa. La gráfica de F se presenta en la figura 2; su dominio es 
[— i 7T, 1 7 r] y su contradominio es [-1, 1], La inversa de esta función se de¬ 
nomina función seno inversa. 


5.7.1 Definición de la función seno inversa 


La función seno inversa, denotada por sen -1 , está definida por 
y = sen -1 x sí y sólo si x = seny y - jrr :£ y á íji 


FU) = sen x - - ji < x <. I n 
2 2 

FIGURA 2 


El dominio de sen 1 es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [~~n, 1 n\. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) sen ~' Tí = \ n (b) sen_1 (“Tf) = ~\ n * 

Por supuesto, en la calculadora pueden obtenerse aproximaciones de 
los valores de la función seno inversa utilizando la tecla [sen -1 ! o la combi¬ 
nación de teclas |invl y [sen], o |2ndl y |sen| . 

En (1) el dominio de F está restringido al intervalo cerrado [- 1 n, | n\ 
de modo que la función sea monótona en su dominio a fin de que tenga una 
función inversa. Sin embargo, la función seno tiene periodo 2 n y es creciente 
en otros intervalos, por ejemplo, [~| n, -|;r] y [ | n, | n\. También, la fun¬ 
ción es decreciente en ciertos intervalos cerrados; en particular, en los interva¬ 
los [-1 ti, - 2 n\ y [ | n, | n\. Cualquiera de estos intervalos podría haberse 
elegido para el dominio de F de la ecuación (1). No obstante, se acostum¬ 
bra elegir el intervalo [- 1 n, 1 n\ porque es el intervalo más grande que con¬ 
tiene el número O en el cual la función es monótona. 

El uso del símbolo -1 para representar la función seno inversa hace 
necesario denotar el recíproco de sen x mediante (sen x)~' a fin de evitar con¬ 
fusiones. Una convención similar se aplica cuando se utiliza cualquier expo¬ 
nente negativo con una función trigonométrica, por ejemplo, 

—-— = (tan xf 1 —= (eos xf 2 

tan x eos 2 x 

y así sucesivamente. 

El término arco seno se utiliza en ocasiones en lugar de Junción seno in¬ 
versa y la notación are sen x se emplea en vez de sen -1 x. Probablemente esta 
notación proviene del hecho de que si t = are sen u, entonces sen t = u, y t 
unidades es la longitud del arco de la circunferencia unitaria para el cual el 
seno es u. En este texto, en la notación para las funciones trigonométricas in- 
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y 



y = sen -1 x 

FIGURA 3 


versas se empleará el símbolo -1 en lugar de la palabra are. Esta convención 
es consistente con la notación general para las funciones inversas. 

Se puede dibujar la gráfica de la función seno inversa localizando algu¬ 
nos puntos a partir de los valores de sen -1 x tales como los presentados en la 
tabla 1. La gráfica se muestra en la figura 3. 

> * Tabla 1 



-1 


1 

0 

1 

-Ji 

1 



2 

2 

2 

2 


sen 1 x 

-i* 

2 



0 


i ir 

3 

1 ir 

2 


De la definición 5.7.1, se tiene 

sen(sen~' x) = x para jc en [— 1, 1 ] 
sen" 1 (sen y) = y para y en [- ¿ Jt, ¿jc] 

Observe que sen“'(sen y) * y si y no está en el intervalo [-¿Jt, ¿jc], Por 
ejemplo, 


sen '(sen | jc) = sen -1 

1 v2 


y 


sen '(sen -¡¡jc) = sen - 



► EJEMPLO I Calcule (a) cos[sen '(- ¿ )]; (b) sen '(eos | jc). 

Solución Como el contradominio de la función seno inversa es 
[-¿jc, ¿Jt], entonces sen -I (- ¿) = -¿7T. 

(a) cos[sen - '(-f) = cos(-¿ jc) (b) sen - '(cos ¿Jt) = sen - '(-j) 

= # = -¡Jt ◄ 

2 6 

Ahora se obtendrá la fórmula para la derivada de la función seno inversa 
aplicando el teorema 5.1.7, el cual establece que la derivada de una función 
monótona y continua, y la derivada de su inversa son recíprocas una de la 
otra. Sea 

y = sen -1 x 

lo cual es equivalente a 

x = sen y y y está en [-¿Jt, ¿ Jt] 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a y resulta 


— = eos y y y está en [-¿jc, \ Jt] (2) 

ay 

De la identidad sen 2 y + eos 2 y = 1, y sustituyendo sen y por jc, se obtiene 
eos 2 y = 1 - jc 2 

S"i y ^ wsy ta tíoT> tgttów r deintiAt» qiat. 

eos y = - .r 2 si y está en }■*) 
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NDER (sen 1 x, x) 

FIGURA 4 



y = sen' 1 * 


FIGURA 5 


Al sustituir de esta ecuación en (2) se obtiene 


£ = VT^ 

dy 

Como 4^ es el recíproco de —, entonces 
dx dy 

DJ sen- 1 x) = - f =L== (3) 

Vi - * 2 

Este resultado se apoya gráficamente al trazar las gráficas de 


y = ~ r —. y NDER(sen 1 x, x) 

Vi - x 2 

en el mismo rectángulo de inspección, observando que son idénticas. Con¬ 
sulte la figura 4. 

Ahora se investigará la interpretación geométrica de la ecuación (3). 
Refiérase a la figura 5, la cual muestra la gráfica de la función seno inversa 
y segmentos de algunas rectas tangentes. Observe que cuando -1 < x < 1, 
el cual es el dominio de D x (sen -1 x), la pendiente de la recta tangente es po¬ 
sitiva. Además, cuando x— »-l + o x— »1~, la pendiente de la recta tangente 
crece sin límite. Esta información apoya gráficamente los límites 


lím 



+ 00 


lím 


r vr 


+ oo 


De (3) y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


5.7.2 Teorema 


Si u es una función diferenciare de jc, entonces 

D^sen -1 u) - - . * ■ . » D x u 
Vi - « 2 


^ EJEMPLO 2 Calcule f\x) si 

f(x) = sen -1 x 2 

Solución Del teorema 5.7.2, 


f'(x) 


1 

Vi - (X 2 ) 2 


{2x) 


2x 

Vi - X 4 


4 


A fin de obtener \a función coseno inversa , se procede como se hizo con 
la función seno inversa. Se restringe el dominio del coseno al intervalo en el 
cual la función sea monótona. Se elige el intervalo [O, 7r] en el que el coseno 
es decreciente, como se muestra en la gráfica del coseno de la figura 6. Así, se 
considera la función G definida por 


G(x) = eos* y O < * < n 








5.7 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 473 



y = cosj: 

FIGURA 6 


El dominio de G es el intervalo cerrado [0, n] y su contradominio es el inter¬ 
valo cerrado [-1, 1], La gráfica de G se presenta en la figura 7. Como G es 
continua y decreciente en su dominio, entonces tiene una inversa, la cual se 
definirá a continuación. 

-+-► X 
¡i 


C(x) = eos x 0 £ x s n 

FIGURA 7 


5.7.3 Definición de la función coseno inversa 


La fünción coseno inversa, denotada por eos ', está definida por 
y = eos -1 x si y sólo si x = eos y y OSjSi 

El dominio de eos -1 es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [0, n]. 



y 



FIGURA 8 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


(a) eos 


V2 


= í* 


(b) eos 1 



3 * 

4 


◄ 


La gráfica de la función coseno inversa se muestra en la figura 8. 
De la definición 5.7.3, se tiene 

cos(cos~' x) = x para x en [-1, 1] 

eos -1 (eos y) = y para y en [0, 7t] 


Observe que de nuevo existe una restricción sobre y a fin de tener la igual¬ 
dad eos -1 (eos y) = y. Por ejemplo, como | trestá en [0, n\, entonces 

cos acos |tt) = \n 
Sin embargo, 


eos ’(c°s | n) 



y 


eos -1 (eos jit) = eos 1 


= \n 



► EJEMPLO 3 


Demuestre que 


eos 1 x 


para | x | < 1 


(4) 
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Solución Suponga que x está en [-1, 1] y que 

t = cos (\n - sen -1 x) ■ (5) 

Al aplicar la fórmula de reducción cos(- v) = sen v, con v = sen -1 x en 
el miembro derecho de (5), se tiene 

/ = senfsen' 1 x) 

Como sen(sen _l ;t) = x, entonces 
t = x 

Si se sustituye t por x en (5) resulta 

x = cos (\n - sen -1 ;t) (6) 

Como - < sen -1 x < i jt, al sumar -jxa cada miembro se tiene 

-K < - ± n + sen -1 x < 0 

Al multiplicar cada miembro de esta desigualdad por -1 e invertir los signos 
de desigualdad se obtiene 



FIGURA 9 


0 < | n - sen 1 x < n 

De esta desigualdad, de (6) y de la definición 5.7.3, resulta 

eos' 1 x = | n - sen -1 x para | x | <1 

lo cual es (4). 4 

Observe en la solución del ejemplo 3 que la identidad depende de que la 
elección del contradominio de la función coseno inversa sea [0, jr]. 

A fin de obtener la fórmula para la derivada de la función coseno inversa 
se utiliza (4), la cual ya se demostró. Al diferenciar con respecto a x, se tiene 

D^ícos' 1 x) = D x ( i n - sen' 1 x) 




donde x está en (-1, 1). 

Como se hizo con la derivada de la función seno inversa, la ecuación (7) 
se apoya al trazar las gráficas de 


y 



y NDER(cos 1 x, x) 


en el mismo rectángulo de inspección, y observando que son idénticas. Con¬ 
sulte la figura 9. 

También, como se hizo anteriormente, refiérase a la figura 10 para la in¬ 
terpretación geométrica de la ecuación (7). La figura, que muestra la gráfica de 
la función coseno inversa y segmentos de algunas rectas tangentes, apoya el 
hecho de que D x (eos -1 r) < 0 cuando -1 < x < 1 y que 



FIGURA 10 


El teorema siguiente se obtiene de (7) y de la regla de la cadena. 
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| 5.7.4 Teorema 


Si u es una función diferenciare de x, entonces 

D/cos 1 u) = - D x u 

VI ~ u 

■ 


► EJEMPLO 4 


y = eos 1 e 2x 


Calcule si 
dx 


y 



y = tanje 

FIGURA 11 


Solución Del teorema 5.7.4, se tiene 


dy 

dx 


1 

Vi - (e 2 *) 2 


(e 2 *)(2) 


-2e lx 

VT - e 4j: 


◄ 


A continuación se obtendrá la función tangente inversa. Observe en la 
gráfica de la figura 11 que la función tangente es continua y creciente en 
el intervalo abierto f n). Ahora se restringe la función tangente a este 

intervalo y se considera la función H definida por 


y 



H{x) = tan * y -¿a < x < 

El dominio de H es el intervalo (- f n, f n) y su contradominio es el conjunto 
R de los números reales. Refiérase a la figura 12, la cual presenta la gráfica 
de H. Esta función tiene una inversa llamada función tangente inversa. 


5.7.5 Definición de la función tangente inversa 


La función tangente inversa, denotada por tan -1 , está definida por 
y = tan -1 x si y sólo si .r = lany y < y < \jt 

El dominio de tan -1 es el conjunto R de los números reales y su contra- 
dominio es el intervalo abierto (- i n. ^ tí). 


FIGURA 12 


y 



0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) tan -1 ^/3 = (b) tan -1 - j = ~\ n ( c ) tan ' 0 = 0 Á 

La figura 13 muestra la gráfica de la función tangente inversa. De la de¬ 
finición 7.5.5 se tiene 

tan(tan -1 jc) = x para x en (-oo, +oo) 
tan - '(tan y) = y para y en (- -j n. j n) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 


FIGURA 13 


tan -l (tan ijr) = y tan 1 [tan(-i;r)] = -'-ti 
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y 

+ i 



FIGURA 14 


Sin embargo, 


tan '(tan 1 7t) 


tan *(-l) y 


tan ‘(tan | n) — tan 

— I ir 


◄ 


► EJEMPLO 5 Calcule el valor exacto de 
sec[tan“'(-3)] 


Solución Este problema se resolverá interpretando tan '(-3) como un 
ángulo. Sea 

0 = tan~'(-3) 


Como el contradominio de la función tangente inversa es i n), y tan 6 

es negativa, entonces -1 n < 0 < 0. Así, 

tan 0 = -3 y - i ;r < 0 < 0 
2 

La figura 14 presenta un ángulo 9 que satisface estas condiciones. Observe 
que el punto P selecciona do en el lado terminal de 9 es (1, -3). Del teorema 
de Pitágoras r es igual a ^/l 2 + (—3) 2 = ylO. Por tanto, sec 9 = y'YO. En 
consecuencia, 

sec[tan~‘(-3)] = vi Ó 4 

A fin de obtener la fórmula de la derivada de la función tangente inversa 
se aplica otra vez el teorema 5.1.7. Si 

y = tan -1 x 


entonces 

x = tan y y y está en (- j n, 1 7t) 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a x se obtiene 
^ = sec 2 y y y está en (- i it, \ li) (8) 

De la identidad sec 2 y = 1 + tan 2 y, y sustituyendo tan y por x, se tiene 
sec 2 y = 1 + x 2 

Si se reemplaza de esta ecuación en (8) resulta 

f = \+ x 2 

dy 

De modo que, por el teorema 5.1.7, 

D x ( tair'x) = —Ur (9) 

1 + x ¿ 

El dominio de la derivada de la función tangente inversa es el conjunto R 
de los números reales. 

En el ejercicio 58, se le pedirá que apoye gráficamente la ecuación (9) y 
que proporcione una interpretación geométrica de la ecuación, como se hizo 
con las ecuaciones (3) y (7) para las derivadas de sen -1 x y eos -1 x. 

De (9) y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 
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5.7.6 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 

D,(tan-‘ u) = —f- -jD x u 
1 + u ¿ 


^ EJEMPLO 6 Calcule f'(x) si 
f(x) = tan- 1 — 

JC + 1 

Solución Del teorema 5.7.6, se tiene 
1 -1 


/'OO = 


1 +-^ <* + D 2 

(* + l ) 2 


-1 


(x + l) 2 + 1 
-1 

X 1 + 2x + 2 


y 



Antes de definir la función secante inversa, se dirigirá la atención sobre 
el hecho de que eos x S 0 en el contradominio [- i n, i k] de sen -1 x, lo cual 
fue significativo en la obtención de la fórmula (3) para la derivada de sen -1 x. 
Además, observe que sen x > 0 en el contradominio [0, n\ de eos -1 x, y que 
sec x > 0 en el contradominio (-1 n, |tt) de tan -1 x. De modo que el valor 
de tan x será no negativo en el contradominio de la función secante inversa, se 
elige ese contradominio de modo que esté en los cuadrantes primero y tercero, 
lo cual aportará ventajas cuando se obtenga la fórmula de la derivada de la 
función secante inversa. Se verán otras ventajas de estas relaciones cuando se 
apliquen las funciones trigonométricas inversas en ciertos cálculos, en particu¬ 
lar en la sección 7.3, concernientes a una técnica de integración que implica 
sustituciones trigonométricas. 

Refiérase a la figura 15, la cual muestra la gráfica de la función secante, 
y observe que la secante es creciente en el intervalo [0, i n ) y es decre¬ 
ciente en el intervalo [rr, | k). Más aún, si x 6 [0, IJ [n, | k), entonces 
sec x S (-oo, -1] U [1, +oo). Así, se tiene la definición siguiente. 


FIGURA 15 


y 



FIGURA 16 


5.7.7 Definición de la función secante inversa i 

La ñinción secante inversa, denotada por s< 

y = sec -1 x si y sólo si x = sec y y . 

ec" 1 , está definida por 

[o £ y < |7t sír 2 1 
[it Sy < |n six ^ —1 


El dominio de sec 1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El contradominio de sec 1 
es [0, ¿ jt) U [n, | n). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

(a) sec _1 (V2) = |tr (b) sec _, (-V2) = \k A 

Consulte la figura 16, la cual presenta la gráfica de la función secante 
inversa. 
















478 CAPITULO 5 FUNCIONES LOGARÍTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS, 


De la definición 5.7.7, se tiene 

sec(sec _1 x) = x para x en (-oo, -1)] U [l,+oo) 

sec _I (sec >>) = y para y en [0, ítt) U [ti, | tí) 

_______________ — 

sec -1 (sec | tí) = \n y sec -1 (sec | tí) = j n 
Sin embargo, 

sec _1 (sec |tt) = jtr y sec '*(sec | tt) = A 

A fin de obtener la fórmula para la derivada de la función secante in¬ 
versa, sea 

y = sec -1 x y | x | > 1 
Entonces 

x = sec y y y está en [0, i tí) U [n, | tí) (10) 

Al diferenciar los dos miembros de (10) con respecto a y se obtiene 

~ = sec y tan y y y está en [0, ± tí) U [tt, | tí) (11) 

A partir de la identidad tan 2 y = sec 2 y - 1, con sec y = x, se tiene 
tan 2 y = x 2 - 1 

Como y está en [0, i tí) U [n, | tí), entonces tan y es no negativo. Así, 

tan y = -jx 2 - 1 si y está en [0, | tí) U [ti, | tí) 

Si se sustituye de (10) y de esta ecuación en (11) resulta 

dx ¡ 5 , 

j- = xyx ¿ - 1 
dy 

De este modo, por el teorema 5.1.7, 

D¿(sec -1 x) = —===== (12) 

W* - 1 

donde | x\ > 1. De (12) y de la regla de la cadena se obtiene el siguiente 
teorema. 


5.7.8 Teorema 


Si u es una función diferenciare de x, entonces 

Ar(sec _l u) = — ■ ■-■■■ D x u 
uyju ¿ - 1 


► EJEMPLO 7 


f(x) = j: sec 1 


1 


Calcule f'(x) si 


x 
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Solución 



Refiérase al ejemplo 3 en el cual se demostró la identidad (4) que rela¬ 
ciona a eos -1 y sen -1 . Esta identidad puede emplearse para definir la función 
coseno inversa, y a partir de esta definición se puede determinar que el con¬ 
tradominio de eos -1 es [0, n}. Este tipo de procedimiento se empleará en la 
discusión de las dos funciones trigonométricas restantes. 


5.7.9 Definición de la función cotangente inversa 


La función cotangente inversa, denotada por cot -1 , está definida por 
cot -1 x - i k - tan -1 x donde x es cualquier número real 

De la definición, el dominio de cot -1 es el conjunto R de los números rea¬ 
les. Para determinar el contradominio de cot -1 , se escribe la ecuación de la 
definición como 


y 



FIGURA 17 


tan -1 x = - cot -1 x (13) 

Como 

-\k < tan -1 * < ijr 

al sustituir de (13) en esta desigualdad se obtiene 
- \k < \n - cot -1 x < \k 

Si se resta I n de cada miembro se tiene 

2 

-K < -COt -1 * < 0 

Ahora se multiplica cada miembro por -1 e invirtiendo el sentido de los signos 
de desigualdad se obtiene 

0 < cot -1 x < k 

Por tanto, el contradominio de la función cotangente inversa es el inter¬ 
valo abierto (0, n). Su gráfica se muestra en la figura 17. 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

(a) tan -1 1 = (b) tan _1 (-l) = 

(c) cot _1 1 = - tan -1 1 (d) cot -1 (-l) = - tan"'(-l) 

= \n- \n = \n - (~{n) 

= 4 

Con objeto de deducir la fórmula para la derivada de cot" 1 x, se derivan 
los dos miembros de la ecuación de la definición 5.7.9: 

Djícor 1 x) = D x (\n - tan" 1 x) 

= 1 
1 + x 2 

El teorema siguiente se deduce a partir de esta fórmula y de la regla de la cadena. 


5.7.10 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 
DJcoC' u) = -y-LfD x U 


y 



y = esc ! x 

FIGURA 18 


Ahora se definirá la función cosecante inversa en términos de la función 
secante inversa. ■ 


5.7.1 1 Definición de la función cosecante inverso 


.La ¿función cosecante lo Tersa, denotada por esc -1 , está defini- 
.dapor 

esc -1 x * - sec" 1 * para |.r| 2 1 


De la definición, el dominio de esc -1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El con¬ 
tradominio de esc" 1 puede obtenerse de manera semejante a la empleada para 
determinar el contradominio de cot -1 . El contradominio de esc -1 es 
(-n, - i n] U (0, i 7r], y se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 57. La 
gráfica de esc -1 se muestra en la figura 18. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 


(a) sec 1 2 = ±7t 

(c) esc" 1 2 = ~7t - sec" 1 2 


(b) sec"'(-2) = f 7T 

(d) csc _1 (-2) = '-n - sec"'(-2) 

“-i* 


◄ 


De la definición 5.7.11, «e tiene 
esc" 1 x = i 7t - sec" 1 x para | x | > 1 
Al diferenciar con respecto a x-se obtiene 


Orfcsc 1 x) = - 
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donde | x \ > 1. A partir de esta fórmula y de la regla de la cadena se tiene el 
teorema siguiente. 



FIGURA 19 


5.7.12 Teorema 


Si u es una función düferenciable de x, entonces 

D x ( esc" 1 u) -- . 1 , . . D x u 

«v« - 1 


Esta sección se concluye con un ejemplo que muestra una aplicación de 
las funciones trigonométricas inversas. En el ejemplo, un observador mira un 
cuadro colocado en una pared. Consulte la figura 19. Cuando el observador 
está alejado de la pared, el ángulo subtendido por el cuadro en los ojos del 
observador es pequeño. Conforme el observador se acerca a la pared, el ángu¬ 
lo crece hasta alcanzar un valor máximo. Después, conforme el observador 
se acerca aún más a la pared, el ángulo disminuye. Cuando el ángulo es un 
máximo, se dice que el observador tiene la “mejor vista” del cuadro. 


► EJEMPLO 8 Un cuadro de 7 pie de altura se coloca en una pa¬ 
red con su base a 9 pie sobre el nivel de los ojos de un observador, (a) Estime, 
con aproximación de pies, en la graficadora, qué tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la “mejor vista” del cuadro, (b) Confirme analíti¬ 
camente la estimación del inciso (a). 

Solución 

(a) Refiérase a la figura 19. Sean x pies la distancia del observador desde la 
pared, 8 la medida en radianes del ángulo subtendido en los ojos del 
observador por el cuadro, a la medida del ángulo subtendido en los ojos 
del observador por la porción de la pared que se encuentra entre el ni¬ 
vel de sus ojos y la base del cuadro, y /} = a + 6. De la figura, se tiene 


C0S ^ = 16 y cot a = f 

ComoO < ¡i < y 0 < a < ^.entonces 


p = cot -1 y a = cot 1 ^ 

Al sustituir estos valores de fiy «en la ecuación 8 = /} - a se tiene 


0 = cot 1 xy - cea -1 ~r x > 0 (14) 

lo y 

A fin de trazar la gráfica de esta ecuación en la graficadora, primero se 
expresa el miembro derecho de la ecuación en términos de tan -1 porque 
no existe tecla para cot”' en la graficadora. Al aplicar la definición 5.7.9, 
se tiene 


0 = ? - 


tan" 


IJL -(* - tan -1 - 
16 2 9 


8 = tan -1 £ 
9 


tan' 


-1 x_ 
16 
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[0, 20] por [0, 0.4] 

B = taiT 1 í - tan ' 1 .L 

FIGURA 20 


La figura 20 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo 
de inspección de [0, 20] por [0, 0.4]. En la graficadora se estima que el 
valor máximo de 9 ocurre cuando x — 12. 

(b) Se desea determinar analíticamente el valor de x que-hará a 6 un máxi¬ 
mo absoluto. Como x está en el intervalo (0, -t-oo), el valor máximo ab¬ 
soluto de 6 será un valor extremo relativo. 

Al diferenciar los dos miembros de la ecuación 14 con respecto a x 
se obtiene 

J_ 1 

d9 _ 16 , 9 

""‘■- te) 1 -te 

16 9 


Si se considera =— = 0 se tiene 
dx 

9(16 2 + x 2 ),- 16(9 2 + x 2 ) = 0 
-lx 2 + 9 • 16(16 - 9) = 0 

x 2 = 9 • 16 
x = ±12 

Se rechaza el valor -12 porque no está en el intervalo (0, + oo). La tabla 
2 muestra los resultados de aplicar el criterio de la primera derivada. Como 
el valor máximo relativo de 6 es un valor máximo absoluto, entonces se 
ha confirmado analíticamente la estimación del inciso (a). 

Conclusión: El observador debe estar parado a 12 pie de la pared a 

fin de que tenga la “mejor vista”. 



i dd 

1 dx 

Conclusión 

0 < x < 12 

+ 

Q es creciente 

x = 12 

0 

0 tiene un valor máximo relativo 

17 < x < +oo 

- 

Q es decreciente 


EJERCICIOS 5.7 


En los ejercicios l a 6 , determine el valor de junción exacto. 


1. (a) sen' 1 - 
(c) eos" 1 1 

2. (a) sen -1 ^ 
(c) eos -1 ^ 

3. (a) tan' 1 -L 

V3 

(c) sec' 1 -= 


4 . (a) cor 1 - 4 = 
(C) CSC" 1 ^ 


(b) sen-‘(-i) 
(d) cos" 1 ]-^) 


(b) sen-(-^) 
(d) cos-‘(-^) 
(b) tan-‘(-V3) 


I'*) 


(b) cor‘(-V3) 


-H) 


5. (a) sen 1 1 
(d) esc" 1 ]— 1) 

6. (a) eos" 1 1 
(d) sec _1 (-l) 


(b) sen 1 (—1) (c) esc 1 1 

(e) sen" 1 0 

(b) eos" 1 ]-!) (c) sec' 1 1 

(e) eos" 1 0 


7 . Dada x = sen' 1 i, determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) eos x; (b) tan x; (c) cot x; 
(d) sec x; (e) esc x. 

8. Dada x = eos' 1 determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen x; (b) tan x; (c) cot x; 
(d) sec x; (e) esc x. 

9 . Realice el ejercicio 7 si x = sen' 1 ]- 5). 

10. Realice el ejercicio 8 si x = eos' 1 ]- 1 ). 

11. Dada y = tan“ l (- 2 ), determine el valor exacto de cada 
una de las siguientes expresiones: (a) sen y; (b) eos y; 
(c) cot y\ (d) sec y; (e) esc y. 
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12. Dada t = sec _1 (-3j determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen r; (b) eos t; (c) tan r; 
(d) cot r; (e) esc t. 

En los ejercicios 13 a 24, determine el valor exacto de la expre¬ 
sión indicada. 

13. (a) sen _1 (sen i?r) (b) sen" 1 [sen(-i?:)] 

6 6 

(c) sen"'(sen | n) (d) sen _l (sen ü tt) 

O O 

14. (a) sen _1 (sen irr) (b) sen _l [sen(- I;r)] 

(c) sen _1 (sen | tt) (d) sen~'(sen | tt) 

15. (a) cos“*(cos i?r) (b) cos~ 1 [cos(-Ijt)] 

(c) cos"'(cos | tt) (d) cos _1 (cos j tt) 

16. (a) cosacos i ti) (b) cos"'[cos(-1 ti)] 

(c) cos"'(cos 2 k) (d) cos _1 (cos | tt) 

17. (a) tan _1 (tan \ tt) (b) tan~'[tan(-l^)] 

(c) tan"*(tan 1 tt) (d) tan“*[tan (- í tt) 

6 3 

18. (a) tan~'(tan \ti) (b) tan -1 [tan(- i ti)} 

(c) tan _1 (tan Ijr) (d) tan -1 [tan (-1 rr)] 

19. (a) sec"'(sec Xtt) (b) . sec _1 [sec(-i?r)] 

(c) sec _1 (sec | tt) (d) sec _1 [sec( 3 tt)] 

20. (a) sec“*(sec 1 tr) (b) sec"*[sec(- i tt)] 

(c) sec _1 (sec 2 tt) (d) sec~'(sec | tt) 

21. (a) tan[sen"' ± V3] (b) sen[tan _1 i -J2] 

22. (a) cos[tan _, ( _ 3)] (b) tan[sec _1 (-3)] 

23. (a) cos[sen"'(-j)] (b) sen[cos"'(- ~)] 

24. <a) tan[cot“'(-l)] (b) cot[tan _1 (-l)] 

En los ejercicios 25 a 30, dibuje la gráfica de junción. Apoye la 
gráfica en la graficadora. 

25. f(x) = 2 sen -1 x 26. g(x) = sen" 1 2x 

27. g(x) = tan" 1 ix 28. /( x) = 1 tan" 1 x 

29. h(x) = i eos" 1 3x 30. h(x) = 3 eos" 1 i x 

31. (a) Dibuje la gráfica de/( x) = sen(sen"* je), y apoye la grá¬ 
fica en la graficadora. Establezca el dominio y el contrado¬ 
minio de f. (b) Dibuje la gráfica de g(x) = sen _1 (senx), y 
apoye la gráfica en la graficadora. Establezca el dominio 
y contradominio de g. 

32. Realice el ejercicio 31 si f(x) = cósicos" 1 -*) y 
g(x) = cos"'(cos Jtr). 

En los ejercicios 33 a 42, calcule la derivada de la junción. 

33. (a) f(x) = sen" 1 lx (b) g(x) = tan" 1 2x 

34. (a) f(x) = eos" 1 3* (b) g(x) = sec" 1 2x 

35. (a) F(x) = 2 eos" 1 4 -x 

(b) g(t) = sec' 1 5r + esc" 1 5 1 

36. (a) g{x) = i sen" 1 e x 

(b) /(y) = tan' 1 y 2 + cot" 1 y 2 

37. (a) f(x) - sen -1 -Jl - x 2 (b) G(x) = cot' 1 — 

* 

38. (a) f(w) = 2 tan" 1 — (b) F(x) = x eos" 1 * 


39. (a) f(x) = eos" (sen x) 

(b) h(x) = 4 sen" 1 I* + x -J4 ~ x 2 

40. (a) h(x) = tan" 1 2x 


(b) g(x) = sec v x 2 +4 

41. (a) f(x) = * tan' 1 * - ln \M - x 2 
(b) g(x) = sec" 1 (2e 3í ) 

42. (a) f(x) = x sen" 1 * + * eos" 1 * 

(b) f(t) = esc" 1 -ft 

43. Un cuerpo está suspendido dé un resorte y vibra vérti- 

calmente de acuerdo con la ecuación . 

y = 2 sen 4^(r + |) 


donde y centímetros es la distancia dirigida del cuerpo des¬ 
de su posición central; segundos después de iniciado el mo¬ 
vimiento y el sentido positivo se considera hacia arriba, (a) 
Resuelva la ecuación para r. (b) Utilice la ecuación del inciso 
(a) para determinar los tres valores positivos más pequeños 
para los cuales el cuerpo está 1 cm sobre su posición central. 



44. Una corriente alterna de 60 ciclos está descrita por la ecua¬ 
ción x = 20 sen 120rr (t - Jij), donde * amperes es la 
corriente a los t segundos, (a) Resuelva la ecuación para 
r. (b) Utilice la ecuación del inciso (a) para determinar los 
tres valores positivos más pequeños para los cuales la co¬ 
rriente es de 10 amperes. 

45. Obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
la gráfica de la ecuación y = sec _1 (2x + i) en el punto 

(I, I*). 

46. En el ejemplo 8, demuestre que otra ecuación que define a 
0 en términos de je es 


0 —^ tan 1 


lx 

x 1 + 144 


Utilice esta ecuación para determinar qué tan lejos de la 
pared debe estar ubicado el observador para que tenga 
la “mejor vista” del cuadro. 


47. Un anuncio de 3 pie de altura está colocado en una pared 
con su base a 2 pie arriba del nivel de lós ojos de una mujer 
que intenta leerlo, (a) Estime en la graficadora, con aproxi¬ 
mación de centésimos de pies, qué tan retirada de la pared 
debe estar la mujer a fin de .que tenga la “mejor vista” del 
anuncio; es decir, de modo que el ángulo subtendido por 
el anuncio en sus ojos sea un máximo, (b) Confirme analí¬ 
ticamente la estimación del inciso (a). 


48. El ejemplo 8 y el ejercicio 47 son casos particulares déla 
situación más general: un objeto (por ejemplo, un cuadro 
o un anuncio) de a pies de altura e$tá colocado en una pared 
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con su base a b pies sobre el nivel de los ojos de un ob¬ 
servador. Demuestre que el observador obtiene la “mejor 
vista” del objeto cuando la distancia del observador desde 
la pared es -jb(a + b) pies. 

En los ejercicios 49 a 55, defina las variables precisamente 
como números de unidades de medición. Utilice el símbolo t 
para representar el tiempo y defina las otras variables en tér¬ 
minos de t. No olvide escribir una conclusión. 

49. Un cuadro de 40 cm de altura está colocado en una pared 
con su base a 30 cm del nivel de los ojos de un observador. 
Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
40 cm/s, ¿qué tan rápido cambia la medida del ángulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador cuan¬ 
do éste se encuentra a 1 m de la pared? 

50. En un muelle, un hombre tira mediante una cuerda de un 
bote a una tasa de 2 pie/s. Las manos del hombre están 
20 pie arriba del nivel del punto donde la cuerda está atada 
al bote. ¿Qué tan rápido cambia la medida del ángulo de 
depresión de la cuerda cuando hay 52 pie de cuerda suelta? 

51. Un faro se localiza a 3 km de la playa recta. Si gira a 2 r pm 
(revoluciones por minuto), calcule la rapidez de su rayo 
luminoso a lo largo de la playa cuando el rayo se halla a 
2 km del punto de la playa más cercano al faro. 



52. Una escalera de 25 pie de longitud se recarga sobre una 
pared vertical. Si la base de la escalera se jala horizon¬ 
talmente alejándola de la pared de modo que su parte 
superior se deslice hacia abajo a 3 pie/s, ¿qué tan rápido está 
cambiando la medida del ángulo formado por la escalera 
y el suelo cuando la base de la escalera está a 15 pie de 
la pared? 

53. Una mujer camina a una tasa de 5 pie/s a lo largo de un 
diámetro de un patio circular. Una luz, ubicada en el extre¬ 



mo de un diámetro perpendicular al de su trayectoria pro¬ 
yecta su sombra sobre la pared circular. ¿Qué tan rápido 
se mueve la sombra a lo largo de la pared cuando la distan¬ 
cia de la mujer al centro del patio es de I r, donde r pie es 
el radio del patio? 

54. En el ejercicio 53, ¿qué tan retirada está la mujer del cen¬ 
tro del patio cuando la rapidez de su sombra a lo largo de la 
pared es de 9 pie/s? 

55. Una cuerda se ata a un cuerpo y se pasa por un gancho que 
se encuentra a 8 pie sobre el suelo, La cuerda es tirada so¬ 
bre el gancho a una tasa de | pie/s y arrastra el cuerpo por 
el suelo. Si la longitud de la cuerda entre el cuerpo y el gan¬ 
cho es x pies cuando la medida en radianes del ángulo 
formado por la cuerda y el suelo es 0 , determine la tasa de 
variación (derivada) de 0 con respecto a x. 

56. Demuestre en dos formas que si x > 0, entonces 

tan -1 x + tan -1 - = -n 
x 2 

(a) utilice la definición 5.7.9; (b) demuestre que tan -1 x y 
tan -1 \¡x difieren por una constante y después determine 
la constante. 

57. Demuestre que el contradominio de la función cosecante 
inversa es (— zr, -1 zr] U (0, |tr]. 

58. Confirme la ecuación 

DJlan~' x) = —Ly 
1 + x l 

en la graficadora. También dé una interpretación geomé¬ 
trica de esta ecuación como se hizo con las ecuaciones (3) 
y (7). 

59. Sea 

f(x) = tan -1 — - cot -1 x 
x 

(a) Demuestre que/'ú) = 0 para toda x en el dominio de 
/. (b) Demuestre que no existe constante C para la cual 
f(x) = C para toda x en el dominio de/. (c) ¿Por qué el in¬ 
ciso (b) no contradice el teorema 4.1.2? 

En los ejercicios 60 a 62, una expresión algebraica en la varia¬ 
ble x se representa como una expresión trigonométrica en la 
variable 0 mediante una sustitución que implica una Junción 
trigonométrica inversa. Este tipo de sustitución se requerirá en 
la sección 7.3. 

60. Demuestre que la sustitución 0 = sen _1 ( ?x) en la expre¬ 
sión - x 2 conduce a 3 eos 0, y explique cómo se 
emplea el dominio de 0 . 

61. Demuestre que la sustitución 0 = tan T '( i x) en la expre¬ 
sión - Jx 2 + 4 conduce a 2 sec 0 , y explique cómo se uti¬ 
liza el dominio de 0 . 

62. Demuestre que la sustitución 0 = sec''( i x) en la expre¬ 
sión -Jx 2 - 25 conduce a 5 tan 0, y explique cómo se 
emplea el dominio de 0 . 
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5.8 INTEGRALES QUE PRODUCEN FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


A partir de las fórmulas de las derivadas de las funciones trigonométricas 
inversas se obtienen algunas fórmulas de integración indefinida. El teorema 
siguiente proporciona tres de estas fórmulas. 


j 5.8.1 Teoremo 1 

r du 

= sen -1 u + C 

U) 

J Vi - M 2 

r du 

= tan" 1 u + C 

(2) 

j i + « 2 

du 

= sec" 1 u + C 

(3) 

J Uylu 2 - 1 


La demostración de cada fórmula es inmediata considerando la derivada 
del miembro derecho. El teorema siguiente proporciona algunas fórmulas 
más generales. 


I 5.8.2 Teorema 1 

í , du 

= sen" 1 - + C 

donde a > 0 

(4) 

J -Ja 2 - u 2 

a 



du 

= —tan" 1 — + C 

donde a * 0 

(5) 

J a 2 + u 2 

a a 



du 

= — sec -1 - + C 

donde a > 0 

(6) 

J «Vu J - a 2 

a a 




Demostración Estas fórmulas pueden demostrarse al calcular la derivada 
de los miembros derechos y obtener los integrandos. Se demostrará la fór¬ 
mula (4). 



Las demostraciones de (5) y (6) se dejan como ejercicios (consulte los ejer¬ 
cicios 32 y 33). _ ■ 

Las fórmulas del teorema 5.8.2 también pueden demostrarse realizando 
un cambio de variable conveniente y después aplicando el teorema 5.8.1 
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(refiérase a los ejercicios 34 a 36). Observe que las fórmulas del teorema 
5.8.2 contienen a las del teorema 5.8.1 considerando a = 1. 


► EJEMPLO I Evalúe 

í dx 
J V4 - 9x 2 

Solución 

í dx _ J_ f d(3x) 

J -y/4 - 9x 2 3 J ^4 - (3.x) 2 


◄ 


En los tres ejemplos siguientes se completa el cuadrado de una expresión 
cuadrática a fin de escribir el integrando de modo que sea posible aplicar el 
teorema 5.8.2. 


' 

. 


EJEMPLO 2 

dx 


Evalúe 


3x 2 - 2x + 5 

y apoye la respuesta gráficamente 

Solución 

í_*_ = í 

J 3x 2 - 2x + 5 J 

A fin de completar el cuadrado de x 2 - se suma |, y como i está 
multiplicado por 3, en realidad se suma | en el denominador, de modo que 
también se restará | del denominador. Por tanto, se tiene 


dx 


3(x 2 - j x) + 5 


í_ 4x _ = í 

J 3x 2 - 2x + 5 J 
= 1 


dx 


3(x 2 - 1 
dx 


f x + i) + 5 


3(x 


r 

1 

3 


i) 2 + 11 
3 ; 3 

dx 


(x - 

3 

Ví 4 


i) 2 + 11 
3 ; 9 


tan" 


lí £_3 

U VÍ4 


+ c 


VÍ4 


i-tan- 1 ' 3 * - 1 


VÍ4 


+ c 


Esta respuesta se apoya gráficamente al trazar las gráficas de 


y = 


i 


3x 2 - 2x + 5 


y NDER| 




3xj- 1 
VÍ4 


X 
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i 

3x 2 -2x + 5 


NDErÍ -i^tan" 1 3 *__ 1 ,x 
A VIS , 

FIGURA 1 


en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por [0, 0.5], como se muestra en la 
figura 1. El hecho de que las gráficas coincidan apoya la respuesta. 4 


► EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar 
con seis dígitos significativos el valor de 

f 1 (2x + l)dx 
J 0 x 2 + 2x + 5 

Confirme analíticamente la respuesta. 

Solución En la graficadora se calcula 

NINT 2x - + 7 —,0,1) = 1.27438 
{ x 2 + 2x + 5 ) 


Para confirmar analíticamente la respuesta, es necesario evaluar la integral 
definida. Pero primero se evaluará la integral indefinida. 

Debido a que d(x 2 + 2x + 5) = (2x + 2)dx, se escribe el numerador 
como (2jc + 2)dx + 5dx y se expresa la integral original como la suma de 
dos integrales. 


f (2x + 7)dx 
J x 2 + 2x + 5 


1 : 


(2x + 2 )dx 


+ 5 


h 


x 2 + 2jc +■ 5 
ln \x 2 + 2x + 5 I + 5 


i 


dx 

+ 2.x + 5 
dx 

(x + l) 2 + 4 


= ln(jc 2 + 2 jc + 5) + —tan 


5 ,„_-i x + 1 


+ C 


2 2 

Nota: \x 2 + 2x + 5 | = x 2 + 2x + 5porquex 2 + 2x + 5 > Oparatodax 

- 2 X J í n Tí - \ = ln <* 2 + 2x + 5) + fian- 1 
x ¿ + 2x + 5 2 2 Jo 


í 


= ln8 + | tan 1 1 - (ln 5 + ¡tan'I) 

= 1.27438 

lo cual confirma la respuesta. 4 


► EJEMPLO 4 

r2- V2 


Calcule el valor exacto de 




6 dx 


(2 - x)4x 2 


4x + 3 


Solución Primero se evaluará la integral indefinida 
j 6 dx _ i 6 dx 

J (2 - x)s/x 2 - 4x + 3 J -(x - 


2)4(x 2 ~ 4x + 4) - 1 


= -6 - 

. (* - 


c 2 - 
dx 


2)V(x -2) 2 -l 

= -6 sec“’(x - 2) + C 
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Por tanto, 

■ 2 - -J2 


6 dx 


2-J2 


(2 - x)4x 2 - 4x + 3 


= -6 sec '(jr - 2) 


= -6[sec~ l (--y/2) - sec~'(-2)] 

4 , 


= -6(f* 

= 5* 





1 


1 + jc 1 

FIGURA 2 


► EJEMPLO 5 Calcule el área exacta de la región del primer 
cuadrante limitada por la curva 

1 

y = 

el eje x, el eje y y la recta x = 1. 

Solución La figura 2 muestra la región y un elemento rectangular de 
área. Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 


A = lím Y —-—- A¡x 
IU1-0 ~ 1 + H-, 2 ‘ 

1 

dx 


-[ 

- tan' 


1 + x 2 


rt,í 

Jn 


= tan 1 1 - tan -1 0 

= i* - 0 

4 

= i* 


EJERCICIOS 5.8 


En los ejercicios I a 16, evalúe la integral indefinida. Apoye la 
respuesta gráficamente o mostrando que la derivada de la res¬ 
puesta es el integrando. 


L 

3 -í 

" í 


4x ¿ 


9x ¿ + 16 
dx 


4x-)x 2 - 

í r 

J Vló - 9r‘ 


16 

,dr 




e 


-dx 


1 + e ¿ 
dx 

(1 + x)\fx 


-J 


25 


Vi - 16f 2 


-dx 


I 

Í-= 

J Uyl6u 


x* + 16 
du 


10. J 
!2. f 


VTT 


rdx 


ds 


4is 


13. J. 

15. f • _ 

J Vl5 + 2x - x 2 

16. f 2dt 


: 2 - X + 2 
dx 


U. j 


dx 


V3x - x 2 


(t ~ 3 )4i 


6t + 5 


En los ejercicios 17 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


17. í -L± 

J 0 1 + 


1, f 

J 2 

19. í . - 20. í 

J-4 4~t 2 - 6t - 5 J 0 

21. í -—- 

Jo e* + 


dx 


VÜ 


4x + 13 

-- dx 


r */6 

22. —i 

Jo 1 + 


9 tan 2 x 


dx 
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23. f -^- 5 - 24. f j*_ 

Ji ■*[! + 0 n x ) 1 Ji/ x^4x 2 - 1 

En los ejercicios 25 a 28, emplee NINT en la graficadora para 
aproximar, con seis dígitos significativos, el valor de la inte¬ 
gral definida. Confirme analíticamente la respuesta. 


». r 

Jo 


-J8 - 2x - x 2 


r dx 26. 


•í 


2 + x 


2x 3 


2x l - 4x + 3 


-dx 28. 


V4 - 2x - x 2 

!. f 4 ^- dx 

J, X 2 + X + 1 


-dx 


(a) Resuelva ( 8 ) para v con la finalidad de obtener 
v = ±k^a 2 '- . 5 2 . Nota: tome a 2 k 2 como la constante 
arbitraria de integración, y justifique esta elección, (b) Al 
considerar v = ds¡dt en la solución del inciso (a) se ob¬ 
tiene la ecuación diferencial 

^ = ±Wa 2 - r 2 (9) 

at 

Al tomar t = 0 en el instante cuando v = 0 (y en conse¬ 
cuencia s = a), resuelva (9) para obtener 

s = a eos kt ( 10 ) 


29. Determine el área exacta de la región acotada por la curva 
y = 8/(x 2 - 4), el eje x, el eje y y la recta x = 2. 

30. Calcule el área exacta de la región limitada por la curvas 
x 2 = 4 ay y y = 8a 3 /(x 2 + 4a 2 ). 

31. Determine el área exacta de la región acotada por la 
curva y = 1 / V5 - Ax - x 2 , el eje x, el eje y y las rectas 

x = yx = -i. 

En los ejercicios 32 y 33, demuestre la fórmula mostrando que 
la derivada del miembro derecho es igual al integrando. 


32. 


33. 


I: 

í; 


. du 


du 




I tan - 1 “ + C 
a a 

= i. sec ' 1 ü + C 
a a 


si a > 0 


En los ejercicios 34 a 36, demuestre la fórmula indicada del 
teorema 5.8.2 efectuando un cambio de variable adecuado y 
después aplicando el teorema 5.8.1. 

34. Fórmula (4) 35. Fórmula (5) 36. Fórmula ( 6 ) 


(c) Muestre que el máximo valor para | s | es a. El número 
a se denomina amplitud del movimiento, (d) La partícula 
oscilará entre los puntos donde s = a y s = -a. Si T 
segundos es el tiempo empleado para que la partícula vaya 
de a a -a y regrese, demuestre que T = 2lt¡k. El número 
T recibe el nombre de periodo del movimiento. 

38. Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuación de movimiento s = 5 - 10 sen 2 2r, donde s cen¬ 
tímetros es la distancia dirigida de la partícula desde el 
origen a los t segundos, (a) Utilice el resultado del inciso 
(b) del ejercicio 37 para verificar que el movimiento es 
armónico simple, (b) Verifique que el movimiento es ar¬ 
mónico simple mostrando que la ecuación diferencial (7) 
se satisface, (c) Determine la amplitud y el periodo de este 
movimiento. 

En los ejercicios 39 a 41, demuestre que el valor exacto de la 
integral definida es n. Después aproxime 7C, con nueve dígitos 
significativos, aplicando NINT a la integral definida en la gra¬ 
ficadora. 


37. En la sección 2.8 se estableció que una partícula que se 
desplaza sobre una recta tiene movimiento armónico simple 
si la medida de su aceleración siempre es proporcional a 
la medida de su desplazamiento desde un punto fijo de la 
recta, y su aceleración y su desplazamiento tienen sentidos 
opuestos. Por tanto, si a los t segundos, s centímetros es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen y v centí¬ 
metros por segundo es la velocidad de la partícula, enton¬ 
ces una ecuación diferencial para el movimiento armónico 
simple es 

£ = ~k 2 s (7) 

at 

donde i 2 es la constante de proporcionalidad y el signo 
menos indica que la aceleración tiene sentido opuesto al 

del desplazamiento. Como ~ = — • —, se deduce 
dt ds dt 

que ^ = v—. De modo que (7) puede escribirse como 
dt ds 

v^ = -k 2 s (8) 

ds 



42. Demuestre las fórmulas (a), (b) y (c) mostrando que la 
derivada del miembro derecho es igual al integrando. Des¬ 
pués explique por qué la fórmula es equivalente a la 
fórmula correspondiente del teorema 5.8.1. 

(a) I = -eos " 1 u + C 

J Vi - « 2 

(b) = -cor 1 u + C 
J I + u 2 

(c) I — = -esc -1 u + C 

J u-Ju 2 - 1 
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5.9 FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Ciertas combinaciones de e x y e~ x aparecen con frecuencia en algunas aplica¬ 
ciones de matemáticas, especialmente en ingeniería y física. Estas combinacio¬ 
nes se denominan funciones hiperbólicas, de las cuales las dos más importantes 
son el seno hiperbólico y el coseno hiperbólico. Al final de esta sección se de¬ 
muestra que los valores de estas funciones están relacionados con las coordena¬ 
das de los puntos de una hipérbola equilátera de manera semejante a la forma en 
que los valores de las funciones trigonométricas correspondientes están rela¬ 
cionados con las coordenadas de los puntos de una circunferencia. 


5.9.1 Definición de las funciones seno hiperbólico 
y coseno hiperbólico 


La función seno hiperbólico, denotada por se oh, y la función coseno 
hiperbólico, denotada por cosh, están definidas como signe: 

senhx = ~——— cosh a = -— * g 

2 2 

donde x es cualquier número real. 


De la definición, el dominio de cada una de estas funciones es el conjunto 
R de los números reales. El contradominio de senh también es el conjunto R. 
Sin embargo, el contradominio de cosh es el conjunto de números del inter¬ 
valo [1, + oo). Como 

senh (-*) = e ~ J ~ gJ 

_ e x - e~ x 
2 

= -senh x 

el seno hiperbólico es una función impar y el coseno hiperbólico es una fun¬ 
ción par. 

Las fórmulas de las derivadas de las funciones seno hiperbólico y el co¬ 
seno hiperbólico se obtienen mediante la aplicación de la definición 5.9.1 y 
diferenciando las expresiones resultantes que contienen funciones exponen¬ 
ciales. Así, 

D^senhx) = ~ j D x (cosh x) = D x ( e ~* ) 

e ~ x + e x _ e* - e~ x 

2 "2 

= cosh x = senh x 

De estas fórmulas y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


cosh (-x) 


2 

= cosh x 


5.9.2 Teorema 


Si u es una función diferenciable de x, entonces 

D,(senhu) = cosh uD x u 
D x (cosh u) = senh u D x u 
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Como D x (senh x) > 0 para toda x, la función seno hiperbólico es cre¬ 
ciente en su dominio completo. Con esta información, el conocimiento de que 
es una función impar y algunos valores obtenidos con la calculadora, se tie¬ 
ne la gráfica de la función seno hiperbólico, la cual se muestra en la figura 1. 

La función coseno hiperbólico es decreciente en el intervalo (-oo, 01 
porque D t (cosh x) < 0 si x < 0, y es creciente en el intervalo [0, +oo,) por¬ 
que jDjfcosh x) > 0 si x > 0. Además, el coseno hiperbólico es una función 
par. Con estos hechos y algunos valores de cosh x , obtenidos con una calcu¬ 
ladora, se tiene la gráfica de la función coseno hiperbólico, la cual se presenta 
en la figura 2. 

Las otras cuatro funciones hiperbólicas se definen en términos del seno 
hiperbólico y del coseno hiperbólico. Observe que cada una satisface una 
identidad análoga a la que satisfacen las funciones trigonométricas corres¬ 
pondientes. 


FIGURA 1 


y 



5.9.3 Definición de las otras cuatro funciones 
hiperbólicas 


Las funciones tangente hiperbólica, cotangente hiperbólica, secante 
hiperbólica y cosecante hiperbólica, denotadas respectivamente por 
tanh, coth, sech y csch, están definidas como sigue: 


tanh* = 

senh * 

coth* = 

cosh * 

cosh x 


senh * 

sech* = 

1 

csch* - 

1 

cosh * 

senh * 


FIGURA 2 


y 


y = i 



y = -1 


y ~ tanh x 

FIGURA 3 



y — coth x 

FIGURA 4 


Las funciones hiperbólicas de esta definición pueden expresarse en tér¬ 
minos de e x y e~ x aplicando la definición 5.9.1: 


tanh x = 


e x 

e x 



coth x = 


e x + e~ x 

e x _ e -x 


sech x = 


2 

gX + g-x 


csch x = 



La gráfica de la tangente hiperbólica se muestra en la figura 3. Su domi¬ 
nio es el conjunto R de los números reales y su contradominio es el intervalo 
abierto (-1, 1). La figura 4 presenta la gráfica de la cotangente hiperbó¬ 
lica cuyo dominio es (-oo, 0) U (0, +oo) y cuyo contradominio es 
(-oo,-l) U (1, + 00 ). Observe de las figuras 1 a 4, que ninguna de estas funcio¬ 
nes es periódica, mientras que las funciones trigonométricas correspondien¬ 
tes son periódicas. 

Las identidades que son satisfechas por las funciones hiperbólicas son 
semejantes a las que relacionan funciones trigonométricas. Cuatro de las iden¬ 
tidades fundamentales se dan en la definición 5.9.3. Las otras cuatro identi¬ 
dades fundamentales son las siguientes: 


tanh* = 
cosh 2 * - senh 2 * = 


I 

coth * 
1 


1 - tanh 2 * = sech 2 * 

1 - coth 2 * = -csch 2 * 
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La primera de estas identidades se deduce inmediatamente de las defini¬ 
ciones de tanh x y coth x. Las otras tres pueden demostrarse aplicando las 
fórmulas para las funciones en términos e x y e~ x . Por ejemplo, 

cosh 2 * - senh 2 * = + 2 «~* ) 2 - f- 

_ ±(e 2x + 2e° + e~ 2x - e 2x + 2e° - e -2 *) 

= 1 

Otras identidades pueden demostrarse a partir de las ocho identidades 
fundamentales. 

Las dos relaciones siguientes pueden obtenerse de la definición 5.9.1: 

cosh* + senh x = e x 
cosh x - senh x = e~ x 

Estas relaciones son útiles para demostrar las siguientes identidades: 


senh(* + y) = senh a: cosh y + cosh x senh y 
coshfjc + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


Si se sustituye y por x en estas dos identidades, se tiene 


senh 2x = 2 senh x cosh jc 
cosh 2x - cosh 2 x + senh 2 x 


A fin de obtener la derivada de la tangente hiperbólica, se aplican algunas 
de las identidades: 

_ cosh 2 x — senh 2 x 
cosh 2 x 

1 

cosh 2 x 
= sech 2 x 

Las fórmulas de las derivadas de las tres funciones hiperbólicas restan¬ 
tes son: £)*(coth x) = -csch 2 x\ D x (sech x) = -sech x tanh x\ £>,(csch x) = 
-csch x coth x. Las demostraciones de estas fórmulas se dejan como ejer¬ 
cicios (refiérase a los ejercicios 11 y 12). 

A partir de estas fórmulas y de la regla de la cadena se obtiene el teore¬ 
ma siguiente. 


5.9.4 Teorema 


Si u es una función diferenciare de x, entonces 

D,(tanhu) = sech 2 u D x u 
D x (coth u) - -csch 2 u D x u 
D x (sech u) = -sech u tanh u D x u 
D x (csch u ) - -csch u coth u D x u 
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Observe que las fórmulas de las derivadas del seno, coseno y tangente hi¬ 
perbólicos tienen signo más, mientras que la cotangente, secante y cosecante 
hiperbólicas tienen signo menos. Aparte de esto, las fórmulas son semejan¬ 
tes a las fórmulas correspondientes de las derivadas de las funciones trigo¬ 
nométricas. 


► EJEMPLO I Calcule f'(x) y simplifíquela mediante identida¬ 
des de funciones hiperbólicas si 


f(x) = | ln tanh x 


Solución 



m = j 

1 

■ D^jtanh jc) 

tanh x 

1 

1 

• sech 2 x 

2 

tanh x 

1 

cosh x 

1 

2 

senh x 

cosh 2 x 


1 


2 senh x cosh x 


1 


senh 2x 


= csch 2x 



Las fórmulas de integración indefinida del teorema siguiente se deducen 
a partir de las fórmulas correspondientes de diferenciación de los teoremas 
5.9.2 y 5.9.4. 


5.9.5 Teorema 


1 

í 


j senh udu = 
j cosh udu = 
j sech 2 udu = 
j csch 2 u du = 
sech u tanh udu = 


csch u coth udu = 


cosh u + C 

senh u + C 

tanh u + C 

-coth u + C 

-sech u + C 

-csch u + C 


Las técnicas aplicadas para integrar funciones hiperbólicas son semejan¬ 
tes a las empleadas para integrar funciones trigonométricas. Los dos ejemplos 
siguientes ilustran el procedimiento. 
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► EJEMPLO 2 Evalúe 

senh x cosh 2 x dx 

Solución 


/' 


j senh x cosh 2 xdx = j cosh 2 x (senh x dx) 


= |cosh 3 x + C 


◄ 


► EJEMPLO 3 Evalúe 


f 1 

tanh 2 xdx 

Jo 

con cuatro dígitos significativos y apoye la respuesta utilizando NINT en la 
graficadora. 

Solución 


tanh 2 x dx 

J o 



(1 - sech 2 x) dx 


l 


x - tanh* 


J o 

1 - tanh 1 + tanh 0 

1 - 0.7616 + 0 
0.2384 


En la graficadora se obtiene 

NINT(tanh 2 *, 0, 1) = 0.2384 

lo cual apoya la respuesta. ^ 


y 



FIGURA 5 


La gráfica de la función definida por 

f(x) = a cosh — a > 0 

a 

se muestra en la figura 5. El punto más bajo se encuentra en (0, a), la función 
/ es decreciente cuando * < 0 y es creciente cuando * > 0, y la gráfica es 
cóncava hacia arriba en todo punto. Se le pedirá que confirme analíticamen¬ 
te estas propiedades en el ejercicio 61. Esta gráfica recibe el nombre de 
catenaria, una curva formada por un cable flexible de densidad uniforme que 
cuelga libremente de dos puntos bajo su propio peso. Algunos cables de puen¬ 
tes colgantes, algunos suspendidos de postes telefónicos y algunos otros con 
corriente eléctrica para los tranvías y trolebuses, penden en esta forma. 

En la gráfica del seno hiperbólico mostrada en la figura 1, observe que 
cualquier recta horizontal intersecta a la gráfica en a lo más un punto. Por 
tanto, el seno hiperbólico es uno a uno. Además, el seno hiperbólico es conti¬ 
nuo y creciente en su dominio, lo cual se le pedirá que demuestre en el ejercicio 
62. Así, esta función tiene una inversa la cual se definirá a continuación. 
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FIGURA 6 


5.9.6 Definición de la Función seno hiperbólico inverso 


La fundón seno hiperbólico inversa, denotada por senh ', está de¬ 
finida como sigue: 

y = senil' 1 * si y sólo si * = senh y 
donde y es cualquier número real. 

Tanto el dominio como el contradominio de senh -1 son el conjunto R de 
los números reales. La gráfica de esta función se presenta en la figura 6. De la 
definición, 

senh(senh' 1 x) = x y senh _1 (senh y) = y 

En la figura 2 observe que una recta horizontal, y = k donde k > 1, 
intersecta la gráfica del coseno hiperbólico en dos puntos. Por lo que cosh no 
es una función uno a uno y, en consecuencia, no tiene una función inversa. En 
la misma forma en que se obtuvieron las funciones trigonométricas inversas, 
se restringirá el dominio de cosh y se definirá una nueva función como sigue: 

F(x) = cosh* * > 0 


y 



FIGURA 7 


El dominio de esta función es el intervalo [0, +oo) y su contradominio es el 
intervalo [1, + oo). La figura 7 muestra la gráfica de F. Como F es continua 
y creciente en su dominio, entonces tiene una inversa, denominada función 
coseno hiperbólico inversa. 


5.9.7 Definición de la función coseno hiperbólico inverso 


La fijación coseno hiperbólico inversa, denotada por cosh 1 , está de¬ 
finida como sigue: 

y = cosh" 1 * si y sólo si * = cosh y y y 2 0 

El dominio de cosh" 1 es el intervalo [1, + 00 ) y su contradominio es 
[0, + 00 ). La gráfica de cosh" 1 se muestra en la figura 8. De la definición 5.9.7, 

cosh (cosh" 1 x) = x si * > 1 


y 



y 

cosh _1 (coshy) = y si y > 0 

Como con el seno hiperbólico, cualquier recta horizontal intersecta las 
gráficas de las funciones tangente y cotangente hiperbólicas a lo más en un 
punto. Esto se puede observar en la figura 3 para la tangente hiperbólica y en la 
figura 4 para la cotangente hiperbólica. Por tanto, estas dos funciones son uno 
a uno y tienen una inversa. 


5.9.8 Definición de las funciones tangente 
y cotangente hiperbólicas inversas 


Las ftlDctones tangente hiperbólica inversa y cotangente hiper¬ 
bólica inversa, denotadas respectivamente por tanh" 1 y coth" 1 , están 
definidas como sigue: 

y = tanh" 1 * si y sólo si * = tanh y 
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y = tanh" 1 x 


FIGURA 9 

y 



y = coth ‘x 

FIGURA 10 


donde y es cualquier número real; 

y = coth' 1 x si y sólo si x = coth y 
donde y e (-oo, 0) U (0, +eo). 


El dominio de la función tangente hiperbólica inversa es el intervalo 
abierto (-1, 1) y su contradominio es el conjunto R de los números reales. La 
gráfica de tanh -1 se presenta en la figura 9. 

El dominio de la función cotangente hiperbólica inversa es 
(-oo, -1) U (1, + oo) y su contradominio es (-oo, 0) U (0, +oo). La figura 10 
muestra la gráfica de coth -1 . 

No se tratarán las funciones secante hiperbólica inversa y cosecante 
hiperbólica inversa debido a que rara vez se emplean. 

Las funciones hiperbólicas inversas se pueden expresar en términos de 
logaritmos naturales. Esto no debe causar sorpresa porque las funciones hiper¬ 
bólicas se definieron en términos de la función exponencial natural, la inversa 
de la función logarítmica natural, Las siguientes son las expresiones para las 
cuatro funciones hiperbólicas inversas que se han tratado. 


senh -1 x = 

ln(x + -Jx 2 +1) x es un número real 

(1) 

cosh -1 x = 

ln(r + i/* 2 - 1) x ¿ 1 

(2) 

tanh -1 x = 

i„l±X W<1 

(3) 

coth -1 x = 

Ul > i 

(4) 


Se demostrará la fórmula (1); las demostraciones de las otras tres fór¬ 
mulas son semejantes. A fin de demostrar (1), considere 

y = senh -1 x 

De la definición 5.9.6, x = senh y. Si se aplica la definición 5.9.1 a senh y, 
se obtiene 

_ _ e> - 
2 

2x = ey - i- 
e> 

de donde se deduce 

e 2y - 2xe y -1=0 

Al resolver esta ecuación para e y mediante la fórmula cuadrática, se obtiene 

y = 2* ± v/4* 2 + 4 
2 

e y = x ± -Jx 2 + 1 

Se puede desec har el si gno menos en esta ecuación debido a que e y > 0 para 
toda yyx- -jx 2 + 1 < 0, para toda x. Por tanto, 

y = ln(x + Vx 2 + 1) 

y como y = senh -1 x, se ha demostrado (1). 
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r EJEMPLO 4 Exprese cada una de las siguientes expresiones 
en términos de un logaritmo natural: (a) senh -1 2; (b) tanh -l (-1). 

Solución 

(a) De (1), (b) De (3), 


senh 1 2 = ln(2 + V5) 


tanh '(-f) = i ln | 

Z 5 

= |ln 3 -2 
= -ln3 ◄ 


A continuación se aplicará la ecuac ; ' (1) para calcular la derivada de la 
función seno hiperbólico inversa. 

D x (senh -1 x) = D x ln(x + Vx 2 + I, 


x + -ix 2 + 1 

'Jx 2 + 1 + X 

Vx 2 + l(x + t/x 2 + 1) 

1 

Las fórmulas de las derivadas para las otras tres funciones hiperbólicas in¬ 
versas se determinan de manera semejante a las fórmulas (2), (3) y (4). La ob¬ 
tención de sus derivadas se dejan como ejercicios (refiérase los ejercicios 37 a 39). 
A partir de estas fórmulas y de la regla de la cadena, se tiene el teorema siguiente. 


I 5.9.9 Teorema 1 

Si u es una función diferenciable de x, entonces 


D x (senh -1 u) = --J- D x u 

Vu 2 + l 

(5) 

D^cosh -1 u) - , . l _ D x u u > 1 

V« 2 - i 

(6) 

D,(tanh -1 «) = —— ~-D x u |u| < 1 

1 - u ¿ 

(7) 

£> x (coth -1 «) = —— t D x u |u| > 1 

1 - u ¿ 

(8) 


► EJEMPLO 5 Calcule si 

dx 

y = tanh -1 (cos 2x) 

Solución De (7), 


dy 

dx 


1 

1 - eos 2 2x 
-2 sen 2x 
sen 2 2x 


(-2 sen 2x) 
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-2 

sen 2x 

= -2 esc 2x ' ^ 

La aplicación principal de las funciones hiperbólicas inversas está re¬ 
lacionada con la integración, donde se emplean las fórmulas del teorema 
siguiente. 


1 5.9.10 Teorema 1 

f du 

= senh 1 - + C 


J + a 2 



a 



= 

ln(u + Vm 2 + a 2 ) + C si a > 0 

(9) 

du 

= cosh 1 - 

- + c 


J -Ju 2 - a 2 


1 

a 



= 

ln(u + ylu 2 - a 2 ) + C si u > a > 0 

(10) 

r J 


[ i tanh -1 — + C si 1 u 1 < a 


du 


a 

a 


J a 2 -u 2 


- tanh -1 — + C si luí > a 




l a 

a 



_ 

y-ln 

a -*■ “1 + Csi«*aya*0 

(11) 



2a 

a — u\ 



Las fórmulas de este teorema pueden demostrarse mediante el cálculo de 
la derivada del miembro derecho y observando que se obtiene el integrando. 
Se mostrará el procedimiento al probar la fórmula (9). 

Demostración de (9) 



y 


como a > 0, y a 2 
Z)„^senh -1 — j = 



■Ju 2 + a 2 a 


■ a; de modo que 
1 


A fin de obtener la representación en términos de logaritmos naturales, 
se utiliza la fórmula (1), obteniéndose 

senb- 1 í = ln(j + ^ + l) 



= ln (u + + a 2 ) - ln a 
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Por tanto 

senil -1 — + C = ln(w + V« 2 + a 2 ) - ln a + C 
a 

- ln(« + vm 2 + a 2 ) + Cj 


donde = C - ln a. m 

En el capítulo 7 se estudiarán otras técnicas para evaluar las integrales 
del teorema 5.9.10. Las fórmulas del teorema proporcionan representacio¬ 
nes alternativas de la integral en cuestión. Cuando se evalúa una integral en la 
que ocurre una de esas formas, la representación hiperbólica inversa puede 
ser más fácil de emplear y en ocasiones es menos engorrosa de escribir. 


► EJEMPLO ó Evalúe 

f , * 

J Va:^ — 6x + 13 

y escriba la respuesta en términos de un logaritmo natural. 
Solución Se aplicará (9) después de completar el cuadrado. 


f & = í 

J Vx 2 - 6x + 13 J 

■/ 


dx 


JÍX* - 6x + 9) + 4 
dx 

4(x ~3) 2 +4 


= ln(jr - 3 + %/x 2 - 6x + 13) + C 


◄ 


► EJEMPLO 7 

' 10 


Calcule el valor exacto de 


* i 


dx 


V* 2 - 25 


en términos de funciones hiperbólicas inversas y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 

Solución De la fórmula (10), 




dx 


V * 2 


= cosh 


25 


x 

5 . 


= cosh 1 2 - cosh 1 1.2 


En la graficadora se obtiene 

NINtÍ 1 - ,6, 10) = 0.6945953932 

Con el mismo número de dígitos significativos, 
cosh" 1 2 - cosh’ 1 1.2 = 0.6945953932 


lo cual apoya la respuesta. 


4 
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y 



y 



Como se prometió, se concluye esta sección demostrando que los valores 
de función de senh y cosh tienen la misma relación con la hipérbola unitaria 
x 2 - y 2 = 1 que el seno y el coseno con la circunferencia unitaria x 2 + 
y 2 = 1. Este hecho justifica el nombre de funciones seno y coseno hiperbóli¬ 
cos, exactamente como el seno y el coseno reciben el nombre de funciones 
circulares. 

Recuerde de sus cursos de matemáticas previas al Cálculo o de trigono¬ 
metría ( o consulte la sección A.9 del apéndice) que si t es la medida en radia¬ 
nes del ángulo formado por el eje x y el segmento de recta desde el origen 
hasta el punto P (x, y) de la circunferencia unitaria, entonces 

sen / = y y eos t = x 

Refiérase a la figura 11. Ahora considere la figura 12 donde t es cualquier número 
real. El punto P (cosh t, senh t) está sobre la hipérbola unitaria porque 

cosh 2 t - senh 2 t = 1 

Observe que como cosh t nunca es menor que 1, todos los puntos (cosh /, senh /) 
están sobre la rama derecha de la hipérbola. 

Ahora se mostrará cómo están relacionadas las áreas de las regiones som¬ 
breadas de las figuras 11 y 12. Como el área de un sector circular de radio r 
unidades y ángulo central de t radianes, está dada por ir 2 / unidades cuadra¬ 
das, el área del sector circular de la figura 11 es i t unidades cuadradas, pues¬ 
to que r = 1. El sector AOP de la figura 12 es la región limitada por el eje x, 
la recta OP y el arco AP de la hipérbola unitaria. Si A\ unidades cuadradas es 
el área del sector AOP, A 2 unidades cuadradas es el área de la región OBP y 
A 3 unidades cuadradas es el área de la región ABP, entonces 

A] = A 2 — Aj ( 12 ) 

de la fórmula para determinar el área de un triángulo se tiene 

A 2 = i cosh / senh / (13) 

El área A 3 se obtiene mediante integración: 


FIGURA 12 


Ai = 


r 

senh u 
Jo 


= í 
■if 


¿(cosh u) 

senh 2 u du 


(cosh 2 u - l) du 


i senh 2 u - \u 

4 2 


J o 


Por tanto. 


A 3 = i cosh/senh / - i/ 


Al sustituir de esta ecuación y (13) en (12), se tiene 


■^1 


i cosh / senh / - (i cosh / senh / - i /) 
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Así, la medida del área del sector circular AOP de la figura 11 y la medi¬ 
da del área del sector AOP de la figura 12 es, en cada caso, un medio del valor 
del parámetro asociado con el punto P. Para la circunferencia unitaria, el 
parámetro t es la medida en radianes del ángulo AOP. El parámetro t para la 
hipérbola no es interpretado como la medida de un ángulo; sin embargo, el 
término radián hiperbólico se emplea en ocasiones para referirse a t. 


| EJERCICIOS 5.9 


En los ejercicios I a 6, (i) determine el valor de función exacto, 
y (ii) si el valor exacto no es un número racional, exprese el 
valor con cuatro dígitos significativos. 

1. (a) senhO (b) coshO (c) senh 1 (d) senh(-l) 

2. (a) tanh 0 (b) sech 0 (c) cosh 1 (d) cosh(-l) 

3. (a) tanh2 (b) tanh(-2) (c) cosh(ln2) (d) cosh(ln0.5) 

4. (a) coth(0.5) (b) coth(-0.5) (c) senh(ln 2) 

(d) senh(ln 0.5) 

5. (a) sech2 (b) sech(-2) (c) coth(-l) (d) csch(lnl.5) 

6. (a) csch2 (b) csch(-2) (c) tanh 1 (d) sech(ln 1.5) 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre la identidad. 

7. (a) 1 - tanh 2 * = sech 2 a: 

(b) senh(* + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

8. (a) 1 - coth 2 x = -csch 2 x 

(b) csch(* + y) = cosh x cosh y + senh * senh y 

9. 1 + = e lx 10. tanhdn x) = x \ ~ 1 

1 - tanh * x 2 + 1 

11. Demuestre: O, (coth *) = - csch 2 *. 

12. Demuestre: (a) D/sech x) = -sech* tanh*; 

(b) D,(csch x) = -csch x coth *. 

En los ejercicios 13 a 18, calcule la derivada de la función. 

13. (a) f(x) = senil* 2 (b) f(w) = sech 2 4w 

14. (a)/(*) = tanh 3 -Jx (b) g(t) = cosh r 3 

15. (a) h(x) = coth - (b) gíx) = ln(tanh *) 

* 

16. (a)/(y) = coth(lny) (b) h(x) = e l cosh * 

17. (a) /(*) = tan -1 (senh 2x) (b) g(x) = (cosh x) x 

18. (a) g(x) = sen -1 (tanh* 2 ) (b) /(*) = x x " hx ,x > 0 
En los ejercicios 19 a 24, evalúe la integral indefinida. 


19. 

j senh 4 * cosh * dx 

20. 

jx cosh * 2 senh * 2 dx 

21. 

j * 2 csch 2 x 1 dx 

22. 

J coth 2 3* dx 

23. 

í tanh 2x ln(cosh 2*) dx 

24. 

í sech 2 * tanh 2 * dx 


25. Demuestre: (a) ¡ tanh udu = ln cosh u + C; 

(b) J csch udu = ln | tanh |u | + C. 

26. Demuestre: (a) J coth udu = ln | senh u | + C; 
(b) | sech u du = 2 tan -1 e“ + C. 


En los ejercicios 27a 32, evalúe con cuatro dígitos significativos 
el valor de la integral definida y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 


27. 


r ln 3 

J 0 


sech 2 t dt 


28. 


r ln 2 

tanh z dz 
■'o 




En los ejercicios 33 a 36, determine el valor de función exacto. 

33. (a) cosh -1 1 (b) tanh -1 f 

34. (a) senh -1 1 (b) coth -1 2 

35. (a) senh -1 í (b) coth -1 (-2) 

36. (a) cosh -1 2 (b) tanh''(-|) 

En los ejercicios 37 a 39, demuestre la fórmula. 

37. Fórmula (6) 38. Fórmula (7) 39. Fórmula (8) 

En los ejercicios 40 a 48, calcule la derivada de la función. 

40. (a) fíx) = cosh -1 i* (b) Fíx) = tanh -1 * 3 

41. (a) g(x) = senh -1 4* (b) G(*) = coth -1 * 2 

42. (a) h(w) = coth -1 (3 w + 1) 

(b) /(*) = * 2 senh -1 * 2 

43. (a) /(*) = cosh -1 (tan *) 

(b) g(x) = tanh -1 (eos *) 

44. (a) g(x) = tanh -1 (sen 3*) 

(b) F(x ) = coth -1 (3 sen *) 

45. (a) f(z) = (coth -1 - 2 ) 3 (b) gíx) = tanh -1 (sen e x ) 

46. (a) fít) = senh -1 e 2 ' (b) híx) = cosh -1 (ln*) 

47. G(*) — * senh -1 * - \/l + * 2 

48. H(x) = ln V1 - * 2 - * tanh -1 * 


En los ejercicios 49 a 54, exprese la integral indefinida en tér¬ 
minos de una función hiperbólica inversa y como un logarit¬ 
mo natural. 
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53. í- É. - 54. [ dw 

J 4e~' - e‘ ] S ~ e~ lyJ 

En los ejercicios 55 a 60, obtenga el valor exacto de la integral 
definida en términos de funciones hiperbólicas inversas y apo¬ 
ye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 



61. La figura 5 muestra la gráfica de la catenaria definida por 

f(x) = a cosh — a > 0 
a 

Confirme analíticamente que el punto más bajo está en 
(0, a), la función/es decreciente cuando x < 0 y crecien¬ 
te cuando x > 0, y que la gráfica es cóncava hacia arriba 
en todo punto. 

62. Demuestre que la función seno hiperbólico es continua y 
creciente en su dominio. 

63. Calcule el área de la región limitada por la catenaria 

y - 6 cosh y 
6 

el eje x, el eje y y la recta x = 6 ln 6. 

64. Calcule el volumen del sólido de revolución generado si 
la región del ejercicio 63 se gira alrededor del eje x. 

65. Una partícula se mueve sobre una recta de acuerdo con la 
ecuación de movimiento 

j = e~'l 2 Ci senh t + 4 cosh t) 

donde s centímetros es la distancia dirigida de la partícu¬ 
la desde el origen a los t segundos. Si v centímetros por 
segundo y a centímetros por segundo por segundo son la 
velocidad y la aceleración, respectivamente, de la partícu¬ 
la a los t segundos, (a) exprese v y a como funciones de t. 
(b) Demuestre que a es la suma de dos números, uno de los 
cuales es proporcional a r y el otro es proporcional a v. 

66. Una curva pasa por el punto (0, a), a > 0, y la pendiente 
en cualquier punto es -Jy 2 /a 2 - 1 . Demuestre que la 
curva es una catenaria. 

67. Una mujer con paracaídas salta desde un avión y, cuando 
su paracaídas se abre, su velocidad es de 200 pie/s. Si v 
pies por segundo es su velocidad a los t segundos después 
de que se abrió el paracaídas, entonces 

321 ■ ^ = 324 - v 2 

g dt 

donde g es la aceleración constante debida a la gravedad. 
Resuelva esta ecuación diferencial a fin de obtener 





68. La región limitada por la curva 

y = (16 - x 2 )~ l l 2 

el eje x y las rectas x = -2 y x = 3 se gira alrededor del 
eje x. (a) Muestre que la medida exacta del volumen 
del sólido generado es 

irr[tanh -1 (|) - tanh -1 (-i)] 

(b) Utilice una calculadora para aproximar el volumen con 
cuatro dígitos significativos. 

69. La bodega mostrada en la figura adjunta tiene 100 pie de 
longitud y 40 pie de ancho, donde x y y se miden en pies. 
Una sección transversal del tejado tiene la forma de la 
región limitada superiormente por la catenaria invertida 
cuya ecuación es 

y = 31 - 20cosh(i) 

Determine el número de pies cúbicos del espacio para 
almacenamiento de la bodega. 



-20 


70. Suponga que una partícula se mueve sobre una recta de 
modo que s metros es la distancia dirigida de la partícu¬ 
la desde el origen a los t segundos. Explique por qué el 
movimiento es armónico simple si la ecuación de mo¬ 
vimiento es 

s = A sen kt + B eos kt 
pero no es armónico si 

s = A senh kt + B cosh kt 


,= iSfcoüT'i -cotlf'M) 
g\ I» 9} 


donde A, B y k son constantes. 
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REVISION DEL CAPITULO 5 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 5 


1. Defina función uno a uno y establezca un criterio geomé- 16. 
trico para determinar si una función es uno a uno. Invente 

un ejemplo que ilustre la respuesta. 

2. Enuncie un teorema que proporciona un criterio que en 17. 
ocasiones pueda aplicarse para demostrar analíticamente 
que una función es uno a uno. Invente un ejemplo y muestre 
cómo se aplica el criterio. 

3. Deñna la inversa de una función. Invente un ejemplo de 
una función algebraica y su inversa. 

4. Enuncie un teorema que pueda emplearse para determinar 
analíticamente si dos funciones son inversas una de la otra. 
Aplique el teorema a las funciones de la respuesta de la 
sugerencia 3. 

5. Si se sabe que una función /tiene una inversa, ¿cómo pue¬ 

de obtenerse, en ocasiones, f~'(x) a partir de f(x)l ¿Por 
qué no siempre es posible determinar / “ 1 (jcJ a partir de 
/(*)? Invente dos ejemplos de una función / que tenga 
una inversa una donde pueda determinar f~'(x) a par¬ 

tir de f(x) y otra donde no pueda. 

6. Enuncie una propiedad geométrica satisfecha por las grá¬ 
ficas de una función y su inversa. ¿Cómo se puede dibujar 
la gráfica de la inversa de una función a partir de la gráfica 
de la función? ¿Cómo puede trazar en el mismo rectángu¬ 
lo de inspección las gráficas de una función y su inversa si 
se conoce f(x) pero no/ _1 (z)? 

7. Enuncie un teorema que relacione las derivadas de una 
función y de su inversa. Invente un ejemplo que ilustre el 
teorema. 

8. Defina la función logarítmica e indique su dominio y su 
contradominio. 

9. Enuncie los teoremas concernientes a la función logarít¬ 
mica natural que corresponden a las propiedades de los 
logaritmos estudiadas en los cursos de álgebra. 

10. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función logarítmica natural. 

11. ¿Qué se entiende por diferenciación logarítmica ? In¬ 
vente un ejemplo donde se emplee diferenciación lo¬ 
garítmica. 

12. Establezca la fórmula que proporciona j u" du para cual¬ 
quier número racional n. 27. 

13. Enuncie cuatro teoremas que impliquen integrales inde¬ 

finidas de funciones trigonométricas que tengan como resul¬ 
tado una función logarítmica natural. 28. 

14. Defina la función exponencial natural y determine su do¬ 
minio y su contradominio. 29. 

15. Defina lo que significa a x si a es cualquier número real po¬ 
sitivo y x es cualquier número real. Invente un ejemplo en 30. 
el que se aplique la definición donde x es irracional. 


Defina el número e. Muestre que e se emplea para calcu¬ 
lar un valor aproximado en el ejemplo de la suge¬ 
rencia 15. 

¿Cuál es la derivada de la función exponencial natural 
exp? ¿Cuál es la integral indefinida de exp? ¿Cuál es la 
función más general cuya derivada es ella misma? ¿Por 
qué es ésta la única función que tiene estas propiedades? 

18. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función exponencial natural. 

19. Exprese el número e como un límite. ¿Puede emplearse este 
límite para definir el número e? Dé una razón para su 
respuesta. 

20. Enuncie los teoremas concernientes a la función exponen¬ 
cial que corresponden a las propiedades de los exponentes 
estudiadas en los cursos de álgebra. 

21. Defina la función logarítmica de base a y determine su 
dominio y su contradominio. 

22. ¿Cuáles son las fórmulas para la derivada y la integral 
indefinida de a x l Invente un ejemplo que muestre el 
cálculo de f'(x) si f(x) = a s(x \ donde a > 0 y g(x) es una 
función trascendente. Invente un ejemplo que muestre el 
cálculo de j f(x)dxsif(x) = a h{x) h'(x) donde a > 0, y h 
es una función trascendente. 

23. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función exponencial de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
0 < a < 1. 

24. Describa en palabras únicamente (sin figuras) la gráfica de 
la función logarítmica de base a\ (i) si a > 1; (ii) si 
0 < a < 1. 

25. Escriba una ecuación que relacione log a xylnx. Establezca 
dos fórmulas para la derivada de log^ x, una que impli¬ 
que log a e y la otra que contenga ln a. Invente un ejem¬ 
plo que muestre el cálculo de f\x) si f(x) = \og a g(x), 
donde g es una función trascendente. 

26. Describa cómo se calcula la derivada de una función cuyo 
valor es una variable elevada a una potencia variable. In¬ 
vente un ejemplo que muestre el cálculo de f'(x) si 
f(x) - g(x) h<x ^ donde g es una función polinomial y A es 
una función trascendente. 

¿Cuáles son las leyes de crecimiento natural y de decreci¬ 
miento natural ? En su respuesta incluya la ecuación dife¬ 
rencial que proporciona estas leyes. 

Proporcione un ejemplo de la ley de crecimiento natural en 
biología y en economía. 

Dé un ejemplo de la ley de decrecimiento natural en quími¬ 
ca y en finanzas o administración. 

¿Qué es la semívida (vida media ) de una sustancia? Pro¬ 
porcione un ejemplo. 
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31. Defina una función que describa crecimiento exponencial 
y una que describa decrecimiento exponencial. 

32. Defina una función que describa crecimiento limita¬ 
do. Dé un ejemplo de crecimiento limitado en finanzas o 
administración. 

33. ¿Qué es la ley de enfriamiento de Newton? Invente un 
ejemplo que muestre cómo se aplica la ley de enfriamien¬ 
to de Newton. 

34. ¿Qué es la función normal estandarizada de densidad de 
probabilidad ? ¿Cómo se calcula la probabilidad de que una 
elección aleatoria de la variable independiente esté en el 
intervalo cerrado [a, b]1 

35. Defina la función seno inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 

36. Defina la función coseno inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 

37. Establezca una identidad que relacione a las funciones 
seno inversa y coseno inversa. 

38. Defina la función tangente inversa, determine su dominio, 
su contradominio y dibuje su gráfica. 

39. Defina la función cotangente inversa en términos de la 
función tangente inversa mediante una identidad similar a 
la de la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio 
y contradominio de la función cotangente inversa. 

40. Defina la función secante inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su gráfica. 

41. Defina la función cosecante inversa en térnünos de la fun¬ 
ción secante inversa mediante una identidad similar a la de 
la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio y 
contradominio de la función cosecante inversa. 

42. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas de 
las funciones seno inversa y coseno inversa. ¿Cómo están 
relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

43. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas de las 
funciones tangente inversa y cotangente inversa. ¿Cómo es¬ 
tán relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta 

► EJERCICIOS DE REPASO PARA i 

En los ejercicios 1 a 6, determine si la función tiene una inver¬ 
sa. Si la inversa existe, haga lo siguiente: (a) determínela y 
establezca su dominio y contradominio; (b) trace las gráficas 
de la función y de su inversa en el misrfio rectángulo de inspec¬ 
ción. Si la función no tiene inversa, apoye este hecho gráfi¬ 
camente verificando que una recta horizontal intersecta la 
gráfica de la función en más de un punto. 

1. f(x) = X 3 - 4 2. f(x) = 2 sfx - 1 

3. f(x) = 9 - x 2 4. f(x ) = y 4 - x 2 

5. f(x) = Ifí-ZA 6. f(x) = | 2x - 3 | 

x 

En los ejercicios 7 y 8, (a) demuestre que la función f tiene 
una inversa, (b) obtenga f~ l (x), y (c) verifique las ecuaciones 
del teorema 5.1,4 para f y f~ l . 


44. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas 
de las funciones secante inversa y cosecante inversa. ¿Cómo 
están relacionadas? Invente un ejemplo que ¡lustre la 
respuesta. 

45. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz¬ 
ca una función seno inversa. 

46. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz¬ 
ca una función tangente inversa. 

47. Invente un ejemplo de una integra] indefinida que produz¬ 
ca una función secante inversa. 

48. Defina las funciones seno hiperbólico y coseno hiperbóli¬ 
co y establezca el dominio y contradominio de cada una. 
Dibuje sus gráficas. 

49. Defina las funciones tangente hiperbólica, cotangente 
hiperbólica, secante hiperbólica y cosecante hiperbólica 
en términos de las funciones seno hiperbólico y coseno 
hiperbólico, y determine el dominio y contradominio de 
cada una. 

50. Escriba las fórmulas de las derivadas de cada una de las 
seis funciones hiperbólicas y las fórmulas correspondien¬ 
tes de las integrales indefinidas. 

51. ¿Qué es una catenaria y cuál es su ecuación? 

52. Defina las funciones seno hiperbólico inversa, coseno 
hiperbólico inversa, tangente hiperbólica inversa y cotangen¬ 
te hiperbólica inversa y establezca el dominio y contrado¬ 
minio de cada una. Dibuje sus gráficas. 

53. Exprese las cuatro funciones hiperbólicas inversas me- 
cionadas en la sugerencia 52 en términos de logaritmos 
naturales. 

54. Escriba las fórmulas de las derivadas de las cuatro fun¬ 
ciones hiperbólicas inversas, mencionadas en la suge¬ 
rencia 52. 

55. ¿Cómo se utilizan las funciones hiperbólicas inversas, en 
ocasiones, para disminuir los cálculos en la integración? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

. CAPÍTULO 5 

7. f(x) = 1¡7T1 8. f(x) = 

2x + 1 

En los ejercicios 9 a 12, calcule (/"')'(</). 

9. f(x) = x 2 - 6x + 8, x 2 3;d = 3 

10. f(x) = -J3x + 4 -d = 5 

11. f(x ) = 8X 3 + 6x;d = 4 

12. f(x) = x 5 + x - 22; d = 12 

En los ejercicios 13 a 30, derive la función y simplifique el 

resultado. 

13. (a) f{x) = ln(cos 3x) (b) F(x) = InU 2 + l) 2 

14. (a) g{x) = cos(3 In x) (b) G(x) = (lnx 2 ) 2 

15. (a) g(t) = sen e 4 ' (b) G(t) = 2“"' 
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16. (a) f(w) = e sen 4m 

(b) 

F(w) = tan 2^ 

17. (a) f(x) = tan -1 e x 

(b) 

g(x) = e M ' lx 

18. (a) F(x) = eos -1 3 X 

(b) 

G(x) = 3 sen_lj: 

19. (a) /(w) = senh 1 2vv 

(b) 

F(w) = cosh 2w 3 

20. (a) g(t) = tanh(ln t) 

(b) 

G(r) = ln(coth r) 

21. (a) F(x) = sech(tanx) 

(b) 

G(x) = tanh(secx) 

22. (a) f(x) = senh -1 x 2 

(b) 

g(x) = tanh -1 2x 

23. f(x) = log 10 (L^) 2 

24. 

'“‘‘"i),-! 

25. g(t) = (sen r) 2t , sen t > 0 

26. f(t) = r 3/ln ' 

27. F(x) — cosh -1 -Jx 

28. G(x) = sec -1 -Jx 2 + 1 

29. f(x) = eos -1 (tanh 2x) 

30. 

g(x) = coth -1 (esc x) 

En los ejercicios 31 y 32, obtenga 

dy 

— mediante diferenciación 
dx 

logarítmica. 


31. y = xV + l) 2 (x - l) 4 

32. 

„ _ v/' 4 - * 2 

3 4x* + 8 

En los ejercicios 33 y 34, obtenga en una calculadora el valor 
de a x para los valores dados de ay x, aplicando primero la de¬ 
finición de exponente real. Apoye la respuesta calculando el 

valor directamente. 



33. (a) a = 3,x = 42 

(b) 

a — 2, x = 7t 

34. (a) a = l,x = e 

(b) 

a = e,x — 7t 

En los ejercicios 35 a 48 evalúe la integral indefinida. 

35. f 3 * 2 ; dx 

J l + e 2x 

36. 

je x2 ~ 2x (.x - 1) dx 

37. (e 3x + 2 3 *) dx 

38. 

l W '° x2 dx 

39. J" e x 2' x dx 

40. 

f 10 * + l dx 

J 10 x -1 

Al f 4jc 

42. 

f dy 

J sil - X 4 

J 9e y + e~ y 

43. í ^ 

44. 

í *.... 

J x 2 + 2x + 10 

J 45 + 4x - x 2 

45. f . 

J 4e 2x - 8 

46. 

Jxcoth ^x 2 dx 

47. j tanh 2 3w dw 

48. 

f 

J Vsenh t 

En los ejercicios 49 a 58, evalúe la integral definida y apoye la 
respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

49. f x 2 e x 3 dx 

50. 

í (e 2x + 1 ) 2 dx 

4o 


Jo 

f 8 ,1/3 

51 x dx 

52. 

fl/2 , 

4x- 3 +2 d 

' J, x 4 / 3 + 4 

1 • ^*x 


Al 3 x - x 


53. 


55. 


57. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66 . 


67. 


68 . 


69. 


70. 


71. 


fin 2 

Jo - 5 

f 2 

J¡ ^4t - t 

I '' 1 

•'O 


:dt 


cosh ¿ y - 1 dy 58. 


- f 

“• í,' 


dx 


■ dx 


x(ln x) 

2x + 6 
x 2 + 2x + 5 


-dx 


sech 2 lx dx 


Calcule — si ye x + xe y + x + y = 0 
dx 


Demuestre que cosh (ln x) = 


x 2 + 1 
2x 


Exprese la cantidad en términos de un logaritmo natural: 
(a) cosh -1 2; (b) tanh -1 


Demuestre: (a) lím coth x = 1; (b) lím csch x = 0. 

(a) Trace en el mismo rectángulo de inspección la gráfica 
de y = x x ~ 1 y la recta tangente en el punto (2, 2). 

(b) Obtenga una ecuación de la recta tangente. 


Utilice diferenciales para calcular un valor aproximado 
con tres cifras decimales de logj 0 100 937. Emplee el he¬ 
cho de que log 10 e = 0.43429 con aproximación de cinco 
cifras decimales. Apoye la respuesta con la calculadora. 


Una partícula se mueve sobre una recta, donde s pies es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen, v pies por 
segundo es su velocidad, y a pies por segundo por segundo 
es su aceleración a los t segundos. Si a = e l + e~',v = t 
y s = 2 cuando t = 0, obtenga v y s en términos de t. 

El área de la región limitada por la curva y = e~ x , los 
ejes coordenados y la recta x = b (b > 0) es una función 
de b. Si/es esta función, obtenga/(fc). También determi¬ 
ne el límite lím f(b). 

El volumen del sólido de revolución obtenido al girar la 
región del ejercicio 66 alrededor del eje x es una función 
de b. Si g es esta función, obtenga g(b). También determi¬ 
ne el límite lím /(/>). 

Demuestre que si un rectángulo tiene su base sobre ^ eje x 
y dos de sus vértices están sobre la curva y = e~ x , enton¬ 
ces el rectángulo tendrá el área máxima posible si los dos 
vértices están en los puntos de inflexión de la gráfica. 

Sea f(x) = ln | x | y x < 0. Demuestre que / tiene una 
función inversa. Si g es la función inversa, determine g(x) 
y el dominio de g. 


Demuestre que si x < 1, entonces ln x < x. Sugerencia: 
Sea /(x) = x - ln x, y demuestre que/es decreciente en 
el intervalo (0, 1) y calcule/(1). 

Cuando un gas se expande o se comprime adiabáticamente 
(sin ganar o perder calor), entonces la tasa de variación de 
la presión con respecto al volumen, varía directamente a la 
presión e inversamente al volumen. Si la presión es p li¬ 
bras por pulgada cuadrada cuando el volumen es v pul¬ 
gadas cúbicas, y la presión y volumen iniciales son 
p 0 libras por pulgada cuadrada y v 0 pulgadas cúbicas, 
demuestre que pv k = p^Vq. 
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72. Calcule el volumen del sólido de revolución generado si 
la región limitada por la curva y — 2~ x y las rectas x — 1 
y jc = 4 se gira alrededor del eje x. 

73. La semivida del cesio 137 es de 30 de años, su tasa de de¬ 
crecimiento (desintegración) es proporcional a la cantidad 
presente en cualquier tiempo, y se tienen actualmente 65 mg 
de cesio, 

(a) Si se tendrán y miligramos de cesio dentro de t años a 
partir de ahora, exprese y como una función de i. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cuántos años se 
tendrán 10 mg de cesio. 

(c) Confirme analíticamente la estimación del inciso (b). 

74. La tasa de crecimiento natural de una población de cier¬ 
ta ciudad es proporcional a la población, y se espera que 
ésta se duplique en 60 años. La población actualmente es 
de 120 000. 

(a) Si y es el número de individuos de la población espe¬ 
rada dentro de t años a partir de ahora, exprese y como 
una función de í. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cuántos años se 
espera que la población sea de 150 000. 

(c) Estime en la graficadora la población esperada dentro 
de 20 años a partir de ahora. 

(d) Confirme analíticamente las estimaciones de los in¬ 
cisos (b) y (c). 

75. Una persona que estudia lenguas extranjeras tiene que 
memorizar 50 verbos. La tasa a la que la persona puede me- 
morizar esos verbos es proporcional al número de veibos 
que le restan por memorizar; esto es, si la persona memo- 
riza y verbos en t minutos, entonces 

= H 50 - y) 
ai 

donde tes una constante positiva y y < 50 para toda t a 0. 
Suponga que inicialmente no se ha memorizado ningún 
verbo y que a los 30 min se han memorizado 20 verbos. 

(a) Exprese y como una función de t. 

(b) Trace la gráfica de la función del inciso (a) y la asín¬ 
tota horizontal de la gráfica. 

(c) Estime en la graficadora cuántos verbos memorizará 
la persona en 1 hora. 

(d) Estime en la graficadora cuánto tiempo pasará hasta 
que la persona tenga un verbo por memorizar. 

(e) Confirme analíticamente las estimaciones de los in¬ 
cisos (c) y (d). 

En los ejercicios 76 a 85, defina todas las variables precisamen¬ 
te como números. Utilice la variable t para representar el tiempo 
y defina las otras variables en términos de l. No olvide escribir 
una conclusión. 

76. El interés de una cuenta de ahorro se calcula al 10% anual 
compuesto continuamente. Si una persona desea tener 
$ 1 000 en la cuenta al final de un año realizando sólo un 
depósito ahora, ¿cuál debe ser la cantidad del depósito? 

77. ¿Cuánto tiempo deberá transcurrir para que una inversión se 
duplique si el interés se paga a una tasa de 8% anual 
compuesto continuamente? 


78. La carga eléctrica sobre una superficie esférica se pierde 
a una tasa proporcional a la carga. Inicialmente la carga 
eléctrica fue de 8 coulombs y en 15 min se perdió un cuarto 
de ella. ¿Dentro de cuánto tiempo se tendrán únicamente 
2 coulombs? 

79. La tasa de crecimiento de cierto cultivo de bacterias es 
proporcional al número de baterías presentes, y el número 
se duplica en 20 min. Si al final de una hora se tuvieron 
1500000 bacterias, ¿cuántas baterías se tuvieron ini¬ 
cialmente? 

80. Refiérase al ejercicio 21 de la sección 5.6. Un arqueólogo 
descubrió un insecto preservado dentro de ámbar transpa¬ 
rente, el cual es una resina endurecida de un árbol, y la canti¬ 
dad de l4 C presente en el insecto se determinó como el 2% 
de su cantidad original. Utilice el hecho de que la semi¬ 
vida del 14 C es de 5 730 años, para determinar la edad del 
insecto hasta el tiempo de su descubrimiento. 

81. La tasa de decrecimiento (desintegración) de una sustan¬ 
cia radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia 
presente. Si un medio de una cantidad dada de la sustan¬ 
cia se desintegra en 1900 años, ¿cuánto tiempo transcu¬ 
rrirá para que el 95% de la cantidad se desintegre? 

82. Si la población de cierto país se duplica en 25 años, ¿a qué 
porcentaje anual está creciendo? 

83. Un tanque contiene 60 gal de agua salada con 120 Ib de sal 
disuelta. Se introduce al tanque agua salada con 3 Ib de 
sal por galón a una tasa de 2 gal/min, y la mezcla, que se 
mantiene uniforme mediante agitación, sale del tanque a la 
misma tasa. ¿Cuánto tiempo transcurrirá antes de que el 
tanque contenga 135 Ib de sal?. 

84. Un tanque contiene agua simple, y se introduce al tanque 
salmuera que contiene 2 kg de sal por litro de agua a una 
tasa de 3 L/min. Si la mezcla, que se mantiene uniforme 
mediante agitación, sale del tanque a la misma tasa, ¿cuántos 
kilogramos de sal contendrá el tanque al fina) de 30 min? 

85. Utilice la ley de enfriamiento de Newton para determinar 
la temperatura actual de un cuerpo rodeado de aire a una 
temperatura de 40° si hace 30 min la temperatura del 
cuerpo fue de 150° y hace 10 min fue de 90°. 

86 . Determine el punto de la gráfica de f(x) = e x para el cual 
la recta tangente a la gráfica en ese punto pasa pdfel origen. 

87. En un circuito eléctrico la fuerza electromotriz es E volts a 
los l segundos, donde E = 20 eos 120tr t. 

(a) Resuelva la ecuación para t. Utilice la ecuación del 
inciso (a) para determinar el menor valor positivo de t 
para el cual la fuerza electromotriz es (b) 10 volts; 
(c) 5 volts; (d) -10 volts; (e) -5 volts. 

88. Un cuerpo está suspendido de un resorte y vibra verti¬ 
calmente de acuerdo con la ecuación 

y = 4 sen 2tr(f + i) 

donde y centímetros es la distancia dirigida del cuerpo des¬ 
de su posición central l segundos después de iniciado el 
movimiento, y el sentido positivo se considera hacia arriba, 
(a) Resuelva la ecuación para t. Utilice la ecuación del inciso 
(a) para determinar el menor valor positivo de t para el cual 
el desplazamiento del cuerpo sobre su posición central es (b) 
2 cm, y (c) 3 cm. 



REVISION DEL CAPfTULO 5 507 



89. Calcule el área de la región limitada por la recta x = 2 -J2, 
la curva y = 9/ V9 - x 2 , y los dos ejes coordenados. 

90. Obtenga el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región limitada por la curva y = Vsenh x, el 
eje x y las rectas x = 0 y x = ln 2, se gira alrededor 
del eje x. 

91. Un faro se encuentra a | km de un camino recto y man¬ 
tiene su luz fija en un automóvil que viaja a una veloci¬ 
dad constante de 60 km/h. Calcule la tasa de variación 
(velocidad) a la cual el rayo de luz cambia de dirección (a) 
cuando el automóvil está en el punto más cercano al faro, 
y (b) cuando el automóvil está a i km camino abajo de 
este punto. 

92. Un helicóptero despega del suelo en un punto a 800 pie 
de un observador y se eleva verticalmente a 25 pie/s. 
Calcule la tasa de variación (derivada) de la medida del 
ángulo de elevación de la nave respecto al observador, 
cuando el helicóptero está a 600 pie del suelo. 

93. Un avión vuela a una velocidad de 300 mi/h a una altura 
de 4 mi. Si un observador se halla en tierra, determine la 
tasa de variación de la medida del ángulo de elevación del 
avión respecto al observador, cuando el avión está direc¬ 
tamente sobre un punto en tierra a 2 mi del observador. 

94. Un cuadro de 5 pie de altura está colocado en una pared 
con su base a 7 pie sobre el nivel de los ojos de un observa¬ 
dor. Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
3 pie/s, ¿qué tan rápido cambia la medida del ángulo sub¬ 
tendido por el cuadro en los ojos del observador cuando 
el observador está a 10 pie de la pared? 

95. Dos puntos A y B son diametralmente opuestos uno del 
otro en las orillas de un lago circular de 1 km de diámetro. 
Un hombre desea ir del punto A al punto B, y puede remar 
a una velocidad 1.5 km/h y caminar a una velocidad de 
5 km/h. Determine el tiempo mínimo que puede tomarle al 
hombre ir del punto A al punto B. 

96. Resuelva el ejercicio 95 si las velocidades al remar y ca¬ 
minar son, respectivamente, 2 km/h y 3 km/h. 

97. Demuestre, empleando la definición de derivada, que 


lim 

J-40 


loga (1 + 

X 


= logafi 


98. Demuestre sin emplear la definición de derivada que 

lim --- = 1 n a 

x-fO X 

Sugerencia: sea y = a* - 1 y exprese (a x - l)/x como 
una función de y, digamos g(y). Después demuestre que 

y -» 0 conforme x -» 0, y obtenga el límite lim g(y). 

>-»0 

99. Utilice los resultados de los ejercicios 97 y 98 para de¬ 
mostrar que 

r x* - 1 . 

lim-— = b 

*->i x - 1 

Sugerencia: escriba 

x b - 1 _ e h ln * - 1 . b lnx 
x - 1 b ln x x - 1 

Después considere i = Mnx y í = x - 1. 

100. Demuestre empleando la definición de derivada que 

lim- = a 

*->o x 

101. Si el dominio de/es el conjunto R de los números reales 
y f'(x) = cf(x) para toda x, donde c es una constante, de¬ 
muestre que existe una constante k para la cual f(x) = 
ke cx para toda x. Sugerencia: considere la función g para 
la cual g(x) = f(x)e~ cx , y determine g '(x). 

102. Demuestre que 

D"( lnx) = (-I)"' 1 ~ 1)! 

x" 

Sugerencia: utilice inducción matemática. 

103. Calcule e'W dx si t es cualquier número real. 

104. Demuestre que si x > 0, y j “ t h ~ l dt = 1, entonces 

límx = lim (1 + h) llh 

h~x 0 A-40 

105. La gráfica de la ecuación 

x = a senlf 1 - 1 - -Ja 2 - y 1 

se denomina tractriz. Demuestre que la pendiente de la 
curva en cualquier punto (x, y) es -y/ Ja 2 - y 2 . 

106. Realice el ejercicio 51 de los ejercicios de repaso del ca¬ 
pítulo 4 evaluando cada integral. 

107. El gudermanniano, llamado así en honor al matemático 
alemán Christoph Gudermann (1798-1852), es la función 
definida por 

gdx = tan _I (senhx) 


(Nota: compare con el ejercicio 57 de la sección 5.2). 


Demuestre que D x (gdx) = sechx. 
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FIGURA 2 


En el estudio de áreas y volúmenes, se emplearon las palabrás “medida del 
área” y “medida del volumen” para indicar un número sin incluir alguna unidad 
de medición. Al estudiar la longitud de arco se empleará la palabra “longitud” 
en lugar de las palabras “medida de la longitud”. Así, la longitud de arco es 
un número sin unidades de medición. 

Sea / la función continua en el intervalo cerrado [a, b] y considere la 
gráfica de esta función definida por la ecuación y = fix). la cual se muestra 
en la figura 1. La porción de la curva desde el punto A(a,f[a)) hasta el pun¬ 
to B(b,fib)) de denomina arco. Se desea asignar un número a lo que intui¬ 
tivamente se considera como la longitud de dicho arco. Si el arco es un 
segmento de recta desde el punto (jq, yi) hasta el punto (jc 2 , y 2 ), se sabe por la 
fórmula de la distancia entre dos puntos que su longitud está dada por 
■J(x¡ - x 2 ) 2 + (y] - y 2 ) 2 ■ Esta fórmula se utiliza para definir la longitud de 
un arco en general. Recuerde de geometría que la longitud de la circunferen¬ 
cia está definida como el límite de los perímetros de polígonos regulares ins¬ 
critos en la circunferencia. Para otras curvas se procede en forma semejante. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el inter¬ 
valo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 números intermedios 
entre ay b. Sea .t 0 = a y x„ = b, y x h x 2 , x¡,, x„-¡, lo números inter¬ 
medios de modo que x 0 < x¡ < x 2 <... < x„_¡ < x„. Así, el í-ésimo 
subintervalo es [jc,_ |, x„], y su longitud, denotada por A,jc, es x¡ - q_j, donde 
i — 1, 2, 3, .... n. Entonces, si IIA II es la norma de la partición A, cada 
A i x S || A ||. 

Asociado con cada punto 0) del eje x hay un punto P,(jc,,/(jc,)) de la 
curva. Dibuje un segmento de recta desde cada punto P,-_ t al siguiente punto P¿, 
como se muestra en la figura 2. La longitud del segmento de recta de P,_] 
a P¡ se denota por | P ¡-1 P¡ \ y está determinada por la fórmula de la distancia 

I^í-i^íI = ~ + (ñ ~ »-7i 2 (i) 

La suma de las longitudes de los segmentos es 

|7VP7| + |P^| + | P^PTI +...+ \P M Pi\ +...+ I Pn-jPnl 


la cual puede escribirse con la notación sigma como 


£lfl-ifll 


( 2 ) 


Parece razonable que si n es suficientemente grande, entonces la suma 
de (2) se “acercará” a lo que intuitivamente se considera como la longi¬ 
tud del arco AB. Así, se define la longitud de arco como el límite de la su¬ 
ma (2) conforme la norma de A se aproxima a cero, en tal caso, n crece sin 
límite. Por tanto, se tiene la definición siguiente. 


6.1.1 Definición de la longitud de arco de la gráfica de 
una función 


Suponga que la fonctóo /es continua en el intervalo cerrado [a, b]. Ade¬ 
más considere que existe un número L que. tiene la siguiente propiedad: 

Para cualquier f > 0 existe una 8 > 0 tal que para cada parti¬ 
ción A del intervalo [a, b] es cierto que 
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si || A || < S entonces 
Entonces se escribe 




< € 


( 3 ) 


y L se denomina la longitud de arco de la curva y = f(x) desde el punto 
A(a,f(a)) hasta el punto B(b,f(b)). 


y¡) 



Si el límite de (3) existe, entonces se dice que el arco es rectificable. 

A continuación se deducirá una fórmula para determinar la longitud L de 
un arco que es rectificable. En la deducción se requiere que la derivada de/sea 
continua en el intervalo [a, b]; a la función que cumple esta condición se le 
llama lisa ( o suave) en [a, b]. 

Refiérase a la figura 3. Si P,_i tiene coordenadas (x/-¡,yi-¡) y P¡ tiene 
coordenadas (x¿, y¡), entonces la longitud de la cuerda P¡_ i P¡ está dada por 
la fórmula (1). 

Al considerar x, ~ x,_ ¡ = A,x y y¡ - y,_] = A,y, se tiene 
|7V7P7| = V(A,*)» + (A,,)* 
o, equivalentemente, como A,x * 0, 

POTI = | + (|^) 2 < V ) <«) 


Como se pidió que f fuese continua en [a, b], entonces / satisface la 
hipótesis del teorema del valor medio (3.3.2); de modo que existe un número 
z¡ en el intervalo abierto (je,- |, x¡) tal que 

f(x¡) - f(x¡_ i) = f‘(Z¡)(Xi - X;_|) 


Debido a que A ,y = /(x,) -/(x,-_¡) y A,x = x¡ - x,_j, de la ecuación 
anterior se tiene 


A¡x 


Si se sustituye de esta ecuación en (4) se obtiene 

| p ^ p 7 | = V 1 + t /'( z,)] 2 4t* 


Para cada / de 1 a n existe una ecuación de esta forma, de modo que 


X \ñ-i fll = X V 1 + [/’(z;)] 2 A;x 

i =I i— I 


Al tomar el límite en los dos miembros de esta ecuación conforme 
A || se aproxima a cero se obtiene 


■ún XlA- 

a ->o 


*)\ = lún X V 1 + t/'(z-)] 2 A,x 


( 5 ) 


si este límite existe. 

A fin de demostrar que el límite del miembro derecho de (5) existe, sea F 
la función definida por 


F(x) = Vi + [/'(•*# 
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Como se pidió que/' fuese continua en [a, ¿>], entonces F es continua en 
[a, b]. Puesto que x¡.¡ < z, < x¡, para i = 1, 2,.... n, en el miembro dere¬ 
cho de (5) se tiene el límite de una suma de Riemann, la cual es una integral 
definida. Por tanto, de (5), 

-_ f b _ 

lím Y.|P_,P| = Vi +[f’(x)] 2 dx 


lim = í Vi + [f'(x)] 2 dx 

N-*« íí J a 

De (3), el miembro izquierdo es L\ por tanto, 

L = í Vi + [/'MI 2 dx 

J a 

En esta forma se ha demostrado el siguiente teorema. 


! Teorema 


Si la función / y su derivada /’ son continuas en el intervalo cerrado 
[a, fc], entonces la longitud de arco de la curva y = /( x) a partir del 
punto (a./(a)) hasta el punto ( b,f(b )) está dada por 

L = J V » + í /'(*>] 2 dx 


El teorema siguiente, el cual proporciona la longitud de arco de una curva 
cuando x se expresa como una función de y, se deduce a partir del teorema 
anterior al intercambiar xy y así como las funciones /y g. 


I Teorema 


Si la función g y su derivada g' son continuas en el intervalo cerrado 
[c, d], entonces la longitud de arco de la curva x = g(y) a partir del 
punto (gic\ c) hasta el punto (g(d), d) está dada por 

l = J V 1 + ig'Cyrfdy 


FIGURE 4 


► EJEMPLO I Calcule la longitud de arco de la curva y = x 1 ^ 
desde el punto (1, 1) hasta el punto (8, 4) utilizando el teorema 6.1.2. 

Solución Vea la figura 4. Como f(x) = x 2 ^ 3 , f’(x) = Del teo¬ 

rema 6.1.2, se tiene 

r 8 ,- 



1 f Í9x 2 ^ 3 + 4 


A fin de evaluar esta integral considere u = 9x^ 3 + 4; entonces du = 
6x~d 3 dx. Cuando x = 1 ,u= 13; cuando x = 8, u = 40. Por tanto, 



r 40 


1 

i « 

1/2 

18 , 

J 13 


= 4[ 

l U 3 /2 

140 

18 l 

3 

Jl3 
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= - 13 3/2 ) 

= 7.634 

Conclusión: La longitud de arco es 7.634. . 4 


W EJEMPLO 2 Determine la longitud de arco del ejemplo 1 em¬ 
pleando el teorema 6.1.3. 

Solución Como y = x 2 ^ y x > 0, se despeja x obteniéndose 
x = y 3 ^ 2 . Al considerar g(y) = y^ 2 se tiene g'(y) = |y^ 2 . Entonces, del 
teorema 6.1.3, se tiene 

L = j Z 1 + I? dy 


■n/4 + 9y dy 

= A[K^9y) 3/2 f 

= ¿(40 3/2 - 13 3/2 ) 

= 7.634 

lo que es acorde con el ejemplo 1. 4 




FIGURA 5 


► EJEMPLO 3 

nida por 


Obtenga la longitud de arco de la catenaria defi- 


y = 6 coshl ¿r 


desde el punto (0, 6) hasta el punto donde x = 6 ln 6. 

Solución Vea la figura 5, la cual muestra el arco de la catenaria. Al 
diferenciar y se obtiene 


dy 

dx 


= 6 senh 4 


x\ 1 


6 6 


x 

= senh - 
16 


Si L unidades es la longitud del arco dado, entonces del teorema 6.1.2 se tiene 

6 in 6 


r b ln o - 

li + í^y 
Jo J 


dx 


■í, 

-í, 


6 ln 6 


6 ln 6 


1 + senh 2 dx 


cosh 2 í-rj dx 


6 ln 6 

0 

6 senh 


cosh I -1 dx (porque cosh 


6 ln 6 
0 


fH 
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= 6 senhfln 6 ) - 6 senh 0 

e h\6 _ e ~ In 6 
2 

= 3 < 6 " 1 > 

_ 35 
2 

Conclusión: La longitud de arco de la catenaria es exactamente 17.5. 4 

La integral definida que se obtiene cuando se aplican los teoremas 6 .1.2 y 
6.1.3, en general es difícil, y la mayoría de las ocasiones imposible, de evaluar 
mediante el segundo teorema fundamental del Cálculo, como se hizo en los 
ejemplos anteriores cuidadosamente diseñados. Sin embargo, se pueden utili¬ 
zar los teoremas para indicar las integrales y después calcular un valor 
aproximado de la longitud de arco utilizando NINT en ía grafícadora, como se 
ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


y 



FIGURA 6 


^ EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dígitos significativos la longitud 

de arco de la curva y = x 3 desde el origen hasta el punto ( 2 , 8 ). 

Solución La figuraó muestra el arco. Si/O) = x 3 , entonces/'!» = 3x 2 . 

Así, por el teorema 6.1.2, 


= í V 1 + (3 x 1 ) 2 dx 

Jo 

2 


■í 


Vi + 9x*dx 


En la grafícadora se obtiene, con cuatro dígitos significativos, 
NINTíVl + 9x 4 , 0 , 2 ) = 8.630 
Conclusión: La longitud de arco es 8.630. 



FIGURA 7 


► EJEMPLOS Calculé corf cuatro dígitos significativos la longi¬ 
tud de arco de la curva y = sen 2 x desdé Cl origen hasta el punto (n, 0 ). 

Solución La figura 7 muestra «1 ardo, el cual es la gráfica de y = sen 2 x 
trazada en el rectángulo de inspección de [0, n] por [0,2]. Sea /(» = sen 2 x. 
Entonces 

f'(x) = 2 sen x eos x 
= sen -2x 

Del teorema 6-1.2 se tiene 
L = I Vi + sen 2 2xdx 

Jo 


En la grafícadora se obtiene 

NINT(Vl + sen 2 2x, 0 , jc) = 3.820' 


Conclusión: La longitud de arco es 3.820. 


◄ 


Si se emplea la notación de Leibniz para las derivadas, las fórmulas de los 
teoremas 6.1.2 y 6.1.3 pueden escribirse como 
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-r«—í m 


A continuación se presentan la función longitud de arco y la diferencial 
de la longitud de arco, las cuales proporcionan tina forma nemotécnica 

para recordar estas fórmulas. _ 

Si/'es continua en [a, f>], la integral definida J* [ f'(t )] 2 dt es una 

función de x; y proporciona la longitud de arco de la curva y = /(jc) desde 
el punto (a, f(a)) hasta el punto (x, f(x)), donde x es cualquier número del 
intervalo cerrado [a, ¿>], Considere que s(x) denota la longitud de este arco; 
i recibe el nombre de función longitud de arco y 

S (x) = í 4i+ [/'(í)] 2 dt 
Ja 

Del primer teorema fundamental del Cálculo se tiene 
s'(.x) = T¡ 1 + [ f\x )] 2 

o, comos'(*) = ^ y f'(x) = — , 

± = Ji7(W 


Al multiplicar por dx se obtiene 


ds = A |1 + 


i. T 



FIGURA 8 


De manera semejante, para la longitud de arco de la curva x = g(y) desde 
el punto (g(c), c) hasta el punto (g(y), y). 



Observe que ds (la diferencial de la longitud de arco) es el integrando en 
las fórmulas (6). Al elevar al cuadrado los dos miembros de (7) u (8), se tiene 

(ds) 2 = {dx? + (¿y) 2 ! (9) 

A partir de esta ecuación se obtiene la interpretación geométrica de ds, 
mostrada en la figura 8. En la figura, la recta T es tangente a ja curva 
y = f(x ) en el punto P. \ PM | = Ax = dx\ | MQ \ = A y; | Mi?.| =* dy; 
| PR | = ds-, la longitud de arco PQ es As. La figura 8 proporciona una ma¬ 
nera fácil de recordar (9), de la cual se pueden obtener las fórmulas (6). 


1 EJERCICIOS 6.1 


En los ejercicios 1 a 24, calcule la longitud de arco exacta 
evaluando la integral definida que resulte mediante el segundo 
teorema fundamental del Cálculo. 

1. Calcule la longitud del segmento de la recta,> = 3 jc desde 
el punto (1, 3) hasta el puntó (2, 6) mediante tres métodos: 
(a) utilice la fórmula de la distancia; (b) emplee el teorema 
6.1.2; (c) use el teorema'6.1.3. 

2. Obtenga la longitud del segmento de la recta x + 3y = 4 
desde el punto (-2, 2) hasta el punto (4, 0) mediante tres 
métodos: (a) utilice la fórmula de la distancia; (b) émplee 
el teorema 6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. , 


3. Calcule la longitud del segmento de la recta 4 jc + 9>’ = 36 
entre sus intercepciones x y y mediante tres métodos: 
(a) utilice el teorema de Pitágoras; (b) emplee el teorema 
6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. 

4. Siga las instrucciones del ejercicio 3 para la recta 5x - 
2y = 10. 

5. Obtenga la longitud de arco de la curva 9y 2 = 4jc 3 desde 
el origen hasta el punto (3, 2 /3 ). 

6. Determine la longitud de arco de la curva* 2 = (2y + 3) 3 
desde el punto (1, -1) hasta el punto (7 fl , 2). 
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7. Calcule la longitud de arco de la curva 8y = x 4 + 2x 2 
desde el punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 2. 

8 . Utiliceelteorema6.1.2paraobtenerlalongituddearcodela 
curva)’ 3 = 8x 2 desde el punto (1,2) hasta el punto (27,18). 

9. Resuelva el ejercicio 8 empleando el teorema 6.1.3. 

10. Calcule la longitud de arco de la curva ) = | (x - 5) 3 ' l2 ‘ 
desde el punto donde x = 6 hasta el punto, donde x = 8. 

11! Obtenga la longitud de arco de la cuJva y = |(x 2 + 2)^ 2 
desde el punto donde x = 0 hasta el punto donde x = 3. 

12. Determine la longitud de arco de la curva (>xy = y 4 + 3 
desde el punto donde ) = 1 hasta efpunto donde) = 2. 


13. Calcule la longitud de arco de la curva )= i 4x (3x - 1) 
desde el punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 4. 

14. Obtenga la longitud de arco de la curva) = j í 3 + j r' 1 , 
desde el punto (2, j|) hasta el punto (5, ^). 

15. Determine la longitud de arco de la curva x 2 ^ 3 + y 2 ^ 3 = 1 
en el primer cuadrante desde el punto donde x = | hasta 
el punto donde x = 1. 

16. Calcule la longitud de arco de la curva x 2 ^ 3 + y 2 ! 3 = a 2 ¡ 3 
(a es una constante, a > 1) en el primer cuadrante desde 
el punto donde x = 1 hasta el punto donde x = a. 


17. Obtenga la longitud de arco de la curva 



en el primer cuadrante desde el punto donde x - 
hasta el punto donde x = a. 



18. Calcule la longitud de arco de la curva 9) 2 = x 2 (2x + 3) 
en el segundo cuadrante desde el punto donde x = -1 has¬ 
ta el punto donde x = 0. 

19. Determine la longitud de arco de la curva 9) 2 =x(x - 
3) 2 en el primer cuadrante desde el punto donde x = 1 has¬ 
ta el punto donde x = 3. 

-20. Obtenga la longitud de arco de la curva 9) 2 = 4(1 + x 2 ) 3 
en el primer cuadrante desde el punto donde x = 0 hasta 
el punto donde x = 2 V2. 


21. Calcule la longitud de arco de la curva ) = ln sec x des¬ 
de x = Ó hasta x = -. tt. 

4 

22. Determine la longitud de arco de la curva y = ln esc x 

desde x = j- k hasta x = \k. 

6 2 

23. Si 


f<x) = 


r 

Jo 


'fcostdt 


.determine la longitud de arco de la gráfica de/desde el pun¬ 
to donde x = 0 hasta el punto donde x = | n. Sugerencia: 
obtenga/'(x) mediante el primer teorema fundamental del 
Cálculo y emplee la identidad eos 2 \x = y(l + eos x). 


utilice la sugerencia del ejercicio 23 y la identidad 
sen x = eos (j K - x). 

En los ejercicios 25 a 34, determine la longitud de arco con 

cuatro dígitos significativos calculando la integral que resulte 

mediante NINT en la graficadora. 

25. El arco de la parábola y = x 2 desde el origen hasta el pun¬ 
to (2, 4). 

26. El arco de la parábola y = j(x - 2) 2 + 1 desde el pun¬ 
to (-2, 5) hasta el punto (4, 2). 

27. El arco de la curva senoidal desde el origen hasta el punto 
(tr,0). 

28. El arco de la curva cosenoida! desde el origen hasta el pun¬ 
to (3 TE, {). 

29. El arco de la curva ) = | x 3 desde el origen hasta el pun¬ 
to (1, |). 

30. El arco de la curva y = tan x desde el origen hasta el 
punto (i 7t, 1). 

31. El arco de la curva y = x 3 - 6x 2 + 9x - 1 desde el 
punto (0, -1) hasta el punto (3, -1) 

32. El arco de la curva y = x 3 - 2x 2 - 5x + 6 desde el 
punto (-2,0) hasta el punto (3,0). 

33. El arco de la curva y = x 3 - 3x 2 + 3 entre los dos pun¬ 
tos donde la gráfica intersecta a la parte positiva del eje x. 

34. El arco de la curva y = 3 - (x - l) 4 entre los dos pun¬ 
tos donde la gráfica intersecta al eje x. 

35. La siguiente figura muestra un cable que pende en la forma 
de catenaria entre dos postes separados 300 pie, y el punto 
más bajo del cable está a 200 pie sobre el suelo. Los ejes 
coordenados se eligen de modo que el origen esté a la mitad 
entre las bases de los dos postes sobre el eje x. y el eje y 
contiene el punto más bajo del cable. Una ecuación de la 
catenaria es 

y = 200cosh(^) 

Calcule la longitud del cable entre los dos postes. 



24. ,Si 

/(x) = V sen7 dt 

Jo 7 

calcule la longitud de arco de la gráfica de/desde el punto 
donde x = 0 hasta el punto donde x = 2 n. Sugerencia: 


36. Explique por qué no puede emplearse el teorema 6.1.2 
para determinar la longitud de arco de la gráfica de 
y 3 = x 2 desde el origen hasta el puntó (1, 1). ¿Pue- 
dé emplear el teorema 6.1.3 para calcular esta longitud de 
arco? Si la respuesta es no, explique por qué. Si la res¬ 
puesta es sí, calcule la longitud de arco. 
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6.2 CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 


En la sección 4.6 se dijo que si la función / es continua en el intervalo 
cerrado [a, b], entonces el valor promedio de/en [a, b] está dado por 
- b 

f(x) dx 
J a _ 

b - ci 

Una aplicación importante del valor promedio de una función ocurre en 
física en relación con el concepto de centro de-masa. 

A fin de llegar a la definición de masa, considere una partícula que se 
pone en movimiento a lo largo de un eje mediante una fuerza ejercida sobre 
ella. Mientras la fuerza actúe sobre la partícula, su velocidad se incrementa; 
esto es, la partícula tendrá una aceleración. La razón de la fuerza a la acelera¬ 
ción es constante de acuerdo con la magnitud de la fuerza, y esta razón cons¬ 
tante se denomina masa de la partícula. Por tanto, si la fuerza es F unidades, 
la aceleración es a unidades y la masa es M unidades, entonces 



a 


La fuerza, masa y aceleración se medirán en unidades de los sistemas 
inglés y métrico. A continuación se discutirán estas unidades. 

En el sistema de ingeniería inglés la unidad de fuerza es 1 libra (Ib) y la 
unidad de aceleración es pie/s 2 . La unidad de masa se define como la masa 
de una partícula cuya aceleración es 1 pie/s 2 cuando la partícula está sujeta a 
una fuerza de 1 Ib. Esta unidad de masa se denomina 1 slug. En consecuencia, 

1 Ib 

1 slu § = 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La aceleración de cierta par¬ 
tícula que se mueve sobre una recta horizontal es de 10 pie/s 2 cuando la fuerza 
es de 30 Ib. Por tanto, la masa de la partícula es 

30 Ib _ 3 Ib 

10 pie/s 2 1 pie/s 2 

De este modo, por cada 1 pie/s 2 de aceleración se ejerce una fuerza de 3 Ib 
sobre la partícula. Por tanto, la masa de la partícula es de 3 slugs. A 

El sistema métrico adoptado oficialmente por casi todos los países, excepto 
Estados Unidos, es el Sistema Internacional de Unidades, abreviado SI por su 
nombre oficial en francés, Systéme International d’Unités. En el sistema SI, la 
unidad de masa es 1 kilogramo (kg) y la unidad de aceleración es 1 metro por 
segundo cuadrado (m/s 2 ). La unidad de fuerza en el sistema SI es f newtón (N), 
el cual es la fuerza que imparte a una masa de 1 kg una aceleración de i m/s 2 . 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una partícula cuya masa es 
de 6 kg está sujeta a una fuerza horizontal constante de 3 N. La aceleración de 
la partícula se obtiene al dividir la fuerza entre la masa, de modo que 


6.2 CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 517 


En el sistema SI, la aceleración debida a la gravedad cerca de la super¬ 
ficie de la Tierra es 9.81 ni/s-. Si la masa de un objeto es de .V/ kilogramos, y 
si F newtons es la fuerza sobre el objeto debida a la gravedad cerca de la 
superficie de la Tierra, entonces 

F = 9.81 M 

Otro sistema métrico, ya en desuso, es el sistema centímetro-gramo- 
segundo, abreviado como CGS. En el sistema CGS la unidad de masa es el 
gramo (g), donde 1 g = 0.001 kg. La unidad de aceleración en el sistema 
CGS es 1 cm/s 2 . Por tanto, la unidad de fuerza, llamada dina (din), es la fuerza 
que imparte a una masa de 1 g una aceleración de 1 cm/s 2 . Como 

1 kg = 10 3 g y 1 m/s 2 = 10 2 cm/s 2 
entonces 

1 N = 10 5 din 

La tabla 1 resume las unidades de los sistemas inglés, SI y CGS. 


Tabla 1 


Sistema de Unidades 

Fuerza 

Masa 

Aceleración 

Inglés 

libra (Ib) 

slug 

pie/s 2 

SI 

newton (N) 

kilogramo (kg) 

m/s 2 

CGS 

dina (din) 

gramo (g) 

cm/s' 


O -*4 


FIGURA 1 


Considere ahora una barra horizontal, de peso y espesor despreciables, 
colocada sobre el eje x. En la barra se tiene un sistema de n partículas ubica- 
das en los puntos x¡, x 2 , . . . , x„. La i-ésima partícula (i = 1,2, , n) se 

encuentra a una distancia dirigida de x¡ metros del origen y su masa es m¡ 
kilogramos. Vea la figura 1. El número de kilogramos de la masa total del 

sistema es £ m¡. Se define el número de kilogramos-metro del momento 

i~ 1 

de masa de la i-ésima partícula con respecto al origen como m, x¡. El mo¬ 
mento dé masa para el sistema se define como la suma de los momentos de 
masa de todas las partículas. En consecuencia, si M 0 kilogramosmetro es 
el momento de masa del sistema con respecto al origen, entonces 

n 

M o = X m < x i 


Si las medidas de las distancias es en pies y de la masa en slugs, entonces el 
momento de masa se mide en slug-pie. 

Se desea determinar un punto x tal que si la masa total del sistema se 
concentrace ahí, su momento de masa con respecto al origen sería igual al 
momento de masa del sistema con respecto al origen. Entonces x debe satis¬ 
facer la ecuación 
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II n 

m í = X m i x i 

Í=1 i =1 

n 

X m i x ¡ 

X = i=I- (1) 

i=\ 

El punto x, denominado centro de masa del sistema, es el punto donde el 
■ sistema estará .equilibrado . La posición del centro de masa es independiente de 
la posición del origen; esto es, la ubicación del centro de masa, relativa a las 
posiciones de las partículas, no cambia cuando se cambia el origen. El centro 
de masa es importante debido a que el comportamiento de un sistema com¬ 
pleto de partículas puede describirse mediante el comportamiento del centro 
de masa del sistema. 


► EJEMPLO ? Dadas cuatro partículas de masa 2, 3, 1 y 5 kg 
ubicadas en el eje x en los puntos que tiene coordenadas 5, 2, -3 y -4, 
respectivamente, donde la distancia se mide en metros, determine el centro 
de masa de este sistema. 

Solución Si x es la coordenada del centro de masa, de la fórmula ( 1 ) se 
tiene 

- = 2(5) + 3(2) + 1 (—3) + 5(-4) 

A 2 + 3 + 1 + 5 

11 

Conclusión: El centro de masa está a ^ m a la izquierda del origen. ^ 

A continuación se extenderá la discusión anterior a una barra horizon¬ 
tal rígida cuya masa está distribuida en forma continua. Se dice que la barra 
es homogénea si tiene una~3ensidad lineal constante, esto es, si su masa es 
directamente proporcional a su longitud. En otras palabras, si el segmento 
de la barra cuya longitud es A,x metros tiene masa A ¡m kilogramos, y 
A ¡m = k A,x, entonces la barra es homogénea. El número k es una constan¬ 
te y k kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra. 

Suponga que se tiene una barra no homogénea, de modo que en este 
caso, la densidad lineal varía a lo largo de la barra. Sea L metros la longitud 
de la barra y coloque ésta sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y su extremo derecho quede en L. Vea la figura 2. La 
densidad lineal en cualquier punto x de la barra es p(x ) kilogramos por metro, 
donde p es continua en [0, Lj. Para determinar la masa total de la barra se 
considera una partición A del intervalo cerrado [0, L\ en n subintervalos. El 
Pésimo subintervalo es [a,_|, a,] y su longitud es A,a metros. Si w¡ es cual¬ 
quier punto de [x,_[, x¿, entonces una aproximación de la masa de la porción 
de la barra contenida en el Pésimo subintervalo es A ¡m kilogramos, donde 

A ¡m = p(w¡) A¡z 

A ¡m = p(h’-)A ¿ a 

-»- í » " ■ ■■ i ■ <—► * 

O x í-i w¡ _ x ¡ L 

A¡.x 


FIGURA 2 



T 
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El número de kilogramos de la masa total de barra se aproxima mediante 

n n 

= Ip(w¡)v 

í = i ¡=i 

Cuanto más pequeña se tome la norma de la partición A, más cerca estará 
esta suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como la medida 
de la masa de la barra, por lo que se define la medida de la masa de la barra 
como el límite de la suma de Riemann anterior. 


6.2.1 Definición cié la masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo eD el 
origen. Si p(x) kilogramos por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0, L], entonces 
la masa total de la barra es M kilogramos, donde 

n 

M = tím ^pÍH-pAj* 

IMI-o ¡íí 

= í pWdx (2) 

Jo 


En esta definición, si la distancia se mide en pies, y la masa se mide en 
slugs, entonces la densidad se medirá en slugs por pie. 


W EJEMPLO 2 La densidad lineal en cualquier punto de una barra 
de 4 m de longitud varía directamente conforme la distancia desde el punto a 
un punto exterior de la barra situado a 2 metros de su extremo derecho, donde 
la densidad lineal es 5 kg/m. Determine la masa total de la barra. 

Solución La figura 3 muestra la barra colocada sobre el eje x. Si p(x) 
kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra en el punto ubicado a x 
metros del extremo que tiene la mayor densidad, entonces 

ptO = c(6 - x) 





FIGURA 3 


donde c es la constante de proporcionalidad. Como p(4) = 5, entonces 
5 = 2c o c = |. En consecuencia p(x) = | (6 - x). Por tanto, si M kilo¬ 
gramos es la masa total de la barra, de la definición 6.2.1 se tiene 


M ~ n¿ÍMí§* (6- " i)AfX 


-r 


| (6 - x) dx 
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= 40 

Conclusión: La masa tr¿al de la barra es 40 kg. ^ 

Antes de obtener una fórmula para calcular el centro de masa de una 
barra cuya masa se distribuye en forma continua, se debe definir el momento 
de masa áe la barra con respecto al origen. 


A,7 n = p(w¡) A¡X 
W; \ ' 

i ~~ t ~ ■ :'•■■■ 1 > x 

o : / w ¡ \ L 

x¡_, A : x A-, 

FIGURA 4 

Se coloca la barra sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y el extremo derecho quede en L. Vea la figura 4. Sea 
A una partición de [0, L] en n subintervalos, de manera que el í-ésimo 
subintervalo [x,_ ¡,x¡] tenga longitud A ¡x metros. Si w¡ es cualquier punto de 
[x ; _|, a,], una aproximación del momento de masa con respecto al origen 
de la porción de la barra contenida en el Pésimo subintervalo es w¡ tspn 
kilogramos-metro, donde A ¡m = p(w¡) A,x. El número de kilogramos-me¬ 
tro del momento de masa de la barra completa se aproxima mediante 

n n 

X»,.A,,„ = X H 'íp(' v /) a A 

¡=i ¡=i 

Cuanto más pequeña sea la norma de la partición A, más cerca estará la 
suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como el momento de 
masa de la barra con respecto al origen. Entonces se tiene la siguiente 
definición. 


6.2.2 Definición del momento de masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo en el 
origen y p(x) kilogramos por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0, L¡. El mo¬ 
mento de masa de la barra con respecto al origen es Mq kilogra¬ 
mos-metro, donde 


M 0 = 


lím X wíP(w¡)AíX 
IWM f~¡ 


-f 

J o 


xp(x) dx 


(3) 


El centro de masa de la barra está en el punto x tal que si M kilogramos 
es la masa total de la barra, entonces xM = M 0 . Así, de (2) y (3) se tiene 


J 

Jo 


xp(x) dx 


p(x) dx 


x 


(4) 
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► EJEMPLO 3 


Determine el centro de masa de la barra del ejemplo 2. 


Solución En el ejemplo 2, M = 40. De (4) con p(x) = |(6 - x), se tiene 


f 

Jo 


¡(6 - x)dx 


40 

- iU^-1-’E 

_ 5 

” 3 


Conclusión: El centro de masa está a | m del extremo que tiene la mayor 
densidad. 4 


► EJEMPLO 4 Demuestre que el centro de masa de una barra de 
densidad lineal uniforme está en el centro de la barra. 


Solución Sea k kilogramos por metro la densidad lineal uniforme, 
donde k es una constante. De la fórmula (4), si L es la longitud de la barra, 
entonces 



Conclusión: El centro de masa está en el centro de la barra. 4 


EJERCICIOS 6.2 


En los ejercicios 1 a 4, una partícula se mueve sobre una recta 
horizontal. Determine la fuerza ejercida sobre la partícula si 
tiene la masa y aceleración dadas. 

1. La masa es 50 slugs; la aceleración es 5 pie/s 2 . 

2. La masa es 10 kg; la aceleración es 6 m/s 2 . 

3. La masa es 80 g; la aceleración es 50 cm/s 2 . 

4. La masa es 22 slugs; la aceleración es 4 pie/s 2 . 

En los ejercicios 5 a 8, una partícula está sujeta a la fuerza 
horizontal dada, y se proporciona la masa o la aceleración. 
Calcule la otra cantidad. 

5. La fuerza es 6 N; la masa es 4 kg. 

6 . La fuerza es 32 Ib; la masa es 8 slugs. 

7. La fuerza es 24 Ib; la aceleración es 9 pie/s 2 . 

8 . La fuerza es 700 din; la aceleración es 80 cm/s 2 . 

En los ejercicios 9 a 12, en el eje x se localiza un sistema de 
partículas. El númerode kilogramos de la masa de cadapartícula 
y la coordenada de su posición están indicadas. La distancia se 
mide en metros. Determine el centro de masa de cada sistema. 

9. m¡ = 5 en 2; m 2 = 6 en 3; m 3 = 4 en 5; m 4 = 3 en 8 


10. m, = 2en-4;m 2 = 8 en-l;m } — 4en2;m 4 = 2 en 3 

11. m l = 2 en -3; m 2 = 4 en -2; m 3 - 20 en 4; m 4 = 10 
en 6 ; m 5 = 30 en 9 

12. m j = 5en-7;m 2 = 3en-2;m 3 = 5 en 0; m 4 = 1 en 2; 
m s = 8 en 10 

En los ejercicios 13a21, calcule la masa total y el centro de masa 

de la barra indicada. 

13. La longitud de una barra es de 6 m y la densidad lineal de la 
barra en un punto que está a x metros de un extremo es 
(2x + 3) kg/m. 

14. La longitud de una barra es de 20 cm y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x centímetros de un extremo 
es (3x + 2) g/cm. 

15. La longitud de una barra es de 9 pulg fy la densidad lineal de 
la barra en un punto que está a x pulgadas de un extremo es 
(4x + 1) slugs/pulg. 

16. La longitud de una barra es de 3 pie y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x pies de un extremo es 
(5 + 2x) slugs/pie. 

17. La longitud de una barra es de 12 cm y la medida de la den¬ 
sidad lineal de la barra en un punto es una función lineal de 
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la me'dida de la distancia del punto al extremo izquierdo 
de la barra. La densidad lineal en el extremo izquierdo es 
3 g/cm y en el extremo derecho es 4 g/cm. 

18. La longitud de una barra es de 10 m y la medida de la densi¬ 
dad lineal en un punto es una función lineal de la medida 
de la distancia del punto al extremo izquierdo de la barra. 

La densidad lineal en el extremo izquierdo es 2 kg/m y en 
el extremo derecho es 3 kg/m. 

19. La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una 
barra de 6 m de longitud varía directamente como la dis¬ 
tancia del punto a un punto externo situado a 4 m de un 
extremo, donde la densidad es 3 kg/m. 

20. Una barra tiene 10 pie de longitud, y la medida de la densi¬ 
dad lineal en un punto es una función lineal de la medida 
de la distancia desde el centro de la barra. La densidad en 
cada extremo de la barra es de 5 slugs/pie y en el centro la 
densidad lineal es de 3 i slugs/pie. 

21. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra va¬ 
ría directamente como la tercera potencia de la medida de la 
distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra es 
de 4 pie y la densidad lineal es de 2 slugs/pie en el centro. 

22. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 5 m 
de longitud varía directamente como la distancia del punto 
a un punto externo que está a 2 m de un extremo de la barra, 
en donde la densidad lineal es de K kg/m. Determine K si la 
masa total de la barra es de 135 kg. 

23. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 3 m de 
longitud varía directamente como la distancia del punto a un 29. 
punto extemo situado a 1 m de un extremo de la barra, en 
donde la densidad lineal es 2 kg/m. Si la masa total de la 
barra es de 15 kg, determine el centro de masa de la barra. 


24. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra 
varía directamente como la cuarta potencia de la medida de 
la distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra 
es de 2 m. Si la masa total de la barra es de y kg, determi¬ 
ne el centro de masa de la barra. 

25. La densidad lineal de una barra en un punto que está a x 
centímetros de un extremo es 2/(1 + x ) gramos por centí¬ 
metro. Si la barra mide 15 centímetros de longitud, deter¬ 
mine la masa y el centro de masa de la barra. 

26. La masa total de una barra de L metros de longitud es M 
kilogramos, y la medida de la densidad lineal en un punto 
ubicado a x metros del extremo izquierdo es proporcional a 
la medida de la distancia del punto al extremo derecho. 
Demuestre que la densidad lineal en un punto de la barra 
a x metros del extremo izquierdo es 2 M(L - x)/L 2 kilo¬ 
gramos por metro. 

27. Una barra tiene 6 m de longitud y 24 kg de masa. Si la medida 
de la densidad lineal en cualquier punto de la barra varía 
directamente como el cuadrado de la distancia del punto a un 
extremo, determine el valor más grande de la densidad lineal. 

28. Una barra tiene L metros de longitud y su centro de masa 
está en el punto ubicado a | L metros de su extremo iz¬ 
quierdo. Si la medida de la densidad lineal en un punto es 
proporcional a una potencia de la medida de la distancia 
del punto al extremo izquierdo y la densidad lineal en el 
extremo derecho es 20 kg/m, determine la densidad lineal 
en un punto ubicado a x metros del extremo izquierdo. 

El peso de un objeto es la fuerza que resulta de la grave¬ 
dad ejercida sobre el objeto. Explique la diferencia entre 
el peso y la masa de un objeto. Invente un ejemplo para 
cada sistema de unidades: inglés, SI y CGS. 


6.3 CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA Y CENTROIDE 
DE UNA REGIÓN PLANA 



Ahora considere una placa delgada de masa distribuida en forma continua, 
por ejemplo una hoja de papel o de hojalata, de dos dimensiones. A tal región 
plana se le llama lámina. En esta sección se limitará la discusión a láminas 
homogéneas, esto es, láminas que tiene densidad de área (o superficial) 
constante. Las láminas de densidad superficial variable se estudian en rela¬ 
ción con las aplicaciones de las integrales múltiples, tema del capítulo 13. 

Considere un sistema de n partículas ubicadas en los puntos (x\, y i), 
(x 2 , yi), . . ., ( x m en e l plano xy y sean las medidas de sus masas m\, m 2 , 
. . . , m n . Imagine que las partículas están sobre una placa de peso y grosor 
despreciable. El centro de masa es el punto donde la hoja estará en equili¬ 
brio. Refiérase a la figura 1, la cual muestra ocho partículas colocadas sobre 
la placa. En la figura, la identificación de la í-ésima partícula es m h que es la 
medida de su masa. La placa estará en equilibrio sobre un punto de apoyo 
ubicado en el centro de masa denotado por (x. y). Para determinar el centro 
de masa de dicho sistema primero se debe definir la masa total del sistema y 
el momento de masa del sistema con respecto a los ejes coordenados. 

Suponga que la í-ésima partícula, ubicada en el punto (x¡, y¡), tiene 
masa de m¡ kilogramos. Entonces la masa total del sistema es M kilogra¬ 
mos, donde 
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M = X 

i-\ 

El momento de masa de la /-ésima partícula con respecto al eje y es 
m i x ¡ kilogramos-metro y su momento de masa con respecto al eje x es m¡y¡ 
kilogramos-metro. Si M y kilogramos-metro es el momento del sistema de 
" partículas con respecto al eje y, y M x kilogramos-metro es el momento 
del sistema con respecto al eje x, entonces 

n n 

M v = X "';*Í y M x = X m¡yi 

i=i / -1 


El centro de masa del sistema es el punto (x, y), donde 


x 


My 

M 


y y 


M x 

M 


El punto (x, y) puede interpretarse como el punto tal que, si la masa total del 
sistema de M kilogramos se concentrace ahí, entonces el momento de masa 
del sistema con respecto al eje y sería Mx kilogramos-metro y su momento 
con respecto al eje x sería My kilogramos-metro. 


r EJEMPLO 1 Determine el centro de masa del sistema de cuatro 
partículas, cuyas masas tienen medidas 2, 6, 4 y 1, y las cuales se ubican en los 
puntos (5, -2), (-2, 1), (0, 3) y (4, -1), respectivamente. 

Solución 


My = Yj m ¡ x > = 2(5) + 6(—2) +' 4(0) + 1(4) = 2 

i=l 

4 

M X = X m ¡y> = 2(-2) + 6(1) + 4(3) + 1(-1) = 13 

i=l 

4 

M = ^ m ¡ = 2 + 6 + 4+1 = 13 

¡=i 


Por tanto, 


y=m 



My 

M x 

M 

y y = ~ 

M 

2 

— ü 

Ü 

13 


= 1 


Conclusión: El centro de masa se encuentra en (~, 1). M 

A continuación se extenderán los conceptos de masa, momentos de 
masa y centro de masa para láminas heterogéneas. Si la lámina homogénea 
es un rectángulo, se define su centro de masa como el centro del rectángulo. 
Esta definición se aplica a fin de obtener el centro de masa de una lámina 
homogénea más general. 

Sea L la lámina homogénea cuya densidad de área constante es k kilo¬ 
gramos por metro cuadrado, la cual está limitida por la curva y = /(.y), el eje 
x y las rec tas x = a y x = b. Suponga que la función / es continua en el 
intervalo cerrado [n, b] y que/(.r) > 0 para toda x en [a, b]. Vea la figura 2. 
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partición del intervalo [a, b ] en n subintervalos. El í-ésimo subintervalo es 
x¡], cuyo punto medio es m¡ y A¡x = x¡ - x¡^. Asociado con el i'-ési- 
mo subintervalo se tiene una lámina rectangular cuya ancho, akura y densidad 
de área están dados por A¡x metros, f(m¡) metros y k kilogramos por metro 
cuadrado, respectivamente, y cuyo centro de masa está en el punto (m¡, \f( m,)). 
El área de la lámina rectangular es f(m¿) A¡x metros cuadrados; en conse¬ 
cuencia, kf(m¡) A ¡x kilogramos es su masa. De modo que la suma de las 
medidas de las masas de las n láminas rectangulares es la suma de Riemann 


X kf(m¡) A¡x 

¡=i 


En la definición formal 6.3.1 se define la masa total de L como el límite 
de esta suma de Riemann. 

Sea A t M x kilogramos-metro el momento de masa de la i'-ésima lámina 
rectangular con respecto al eje x, y A¡M y kilogramos-metro el momento de 
masa de esta lámina con respecto al eje y. Entonces 

A,M X = \f(m¡){kf(m¡) A,*] y A ¡M y = m¡[kf(m¡) A¡x] 

Las sumas de Riemann de las medidas de los momentos de masa de las n lá¬ 
minas rectangulares son 

X ¿Af/(m,)j 2 A,x y ¿km./jm;) A¡x 
i=l ¡=1 

A continuación se definen formalmente los momentos de masa de L con res¬ 
pecto a los ejes coordenados como los límites de estas sumas de Riemann. 


6.3.1 Definición de masa, momentos de masa y centro 
de masa de una lámina 


Sea L una lámina homogénea cuya densidad de área constante es k 
kilogramos por metro cuadrado, la cual está limitada por la curva 
y = /(*), el eje x y las rectas x = a y x = b. La función/es continua 
en [a, bj y f{x) S 0 para toda x de [a, b]. Si M kilogramos es la masa 
total de la lámina L, entonces 

,1 

M - „ 'íp X A <- x 

IWI-to I= | ■ 

= k í f(x)dx 
Ja 

Si M x kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina L con 
respecto al eje x, entonces 

M x = ljm X l*l/( m í)] A,jc 
Hall-*» ¡ti 

= i* í [f(x)] 2 dx 
Ja 

Si M y kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina L con 
respecto al eje y, entonces 
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M y = lím Y kmj(m,) A,x 

IWI-° ¡tí 

= kj xf(x) dx 

Si (x, y) es el centro de masa de la lámina L, entonces 
Af» m . 

* = ~zr y y = nr 


Si se sustituye la expresión para M, M x y M y en (1), se obtiene 


k xf(x) dx 


[k {f(x)\ 2 dx 


k f(x) dx 


k f(x) dx 


Al dividir el numerador y el denominador entre k se tiene 


xf(x) dx 


f(x) dx 


•b 

\k { f(x)} 2 dx 
Ja _ 

k í f(x) dx 
Ja 


En estas fórmulas el denominador es el número de unidades cuadradas 
del área de la región; de modo que se ha expresado un problema físico en 
términos de uno geométrico. Esto es, x y y pueden considerarse como la abs¬ 
cisa promedio y la ordenada promedio, respectivamente, de una región 
geométrica. En tal caso ,xyy dependen sólo de la región, y no de la masa de 
la lámina. Así, se hará referencia al centro de masa de una región plana en 
lugar de centro de masa de una lámina homogénea. En tal caso, el centro de 
masa recibe el nombre de centroide de la región. En lugar de momentos 
de masa se considerarán momentos de la región. 


6.3.2 Definición de momentos y centroide de una 
región plana 


Sea R la región limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas 
x - a y x = b. La función / es continua en [a, b] y f(x) 2: 0 para 
toda x de [o, fe). Si M x denota el momento de R con respecto al eje x 
y M y denota el momento de R con respecto al eje y, entonces 

M x = lím X f[/(m ,)] 2 A,x My = lím £ A,* 

llol|-»o 2 I|a||-*o £í 


llAll-o £í 2 

= I í íñx)] 2 dx 
Ja 


xf(x) dx 


Si (7, y) es el centroide de la región plana R cuya área es A unidades 
cuadradas, y M x y M y se definen como en el párrafo anterior, entonces 


_ M x 
A y y A 






526 CAPÍTULO 6 APUCACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


y 



► EJEMPLO 2 Determine el centroide de la región del primer 
cuadrante limitada por la curva y 2 = 4x, el eje a; y las rectas x = 1 y x = 4. 


X 


Solución Sea f(x) = 2x Entonces la ecuación de la curva es y = 
f(x). En la figura 3 se muestra la región junto con el i-ésimo elemento 
rectangular de área. El centroide del rectángulo está en (m,-, |/(m,)). El área 
A unidades cuadradas de la región está dada por 


n 

A = „ 'í ( m Z /(m.) &,x 

114#-* 0 “i 


r 

r 


f(x)dx 

2x ll2 dx 


i r3/2 4 
3 1 


3 


Ahora se calcularán M y y M x . 


l|A||-*0,tí 

* IWI-*o f^[ 2 

f 4 

r 4 

1 xf(x) dx 

= \ I U(x)l 2 dx 

f 4 

r 4 

x(2x ll2 )dx 

= ^ J 4 xdx 

f 4 


> x 3l2 dx 

II 

K) 

— 

5* S/2 ]Í 

= 15 


_ 124 

5 


En consecuencia 


My 

M x 

~A 

y A 

m 

5 

15 

28 

~ 2S 

3 

3 

93 

_ 45 

35 

“ 28 


Conclusión: El centroide está en el punto (||, ^). 


◄ 


En el ejemplo siguiente la región está limitada por dos curvas en lugar 
de una y el eje x. El método para determinar el centroide es el mismo que el 
anterior, pero las ecuaciones para M x y M y ahora dependen de las ecuaciones 
que definen las curvas. 


► 

las 


EJEMPLO 3 Determine el centroide de la región limitada por 
curvas y = x 2 y y = 2x + 3. 
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Solución Los puntos de intersección de las dos curvas son (-1,1) y (3,9). 
En la figura 4 se muestra la región junto con el i-ésimo elemento rectangular 
Sea f(x) = x z y g(x) = 2x + 3. El centroide del i-ésimo elemento rec¬ 
tangular está en el puntotm,, i [/(m, + g(m¡)]), donde m¡ es punto medio del 
i-ésimo subintervalo [x¡_i, x¡\. La medida del área de la región está dada por 

n 

A = «‘ÍP 1 Y [g(m¡) - f(m¡ )J A ; x 
_Iklbo 

= J lg(x) - f(x)\ dx 


i: 

32 

3 


[2x + 3 - x 2 ] dx 


A continuación se calcularán M y y M x . 

n 

M y = lím Y - í(m¡ )\ A,x 


■i 

-£ 


*[?(*) - /(*)] ¿X 


x[2x + 3 - x 2 ] ¿c 


32 

3 


Mx = Ij ” 1 Y ÍU'O, ) + /(m,-)][g(m, ) - /(w,)J A,x 
UII-*o ¡ti 

•3 

[«(*) + /«][*(*) - /«] 

-i 

•3 

[(2x + 3) + x 2 ][(2x + 3) - x 2 ] dx 


-*£ 
■ *£- 
-*£ 


[4x 2 + 12x + 9 - x 4 ] dx 


544 

15 


Por tanto, 
x = 


A Ay 

r M x 

A 

- V A 

32 

544 

3 

..... 15 

32 

— 32 

3 

3 

1 

_ 17 

5 


Conclusión: El centroide está en el punto (1, 12). 4 

El teorema siguiente en ocasiones puede simplificar el problema de 
determinar el centroide de una región plana que puede dividirse en regiones 
que tiene ejes de simetría 


6.3.3 Teorema 


Si una recta es un eje de simetría de la región plana R, entonces el cen¬ 
troide de la región está sobre esa recta. 
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y 



FIGURA 5 


Demostración Elija los ejes coordenados de modo que el eje de sime¬ 
tría coincida con el eje y y el origen esté en la región R. La figura 5 muestra 
esta situación. En la figura, R es la región CDE, C es el punto (-a, 0), E es 
el punto (a, 0) y una ecuación de la curva CDE es y = f(x). 

Considere una partición del intervalo [0, d\. Sea m¡ el punto medio del 
i-é simo subintervalo. El momento con respecto al eje y del elemento rec¬ 
tangular que tiene altura/(m,) y ancho A/jí es m ; [/(m ; ) A,*]. Debido a la si¬ 
metría, para una partición similar del intervalo [- a , 0] existe un elemento 
correspondiente cuyo momento con respecto al eje y es -m,[/(m,) A¡x], La 
suma de estos dos momentos es 0; por tanto, M y ~= 0. Como x = M y /A, se 
concluye que x = 0. Así, el centroide de la región R está sobre el eje y, lo 
cual es lo que se deseaba demostrar. ■ 


ím,, JT- m? j 



FIGURA 6 


► EJEMPLO 4 Determine eí centroide de la región limitada por 
el eje x y la semicircunferencia y = V4 - x? . 

Solución La figura 6 muestra la región cuya área es 1n unidades 
cuadradas. Como el eje y es un eje de simetría, el centroide está sobre el 
eje y; de modo que x = 0. 

El momento de la región con respecto al eje x está dado por 


M x = i™ ¿ { [V4 - V] 2 A ¡x 


41-»° ¿=i 
-2 


= 2 ■ 


rl 

j (4 - jc 2 ) dx 
JO 


= 4x-¡ x% 


— J6 
" 3 


Por tanto, 


16 

y = iñ 

~~ 


Conclusión: El centroide está en el punto 


(“■é 


Una aplicación de los centroides la proporciona el teorema de Pappus, 
llamado así en honor al matemático griego Pappus de Alejandría, quien 
vivió en el siglo IV. 





y=m 


-*■ X 


FIGURA 7 


6.3.4 Teorema de Pappus para volúmenes de sólidos 
de revolución 


Si una región plana se gira alrededor de una recta de su plano que no 
corta la región, entonces la medida del volumen del sólido de revolu¬ 
ción generado es igual al producto de la medida del área de la región y 
la medida de la distancia recorrida por el centroide de la región. 

A fin de visualizar este teorema, refiérase a la figura 7 que muestra la 
región R limitada por las curvas y = f(x) y y — g(x). Si A es la medida del 
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FIGURA 8 


de R y si x es la abscisa del centroide de R, entonces el teorema establece 
que la medida del volumen V del sólido de revolución obtenido al girar R 
alrededor del eje y está dado por 

V = 2nxA (2) 

En el ejercicio 39 se le pedirá que demuestre el teorema de Pappus 
establecido como esta fórmula. 


r EJEMPLO 5 Aplique el teorema de Pappus para determinar 
el volumen del toro (forma de dona) generado al girar la circunferencia de 
radio r unidades alrededor de una recta de su plano a una distancia de b uni¬ 
dades de su centro, donde b > r. 



Solución Elija los ejes coordenados de modo que el centro de la circun¬ 
ferencia esté en el punto ( b , 0) del eje x. Vea la figura 8. El toro mostrado en 
la figura 9 se forma al girar la circunferencia alrededor del eje y. Del teorema 
6.3.3, se deduce que el centroide de la región circular es el centro de la cir¬ 
cunferencia. Por tanto, por el teorema de Pappus establecido como la fórmula 
(2), si V unidades cúbicas es el volumen del toro, entonces 

V = (2nb)(nr 2 ) 

= lJt 2 r 2 b 


FIGURA 9 


Conclusión: El volumen del toro es 2 n 2 r 2 b unidades cúbicas 


◄ 


EJERCICIOS 6.3 


1. Determine el centro de masa de las tres partículas cuyas 
masas son de 1, 2 y 3 kg, las cuales están ubicadas en los 
puntos (-1, 3), (2, 1) y (3, -1), respectivamente. 

2. Obtenga el centro de masa de las cuatro partículas cuyas 
masas son de 2, 3, 3 y 4 kg, las cuales están ubicadas en los 
puntos (-1, -2), (1, 3), (0, 5) y (2, 1), respectivamente. 

3. La coordenada y del centro de masa de cuatro partículas es 5. 
Las partículas tienen masas de 2,5,4 y m kg, las cuales están 
ubicadas en los puntos (3, 2), (-1, 0), (0, 20) y (2, -2), 
respectivamente. Determine m. 

4. Obtenga el centro de masa de las tres partículas cuyas masas 
son de 3, 7 y 2 kg, las cuales están ubicadas en los puntos 
(2, 3), (-1, 4) y (0, 2), respectivamente. 

5. Determine el centro de masa de las tres partículas de igual 
masa, las cuales están ubicadas en los puntos (4, -2), (-3,0) 
y 0,5). 

6. Demuestre que el centro de masa de tres partículas de igual 
masa está en el punto de intersección de las medianas del 
triángulo que tiene como yértices a los puntos en los que se 
encuentran las partículas. 

En los ejercicios 7 a 14, determine el centroide de ¡a región 
limitada por las fronteras indicadas. 


7. La parábola y = 4 - x 2 y el eje x. 

8. La parábola x = 2y - y 2 y el eje y. 

9. La parábola y = jr 2 y la recta y = 4. 

10. La parábola y 2 = 4 a. el eje y y la recta v = 4. 

11. Las curvas y = x 3 y y - 4x en el primer cuadrante. 

12. Las rectas y = 2x+ \,x + y = 1 yx - 

13. Las curvas y = x 2 - 4 y y = 2x - x 2 . 

14. Las curvas y = x 2 y y - x 3 . 

15. Determine el centro de masa de la lámina limitada por la pa¬ 
rábola 2y 2 = 18 - 3 a y el eje y, si la densidad de área (o 
superficial) en cualquier punto (x, y) es -JW- x kilogramos 
por metro cuadrado. 

16. Resuelva el ejercicio 15 si la densidad de área en cualquier 
punto (x, y) es x kilogramos por metro cuadrado. 

En los ejercicios 17 a 24, necesitará una graficadora para de¬ 
terminar el centroide de la región del ejercicio indicado de la 
sección 4.8. Exprese la respuesta con cuatro dígitos sig¬ 
nificativos. 

17. Ejercicio 39 18. Ejercicio 40 

19. Ejercicio 41 20. Ejercicio 42 
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21. Ejercicio 43 22. Ejercicio 44 

23. Ejercicio 45 24. Ejercicio 46 

En los ejercicios 25 a 32, necesitará una graficadora para de¬ 
terminar el centroide de la región del ejercicio indicado de la 
sección 4.9. Exprese la respuesta con cuatro dígitos sig¬ 
nificativos. 

25. Ejercicio 41 26. Ejercicio 42 

27. Ejercicio 43 28. Ejercicio 44 

29. Ejercicio 45 30. Ejercicio 46 

31. Ejercicio 49 32. Ejercicio 50 

33. Determine el valor de a si el centroide de la región limita¬ 
da por la parábola y 1 = 4px y la recta x = a, está en el 
punto ( p , 0). 

34. Demuestre que la distancia del centroide de un triángulo a 
cualquier lado del triángulo es igual a un tercio de la lon¬ 
gitud de la altura correspondiente al lado. 



los ejercicios 35 a 38, utilice el teorema de Pappus para 

determinar lo que se le pide. 

35. El centroide de la región limitada por una semicircunfe¬ 
rencia y su diámetro. 

36. El volumen del cono circular recto cuyo radio de la base 
mide r unidades y cuya altura mide h unidades. 

37. El momento con respecto a la recta y = -r de la región li¬ 
mitada por la semicircunferencia y = -jr 2 - x 2 y el eje x. 

38. El volumen del sólido de revolución generado al girar la re¬ 
gión del ejercicio 37 alrededor de la recta x - y = r. Suge¬ 
rencia: Utilice el resultado del ejercicio 30 de la sección 3.9. 

39. Demuestre el teorema de Pappus para volúmenes de sóli¬ 
dos de revolución establecido como la fórmula (2). 

40. ¿Es el centroide de una región plana necesariamente un 
punto dentro de la regj^)¿jQyente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 



6.4 TRABAJO 


En física se utiliza el término trabajo para caracterizar la energía de 
movimiento de un cuerpo cuando éste es movido cierta distancia debido a 
una fuerza que actúa sobre él, de modo que 

trabajo es igual a fuerza por distancia 

Por ejemplo, suponga que una fuerza constante de F libras actúa en el 
sentido del movimiento de un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo 
largo del eje x desde un punto a hasta un punto b. Entonces si b - a es el 
número de pies de la distancia que el objeto recorre, y si W es el número de 
libras por pie (denotadas por libras-pie o lb-pie) de trabajo realizado por la 
fuerza, entonces W está definido por 

W = F(b - a) (1) 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si ÍP libras-pie es el trabajo 

necesario para levantar un peso de 70 Ib hasta una altura de 3 pie, entonces 

W = 70-3 
= 210 

Así, el trabajo realizado es de 210 lb-pie. ^ 

La unidad de medición para el trabajo depende de las unidades de fuer¬ 
za y distancia. En el sistema inglés, donde la fuerza se mide en libras y la 
distancia en pies, el trabajo se mide en libras-pie. En el sistema SI, la unidad 
de fuerza es el newton, la unidad de distancia es el metro y la unidad de traba¬ 
jo es un newton-metro denominado joule (J). En el sistema CGS la unidad de 
fuerza es la dina, la unidad de distancia es el centímetro y la unidad de traba¬ 
jo es una dina-centímetro llamada ergio (erg). Para propósitos de conver¬ 
sión, 1 newton es igual a 10 5 dinas y 1 joule es igual a 10 7 ergios. 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra el cálculo del trabajo em¬ 
pleando unidades del sistema SI. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se desea determinar el tra¬ 
bajo realizado al levantar una roca cuya masa es de 8 kg a una altura de 4 m. Se 
utiliza la fórmula F = Ma, donde F newtons es la fuerza necesaria para dar a la 
masa de Af kg una aceleración de a metros por segundo cuadrado. En este caso 
la fuerza es la fuerza de gravedad y la aceleración es aquella debida a la grave¬ 
dad, la cual es 9.81 m/s 2 . La masa es 8 kg. Por tanto, M = 8 y a = 9.81, y 

F = 8(9.81) 

= 78.5 

De este modo, se quiere determinar el trabajo realizado por una fuerza de 
78.5 N y una distancia de 4 m. Si W joules es el trabajo, entonces 

W = (78.5)(4) 

= 314 

En consecuencia, el trabajo realizado es de 314 joules. 4 

Ahora considere el trabajo realizado por una fuerza variable que actúa a 
lo largo de una recta en el sentido del movimiento. Se desea definir lo que 
significa el término “trabajo” en este caso. 

Suponga que / es una función continua en el intervalo cerrado [a, b\ y 
que /(x) unidades es la fuerza que actúa en el sentido del movimiento sobre 
un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje x de un punto 
a un punto b. Sea A una partición del intervalo ( a , b] : 

a = x 0 < x | < x 2 < < *n-l < x n = b 

El í-ésimo subintervalo es [x¿_ 1 ,jc,]; y si x,_i está cerca de x¡, entonces 
la fuerza es casi constante en este subintervalo. Si se supone que la fuerza 
es constante el i-ésimo subintervalo y w¿ es cualquier punto tal que 
x¡_i < w¡ < x¡, entonces si A,4V unidades de trabajo se realiza sobre el 
objeto conforme se mueve de x,_i al punto x¡, de la formula (1) se tiene 

A ¡W = f(w,)(Xj - x,_,) 

Al sustituir x¿ - x,_[ por A,x se obtiene 

A,IV = f(w¡) AjX 

¿A, W = ¿ /(*-,) A,x 

i=l i=l 

Cuanto más pequeña se tome la norma de la partición A, más grande será n y la 
suma de Riemann estará más cerca de lo que intuitivamente se piensa como 
la medida del trabajo total realizado. Por tanto, se define la medida del tra¬ 
bajo total como el límite de esta suma de Riemann. 


6.4.1 Definición de trabajo 


Sea / una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) unida¬ 
des la fuerza que actúa sobre un objeto en el punto x del eje x. Si W 
unidades es el trabajo realizado por la fuerza conforme el objeto se 
desplaza de a a b, entonces 


M-° ¡tí 


-í 


f(x) dx 
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► EJEMPLO I Una partícula se mueve a lo largo del eje x debi¬ 
do a la acción de una fuerza de f(x) libras cuando la partícula está a x pies del 
origen. Si f(x) = x 2 + 4, calcule el trabajo realizado conforme la partícula 
se mueve del punto donde x = 2 hasta el punto donde x = 4. 


Solución Se toma una partición del intervalo cerrado [2, 4], Si IV 
libras-pie es el trabajo realizado cuando la partícula se mueve del punto don¬ 
de x = 2 hasta el punto donde x = 4, entonces de la definición 6.4.1, 


w = „ 1 !, m X/Ofi) A,* 


-r 


f(x) dx 


I 

v3 


(x 2 + 4) dx 


+ 4x 


64 

h 


16 - (5 + 8) 


Conclusión: El trabajo realizado es de 26 | lb-pie. A 

En el siguiente ejemplo se utiliza la ley de Hooke, llamada así en honor 
del matemático británico Robert Hooke (1635-1703). La ley de Hooke es¬ 
tablece que si un resorte se estira más allá de su longitud natural, sin llegar a 
su límite de elasticidad, se contrae con una fuerza igual a kx unidades, don¬ 
de k es una constante que depende del material y del tamaño del resorte. 


W EJEMPLO 2 Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm. Si 
una fuerza de 500 dinas se requiere para mantener el resorte estirado 2 cm, 
¿cuánto trabajo se realiza al estirar el resorte de su longitud natural hasta una 
longitud de 18 cm? 

Solución Coloque el resorte a lo largo del eje x de modo que el origen 
quede en el punto donde empieza el estiramiento. Vea la figura 1. Sea f(x) 
dinas la fuerza requerida para estirar el resorte x centímetros más allá de su 
longitud natural. Entonces, por la ley de Hooke, 

f(x) = kx 

Como/(2) = 500, se tiene 

500 = k ■ 2 
k = 250 

Así, 

f(x) = 250 x 


|<- 14 cm - 

O 4 


FIGURA 1 
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Debido a que el resorte se estira de 14 cm a 18 cm, se considera una partición 
del intervalo cerrado [0, 4] sobre el eje x. Sea A¡x centímetros la longitud del 
¡-ésimo subintervalo y sea w,- cualquier punto de este subintervalo. Si W ergios 
es el trabajo realizado al estirar el resorte de 14 cm a 18 cm, entonces 


W = 


lím X/K) A,x 
a||-»o ¿= j 


f 

f 


f(x) dx 
250x dx 



= 2000 


2 


4 

0 


Conclusión: El trabajo realizado al estirar el resorte es de 2000 ergios. A 

En los ejemplos 3 y 4 tratan acerca del peso del agua. En el sistema SI el 
peso específico del agua es 9810 N/m 3 , y en el sistema inglés es de 62.4 lb/pie 3 . 


► EJEMPLO 3 Un tanque que contiene agua tiene la forma de un 
cono circular recto invertido, tiene un diámetro de 2 m en su parte superior y 
1.5 m de profundidad. Si la superficie del agua está 0.5 m por debajo de la par¬ 
te superior del tanque, determine el trabajo realizado para bombear el agua 
hasta la parte superior del tanque. 



X 

FIGURA 2 


( 0 , 


Solución Refiérase a la figura 2. La parte positiva del eje x se elige 
hacia abajo debido a que el movimiento es vertical. Se toma el origen en la 
parte superior del tanque. Ahora considere una partición del intervalo ce¬ 
rrado [0.5, 1.5] sobre el eje x, y sea w¡ cualquier punto del í-ésimo sub¬ 
intervalo x¡]. Un elemento de volumen es un disco circular que tiene 
grosor A ,-x metros y radio/(w,) metros, donde la función/está determinada 
por una ecuación de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (1.5, 0) en la 
forma y = /( x). El volumen de este elemento es 7r[/(w,J] 2 A,x metros cú¬ 
bicos. Como el peso de 1 m 3 de agua es de 9810 N, el peso del elemento es 
9810 Jt[f(w¡)] 2 A,ge newtons, el cual es la fuerza que actúa sobre el ele- 
mento. Si jq_] está cerca de x¡, entonces la distancia que recorre el elemento 
es aproximadamente w¡ metros. Así, el trabajo realizado al bombear el ele¬ 
mento a la parte superior del tanque es aproximadamente (9810 tt[/(w¡)] 2 
A¡x) • w¡ joules. De modo que si Wjoules es el trabajo efectuado, entonces 


n 

w = n 1 !," 1 XSSKWK )] 2 
M-*o JT7 


r 15 

= 98107T [f(x)] 2 xdx 
J 0.5 


w¡ A¡x 


A fin de determinar f{x) se obtiene una ecuación de la recta que pasa por 
los puntos (0, 1) y (1.5, 0) empleando la forma pendiente-intercepción: 


y = 


o -1 

1.5-0' 


x + 1 


<=> y = - \x + 1- 


Por tanto,/(x) = - |x + l, y 
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W = 9810^ 


9810b: 


f< 

f< 


= 98107T [i * 


2 ,\2 

- ~x + 


l)~x dx 


¡X 3 - ¡X 2 + X 


) dx 


* - U 3 +lx 2 


1.5 


1 ■ 

0 . 


= 1090s 
« 3424 

Conclusión: El trabajo realizado es de 3424 joules. 


◄ 


X 



V EJEMPLO 4 Conforme se levanta un tanque que contiene agua, 
ésta se descarga a una tasa constante de 2 pie 3 por pie de altura. Si el peso 
del tanque es de 200 Ib y originalmente contenía 1000 pie 3 de agua, determi¬ 
ne el trabajo efectuado al subir el tanque 20 pie. 

Solución Refiérase a la figura 3. En ella se considera el origen en el fon¬ 
do del tanque y la parte positiva del eje x hacia arriba debido a que el movi¬ 
miento es vertical hacia arriba desde O. Considere una partición del intervalo 
cerrado [0, 20] sobre el eje x. Sea w¡ cualquier punto del i-ésimo subinter¬ 
valo [x¡_\, jc¿]. Cuando el fondo del tanque está en w¡, existen (1000 - 2 w¡) 
pies cúbicos de agua en el tanque. Como el peso de 1 pie 3 de agua es de 
62.4 Ib, entonces el peso del tanque y su contenido, cuando está en w¡, es 
de [200 + 62.4(1000 - 2vv,)] libras o (62 600 - 124.8w¿) libras, lo cual es 
la fuerza que actúa sobre el tanque. El trabajo realizado al subir el tanque a 
través del í-ésimo subintervalo es aproximadamente (62 600 - 124.Su.-,) A¡x 
libras-pie. Se emplea el término “aproximadamente” debido a que se supo¬ 
ne que la cantidad de agua en el tanque es constante a través del subinter¬ 
valo. Si W libras-pie es el trabajo total reali-zado al subir el tanque 20 pie, 
entonces 


W = lím Y (62 600 - 124.8w,) A¡. 
Who “í 


J -20 

„ ' 


(62 600 - 124.8 x) dx 

= 62600* - 62.4x 2 ]™ 

= 1230000 

Conclusión: El trabajo realizado es 1 230 000 lb-pie. 


EJERCICIOS 6.4. 


En los ejercicios 1 y 2, una partícula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la acción de una fuerza de f(x) libras, dirigida a 
lo largo del eje x, cuando la partícula está a x pies del origen. 
Determine el trabajo realizado conforme la partícula se mueve 
del punto donde x = a al punto donde x — b. 

1. /(*) = ( 2x + 1 ) 2 ;a = l;b = 3 


2. f(x) = Vr 3 +~l;x 2 a = 0; b = 2 

En los ejercicios 3 y 4, una partícula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la acción de una fuerza de f(x) newtons, dirigida 
a lo largo del eje x, cuando la partícula está a x metros del 
origen. Determine el trabajo efectuado cuando la partícula 
se mueve del punto donde x = a al punto donde x — b. 
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3. f(x) = x-Jx + 1; a = 3; b = 8 

4. f(x) = ( 4x - l) 2 ; a = 1; b = 4 

5. Un objeto se mueve a lo largo del eje x debido a la acción de 
una fuerza de f(x) dinas cuando el objeto está a x centímetros 
del origen. Si el trabajo realizado al mover el objeto desde 
el origen hasta el punto donde x = K y f(x) = 2x - 3, 
es de 96 ergios, determine K si K > 0. 

6. Resuelva el ejercicio 5 si el trabajo efectuado es de 90 er¬ 
gios, y/(j:) = 4x - 3. 

7. Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulg. Si una fuer¬ 
za de 20 Ib estira el resorte i pulg, calcule el trabajo efec¬ 
tuado al estirar el resorte de 8 pulg a 11 pulg. 

8. Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulg, y una fuerza 
de 30 Ib lo estira hasta 11 i pulg, (a) Determine el trabajo 
realizado al estirar el resorte de 10 pulg a 12 pulg. (b) Calcule 
el trabajo efectuado al estirar el resorte de 12 pulg a 14 pulg. 

9. Una fuerza de 8 N estira un resorte de su longitud natural 
de 4 m una longitud adicional de 30 cm. Determine el tra¬ 
bajo realizado al estirar el resorte de su longitud natural 
hasta una longitud de 3 m. 

10. Una fuerza de 300 din estira un resorte de su longitud na¬ 
tural de 20 cm a una longitud de 24 cm. Calcule el trabajo 
efectuado al estirar el resorte de su longitud natural hasta 
una longitud de 28 cm. 

11. Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. Una fuerza 
de 600 din lo comprime a 10 cm. Determine el trabajo rea¬ 
lizado al comprimirlo de 12 cm a 9 cm. La ley de Hooke 
se cumple tanto para compresión como para el estiramiento. 

12. Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza 
de 1200 Ib lo comprime a 5| pulg. Calcule el trabajo 
efectuado al comprimirlo de 6 pulg a 4 i pulg. 

13. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepípe¬ 
do rectangular de 5 pie de profundidad, 15 pie de ancho 
y 25 pie de largo. Determine el trabajo requerido para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de 1 pie por 
arriba de la superficie del tanque. 

14. Una artesa llena de agua tiene 10 pie de largo y su sección 
transversal tiene la forma de un triángulo isósceles de 2 pie 
de ancho en su parte superior y 2 pie de altura. ¿Cuánto 
trabajo se efectúa al bombear toda el agua de la artesa por la 
parte superior. 

15. Un tanque hemisférico, colocado de modo que su parte 
superior es una región circular cuyo radio es de 6 pie, se llena 
de agua hasta una altura de 4 pie. Calcule el trabajo reali¬ 
zado al bombear el agua hasta la parte superior del tanque. 



16. Un tanque tiene la forma de un cilindro circular recto, de 
12 pie de profundidad y un radio de 4 pie, está lleno hasta la 
mitad de aceite que pesa 60 lb/pie 3 . Determine el trabajo 
realizado al bombear el aceite hasta una altufa de 6 pie por 
arriba del tanque. 


Tff— 



17. Un cable de 200 pie de longitud pesa 4 lb/pie y pende ver¬ 
ticalmente en un pozo. Si se suspende un cuerpo cuyo peso 
es de 100 Ib del extremo inferior del cable, determine el 
trabajo efectuado al subir el cable y el cuerpo hasta la parte 
superior del pozo. 

18. Una cubeta que pesa 20 Ib, y que contiene 60 libras de are¬ 
na, está atada al extremo inferior de una cadena de 100 pie 
de longitud que pesa 10 Ib y pende en un pozo profundo. 
Calcule el trabajo realizado al subir la cubeta a la parte 
superior del pozo. 

19. Resuelva el ejercicio 18 si la arena sale de la cubeta a una 
razón constante y al llegar arriba se ha vaciado comple¬ 
tamente. 

20. Conforme se levanta un saco de harina hasta una altura de 
9 pie, la harina escapa a una razón tal que el número de libras 
perdidas es proporcional a la raíz cuadrada de la altura 
alcanzada. Si el saco contenia originalmente 60 Ib de ha¬ 
rina y perdió un total de 12 Ib mientras se levantó 9 pie, 
calcule el trabajo al levantar el saco. 

21. Un tanque en forma de cilindro circular recto, cuya pro¬ 
fundidad es de 10 m y cuyo radio mide 5 m, contiene agua 
hasta la mitad. Determine el trabajo necesario para bom¬ 
bear el agua hasta la parte superior del tanque. 

22. Un tanque en forma de cono circular recto invertido tiene 
un diámetro de 8 m en su parte superior y una profundidad 
de 10 m. Si el tanque se llena a una altura de 9 m con agua, 
calcule el trabajo efectuado al bombear el agua hasta la 
parte superior del tanque. 
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23. Si el tanque del ejercicio 22 se llena a una altura de 8 m 
con aceite que pesa 950 kg/m 3 , determine el trabajo reali¬ 
zado al bombear el aceite a la parte superior del tanque. 
Sugerencia: el número de newtons de fuerza necesaria para 
elevar un objeto es el producto del número de kilogramos 
de masa (el mismo que el número de kilogramos de peso) 
y 9.81, que es el número de metros por segundo cuadrado 
de la aceleración debida a la gravedad. 

24. Si en el ejercicio 22, sólo se bombea la mitad de agua a la 
parte superior del tanque, calcule el trabajo. 

25. Un motor de 1 caballo de fuerza (hp) puede realizar un tra¬ 
bajo de 550 lb-pie por segundo. Si se emplea un motor de 
0.1 hp para bombear agua desde un tanque lleno que tiene 
forma de paralelepípedo rectangular, cuyas medidas son 
2 pie de profundidad, 2 pie de ancho y 6 pie de largo, a un 
punto situado a 5 pie sobre la parte superior del tanque, 
¿cuánto tardará en hacerlo? 

26. Un meteorito está a a millas del centro de la Tierra y cae a 
la superficie de ésta. La fuerza de gravedad es inversa¬ 
mente proporcional al cuadrado de la distancia de un cuer¬ 
po al centro de la Tierra. Calcule el trabajo realizado por 
la gravedad si el peso del meteorito es w libras en la su¬ 
perficie de la Tierra. Sean R millas el radio de la Tierra. 


27. Un tanque tiene la forma de un paralelepípedo rectangu¬ 
lar, cuyas medidas son 6 pie de profundidad, 4 pie de ancho 
y 12 pie de largo, está lleno de aceite que pesa 50 lb/pie 3 . 
Cuando se ha realizado un tercio del trabajo necesario para 
bombear el aceite a la parte superior del tanque, determi¬ 
ne cuánto disminuye el nivel del aceite. 

28. Un tanque cilindrico de 5 pie de radio y 10 pie de altura, 
que contiene agua, está colocado sobre una plataforma a 

50 pie de altura. Calcule la profundidad del agua en el tan¬ 
que cuando se ha efectuado la mitad del trabajo requerido 
para llenar el tanque desde el nivel del suelo mediante 
una tubería en el fondo. 

29. Un recipiente tiene la forma de un sólido de revolución 
generado al girar alrededor del eje x (con la parte positiva 
del eje x hacia abajo) la región limitada por la curva 
y 2 x = e~ 2x y las rectas x = 1 y x = 4. Si el recipiente 
está lleno de agua, determine el trabajo al bombear el agua 
a 1 pie por arriba de la parte superior del recipiente. La 
distancia se mide en pies. 

30. Si W libras-pulg es el trabajo realizado por un gas que se 
expande contra un pistón en un cilindro y P libras por pul¬ 
gada cuadrada es la presión del gas cuando el volumen de 
éste es de V pulgadas cúbicas, demuestre que si V¡ pulga¬ 
das cúbicas y V 2 pulgadas cúbicas son los volúmenes ini¬ 
cial y final, respectivamente, entonces 

r 

W = PdV 

Jv, 

31. Suponga que un pistón comprime un gas en un cilindro de 
un volumen inicial de 60 pulg 3 a un volumen de 40 pulg 3 . 

51 se cumple la ley de Boyle (vea el ejercicio 8 de la sec¬ 
ción 2.6), y la presión inicial es de 50 lb/pulg 2 , calcule 
el trabajo efectuado por el pistón. Utilice el resultado del 
ejercicio 30. 

32. Explique las semejanzas y diferencias entre el uso científico 
del término trabajo y la definición de trabajo de Webster 
como “esfuerzo físico o mental para realizar algo”. 


6.5 FUERZA EJERCIDA POR LA PRESION DE UN LÍQUIDO 


Otra aplicación de la integral definida en física consiste en determinar la 
fuerza ejercida por la presión de un líquido sobre una placa sumergida en él 
o sobre un lado del recipiente que lo contiene. 

La presión de un líquido es la fuerza por unidad cuadrada de área ejer¬ 
cida por el peso del líquido. Así, si p es la medida de la densidad del líquido, 
entonces la presión ejercida por el líquido en un punto a h unidades debajo 
de la- superficie del líquido es P unidades, donde 

P = ph (1) 

Observe de (1) que el tamaño del recipiente no importa en lo que a la 
presión se refiere. Por ejemplo, a una profundidad de 5 pie en una alberca 
llena de agua salada la presión es la misma que a 5 pie en el Océano Pacífi¬ 
co, considerando que la densidad del agua sea la misma. 
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FIGURA 1 


Suponga que se introduce horizontalmente una placa delgada en el lí¬ 
quido de un recipiente. Si A unidades cuadradas es el área de la placa sumer¬ 
gida y Fes la medida de la fuerza ejercida por el líquido que actúa sobre la 
cara superior de la placa, entonces 

F = PA 

Si se sustituye de (1) en esta ecuación se obtiene 
F = phA 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una lámina rectangular de 

hojalata de 8 pie por 12 pie se sumerge en un tanque que contiene agua a una 
profundidad de 10 pie. Vea la figura 1. Si P lb/pie 2 es la presión ejercida por 
el agua en un punto de la cara superior de la lámina, entonces 

P = 10 p 

El área de la lámina es de 96 pie 2 . De este modo, si F Ib es la fuerza debida 
a la presión del agua que actúa sobre la cara superior de la lámina, entonces 


F = 96 P 


Al sustituir lOp por P, se tiene 


F = 960p 

Como p = 62.4 en el sistema inglés, 

F = 960(62.4) 

= 60 000 


Por tanto, la fuerza ocasionada por la presión del agua sobre la cara superior 
de la lámina de hojalata es de 60 000 Ib. ^ 


Ahora suponga que se sumerge una placa delgada verticalmente en el 
líquido de un recipiente. Entonces, en puntos de la placa a diferentes profundi¬ 
dades la presión, calculada mediante (1), es diferente y será mayor en la parte 
inferior que en la parte superior de la placa. Para definir la presión causada por 
la presión de un líquido sobre esta placa vertical se utiliza el principio de Pascal, 
llamado así en honor al matemático francés Blaise Pascal (1623-1662). 


Principio de Pascal: En cualquier punto de un líquido, la presión es 
la misma en todas las direcciones. 



En la figura 2, sea ABCD la región limitada por el eje x, las rectas 
x = a y x = b, y la curva y = f(x), donde la función / es continua y 
f(x) > 0 en el intervalo [a, b]. Elija los ejes coordenados de modo que el 
eje y quede sobre la superficie del líquido. Considere el eje x vertical con 
el sentido positivo hacia abajo, de modo que f(x) unidades es la longitud de 
la placa a una profundidad de x unidades. 

Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] que divide al intervalo 
en n subintervalos. Elija un punto w¡ en el í-ésimo subintervalo, de modo 
que Xj _] < w¡ < jt ; . Dibuje los n rectángulos horizontales. El í-ésimo rec¬ 
tángulo tiene una longitud de f(w¡) unidades y un ancho de A,x unidades 
(vea la figura 2). 


FIGURA 2 
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Si se gira cada elemento rectangular un ángulo de 90°, cada elemento 
se convertirá en una placa sumergida horizontalmente en el líquido a una 
profundidad w¡ unidades debajo de la superficie del líquido y perpendicular 
a la región ABCD. Entonces la medida de la fuerza sobre el i'-ésimo ele¬ 
mento rectangular es pw¡f(w¡) A¡x. Una aproximación de la medida de la 
fuerza total ejercida por la presión del líquido sobre la placa es 

n 

X P w ¡f( w i ) A ¡ x 
1=1 

la cual es una suma de Riemann. Cuanto más pequeña se tome || A ||, mayor 
será n y más cercana estará esta suma de Riemann de lo que deseamos que sea 
la medida de la fuerza total. De este modo, se tiene la siguiente definición. 


6.5.1 Definición de fuerza ejercida por la presión 
_ de un liquido_ _ _ _ _ _ 


Suponga que una placa ae sumerge verticaliaente en un líquido para el 
cual la medida de su densidad es p. La longitnd de la placa a una 
profundidad de x unidades debajo de la superficie del líquido es f(x) 
unidades, donde/es continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) a 0 
en [a, b], Si F es la medida de la fuerza ejercida por a la presión del 
líquido sobre la placa, entonces 

a 

F = B lim Tpa/íwi) A,x 
= P 




FIGURA 3 


► EJEMPLO 1 Una artesa, cuya sección transversal es un trape¬ 
cio, está llena de agua. Si el trapecio mide 3 pie de ancho en su parte superior, 
2 pie de ancho en su parte inferior, y 2 pie de profundidad, calcule la fuerza to¬ 
tal ejercida por la presión del agua en un lado de forma trapezoidal de la artesa. 


Solución La figura 3 muestra el lado de la artesa junto con un elemento 
rectangular de área. Puesto que una ecuación de la recta AB es y = | - \x, 

ftx ) = \ - \x 

Si se gira el elemento rectangular un ángulo de 90°, la fuerza sobre el ele¬ 
mento es 2p wj(wj) AjX libras. Si F libras es la fuerza total sobre el lado de 
la artesa, entonces 


F = n'P X 2 P w i/( w ¡) A ¡ x 


= 2pí 

Jo 


2p | xf(x) dx 
o 

r 2 

2p\ x( | - jx) dx 


1 0 3,2. i ,3]2 
**' 4 12 JO 


'iP 


4 


Conclusión; Con p = 62.4, la fuerza total es de 291 Ib. 
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( 0 , 2 ) 



X 


FIGURA 4 


W EJEMPLO 2 Los extremos de un tanque para gasolina son re¬ 
giones semicirculares, cada una con un radio de 2 pie. Determine la fuerza 
ejercida por la presión en un extremo si el tanque está lleno de gasolina, la 
cual tiene una densidad de 41 lb/pie 3 . 

Solución La figura 4 muestra un extremo del tanque junto con un ele¬ 
mento rectangular de á rea. Al resolver la ecuación de la semicircunferencia 
para y se tiene y = v4 - x 2 . La fuerza sobre el elemento rectangular es 
2pw; 4 - w¡ 2 A¡x libras. Por tanto, si F libras es la fuerza total sobre el 
lado semicircular del tanque, entonces 


n _ 

F = m 1 !," 1 £ 2 P w <y 4 - w ¡ 2 A ¡ x 

M-*o ;= i 

= 2p *V4 - x 2 dx 

Jo 

= -|p(4-^)3/2]J 
_ 16 „ 


Conclusión: Con p = 41, la fuerza total es de 219 Ib. 


◄ 


Existe una relación útil entre la fuerza ejercida por la presión de un lí¬ 
quido sobre una región plana y la ubicación del centroide de la región. 
Considere la región ABCD de la figura 2 como la placa delgada sumergida 
verticalmente en un líquido como se describió en la definición 6.5.1. De la 
definición, si F es la medida de la fuerza debida a la presión del líquido so¬ 
bre la placa, entonces 

F = p f xf(x) dx (2) 

Ja 

Si jc es la abscisa del centroide de la región ABCD , entonces x = M y ¡A. 
Como M y = xf(x) dx, 


x = 

rb 


ft 

Ja 


xf(x) dx 


-¿ 

Ja 


xf(x) dx = xA 


Al sustituir de esta ecuación en (2) se obtiene 

F = pxA (3) 

De (3) se deduce que la fuerza total ejercida por a la presión del líquido 
contra la región plana vertical es la misma que la que se obtendría si la placa 
estuviese en forma horizontal a una profundidad de x unidades debajo de la 
superficie del líquido. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere el tanque para 
gasolina del ejemplo 2. Los extremos del tanque son regiones semicircu¬ 
lares cada una con un radio de 2 pie. El área de la región es 2wpie 2 , y del resul¬ 
tado del ejemplo 4 de la sección 6.3, el centroide de la región está a una 
profundidad de 8/(3zr) pie. Por tanto, de (3), si F libras es la presión ejercida 
por el líquido sobre un extremo del tanque, entonces 
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F = 

= fp 


lo que es acorde con el resultado del ejemplo 2. 


◄ 


Los centroides de varias regiones planas pueden encontrarse en una 
tabla. Cuando el área y el centroide de la región pueden obtenerse directa¬ 
mente, la fórmula (3) es fácil de aplicar y en tales casos, es utilizada por los 
ingenieros para determinar la fuerza ejercida por la presión de un líquido. 

En el ejemplo siguiente, se utilizan unidades del sistema SI, donde la 
densidad del agua es de 9810 N/m 3 . 


► EJEMPLO 3 Un recipiente en la forma de cilindro circular 
recto tiene en la base un radio de 3 m, y está colocado de lado en el fondo de 
un tanque lleno de agua. La profundidad del tanque es de 13 m. Calcule la 
fuerza total ejercida por la presión del agua sobre un extremo del recipiente. 


y 



FIGURA 5 


Solución La figura 5 muestra un extremo del recipiente dentro del 
tanque y un elemento rectangular de área. El sistema coordenado se elige de 
modo que el origen esté en el centro de la circunferencia. Una ecuación 
de esta circunferencia es x 2 + y 2 = 9. Si se resuelve esta ecuación para x 
se tiene x = y9 - y 2 . El número de newtons de la fuerza sobre el ele¬ 
mento rectangular es 

P(10 - w f )[ - w, 2 ] A ¡y 

De modo que si F newtons es la fuerza total sobre el extremo del recipien¬ 
te, entonces 

F = lím ¿p(10 - w,)[2fi - w 2 ] A,y 
M->o ff¡ 

= 2 pj (10 - y)V9 - y 2 dy 


Como p = 9810, se tiene 

F = 196 200 J ^9 - y 2 dy - 19 620 J y ^9 - y 2 dy (4) 

Para evaluar ^9 - y 2 dy se requiere una técnica de integración que se 
estudiará en la sección 7.3. Por el momento se puede determinar su valor 
al considerar la medida del área de la región encerrada por una semicircun¬ 
ferencia de radio 3. Por tanto. 



9 - y 2 dy = 


Al sustituir este valor en (4) y evaluando la segunda integral se tiene 
F = 196200(|zr) + 19 620[| (9 - y 2 ) 3/2 ]^ 

= 882 9000 


◄ 


Conclusión: La fuerza total es de 882 900 tt N. 
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EJERCICIOS 6.5 


1. Una placa rectangular de 10 pie de ancho y 8 pie de pro¬ 
fundidad se sumerge verticalmente en un tanque que 
contiene agua de modo que el lado superior de la pla¬ 
ca coincide con la superficie del agua. Calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa. 

2. Una placa cuadrada de 4 pie por lado se sumerge verti¬ 
calmente en un tanque que contiene agua y su centro está 
2 pie debajo de la superficie. Determine la fuerza ejercida 
por la presión del agua sobre una cara de la placa. 

3. Resuelva el ejercicio 2 si el centro de la placa está 4 pie 
debajo de la superficie. 

4. Una placa en forma de triángulo rectángulo isósceles se 
sumerge verticalmente en un tanque que contiene agua, 
con un cateto en la superficie del agua. Los catetos miden 
cada uno 6 pie de longitud. Calcule la fuerza ejercida por a 
la presión del agua sobre una cara de la placa. 

5. Un tanque rectangular lleno de agua tiene 2 pie de ancho y 
18 pulg de profundidad. Determine la fuerza ejercida por 
la presión del agua en un extremo del tanque. 

6. Los extremos de una artesa son triángulos equiláteros 
cuyos lados tiene una longitud de 2 pie. Si el agua de la 
artesa tiene 1 pie de profundidad, calcule la fuerza ejerci¬ 
da por la presión del agua en un extremo. 

7. La cara de la compuerta de una presa tiene la forma de un 
triángulo isósceles de 4 m de ancho en su parte superior y 
una altura de 3 m. Si la lado superior de la cara de la 
compuerta está 15 m debajo de la superficie del agua, 
determine la fuerza total ejercida por la presión del agua en 
la compuerta. 

8. La cara de la compuerta de una presa es vertical; y tiene la 
forma de un trapecio isósceles de 3 m de ancho en su par¬ 
te superior, 4 m en su parte inferior y 3 m de altura. Si la 
base superior está a 20 m debajo del agua, calcule la fuer¬ 
za total ejercida por la presión del agua en la compuerta. 

9. La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y 
tiene la forma de un triángulo isósceles de 250 m de ancho 
en su parte superior y 100 m de altura en su parte central. 
Si el agua tiene 10 m de profundidad en el centro, determi¬ 
ne la fuerza total ejercida por la presión del agua en la cara 
de la presa. 



10. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con un 
diámetro de 4 m, y su eje es horizontal. Si el tanque está lleno 
hasta la mitad d" aceite, cuya densidad es de 7360 N/m 3 , 
calcule la fuerza total ejercida por la presión del líquido sobre 
uno de sus extremos. 

11. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con 
un radio de r metros y su eje es horizontal. Si el tanque 
está lleno hasta la mitad de aceite, cuya densidad es de 
7 360 N/m 3 , determine r si lá fuerza total ejercida por 
la presión del líquido en un extremo del tanque es de 
80 000 N. 


12. Resuelva el ejercicio 4 utilizando la ecuación (3). 

13. Resuelva el ejercicio 5 mediante la ecuación (3). 

14. Resuelva el ejercicio 6 empleando la ecuación (3). 

15. La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y tie¬ 
ne la forma de un trapecio isósceles de 90 pie de ancho en su 
parte superior, 60 pie de ancho en la parte inferior y una al¬ 
tura de 20 pie. Utilice la ecuación (3) para calcular la fuerza 
total ejercida por la presión del agua en la cara de la presa. 

16. Una placa semicircular de 3 pie de radio se sumerge verti¬ 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que 
su diámetro coincide con la superficie del agua. Utilice 
la ecuación (3) para calcular la fuerza total ejercida por la 
presión del agua sobre una cara de la placa. 

17. Calcule el momento de la fuerza del ejercicio 15 con res¬ 
pecto a la base inferior del trapecio. 

18. Una placa tiene la forma de una región limitada por la pa¬ 
rábola x 2 = 6y y la recta 2y = 3, y se coloca dentro de 
un tanque que contiene agua con su vértice hacia abajo y 
la recta sobre la superficie del agua. Determine la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa, 
si la distancia se mide en metros. 

19. Un tanque cilindrico está lleno hasta la mitad de gasolina, 
cuya densidad es de 42 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es ho¬ 
rizontal y su diámetro es de 6 pie, calcule la fuerza ejerci¬ 
da por la presión de la gasolina en un extremo del tanque. 

20. Si el extremo de un tanque que contiene agua tiene la forma 
de un rectángulo y está lleno, demuestre que la medida de 
la fuerza ejercida por la presión del agua sobre el extremo 
es el producto de la medida del área del extremo y la me¬ 
dida de la fuerza en el centro geométrico. 

21. El fondo de una alberca es un plano inclinado. La alberca 
tiene una profundidad de 2 pie en un extremo y 8 pie en 
el otro. Si el ancho de la alberca es de 25 pie y su longitud 
de 40 pie, determine la fuerza ejercida por la presión del 
agua sobre el fondo. 



22. La cara de una presa, que está en contacto con el agua, está 
inclinada un ángulo de 45° con respecto a la vertical. La 
cara es un rectángulo de 80 pie de ancho y una altura incli¬ 
nada de 40 pie. Si la presa está llena de agua, calcule la 
fuerza ejercida por la presión del agua sobre la cara. 



23. La cara de una presa, que está en contacto con el agua, está 
inclinada un ángulo de 30° con respecto a la vertical. La for¬ 
ma de la cara es un rectángulo de 50 pie de ancho y una altura 
inclinada de 30 pie. Si la presa está llena de agua, determi¬ 
ne la fuerza ejercida por la presión del agua sobre la cara. 




542 CAPÍTULO 6 APUCACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


24. Resuelva el ejercicio 23 si la cara de la presa es un trape¬ 
cio isósceles de 120 pie de ancho en su parte superior, 
80 pie de ancho en la parte inferior y 40 pie de altura. 


25. Explique por qué las presas se construyen de modo que 
las paredes son más gruesas en la parte inferior que en la 
parte superior. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 6 


1. Establezca dos fórmulas que proporcionen la longitud de 9. 

arco de la gráfica de la función /. ¿Qué condiciones debe 
satisfacer la función/a fin de aplicar estas dos fórmulas? 10. 

2. Invente un ejemplo donde una de las dos fórmulas de la 
sugerencia 1 puedan aplicarse. 

3. Invente un ejemplo donde únicamente una de las fórmulas ^ 
de la sugerencia 1 pueda aplicarse y explique por qué la 

otra fórmula no puede ser aplicada. 

4. Si s(x) denota la longitud de arco de la curva y = f(x) j3 
desde el punto (a, f(a)) hasta el punto (x.f(xj). donde la 
función / satisface las condiciones pedidas en la sugeren¬ 
cia 1, establezca una fórmula que incluya a ds, dx y dy. 

Dé una interpretación geométrica de ds que proporcione 
una forma fácil de recordar está fórmula. 

5. ¿Cómo determinaría la masa total de una barra si la den- 15. 
sidad lineal varía a lo largo de la barra? Invente un ejem¬ 
plo que ilustre la respuesta. 

6. ¿Cómo determinaría el centro de masa de una barra si la 
densidad lineal de la barra varía a lo largo de la barra? In¬ 
vente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Si una barra tiene densidad constante, ¿dónde está ubica¬ 
do su centro de masa? Justifique la respuesta aplicándola a 
la respuesta de la sugerencia 6. 

8. ¿Cómo determinaría el centroide de una región limitada 
por una curva, el eje x y dos rectas verticales? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 


¿Cómo determinaría el centroide de una región plana limitada 
por dos curvas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
¿En qué consiste el teorema de Pappus y cómo puede 
emplearse para determinar el volumen de un sólido de re¬ 
volución? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
Defina el significado científico de trabajo. Invente un ejemplo. 
¿Cómo calcularía el trabajo realizado por una fuerza varia¬ 
ble que actúa a lo largo de una recta en el sentido del mo¬ 
vimiento? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
¿Cómo se utiliza la ley de Hooke para calcular el trabajo 
realizado por una fuerza utilizada para estirar un resorte? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

¿Cómo calcularía el trabajo realizado al bombear el lí¬ 
quido de un tanque hacia afuera? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

¿Cómo calcularía la fuerza ejercida por la presión de un 
líquido sobre una placa sumergida en un líquido si la cara 
de la placa es horizontal? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

16. ¿Cómo determinaría la fuerza ejercida por la presión de 
un líquido sobre una placa sumergida verticalmente en el 
líquido? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

17. ¿Cómo calcularía la fuerza ejercida por un líquido sobre 
una cara vertical de un recipiente? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

18. ¿Cuál es la relación entre la fuerza ejercida por la presión de 
un líquido sobre una región plana y la ubicación del centroi¬ 
de de la región? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 6 


1. Calcule la longitud de arco de la curva 6y 2 = x(x - 2) 2 
desde el punto (2, 0) hasta el punto (8, 4v3). 

2. Obtenga la longitud de arco de la curva ay 2 = x 3 4 5 6 desde 
el origen hasta el punto (4a, 8a). 

3. Determine la longitud de arco de la curva 9x 2 ' 3 + 
4y 2,i = 36 en el segundo cuadrante desde el punto don¬ 
de x = -1 hasta el punto donde x = -1. 

4. Calcule la longitud de arco de la curva 3y = (x 2 - 2) 3 ^ 2 
desde el punto donde x = 3 hasta el punto donde x = 6. 

5. Tres partículas cuyas masas de 4, 2 y 7 kg, están ubica¬ 
das sobre el eje x en los puntos que tienen coordenadas 
-5, 4 y 2, respectivamente, donde la distancia se mide en 
metros. Determine el centro de masa del sistema. 

6. Tres partículas tienen masas de 5, 2 y 8 slugs están ubica¬ 
das, respectivamente, en los puntos (-1,3), (2, -1) y (5, 2). 
Determine el centro de masa si la distancia se mide en pies. 


7. Obtenga las coordenadas del centro de masa de las cuatro 
partículas que tienen masas iguales y están ubicadas en 
los puntos (3.0), (2, 2), (2,4) y (-1, 2). 

8. Tres partículas, con la misma masa, están ubicadas sobre 
el eje x en los puntos que tiene coordenadas -4, 1 y 5, 
donde la distancia se mide en metros. Determine las coor¬ 
denadas del centro de masa del sistema. 

9. La longitud de una barra es de 8 pulg y la densidad lineal 
de la barra en un punto ubicado a x pulgadas del extremo 
izquierdo es 2Vx + 1 slugs por pulgada. Calcule la masa 
total de la barra y el centro de masa. 

10. La longitud de una barra es de 4 m y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x metros del extremo iz¬ 
quierdo es (3x + 1) kilogramos por metro. Determine la 
masa total de la barra y el centro de masa. 

11. Obtenga el centroide de la región del primer cuadrante aco¬ 
tada por los ejes coordenados y la parábola y = 9 - x 1 2 . 
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12. Determine el centroide de la región limitada por la pará¬ 
bola)’ 2 = a: y la recta) = x - 2. 

13. Obtenga el centroide de la región acotada por las curvas 

y = -íx y ) = x 2 . 

14. Determine el centroide de la región limitada superior¬ 
mente por la parábola Ax 1 = 36-9 ye inferiormente 
por el eje x. 

15. Utilice el teorema de Pappus para determinar el volumen 
-de una esfera de 4 m de radio. 

16. Emplee el teorema de Pappus para calcular el volumen de 
un cono circular recto de 3 m de altura y cuya base tiene 
un radio de 2 m. 

En los ejercicios 17 a 20, necesitará la graficadora para de¬ 
terminar el centroide de la región. Exprese la respuesta con 
cuatro dígitos significativos. 

17. La región limitada por la gráfica de y = l]x 2 - 7 y el eje 
x. 

18. La región acotada por las gráficas de y = x 3 - 6x 2 + 
9x - 1 y y = x 1 - 2x + 2 y no intersectada por la rec¬ 
ta y = 4. 

19. La región limitada por las gráficas de y = eos x 2 y 
y = x 2 , y el eje y. 

20. La región acotada por las gráficas de y = eos Sx y y = 
x 1 , y el eje y. 

En los ejercicios 21 a 24, determine la longitud de arco con 
cuatro dígitos significativos al calcular la integral definida 
que resulte, utilizando N1NT en la graficadora. 

21. El arco de la curva y = 4/a: 2 desde el punto (1,4) hasta 
el punto (2, 1). 

22. El arco de la curva y = 8/jc 3 desde el punto (1,8) hasta 
el punto (2, 1). 

23. El arco de la curva y = tan x desde el origen hasta el 
punto donde a: = 1. 

24. El arco de la curva senoidal desde el punto donde x = 1 
hasta el punto donde a: = 2. 

25. Calcule la longitud de la catenaria de y = cosh x desde 
el punto donde x = ln 2 hasta el punto donde x = ln 3. 

26. Se requiere una fuerza de 500 Ib para comprimir un resorte 
de su longitud natural de 10 pulg hasta una longitud de 

9 pulg. Determine el trabajo realizado al comprimir el re¬ 
sorte hasta una longitud de 8 pulg. 

27. Se necesita una fuerza de 600 din para estirar un resorte de 
su longitud natural de 30 cm hasta una longitud de 35 cm. 
Determine el trabajo efectuado al estirar el resorte de su 
longitud natural hasta una longitud de 40 cm. 

28. El trabajo necesario para estirar un resorte de 9 pulg a 

10 pulg es \ del trabajo necesario para estirarlo de 8 pulg 
a 9 pulg. ¿Cuál es la longitud natural del resorte? 

29. Un cable de 20 pie de longitud y de 2 lb/pie de peso 
pende verticalmente de la parte superior de un poste. De¬ 
termine el trabajo que se realiza al subir el cable com¬ 
pleto hasta la parte superior del poste. 

30. Una artesa llena de agua tiene 6 pie de longitud y su sec¬ 
ción transversal tiene la forma de semicircunferencia con 
un diámetro de 2 pie en la parte superior. ¿Cuánto trabajo 
se requiere para bombear el agua hacia afuera por la parte 
superior. 


31. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepí¬ 
pedo rectangular de 4 m de profundidad, 15 m de ancho y 
30 m de largo. Calcule el trabajo requerido para bombear 
el agua del tanque a un nivel de 50 cm por arriba de la 
parte superior del tanque. 

32. Un recipiente tiene la misma forma y dimensiones que el 
sólido de revolución formado al girar alrededor del eje y 
la región del primer cuadrante limitada por la parábola 
x 2 = 4 py, el eje y y la recta y = p. Si el recipiente está 
lleno de agua, determine el trabajo que se realiza al bom¬ 
bear toda el agua hasta un punto ubicado 3 p pies por arriba 
de la parte superior del recipiente. 

33. Un tanque tiene la forma de una semiesfera coronada por 
un cilindro circular recto. El radio de la semiesfera y del 
cilindro es de 4 pie, y la altura del cilindro es de 8 pie. Si 
el tanque está lleno de agua, calcule el trabajo necesario 
para vaciar el tanque bombeando el agua a través de un 
orificio de salida ubicado en la parte superior del tanque. 

34. Un tanque hemisférico tiene un diámetro de 10 m y con¬ 
tiene agua hasta una profundidad de 3 m. Determine el 
trabajo que se realiza al bombear el agua hacia la parte 
superior del tanque. 

35. Una placa tiene la forma de la región limitada por la pa¬ 
rábola a: 2 = 6y y la recta 2y = 3, se coloca dentro de un 
tanque con agua de modo que su vértice está en la parte 
inferior y la recta coincide con la superficie del agua. 
Calcule la fuerza ejercida por la la presión del agua sobre 
una cara de la placa si la distancia se mide en pies. 

36. Una placa semicircular de 4 pie de radio se sumerge verti¬ 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que su 
diámetro coincida con la superficie del agua. Utilice la 
ecuación (3) de la sección 6.5 para determinar la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre una cara de la placa. 

37. Un tanque cilindrico está lleno de gasolina, cuya densidad 
es de 40 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es horizontal y su 
diámetro es de 8 pie, calcule la fuerza ejercida por la pre¬ 
sión de la gasolina sobre un extremo del tanque. 

38. La cara de una presa, que está en contacto con el agua está, 
inclinida 45° con respecto a la vertical. La cara es un rec¬ 
tángulo de 100 pie de ancho y una altura inclinada de 
60 pie. Si la presa está llena de agua, determine la fuerza 
total ejercida por la presión del agua sobre la cara. 

39. La superficie de un tanque es la misma que la de un pa¬ 
raboloide de revolución obtenido al girar la parábola 
y - x 1 alrededor del eje y. El vértice de la parábola está 
en el fondo del tanque y éste tiene 36 pie de altura. Si se 
llena el tanque con agua a una profundidad de 20 pie, 
calcule el trabajo que se realiza al bombear toda el agua 
hacia afuera por la parte superior. 

40. Si 

r , _ 

f(x) = veos Í dt 

Jo 

determine la longitud de arco de la gráfica de / desde el 
punto donde x = J n hasta el punto donde x - i %. 
Sugerencia: utilice el primer teorema fundamental del 
Cálculo y la identidad eos 2 ¿x = -d + cosa:). 
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7.1 INTEGRACIÓN POR PARTES 

Antes de discutir las diferentes técnicas de integración, se presenta una lista 
numerada de las fórmulas típicas de integración indefinida estudiadas en los 
capítulos anteriores que ocurren con frecuencia. 

1. 

. 

\ du = u + C 

2. 

\ a du = au + C donde a es cualquier constante 

3. 

\ Iftu) + 8(u)]du = jf(u)du + jg(u)du 

4. 

{u n du = u " + ' + C n * 1 

1 n + 1 

5. 

[ v = ln H + c 

6. 

\ a u du = —— + C donde a > 0 y a / 1 

In a 

7. 

\ e u du = e u + C 

8. 

. 

|" sen u du = -eos u + C 

9. 

. 

|" eos u du = sen u + C 

10. 

- 

f sec 2 u du = tan u + C 

11. 

- 

|" esc 2 u du = -col u + C 

12. 

- 

• 

sec u tan u du = sec u + C 

13. 

- 

í esc u cot u du — -esc u + C 

14. 

■ 

|" tan u du = ln ] sec u | + C 

15. 

J 

• 

cot u du = ln | sen u | + C 

16. 

■ 

í sec u du = ln | sec u + tan u | + C 

17. 

• 

esc u du = ln | esc u ~ cot u | + C 
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18. í , du - 

= sen 1 — + C donde a > 0 

J -\/a 2 - u 2 

a 

19. f du - 

-tan -1 — + C donde a ¿ 0 

J a 2 + u 2 

a a 

20. í ; du ■ 

= i sec” 1 — + C donde a 

J W « 2 - a 2 

a a 

21. senh u du = 

cosh u + C 

22. cosh u du = 

senh u + C 

23. J" sech 2 u du = 

-- tanh u + C 

24. csch 2 udu = 

- -coth u + C 

25. j sech u tanh u du = -sech u + C 

26. |" csch u coth udu = -csch u + C 

27. í , du 

= senh 1 — + C 

J ~Ju 2 + a 2 

a 


= ln(« + Vm 2 + a 2 ) + C si a > 0 
28. f = cosh-' - + C 

J V « 2 - a 2 a 


29. 


- ln (u + -\lu 2 ~ a 2 

) + 

c 

si u : 

i tanh -1 — 
a a 

+ c 

si 

M 

< a 

Icoth-'íí 
. a a 

+ c 

si 

M 

> a 


a + u 

+ c 

si 

u * 

aya 

a - U\ 



Una de las técnicas de integración más ampliamente usadas es la integración 
por partes, que se obtiene de la fórmula para la derivada del producto de dos 
funciones. Si/y g son funciones diferenciables, entonces 

D x \f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f\x) 

f(x)g'(x) = D x [f{x)g{x)] - g(x)f'(x) 

Al integrar cada miembro de esta ecuación se obtiene 


jñx)g\x)dx = J D x [f(x)g(x)\ dx - J g(x)f'(x) dx 

jf(x)g'(x)dx = f(x)gix) - J g(x)f'(x) dx 


( 1 ) 
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La fórmula (1) recibe el nombre de fórmula de integración por partes. Para 
los propósitos de cálculo, una forma más conveniente de esta fórmula se ob¬ 
tiene al considerar 

«=/(*) y v = g(x) 

Entonces 

du = f'(x) dx y dv = g'(x) dx 
de modo que (1) se transforma en 



Esta fórmula expresa la integral / u dv en términos de otra integral, J v du. 
Mediante una elección adecuada de u y dv, puede evaluarse más fácilmente la 
segunda integral que la primera. Cuando se eligen las sustituciones para uy dv, 
por lo general se considera que dv es el factor más complejo del integrando 
y puede integrarse directamente, y que u es una función cuya derivada es una 
función más simple. Este método se muestra mediante los ejemplos y ejemplos 
ilustrativos siguientes. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se desea evaluar 

I x ln x dx 


r 

x 

j 


A fin de determinar las sustituciones de u y dv, tenga en mente que para 
obtener v debe integrarse dv. Esto sugiere que se considere dv = x dx y u = 
ln x. Entonces, 

v = 4 + C, y du = 

2 x 

Al sustituir los valores correspondientes en la fórmula (2) se obtiene 

+ C, j- 


x\nxdx = lnx(^- + Cjj - (y +c i) 

«/ «/ 


lnx + Ci lnx - - I xdx - C, I — 


Jxdx ~ G\ j 


2 2 
4^- lnx + C] ln x - - Cj ln x + Cj 


= ir2 


lnx - \x 2 + Ci 


En el ejemplo ilustrativo 1 observe que la primer constante de integración 
Cj no aparece en la respuesta final. Cj se utiliza sólo para mostrar que todas las 
elecciones para v de la forma \x 2 + Cj conducen al mismo resultado de 
I x ln x dx. Esta situación es verdad en general, y se demostrará como sigue: 
Al escribir v + Cj en la fórmula (2) se tiene 


* 

u dv = u(v + Cj) 


= uv + C¡u 
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1' 


= uv + C]U - I v du - C¡u 

= uv - J v du 

Por tanto, no es necesario escribir Cj cuando se determina v a partir de dv. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se verificará el resultado del 

ejemplo ilustrativo 1 mediante el cálculo de la derivada de la respuesta. 

\* 2 1n * - ) = * ln x + i ) - i* 

= x ln x + jX - ~x 

= x ln x ^ 


’ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 A fin de evaluar 

x^e* 2 dx 


J- 


se realiza una sustitución para los exponentes no lineales, lo cual debe ser una 
práctica común antes de aplicar cualquier otra técnica. 

Sea w = x 2 ; por lo que dw = 2x dx. Entonces se tiene 


J*V 2 ¿x= ij 


x 2 e* 2 (2x dx) 


' dw 


= \ j WeWl 

Ahora se utiliza la integración por partes con u = w y dv = e w dw. Entonces 
du = dw y v = e w 

Al efectuar las sustituciones correspondientes en la fórmula (2) se tiene 
■— j we w dw = we w - j e w dw 

= \ [we w - e w ] + C 
Al reemplazar w por x 2 se obtiene 


í 


x 3 e x dx = \ x2 e x ~ \e x + C 


► EJEMPLO I Evalúe 

j x eos x dx 


y apoye gráficamente la respuesta. 
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[-10,10] por [-10, 10] 
y = x eos t y NDER (j: sen x + eos x, x ) 

FIGURA 1 


Solución Sean u = x y dv = eos x dx. Entonces 
du = dx y v = sen x 
Por tanto. 


jx eos xdx = x sen x 


j sen xdx 


= x sen x + eos x + C 


La figura 1 muestra las gráficas de 

y = x eos x y NDER (x sen x + eos x, x) 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-10, 10] por [-10, 10], El hecho de 
que las gráficas coincidan apoya la respuesta. 4 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1, si en lugar de 

elegir uy dv como se hizo se hubiese considerado 
u = eos x y dv = x dx 
entonces 


du = -sen je dx y v = jx 2 


Así, 


í 


x eos xdx = 




eos je + -i je 2 sen je dx 


La integral de la derecha es más complicada que la integral original, debido a 
que la potencia de je se ha incrementado, lo cual indica que éstas no son 
elecciones adecuadas para uy dv. 4 


La integración por partes se utiliza con frecuencia cuando el integrando 
contiene funciones trigonométricas inversas y logarítmicas. 


► EJEMPLO 2 

tan -1 xdx 


Evalúe 


/• 


Solución Sean u = tan 1 je y dv = dx. Entonces 
dx 


du = 


1 + JE 2 


y v = je 


Por tanto, 

tan -1 je dx = je tan" 


J' 


-Jt 


je dx 

T7 2 


= je tan* 1 je - |ln(l + je 2 ) + C 


En el ejemplo siguiente, se tiene una integral en la que se requieren aplicaciones 
repetidas de la integración por partes. 
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► EJEMPLO 3 

(ln x ) 2 dx 


Evalúe 


í< 


Solución Sean u = (ln xj 1 y dx = dx. Entonces 


du = 2 ln x 
Por tanto. 


(;*) 


y v = x 


J(lnx) 2 <¿t = x(ln;t) 2 - x^21n;t^-í-jí£tj 


= x(ln;t) 2 - 2 lnxíix 


ln; 


Otra vez se aplica la integración por partes. Sean u = ln x y dv = dx. 
Entonces, 

du = —dx y v = x 
x 

De modo que se obtiene 

(ln x) 2 dx = x(ln x) 2 - 21 * ln jc - | jr | — dx 


( 


■'-/*(* 

= x(\nx) 2 - 2xlnx + 2 j dx 

= *(ln x ) 2 - 2x ln x + 2x + C 


► EJEMPLO 4 Evalúe 

je* senxdx 

Solución Sean u = e x y dv = sen x dx. Entonces 
du = e x dx y v = -eos x 
Por tanto, 

j e x sen x dx = -e x eos x + j e x eos x dx 

La integral de la derecha es semejante a la primera integral, excepto que eos x 
aparece en lugar de sen x. Se aplica la integración por partes otra vez 
considerando ñ = e x y dv = eos x dx. Así, 

du = e x dx y v = sen* 


Por tanto 
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En el miembro derecho se tiene la misma integral que en el izquierdo. Por 
lo que se suma J e x sen xdxen ambos miembros de la ecuación, obteniéndose 

2 j e x sen xdx = -e-'cos* + c'sen* + 2C 

Observe que el miembro derecho de la ecuación anterior contiene una cons¬ 
tante arbitraria debido a que en el miembro izquierdo se tiene una integral 
indefinida. Esta constante arbitraria se escribió como 2 C de modo que cuando 
se dividan los dos miembros entre 2, la constante arbitraria de la respuesta fi¬ 
nal será C. En consecuencia, 

je x senxdx = ¿«■'(sen* - eos*) + C 4 

Al aplicar la integración por partes a una integral específica, un par de elec¬ 
ciones de u y dv puede funcionar mientras que otro no. Esto se vio en el ejemplo 
ilustrativo 4, y otro caso similar se presentará en el ejemplo ilustrativo 5. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 4, en el paso 

donde se tiene 


e x sen xdx = -e x eos * + \ e x eos * dx 


si se evalúa la integral de la derecha considerando u = eos x y dv = e x dx, 
se tiene 

dü = -sen xdx y v = e x 
De modo que se obtiene 


/■ 


e^senje dx = -e*cos;c + J^cosjc + | e x senxdx\ 

lo cual, por supuesto, es correcto pero no conduce a ninguna parte. 4 


La respuesta para una integral indefinida se puede apoyar empleando 
NINT en la graficadora para la integral definida correspondiente con una 
elección arbitraria de los límites de integración, como se muestra en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se desea evaluar la integral 
definida obtenida de la integral indefinida del ejemplo 4 con 1 y 2 como límites 
de integración. Entonces, 

I e x senxdx= irísen* - eos*] 

J t 2 L 

= ie 2 (sen 2 - eos 2) - ^e(sen 1 - eos 1) 

= 4.487560335 
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En la graficadora se tiene 

NINTfe* sen x, 1, 2) = 4.487560335 

lo cual apoya la respuesta anterior con diez dígitos significativos. Por supuesto, 
este procedimiento no es una prueba determinante de que no se han cometido 
errores algebraicos cuando se evalúa la integral indefinida, pero proporciona un 
apoyo poderoso a la respuesta. A 

Las integrales que contienen potencias de funciones generalmente se eva¬ 
lúan mediante fórmulas de reducción, así llamadas debido a que la fórmula 
reduce el exponente de la potencia. Muchas de las fórmulas que aparecen en 
una tabla de integrales son fórmulas de reducción, algunas de las cuales se dedu¬ 
cirán conforme se avance en este capítulo. En el ejemplo siguiente se obtiene 
la primera de estas fórmulas. 


► EJEMPLO 5 

n es cualquier número real. 


Deduzca la siguiente fórmula de reducción, donde 


x n e x dx 


x n e x 


n 


x n ~*e x dx 


Solución A fin de deducir la fórmula se utilizará integración por partes 
con u = x n y dv = e x dx. Entonces 

du = nx n ~ ] dx y v = e x 

Por tanto, 


jx"e x dx = x"e x - e x (nx "~ 1 dx) 


= x"e - 


* 

n x n ~ 

- 


l e x dx 


◄ 


La fórmula de reducción del ejemplo anterior aparece como la fórmula 98 
en la tabla de integrales que se encuentran al final del libro. Esta fórmula de 
reducción se aplica en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO ó Utilice NINT en la graficadora para aproximar con 
seis dígitos significativos el valor de 

f x 2 e x dx 

Jo 

Confirme la respuesta aplicando la fórmula de reducción del ejemplo 5. 


Solución En la graficadora se obtiene 
NINT(xV, 0, 2) = 12.7781 


A partir de la fórmula de reducción del ejemplo 5 con n = 2, se tiene 
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Otra vez se aplica la fórmula de reducción con n = 1, obteniéndose 


jx 2 e x dx = x 2 e x - 2^xe x - e x dx j 


= x 2 e x - 2xe x + 2e x + C 

Con este resultado se evalúa la integral definida. 
-2 

x 2 e x dx = x 2 e x - 2xe x + 2e x ] 2 

Jo 

= (4e 2 - Ae 2 + 2e 2 ) - 2e° 

= 2e 2 - 2 
= 12.7781 


r 


lo cual confirma la respuesta. 


En los ejercicios 49 y 50 se le pedirá que deduzca las fórmulas siguientes, 
donde ay n son números reales diferentes de cero. Ellas corresponden a las 
fórmulas 105 y 106 de la tabla del final del libro. 

I e au 

I e au sen nu du = —= - =-(a sen nu ~ n eos nu) + C (3) 

J a 2 + n 2 

f e au 

e au eos nu du = —- ^(a eos nu + n sen nu) + C (4) 

J a 2 + n 2 

En aplicaciones de ecuaciones diferenciales ocurren con frecuencia 
integrales de las formas (3) y (4) relacionadas con la electricidad. 


EJERCICIOS 7.1 


En los ejercicios 1 a 24, evalúe la integral indefinida. Verifique 
la respuesta mediante diferenciación, como en el ejemplo ilus¬ 
trativo 2, apoye la respuesta con la graficadora, como en el 
ejemplo I, o numéricamente, como en el ejemplo ilustrativo 6. 


. J xe 3x dx 
'•/ 


x sec x tan x dx 
ln 5 xdx 


‘I 

. J dt 

■f ' 


xtan 1 xdx 


dx 


(x + l) 2 
sen(ln y) dy 


2 - J 

| .reos 2 xdx 

4 - J 

x y dx 

& J 

[* sen -1 w dw 

8 - J 

f" x sec 2 x dx 

!°. j 

f ln(x 2 4- i ) dx 

n. j 

|* x 2 sen 3x dx 

14 ' J 

[* sen t ln(cos t ) dt 


1S - J 

[" e x eos x dx 

16 ’ J 

[ x s e xl dx 

n. j 

f x 2 dx 

18. j 

f sen 2x ^ 

1 Vi - x 2 

j; 

e 

J 

f* x 2 senhx dx 

20. j 

f ? 2x .. dx 

1 Vi - e* 

”• J 

\ cor ‘ ^ dz 

Vz 

22. j 

f* eos -1 2x dx 

2, j 

eos sfx dx 

24 J 

[" tan -1 -jx dx 


En los ejercicios 25 a 32, calcule el valor exacto de la integral 
definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


25. f x 2 3 X dx 

26. 

f ln(x + 2 ) dx 

Jo 


J-1 

f 7r/3 


f» 

27. I sen 3w eos w dw 

28. 

I z 2 eos 2 z dz 

Jo 


J-jt 
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f 4 


r 

29. 

I V* ln x dx 

J i 

30. 

1 x cot x esc x dx 

I *rl A 


f 4 


•f Tffd- 

f 1 

31. 

I sec -1 yft di 

32. 

I x sen -1 x dx 


J2 


JQ 


fijo semanal asciende a $2 000, calcule la máxima utilidad 
semanal que puede obtenerse. 

49. Deduzca la fórmula (3). 

50. Deduzca la fórmula (4). 


En los ejercicios 33 y 34, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida y confirme la respuesta aplicando la fórmula de reducción 
' del ejemplo 5. 


En los ejercicios 51 y 52, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida y confirme la respuesta aplicando ¡a fórmula (3) o (4) de 
esta sección. 



1-3 

f 4 

r */3 

r x/4 

33. 

1 x 3 e x dx 

34. x 2 e x ¡ 2 dx 

51. 1 e Ax sen 3x dx 

52. I e 3x eos 4x dx 


h 

Jo 

d Jtf6 

Jnfc 


35. Determine el área de la región limitada por la curva y = ln x, 
el eje x y la recta x = e 2 . 

36. Calcule el volumen del sólido generado al girar la región del 
ejercicio 35 alrededor del eje x. 

37. Determine el volumen del sólido generado al girar la región 
del ejercicio 35 alrededor del eje y. 

38. Calcule el área de la región acotada por la curva y = 
x esc 2 x, el eje x y las rectas x — ~k y x - ~n. 

39. Determine el área de la región limitada por la curva y = 
2xe~ x l 2 , el eje x y la recta x = 4. 

40. Calcule el volumen del sólido de revolución generado al girar 
alrededor del eje x la región del ejercicio 39. 

41. La densidad lineal de una barra en un punto situado a.r metros 
de un extremo es 2e~ x kilogramos por metro. Si la barra 
mide 6 m de longitud, determine la masa y el centro de masa 
de la barra. 

42. Determine el centroide de la región limitada por la curva 
y = e x , los ejes coordenados y la recta x = 3. 

43. Determine el centroide de la región del primer cuadrante 
acotada por las curvas y = sen x y y = eos x, y el eje y. 

44. La región del primer cuadrante limitada por la curva y = eos 
x y las rectas y = 1 y x = ^;rse gira alrededor de la. 
recta x = j n. Calcule el volumen del sólido generado. 

45. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un sólido de revo¬ 
lución generado al girar alrededor del eje x la región limitada 
por la curva y = é~ x , los ejes coordenados y la recta x = 4.1 
Calcule el trabajo realizado al bombear toda el agua hacia la 
parte superior del tanque. La distancia se mide en pies. Con¬ 
sidere la parte positiva del eje x verticalmente hacia abajo. 

46. Una partícula se mueve a lo largo de una recta, y s pies es la 
distancia dirigida de la partícula desde el origen a los t se¬ 
gundos. Si v pies por segundo es la velocidad a los t segun¬ 
dos, s = 0 cuando í = 0, y v ■ s - t sen t, exprese s en 
términos de t y determine s cuando t = '~n. 

47. La función de costo marginal es C 1 y C(x) = ln x, donde 
x > 1. Determine la función de costo total si C(x) dólares es 
el costo de producción de x unidades y C( 1) = 5. 

48. Un fabricante ha descubierto que si lOOx unidades de un 
artículo particular se producen por semana, entonces el costo 
marginal está determinado por x2 x l 2 y el ingreso margi- 

- nal está determinado por 8 • 2~ X P, donde el costo de produc¬ 
ción y el ingreso se calculan en miles de dólares. Si el costo 


53. (a) Deduzca la fórmula siguiente, donde n es cualquier 
número real: 


/ 


x" lnxdlx 

x" +I 
(n + l) 2 


-[(n + ljlnx - 1] + C si n & -1 _ 


\ (ln x) 2 + C 


si n = -1 


(b) Utilice la fórmula del inciso (a) para determinar el valor 
exacto de 


r 


x 3 lnxdx 


(c) Apoye la respuesta del inciso (b) empleando NINT en la 
graficadora. 

54. Deduzca la fórmula siguiente, donde ry q son cualesquiera 
dos números reales. 


/ 


x r (ln xf dx 

x r+l (ln xf 
r + 1 

(lnx)« + 1 


-2-r fx'l 

r + lj 


(ln xf 1 dx si r * -1 


q + 1 
ln I ln x I + C 


+ C si r = -1 y q * -1 
si r = -1 y q = -I 


55. Si i ( t ) = coulombs por segundo es la corriente desde un ca¬ 
pacitor cargado bajo decaimiento pasajero a través de un 
resistor a los t segundos, entonces 

i(t) = I xe~ x dx 

Jo 

Si E(T) watts es la energía disipada para t E [0, T\, en¬ 
tonces 

E(T) = r\ [i(í )] 2 dt 
Jo 

Donde R ohms es la resistencia. Si R = 50, ¿cuánta energía se 
ha disipado cuando T = 1 ? 

56. Describa la técnica de integración por partes. Incluya en su 
descripción las directrices que deben seguirse al elegir las 
sustituciones para u y dv. 
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7.2 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


Las integrales trigonométricas implican operaciones algebraicas sobre 
funciones trigonométricas. Ya se ha visto cómo evaluar algunas integrales 
trigonométricas mediante la aplicación de las fórmulas 8-17 listadas al principio 
de la sección 7.1. Ahora, se aplicarán estas fórmulas e identidades trigonométricas 
para evaluar integrales que contienen productos de potencias de funciones 
trigonométricas. Se comenzará con productos de potencias de seno y coseno, 
y se distinguirán tres casos que dependen de que los exponentes sean números 
enteros positivos pares o impares. 


CASO 1 (i) J sen"* dx o (ii) 
entero positivo impar 


j eos* x dx, donde n es un número 


(I) Factor 

sen" xdx = (sen"~ 1 xXsenxdx) 

= (sen 2 x) <n ' l, / 2 (senxdx) 

= (1 - eos 2 x/" -1 )/ 2 (sen xdx) 

(ii) Factor 

eos" xdx = (eos" -1 xXcos x dx) 

= (eos 2 x)<»-'>/ 2 (eos x dx) 

= (1 - sos?(eos xdx) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se mostrará el caso l(ii) 

j eos 3 xdx = j eos 2 x(cos x dx) 

= J(l - sen 2 x)(cos xdx) 

= j eos xdx - j sen 2 x eos x dx 


, ( 1 ) 


Para la segunda integral de (1) observe que como ¿(sen x) = eos x dx, 
se tiene 


/■ 


sen 2 x(cos x dx) = | sen 3 x + C\ 

Debido a que la primera integral de (1) es sen x + Cj. 


í 


cos 3 x¿x = senx - |sen 3 x + C 


► EJEMPLO I Evalúe 

sen 5 xdx 


/■ 
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y apoye numéricamente la respuesta. 

Solución Se procede como se sugirió en el caso l(i). 

sen 5 xdx = j (sen 2 x ) 2 sen x dx 

= J(1 - eos 2 xj 2 sen x dx 

= f (1 - 2 eos 2 + eos 4 x) sen x dx _ 


• r r 

= sen x dx - 2 eos 2 x sen x dx + eos 4 x sen x dx 


C í 

l eos 2 x(-sen xdx) - 


= -eos x + 2 eos 2 x(-sen xdx) - eos 4 x(-sen x dx) 


= -cosx + |cos 3 x - ^cos 5 x + C 


A fin de apoyar numéricamente la respuesta se calcula la integral definida 
correspondiente con una elección al azar de los límites de integración, por 
ejemplo, -2 y 3. 




sen 5 xdx = -eos x + | eos 3 x - j eos 5 x 


33 


J-2 


= -eos 3 + |cos 3 3 - j eos 5 3 + cos(-2) - |cos 3 (-2) + |cos 5 (-2) 
= 0.1627341019 


En la grafícadora se obtiene 

NINT(sen 5 x,-2, 3) = 0.1627341019 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. A 


CASO 2 J sen" x eos m x dx, donde al menos uno de ios exponentos es 

un número entero positivo impar. En la solución de este caso se utiliza un 
método semejante al empleado en el caso 1. 

(i) Sin es impar, entonces 

sen* x eos* x dx = sen" -1 x eos" x(sen x di) 

«= («en 2 xp~i)l2 eos" xfsen x dx) 

= (1 - eos 2 x/"-nft eos" x(*en x dx) 

(11) Si m es impar, entonces 

sen" x co^ xdx = sen" xcob'T 1 x(c»sx <ic) 

» sen"x(cos 2 x)^' 1 ^{eosxdx) 

= sen"jfl - sen 2 (eos x dx) 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se mostrará el caso 2(i). 

= J(1 - eos 2 x) eos 4 xísen x dx) 

= j eos 4 x sen xdx - J eos 6 x sen x dx 


= - 2 eos 5 X + 2 eos 7 X + C 


No se pueden seguir los procedimientos de los casos 1 y 2 para integrar 
potencias de seno y coseno cuando ningún exponente es impar. En tal caso se 
aplica una u otra de las identidades siguientes: 


_ 2 1 _ eos 2x i 1 + eos 2x 

sen^x = --- cos z x = --- 


CASO 3 (i) j sen" x dx, (ii) J «w" x dx, o (iii) J sen" x eos" x dx. 


donde m y n son números enteros positivos pares. 
(I) Factor 

sen" xdx = (sei ¿xy&dx 
1 - eos 2x 




(il) Factor 

eos" xdx = (eos 2 xY^ 2 dx 


-.ter* 


(1M) Factor 

*• ' f 

sen" x eos" x dx = (sen 2 x)^ 2 (eos 2 x)"^ 2 dx 

•Ítfí 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


j sen 2 x dx = j — 


eos 2x 


dx 


= 2 x - 2 sen 2x + C 

2 4 


► EJEMPLO 2 


Evalúe 
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Solución Esta integral pertenece al caso 3(ii). 

J(l + igg . 2? ) 2 


dx 


= -7 I dx + — I eos 2 x dx + -7 I eos 2 2x dx 

4 J 2 J 4 J 

_1_ i 1 + eos 4 

4 J 2 

¿Mí 


= 4 * + 4 sen 2x + 
4 4 


dx 


= \x + 4 sen 2x + „ 
4 4 8 


eos 4x dx 


= 7 * + 7-sen2jc + jx + 7rsen4x + C 

4 4 o 32 

= fx + isen2x + 7 rsen 4 x + C 

8 4 32 



► EJEMPLO 3 Determine el centroide de la región del primer 
cuadrante ubicada a la izquierda de la recta x = ~n y limitada por la curva 
y = sen x, el eje x y la rectax = 

Solución Se utilizan los símbolos A, M x , M y , x y y como se definieron 
en la sección 6.3. En la figura 1 se muestra la región y el í-ésimo elemento 
rectangular de área. Primero se calcula el área de lá región. 


A = lím V sen m¡ A,x 
MI-.0 fr 


■í. 


= 1 


n! 2 


sen x dx 


■ 

x 

Jo 


i */2 


Después se aplícala definición 6.3.2 para calcular M x y M y A fin de evaluar la 
integral para M y se utiliza integración por partes con u = x y dv = sen x dx. 

n n 

M x = „ 1 í, m Z 2 t sen m /l 2 A ¡ x M y = Ij.» 1 Z m i m ¡ A > x 


Nho £ 


A l|—►o 


/•x/2 


rit¡2 


sen 2 x dx 

= jc sen x dx 

Jo 


Jo 

r*l 2 

Jo 

1 - eos 2x , 

2 * 

W2 r^ 2 

= —x eos x\ + c 

Jo Jo 

r 

T /2 

nx/2 

x - 

- sen 2 jc 

2 Jo 

= -x eos * + sen jd 

Jo 

M 


= -jjrcos-jJT + sen |;r 


cosxdx 


= 1 
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Por tanto, 



1 

1 

= 1 



Conclusión: El centroide está en el punto (1 , ^ 7T). ^ 

El ejemplo siguiente presenta otro tipo de integral que contiene un 
producto de seno y coseno. 


► EJEMPLO 4 Evalúe 

sen 3x eos 2x dx 




Solución Se aplica la identidad trigonométrica siguiente: 
senwucosru = jsen(m - n)x + ysen(m + n)x 


í 


1 i 

sen 3x eos 2x dx = I I -¿sen* + JL sen 5^ dx 

2 / 


= \ j sen ■* d* + ^2 j sen dx 


= - icos x - -¡ij eos 5 x + C 


Para evaluar integrales de la forma 

tan m x sec” x dx y j cot m x esc” x dx 


í 


( 2 ) 


donde my n son números enteros no negativos, se aplican las identidades 
1 + tan 2 x = sec 2 x y 1 + cot 2 x = esc 2 x 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

j cot 2 x dx = j (esc 2 x - 1) dx 

= j esc 2 x dx - j dx 
= -cot x - x + C 


CASO 4 (i) I tan"xt£to(ii) cot " xdx, donde n es un número entero 
positivo. J J 

(i) Factor 

tan" x dx = tan" -2 x tan 2 x dx - 

= tan" -2 x(sec 2 x - 1 )dx « 
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(ii) Factor 

cot" xdx = cot"~ 2 xcot 2 xdx 

= cot" -2 x(csc 2 x - 1 )dx 


► EJEMPLO 5 Evalúe 

tan 3 xdx 

Solución Se utiliza el método sugerido por el caso 4(i). 
Jtan 3 xdx — Jtan x(sec 2 x - 1) 

= ítan x sec 2 xdx - ítan xdx 


= itan 2 x + ln |cos jc| + C 


Í C 


► EJEMPLO 6 Evalúe 

cot 4 3x dx 

Solución Esta integral pertenece al caso 4(ii). 
cot 4 3xdx = (" cot 2 3x(csc 2 3jc — 1) dx 

= | cot 2 3xesc 2 3 xdx — j cot 2 3x dx 


4(-cot 3 3x) - (csc 2 3x - 1 ) dx 


- 3 cot 3 3x + 3 cot 3x + x + C 


CASO 5 (i) Jjsec" xtzfcfco (ii) j esc" x dx, donde n es un número 


entero positivo,par. 


(0- Facter 


socfxrfx = see" -2 x(sec 2 xdx) 

= (s*¿*x)<"'- 2 >/ 2 (sec 2 xdx) 

= (tan 2 * +• i)<"-2)/2( g ec 2 x<ix) 


(H) Factor, 


esc" xdx * csc” -2 x(c»c 2 xdx) 

* (c*c 2 x) < " - 2 ^ 2 (cjc 2 x dx) 

= (COt 2 X + 1)1" -2 V Z (CSC 2 X dx) 
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► EJEMPLO 7 Evalúe 

r 

esc 6 x dx 

Solución Se sigue el procedimiento indicado en el caso 5(ii). 
f esc 6 x dx - í (cot 2 x + 1 ) 2 esc 2 x dx 

= ^j"cot 4 x esc 2 x dx + 2 j cot 2 x esc 2 x dx + J c 


= ~jCOt 5 X - yCOt 3 X - COtX + C 


CASOÓ (i) í tan"xsec m xdx o (ii) J cot” x ese* x dx, donde m es un 
número entero positivo par. 

(i)' Fáctor 

tan" x sec" 1 x dx = tan" x sed" -2 x(sec 2 x dx) 

= tan" x(sec 2 Ar) (m_2 ^(sec 2 x dx) 

= tan"x(tah 2 x + l^^lsec 2 x dx) 

(H| Factor 

cot" x esc* x dx = cot* x cSc” -2 xíesd^x dx) 

- cdt" x(csc 2 x^-l^csc 2 x dx) 

= cOt" a: (cot 2 x + l )(«-2)/2( csc 2 x ¿¡j) 


EJEMPLO 8 Eválfié 

^j" tan 5 x sec 4 x dx 

SdHición Se procede como se sugirió en el casó 6(i). 

J tan 5 x sec 4 x dx = J tan* x(tán *x + 1 )sec 2 x dx 

= tan 7 x sec 2 * dx + tan 5 x sec 2 x dx 
= |tan*x + + C < 

CASO 7 (i) j tan" x sec* x dxfotfípjfió&x'é^x dx, donde n e& 
un número entero posltíAí4Í(tófí‘' 

(i) Factor 

tan" x sec'-x'á^ á&#*&*rfx(*á : x ti» . 

= (tiíPJ^^'ie^xisec ■xmxdx) 

= (seé* í - 1 ¿¿m-1 x(i$¿ x tan x dx)' 
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(ii) Factor 

cot"jrcsc m xdx = cot ' 1-1 x esc ”' 1 *(csc x col xdx) 

= (cot 2 jr ) ( ' I_ " í,:2 ese ™ -1 jt(csc x cot j ííx) 

= (ese 2 * - l)<" _l) / 2 csc m ' 1 ^(cscxcotjrdr) 


í- 


► EJEMPLO 9 Evalúe 

tan 5 x sec 7 x dx 
Solución Esta integral pertenece al caso 7(i). 
j tan 5 x sec 7 xdx - j tan 4 x sec 6 x sec x tan x dx 


= J (sec 2 * - 1 ) 2 sec 6 x(sec x tan *) dx 
= í (sec 10 x - 2 sec 8 x + sec 6 x)(sec x tan x dx) 


= ^sec 11 * - |sec 9 ;t + jsec 7 * + C ^ 

Se han dejado dos casos de potencias impares de la secante y la cosecante 
hasta el final debido a que estos casos requieren un concepto diferente que 
implica integración por partes. El proceso se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 10 


Evalúe 


sec 3 x dx 


Solución Para la integración por partes, considere u = sec x y dv = 
sec 2 x dx. Entonces 

du = sec x tan x dx y v = tan x 

Por tanto, 


j sec 3 xdx = sec x tan x - sec xten 1 xdx 
^sec 3 *^ = secutan* - sec j:(sec 2 x- 1) dx 
j sec 3 xdx = sec x tan x - j sec 3 x dx + j s 

'/■ 

i 


sec 3 x dx = sec x tan x - | sec 3 xdx + | sec xdx 

Al sumar I sec 3 x dx en los dos miembros se obtiene 

2 I sec 3 xdx = sec x tan x + ln I sec x + tan x I +2 C 


sec 3 xdx = jsec;ctan;r + iln|sec;t + tan;c| + C 
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CASO 8 (i) 


j"sec n x¿x o (ii) j 


esc" xdx, donde n es un número ente¬ 


ro positivo impar. 

Aplique integración por partes. 

(I) Consideren = sec" _2 x y dv = sec 2 xdx. 
(¡i) Consideren = csc n-2 x y dv = esc 2 x dx. 


A fin de integrar una potencia impar de la secante o cosecante, puede 
aplicarse una fórmula de reducción, como las proporcionadas por las fórmulas 
77 y 78 de la tabla de integrales del final del libro. Se le pedirá que deduzca la 

fórmula 77 y la aplique para evaluar ^j" sec 5 x dx en el ejercicio 65. 

CASO 9 (i) j tan" x sec m x dx o (ii) J" cot" x csc m x dx, donde n es 

un número entero positivo par y m es un número entero positivo impar. 

Exprese el integrando en términos de potencias impares de la secante 
o cosecante y después siga las sugerencias del caso 8. 

(1) Factor 

tan" x sec m xdx- (tan 2 xY^ 2 sec m x dx 

= (sec 2 x- lW 2 sec m x dx 

(¡I) Factor 

cot" x esc m xdx = (cot 2 xY^ 2 csc m x dx 

= (csc 2 x - iy /' 2 csc m xdx 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 


Jtan 2 x sec 3 x dx = J( 


(sec 2 x - l)sec 3 x<ic 


■ r 

= sec 5 xdx - 


sec 3 x dx 


Para evaluar estas integrales utilice integración por partes, como en el ejemplo 
10, o una fórmula de reducción de la tabla de integrales. ^ 


EJERCICIOS 7.2 


En los ejercicios J a 34, evalúe la integral indefinida. Como usted 
desee, verifique la respuesta mediante diferenciación o apoye la 

3. 

(a) 

j" sen 3 x dx 

(b) 

j" eos 2 dx 

respuesta con la graficadora, gráfica o numéricamente, como en 
el ejemplo i. 

4. 

(a) 

j" eos 5 x dx 

(b) 

j sen 2 3x dx 

1. (a) j sen 4 * eos xdx (b) j eos 3 4* sen 4* dx 

5. 

(a) 

j~ sen 2 x eos 3 x dx 

(b) 

j Veos z sen 3 z dz 

2. (a) j sen 5 * eos * dx (b) J eos 6 ~x sen dx 

6 . 

(a) 

j sen 3 x eos 3 x dx 

(b) 

í eos 3 3x , 

3/- * 

J %/sen 3x 
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7. 

J eos 4x eos 3* dx 

8. 

J sen 2x eos 4x dx 

9. 

J sen 3y eos 5y dy 

10. 

j eos t eos 3/ dt 

XX. 

j tan 2 5* dx 

12. 

J e x tan 2 (e x ) dx 

13. 

J x cot 2 2 x 2 dx 

14. 

J cot 2 4r dt 

15. 

J cot 3 1 dt 

16. 

J tan 4 * dx 

17. 

J tan 6 3x dx 

18. 

J esc 3 * dx 

19. 

J sec 4 x dx 

20 . 

J cot 5 2* dx 

21. 

J e x tan 4 (r‘) dx 

22. 

j sec 4 (ln *) ±x 

23. 

J tan 6 * sec 4 * dx 

24. 

J tan 5 * sec 3 * dx 

25. 

J cot 2 3-t esc 4 3* dx 

26. 

J (sec 5* + esc 5 *) 2 dx 

27. 

J (tan 2* + cot 2*) 2 dx 

28. 

\ ^ 

J 1 + eos * 

29. 

f 2 sen w - 1 , 

2 dw 

J cos ¿ w 

30. 

í tar ' 3 ^ dx 

J V* 

31. 

í csc4 * dx 

32. 

í dy 

J cot 2 X 

J sec 5 y 

33. 

f sec 3 * A 

J tan 4 * 

34. 

C sen 2 ** ^ 

J cos b nx 

En los ejercicios 35 a 48, determine el valor exacto de la in¬ 
tegral definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la 
graficadora. 

35. 

r¡ r/2 

| eos 3 * dx 

Jo 

36. 

r */3 

| sen 3 1 eos 2 1 dt 

lo 

37. 

sen 4 íjtxdx 

Jo 

38. ; 

I sen 3 ¿nt 'dt 

lo 

39. 

sen 2 nt eos 2 ni dt 

Jo 

40. 

r ir/2 

j sen 2 j*cos 2 |*d* 

41. 

r"l 8 

1 sen 3* eos 5* dx 

Jo 

42. 

rir/6 

sen 2* eos 4* dx 
lo 

43. 

r n /\2 

i tan 3 4x dx 

J tt/|6 

44. 

r n¡6 

1 3 sec 4 2 1 dt 

In/S 


45. 

47. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

60. 


61. 


62. 


r 

rflrtíi V //y 

¡UL 

r 

dx 

J-ít/4 
r x ¡2 

sec x ax 

COS 4 f 

W. 

48. 

tj- 

ir 

O t 

sec jc 

cot 3 w dw 

Jn¡4 

A U< 

sen 0 / 

Jrz¡6 


_..._= sen 2 ; 

y e] eje * desde x = 0 hasta x = n. 

Determine el volumen del sólido de revolución generado al 
girar un arco de la curva senoidal alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del sólido de revolución generado si la 
región del ejercicio 49 se gira alrededor del eje x. 

La región limitada por el eje y y las curvas y = sen x y 
y = eos x para 0 < x < i*, se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del sólido de revolución generado. 
Determine el volumen del sólido de revolución generado si 
la región del ejercicio 49 se gira alrededor de la recta y = 1. 
La región del primer cuadrante acotada por la curva y = 
eos x y las rectas y = 1 y x = J7T, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del sólido generado. 

Determine el centroide de la región desde x - 1 hasta 
Jt = i n limitada por la curva y = eos * y el eje x. 
Determine el centroide de la región del ejercicio 52. 
Determine el área de la región limitada por la curva y = 
tan 2 x , el eje x y la recta Jt = i n. 

Calcule el volumen del sólido de revolución generado al 
girar, alrededor del eje x, la región acotada por la curva y = 
3 esc 3 x, el eje x y las rectas x = \n y x = n. 

Determine el volumen del sólido de revolución generado si 
la región limitada por la curva y - sec 2 x, los ejes coor¬ 
denados y la recta x = i *, se gira alrededor del eje x. 

La cara de una presa tiene la forma de un arco de la curva 
y = -lOOcos jijo **,x G (-100, 100], y la superficie del 
agua está hasta la parte superior de la presa. Determine la 
fuerza debida a la presión del agua sobre la cara de la presa 
si la distancia se mide en pies. . 

Si n es cualquier número entero positivo, demuestre que 


/: 


sen 2 nxdx = i* 


Si n es un número entero positivo impar, demuestre que 
eos" id* = 0 


r 


En los ejercicios 63 y 64, demuestre que la fórmula es verdadera, 
donde m y n son cualesquiera dos números enteros positivos. 


- i: 


eos nnx sen mnx dx = 0 


sen nnx sen mnx dx = 


0 si m n 

1 si m = n 
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65. (a) Deduzca lafórmulade reducción siguiente, donde n > 2 
y « es un número entero: 


J sec" 


x dx — 


1 


-sec x tan x + 


üzl f sec"~ 

n ~ I J 


x dx 


n - 1 

(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 
. evaluar j sec 5 x dx 

66. Aplique la fórmula de reducción del ejercicio 65 para eva¬ 
luar cada una de las integrales siguientes: 


/ 


(a) I sec b x dx 


/ 


(b) I sec xdx 


67. (a) Deduzca la fórmula de reducción siguiente donde n > 1 
y n es cualquier número entero: 


j sen" 


xdx 


- sen" 1 x eos x + 


n -ir J sen "~ 


xdx 


(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 

evaluar j sen 5 x dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 

con la respuesta del ejemplo 1, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

68. (a) Deduzca la fórmula de reducción siguiente donde n > 1 
y n es cualquier número entero: 


j eos" 


xdx = — eos" 1 x sen x + 


- -1 J eos" 


x dx 


(b) Aplique la fórmula de reducción del inciso (a) para 
evaluar f eos 4 x dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 


con la respuesta del ejemplo 2, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

69. (a) Demuestre que: 


/■ 


(b) Deduzca una fórmula semejante a la del inciso (a) para 
tan x sec" x dx si n * 0 


/• 


/’ 


70. Evalúe 

sen 3 x eos 3 x dx 
mediante tres métodos: 

(a) j sen 3 x eos 3 xdx = J sen 3 x eos 2 x(cos x dx) 
Considere eos 2 x = 1 - sen 2 x y u = sen x. 

(b) j sen 3 .i eos 3 xdx = j sen 2 x eos 3 jr(sen xdx) 
Considere sen 2 x = 1 - eos 2 x y u = eos x. 


(c) J sen 3 x eos 3 xdx = - J (2 sen x eos x) 1 dx 

Aplique la identidad sen 2x = 2 sen x eos x. 

(d) Explique la diferencia aparente de las respuestas obtenidas 
en los incisos (a)—(c) y por qué son equivalentes. 


7.3 INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS MEDIANTE 
SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA 


Ya se ha visto cómo algunas técnicas de integración requieren de una sustitución 
de cambio de variable. En esta sección se estudiarán sustituciones que implican 
funciones trigonométricas las cuales conducen a integrales trigonométricas. Se 
mostrará con tres casos cómo el cambio de variable mediante sustitución 
trigonométrica permite con frecuencia evaluar una integral que contiene una 
expresión de una de las formas siguientes donde a > 0: 

4 ^^ 

CASO 1 El integrando contiene una expresión de la forma v/a 2 - x 2 , 
donde a > 0. 

Introduzca una nueva variable 6 considerando x = a sen 9, donde 
0 S fls jx sixaO y -i n S0<Osir<O 
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V9 - x 2 


x>0 

FIGURA X 


V9 - .r 2 



x <0 

FIGURA 2 


En este caso, con x = a sen 9, dx = a eos 9 dO, y eos 9 > 0 porque 
-jiz < 6 < j k. Más aún, 

Ja 2 - x 2 = Ja 2 - a 2 sen 2 6 


= -Ja 2 Jl - sen 2 9 

= J eos 2 9 
= a eos 6 


porque a > 0 
porque eos 6 > 0 


► EJEMPLO I Evalúe 



y apoye numéricamente la respuesta. 

Solución Observe que el denominador es x 2 , entonces x ^ 0 . Con la 
sustitución indicada en el caso 1, sea x = 3 sen 6, donde 0 < 9 < i n si 
x > 0, y < 0<Osix<O. Entonces, dx = 3 eos BdO y 

J 9 - x 2 = J9 - 9 sen 2 6 
= 3 J eos 2 6 
= 3 eos 6 

Por tanto, 


f J9 - x 2 , f 3 eos 6 tr¡ a , a , 

-=- dx = -~— (3 eos 0d0) 

J x 2 J 9 sen 2 0 

= J cot 2 0 d6 

= J (esc 2 6 - 1 )d6 
= -cot 6 - 6 + C 

Como sen 9 = 2 x y < 6 < 0 = sen -1 j*. A fin de determinar 

cot 6 , refiérase a las figuras 1 (para x > 0) y 2 (para x < 0). En cualquier caso 


jr 


cot 6 = 


Así, 



f V9 - X 2 JJ^Jc 2 

" J X 2 X 2 

La respuesta se apoya numéricamente al calcular una integral definida 
correspondiente con una elección arbitraria de los límites de integración, por 
ejemplo 1 y 2 . 


f 


J 9 - * 2 


X 


2 


JV 1 


- sen 


-i £ 
3 


2 

1 


V5 -i 2 ^ , 1 

--- sen 1 -x + V 8 + sen 1 

2 3 3 

= 1.320502389 
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En la graficadora se obtiene 

NINT = ( ^ ~ xÍ - , 1 , 2 ) = 1.320502389 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. 4 


CASO 2 El integrando contiene una expresión de la forma Va 2 + x 2 , 
donde a > 0. 

Introduzca una nueva variable 0 considerando x = a tan 0, donde 
0 £ 6 < jit si x 5 0 y -\n < G < 0 si*<0 

Con* = atan0, dx = a sec 2 6d6, y como-^ 7r < 0 < sec 6 > 1. 
Además, 

Va 2 + x 2 = *Ja 2 + a 2 tan 2 0 
= Va 2 -Jl + tan 2 0 
= a^j sec 2 0 
= a sec 0 


► EJEMPLO 2 Evalúe 

~Jx 2 + 5 ¿r 

y apoye gráficamente la respuesta. 


+ 



Solución Esta integral pertenece al caso 2 . Sea x = V5 tan 0, donde 
0 < 0 < \n si jc > 0, y —ir < 0 < 0 si a: < 0. Entonces, dx = V5 
sec 2 Gd0 y 

slx 2 + 5 = ~Js~tan 2 0 + 5 

= -Vó^/sec 2 0 
= V5 sec 0 

Por tanto, 


FIGURA 3 



x < 0 


J" V * 2 + 5 ¿r = J 

ijs 


V5 sec 0(V5 sec 2 0 d0) 

5j sec 3 0 d 0 

Para sec 3 0, se aplica el resultado del ejemplo 10 de la sección 7.2 y se obtiene 


í 


•Jx 2 + 5 ¿r = |sec 0tan 0 + |ln|sec 0 + tan 0| + C 


Se determina sec 0 a partir de las figuras 3 (para x > 0) y 4 (para x < 0). En 
ambos casos 


■Jx 2 + 5 
V5 


FIGURA 4 


sec 0 = 
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En consecuencia, 


>'= V* 2 + 5 


dx = f ■ + ¿ ln 

V5 2 


x 2 + 5 _x_ 

V5 - V5 


+ C 


2 V5 

= \x-~Jx 2 + 5 + | lnjv'jc 2 + 5 + jc| - § ln -J5 + C 


= \xdx 2 +5 + | ln(vjc 2 + 5 + x) + Q 



Observe que se sustituyó -|ln V5 + C por la constante arbitraria C|. 
También, como V-* 2 + 5 + ;t > 0, se eliminaron las barras de valor absoluto. 
La figura 5 muestra las gráficas de 


y = V x 2 +5 y NDER + 5 + | ln(V;t 2 + 5 + x), x) 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-9,9] por [-2, 10]. El hecho de que 
las gráficas coinciden apoya la respuesta. 4 


NDER (fr V x 1 + 5 + |ln( V x 2 + 5 + j:), x) 

FIGURA 5 


CASO 3 El integrando contiene una expresión de la forma V-* 2 ~ a 2 , 
donde a > 0. 

Introduzca una nueva variable 6 considerando x = a sec 0, donde 

0 s í < six&a y n ■S. 9 < si r s -a 

Con x = a sec 9, dx = a sec 6 tan 9 d9, y tan 9 > 0 porque 0 < 9 < 
~n o n < 9 < \n. Además, 

-Jx 2 - a 2 = \ja 2 sec 9 - a 2 


= y sec 2 9 - 1 
= a^jian 2 9 
= atan 9 


EJEMPLO 3 

dx 


Evalúe 


x 3 4x 2 - 9 

Solución Se observa que |jc| debe ser mayor que 3 de modo que 
V* 2 — 9 sea un número real distinto de cero. Siguiendo la sugerencia del 
caso 3, sea x = 3 sec 9, donde 0< 9 < si jc > 3, y n < 9 < |;r si 
x < -3. Entonces dx = 3 sec 9 tan 9d9y 

d x 2 — 9 = 9 sec 2 9-9 


= 3 -J tan 2 9 
= 3 tan 9 


Por tanto 


dx 


3 sec 9 tan 9 d9 
27 sec 3 9 ■ 3 tan 9 


= eos 2 9d9 
27 
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+ 



= ~ J(1 + eos 28) dd 

= ¿(0 + ^sen20) + C 
= ~(8 + sen 0cos 8) + C 

Como sec 8 = y 8 está en (0, j n ) U (n, | rt), 8 = sec -1 ~x. Cuando 
x > 3, 0 < 8 < y se obtienen sen 8 y eos 8 de la figura 6 . Cuando x < 
-3, k < 8 < | n y de la figura 7 se obtienen sen 6 y eos 8. En ambos casos 


FIGURA 6 


sen 8 — — -— y eos 8 = — 

x x 


Así, 


dx 


x i y f x r ^9 5 4 


sec-'A + VZZl . 1 , + c 


3 x 

ir 2 - 9 


= ¿sec-'f + 3 Í* 

54 3 18.r 2 


+ C 


◄ 



j: < -3 


Observe en el ejemplo 3, el papel importante desempeñado por el con¬ 
tradominio de la función secante inversa. El hecho de que flesté en el primer 
o tercer cuadrante permite concluir que tan 8 > 0, de modo que Vtan 2 8 = 
tan 8. Recuerde que en la sección 5.7, donde se eligió este contradominio, se 
indicó que dicha elección rendiría frutos en esta sección. 


► EJEMPLO 4 Utilice una sustitución trigonométrica para de¬ 
mostrar que si u > a > 0, entonces 


du 


\:M 2 


ln(u + a/m 2 ~a 2 ) + C 


FIGURA 7 



Solución De la sustitución indicada en el caso 3, sea u — a sec 8, donde 
0 < 8 < 2 K. Entonces dx = a sec 8 tan 8dd y - a 1 = a tan 8. Por 


tanto. 


du 


a sec 8 tan 9 dd 
a tan 8 


= sec 8 dd 


a/u 2 


= ln(sec 6 + tan 8) + C 

Observe que no se emplearon las barras de valor absoluto porque tanto sec 8 
como tan 8 son positivos en este caso. De la figura 8 se determina tan 8, donde 

tan 8 = ^ ~ fl2 
a 


Por tanto. 


du 


A ¡U 2 


= lnl — + 


A//V 2 — /7^ 


+ C i 


= ln(« + -\Ju 2 - a 2 ) - ln a + C| 
= ln(w + a lu~ - a 2 + C 


FIGURA 8 


donde C = Cj - ln a. 


◄ 
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La fórmula de integración indefinida del ejemplo 4 se mostró en la sección 
5.9 como una expresión, en términos de un logaritmo natural, de la fórmula (10) 
del teorema 5.9.10, el cual también expresa la integral en términos de la función 
coseno hiperbólico inversa. La mayoría de las tablas de integrales proporcionan 
las dos formas. 



► EJEMPLO 5 


Calcule el valor exacto de 


f 2 
J i 


dx 


h (ó-* 2 ) 3 / 2 

y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solución La integral indefinida correspondiente pertenece al caso 1. Se 
restringe 0 al primer cuadrante porque los límites de la integral definida indican 
que x > 0. Por tanto, se considera x = Vósen 0, donde 0 < 9 < |jt. 
Entonces dx = -/6 eos 9d9 y 

(6 - x 2 ) 3/2 = (6 - 6 sen 2 0) 3/2 
= 6 Vó(l - sen 2 0) 3 ^ 2 
= 6-¡6 (eos 2 0) 3/2 
= 6 V6 eos 3 9 

En consecuencia, 

Vó eos 9 d9 


í (6 i« í 

"i/ 

-4 


6V6 eos 3 9 
d9 

eos 2 9 
sec 2 9d9 
= itan 9 + C 


De la figura 9 se determina tan 9 obteniéndose 
tan 9 = 


Vó - x 2 


Por tanto, 
1-2 


i 1 


dx 


i (6 - x 2 ) 3 / 2 


6v/ó - x 

_J_1_ 

3V2 6sÍ5 
V2 _ V3 
6 30 

5V2 - V5 


30 

A fin de apoyar esta respuesta, se calcula en la graficadora 
NINT(l/(6 - x 2 ) 3/2 ,1,2) = 0.1611666611 
Con el mismo número de dígitos significativos 
5-12 - -¡5 


30 


= 0.1611666611 


lo cual apoya la respuesta. 



En los ejercicios 1 a 12, evalúe la integral indefinida, y apoye la 
respuesta numérica o gráficamente en la graficadora, según lo 
desee. 



En los ejercicios 13 a 22, determine el valor exacto de la inte¬ 
gral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 




En los ejercicios 23 a 30, aproxime a cinco dígitos significativos 
el valor de la integral definida utilizando NINT en la graficadora. 
Confirme analíticamente la respuesta. 



En los ejercicios 31 a 33, emplee los métodos anteriores a esta 
sección (es decir, sin una sustitución trigonométrica) para evaluar 
las integrales. 



J X 


34. Determine el área de la región limitada por la curva 
y - Vx 2 - ó/x 2 , el eje x y la recta x = 5. 

35. Calcule la longitud de arco de la curva y = ln x desde el 
punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 3. 

36. Obtenga el volumen del sólido generado al girar la región del 
ejercicio 34 alrededor del eje y. 

37. Determine el volumen del sólido de revolución generado 
cuando la región ubicada a la derecha del eje y limitada por la 
curva y = xa/ 9 - x 2 y el eje x, se gira alrededor del eje x. 

38. Calcule la longitud de arco de la parábola y = x 2 desde el 
punto (0, 0) hasta el punto (1, 1). 

39. Determine el centro de masa de una barra de 8 cm de longitud 
si la densidad lineal en un punto a x centímetros del extremo 
izquierdo es Vx 2 +36 gramos por centímetro. 

40. La densidad lineal de una barra en un punto a x metros de un 

extremo es ~J9 + x 2 kilogramos por metro. Obtenga la ma¬ 
sa y el centro de masa de la barra si ésta mide 3 m de longitud. 

41. Determine el centroide de la región limitada por la curva 
yx 2 = i/x 2 - 9 , el eje x y la recta x = 5. 

42. Utilice integración para obtener Kr 2 unidades cuadradas 
como el área de la región acotada por una circunferencia de 
r unidades de radio. 

43. Un tubo cilindrico horizontal tiene un diámetro interior de 
4 pie y está cerrado en un extremo mediante una compuerta 
circular que cubre exactamente la salida del tubo. Si el tubo 
contiene agua a una profundidad de 3 pie, calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre la compuerta. 

44. Una compuerta de una acequia tiene la forma de un segmen¬ 
to (casquete) de círculo de 4 pie de radio. La parte superior 
de la compuerta es horizontal y está 3 pie arriba del punto 
más bajo de la compuerta. Si el nivel del agua está 2 pie por 
arriba de la parte superior de la compuerta, calcule la fuerza 
ejercida por la presión del agua sobre la compuerta. 
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45. El tanque para gasolina de un automóvil tiene la forma de 
cilindrocircular recto de 8 pulg de radio con un eje horizontal. 
Calcule la fuerza debida a la presión de la gasolina cuando 
ésta tiene una profundidad de 12 pie y si la densidad de la 
gasolina es de 0.39 oz/pulg 3 . 

46. Una tractriz, la cual tiene aplicaciones en problemas de per¬ 
secución, es una curva tal que la longitud del segmento de cada 
recta tangente desde el punto de tangencia hasta el punto de 
intersección con el eje x es una constante positiva a. Vea la 
figura adjunta. Demuestre que una ecuación de la tractriz es 



Sugerencia: sea P(x, y) cualquier punto de la tractriz y sea a 
el ángulo de inclinación de la recta tangente a la tractriz en P. 
Muestre que sen a = y/a, y en consecuencia que tan 
a = -y/ja 2 ~ y 2 . Después resuelva la ecuación dife¬ 
rencia] 

dy _ -y 

d* a 1 - y 1 

donde y = a cuando x = 0. 


y 



47. Suponga que usted pertenece alamarinayqueestáenlaorilla 
de un muelle mientras jala un bote mediante una cuerda de 
15 pie de longitud, de modo que el bote se desplaza sobre una 
tractriz (vea el ejercicio 46). Refiérase a la figura adjunta 
donde el muelle está a lo largo del eje x, y que inicialmente 
usted estaba en el origen y el bote en el punto (0, 15) sobre el 
eje y. (a) ¿Cuánto habrá caminado usted cuando el bote se 


encuentre a 12 pie del muelle? Exprese la respuesta con dos 
cifras decimales, (b) ¿Qué tan alejado estará el bote del 
muelle cuando usted halla caminado 20 pie? Exprese la 
respuesta con dos cifras decimales. Necesitará la graficadora 
para resolver la ecuación. 


y 



48. Suponga que un perro, que persigue a un conejo, se mueve 
sobre la curva de persecución, una tractriz (vea el ejercicio 
46), de modo que siempre avanza en dirección del conejo, y 
que la la rapidez del perro nunca excede a la del conejo. 
Refiérase a la figura adjunta donde el conejo, inicialmente 
ubicado en el origen, se mueve a lo largo del eje x, y el perro 
estaba inicialmente en el punto (0, a). Explique por qué el 
perro siempre está a la misma distancia del conejo, de modo 
''-que nunca lo atrapará. 


y 



49. (a) Utilice la sustitución trigonométrica x = 2 sec 6 para 
determinar el valor exacto de la integral 



(b) Explique por qué no puede emplearse la sustitución 
trigonométrica x = 2 sen 8 para evaluar la integral defini¬ 
da del inciso (a). 


7.4 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES 
Y CRECIMIENTO LOGÍSTICO 


Usted sabe cómo combinar dos o más expresiones racionales en una expresión 
racional mediante adición o sustracción. Por ejemplo. 

- ■ + — 1 — = - lx — 1 - ( 1 ) 

x + 2 x - 3 (x + 2)(x - 3) 

Suponga que se desea lo contrario, es decir, representar una expresión racional 
simple como una suma de dos o más cocientes simples, llamados fracciones 
parciales. Necesitará realizar esto con frecuencia cuando integre funciones 
racionales. 
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En su curso de álgebra o de matemáticas previas al Cálculo aprendió cómo 
escribir una función racional como la suma de fracciones parciales. Si no lo hizo 
y desea un repaso, o si nunca ha estudiado fracciones parciales, lea la sección 
A. 11 del apéndice antes de continuar con esta sección. 


► EJEMPLO I Evalúe 



y apoye gráficamente la respuesta. 


Solución Al factorizar el denominador del integrando se obtiene 


Ix - 1 = Ix - 1 

x 2 - X - 6 (X + 2)(x - 3) 



[-9.4, 9.4) por [-6.2, 6.2] 


NDER (ln | (x + 2) 2 (x - 3) 4 |, x) 

FIGURA 1 


Observe que el miembro derecho de esta ecuación es el mismo que el miembro 
derecho de la ecuación (1). En el ejemplo ilustrativo de la sección A.l 1 del 
apéndice se descompone esta fracción en las fracciones parciales del miembro 
izquierdo de la ecuación (1). Por tanto, 

í 2 7 *~‘ * = í + í -±^dx 

J x 2 -x -6 J X +2 J x -3 

= 3 ln | x + 2 | + 4 ln | x - 3 | + C 
= ln | (x + 2) 3 | + ln | (x - 3) 4 | + C 
= ln | (x + 2) 3 (x - 3) 4 | + C 
La figura 1 muestra las gráficas de 

y = — ? x ~ 1 y NDER(ln I (x + 2) 3 (x - 3 ) 4 I, x) 
x ¿ - x - 6 


trazadas en el rectángulo de inspección de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. Como las 
gráficas coinciden, se ha apoyado la respuesta. 4 


► EJEMPLO 2 Evalúe 

f du 
J u 2 -a 2 

Solución 

1 . A + B ; , í ' 

u 2 - a 2 u - a u + a 

Si se multiplica por ( u - a)(u + a) se obtiene 

1 = A(u + a) + B(u - a) 

1 = (A + B)u + Aa - Ba 

Al igualar los coeficientes se tiene 


A + B = 0 
Aa - Ba = 1 
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Si se resuelve este sistema para A y 5, se obtiene 


A = ~ B = -J- 


2 a 


2a 


Por tanto. 


1 , 


du 


_l r 

du 

i r du 

2 a J 

u - a 

2a J u + a 

— ln 

| u - a | 

- J-lnlu + a 

2 a 


2 a 1 

-Lln 

\u - a i 

+ C 

2 a 1 

\u + a 1 



El tipo de integral del ejemplo anterior ocurre con demasiada frecuencia 
por lo que se presenta como una fórmula. No es necesario memorizarla porque 
la integración mediante fracciones racionales es muy simple. 


du 


1 


in 


j u 2 - a 2 2a “ I u + a 
Si se tiene j du¡(a 2 - u 2 ), se escribe 
f du _ _ f du 

J a 2 - u 2 J u 2 - a 


+ C 


( 2 ) 


2 

u - a 
2a "I u + a 


= ln 


1 


ln 


+ C 
+ C 


2 a I u + a I 

Esta integral también está listada como una fórmula. 



= ln 
2a 


u + a i 


+ C 


(3) 


Esta fórmula se presentó en la sección 5.9 como la representación me¬ 
diante un logaritmo natural de la fórmula (11) del teorema 5.9.10, en el cual 
también se expresa la integral en términos de una tangente o cotangente hiper¬ 
bólica inversa. Encontrará las fórmulas (2) y (3) junto con sus representaciones 
mediante funciones hiperbólicas inversas, como las fórmulas 25 y 26 de la tabla 
de integrales del final del libro. 

En la sección 5.6 se estudió el crecimiento exponencial que ocurre cuando 
la tasa de crecimiento de una cantidad es proporcional a la cantidad presente en 
un instante dado. El modelo matemático de esta situación es 

ñt) = Be k > (4) 

donde k es una constante positiva, B unidades es la cantidad presente inicialmen¬ 
te y /(O unidades es la cantidad presente a las t unidades de tiempo, donde 
f(t) > B para toda t > 0. También se estudió en la sección 5.6 el crecimiento 
limitado, el cual ocurre cuando una cantidad se incrementa aúna tasa proporcional 
a la diferencia entre un número positivo fijo A y su tamaño. Un modelo 
matemático para el crecimiento limitado es 
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m 



f(t) = A - Be~ kt (5) 

donde B y k son constantes positivas y A - B < f(t) < A para t > 0, Las 
gráficas de (4) y (5) se presentan en las figuras 2 y 3, respectivamente. 

Considere ahora el crecimiento de una población que está afectado por el 
medio ambiente que le impone un límite superior a su tamaño. Por ejemplo, 
el espacio o la reproducción pueden ser factores limitados por el medio ambien¬ 
te. En tales casos un modelo matemático de la forma (4) no se ha aplicado debi¬ 
do a que la población no se incrementa más allá de cierto punto. Un modelo que 
toma en cuenta factores del medio ambiente se obtiene cuando una cantidad 
crece a una tasa que es conjuntamente proporcional a su tamaño y a la diferencia 
entre un número positivo fijo A y su tamaño. Así, si y unidades es la cantidad 
presente a las t unidades de tiempo, entonces 


m 


FIGURA 3 


dy 

dt 


ky(A - y) 


(6) 



donde k es una constante positiva y 0 < y < A para t > 0. A fin de resolver 
(6), primero se separan las variables y se obtiene 


dy 


y(A - y) 

dy 

y{A - y) 


k dt 

= kídt 


(7) 


Al escribir el integrando de la izquierda como la suma de fracciones 
parciales se obtiene 


1 


= i ± + 


1 


y{A - y) A \ y 
De modo que 
dy 


y(A - y) 


y A - y 


dy 


= l(ln |y | - ln|A - y|) + Cj 


Por tanto, de (7), se tiene 


jHy\ 

ln IA 


ln | A - y |) 

y| - ln|y| 



kt + C2 
-Akt - AC 2 

-Akt - AC 2 
AC2 


Como 0 < y < A, (A - y)/y > 0. Por tanto, se pueden omitir las barras de 
valor absoluto y con B = e~ AC t se tiene 

A - y = Bye~ Akt 
y ( 1 + Be~ Akt ) = A 

A 

1 + Be~ Akt 


y = 


( 8 ) 






576 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


Al considerar y = /(í), se escribe esta ecuación como 
A 


m = 


1 + Be~ Akt 


t > 0 


(9) 


donde A, B y k son constantes positivas. Para dibujar la gráfica de /, primero 
considere el límite lím /(/). De (9), 


lím /(/) 


1 + B lím e Akl 

/—► + «> 


1 + B • 0 
= A 


f(t) 



FIGURA 4 


y /(/) se aproxima a A mediante valores menores que A. Por tanto, la recta 
ubicada a A unidades por arriba del eje t es una asíntota horizontal de la gráfica 
de/. Como/(O) = A/(l+B), la gráfica intersecta al eje/(r) en A/(l + B). En 
el ejercicio 44 se le pedirá que demuestre que la gráfica de/tiene un punto de 

inflexión en / = -L ln B. Con esta información se dibuja la gráfica de f la cual 

A 

se muestra en la figura 4. A esta gráfica se le llama curva de crecimiento logístico. 
Observe que cuando I es pequeño, la gráfica es semejante a la del crecimiento 
exponencial de la figura 2, y conforme t crece, la curva es análoga a la del 
crecimiento limitado de la figura 3. 

Una aplicación del crecimiento logístico en economía es la distribución de 
información acerca de un producto particular. El crecimiento logístico es em¬ 
pleado por los biólogos para describir la propagación de una enfermedad y por 
los sociólogos para describir la difusión de un rumor o de un chiste. 


► EJEMPLO 3 En una comunidad de 45 000 habitantes, la tasa de 
crecimiento de una epidemia de gripe es conjuntamente proporcional al número 
de personas que han contraído la gripe y el número de personas que no se han 
contagiado, (a) Si 200 períonas tienen la gripe al brote de la epidemia y 2 800 
la tienen después de 3 semanas, obtenga un modelo matemático que describa la 
epidemia, (b) Trace la gráfica del modelo matemático en la graficadora. Estime 
a partir de la gráfica cuántas personas se espera que contraigan la gripe (c) 
después de 5 semanas, (d) después de 10 semanas. Confirme analíticamente las 
estimaciones, (e) Si la epidemia continúa indefinidamente, ¿cuántas personas se 
contagiarán de gripe? 


Tabla I 


i 

0 

3 

5 

10 

Ú 

200 

2800 

>5 

Jio 


Solución 

(a) Si t semanas han transcurrido desde el brote de la epidemia y y personas 
tienen la gripe después de t semanas, entonces 

^ = ky (45 000 - y) (10) 


donde k es una constante y 0 < y < 45 000 para / > 0. Las condiciones 
de frontera se tienen en la tabla 1, donde y 5 y y 10 son el número de perso¬ 
nas que tienen la gripe después de 5 y 10 semanas, respectivamente. 

La ecuación diferencial (10) es de la forma (6), y su solución general 
es de la forma (8). Por tanto, la solución general de (10) es 

45 000 

y = 


1 + Be~ 4 5000*r 


( 11 ) 
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Como y = 200 cuando t = 0, de (11) se tiene 

200 = -«000 
1 + Be 0 
1 + B = 225 

B = 224 

Al sustituir este valor de B en (11) se obtiene 
45 000 


V = 


1 + 224ér 45000)c ' 


Cuando t = 3, y = 2 800. De modo que de (12) se tiene 


2 800 

1 + 224e -135000t 
1 + 224éf 135 000 * 

e -135 0004 

-135 000/t 
k 


45 000 

1 + 224¿T 135000Í: 
45 000 

2 800 
16.0714 

15.0714 

224 

ln 0.0672830 
ln 0.0672830 
135 000 


( 12 ) 


Si se sustituye este valor de k en (12) resulta 



45 000 

1 + 224e-°- 899616 ' 


(13) 


la cual es el modelo matemático deseado. 

(b) La figura 5 muestra la gráfica de (13) trazada en el rectángulo de inspec¬ 
ción de [0, 15] por [0, 50 000]. Al emplear el rastreo (trace) y el aumento 
(zoom in), se estima que (c) cuando t = 5, y = 12 882; y (d) cuando 
t = 10, y = 43 785. Ahora se confirmarán analíticamente las estima¬ 
ciones. 

(c) Como y = y 5 cuando t = 5, (d) Como y = y m cuando t = 10, 


[0, 15] por [0, 50 000] 
45 000 

V l + 224f- 08w " 6 ' 


75 = 


45 000 

1 + 224<?“ 4 - 498138 


= 12 882.2 


45 000 

1 + 224í>- 8 - 99616 
= 43 785.0 


FIGURA 5 


Estos valores confirman las estimaciones. 


Conclusión: Después de 5 semanas, 12 882 personas tendrán la gripe, y 
después de 10 semanas se espera que la tengan 43 785 personas. 

(e) Al calcular lím y se obtiene 

f-» + “ 


45 000 _ 45 000 

1 + 224éT 0 - 899616 ' “ 1 + 224-0 
= 45 000 


Conclusión: La comunidad completa de 45 000 habitantes contraerá la 
gripe si la epidemia continúa indefinidamente. 4 
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► EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la sección 1.3 y en el ejemplo 4 
de la sección 3.2, se tuvo la siguiente situación: en una comunidad de 8000 
personas, la tasa a la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al 
número de personas que lo han escuchado y al número de personas que aún no 
lo han escuchado. Cuando 20 personas han escuchado el rumor, éste se difunde 
a una tasa de 200 personas por hora, (a) Si inicialmente 4 personas han escucha¬ 
do el rumor, obtenga un modelo matemático que exprese el número de personas 
que lo han escuchado como una función del número de horas que se ha difundi¬ 
do el rumor. Determine cuántas personas han escuchado el rumor después de 
(b) 5 min, (c) 15 min, (d) 30 min, (e) 1 h, y (f) 1 h 30 min. (g) Demuestre que la 
población completa escuchará el rumor dentro de 2 h. (h) Utilice la respuesta 
del ejemplo 4 de la sección 3.2 para determinar el tiempo en el que el rumor se 
difunde a la tasa máxima. 


Solución En el ejemplo 6 de la sección 1.3 se mostró que si f(x) personas 
por hora es la tasa a la que el rumor se difunde cuando x personas lo han 
escuchado, entonces 

m = 4 ^( 8 000 - X) 


Ahora denote la tasa por dx/dt, en lugar de f(x), de modo que la difusión del 
rumor está descrita por la ecuación diferencial 


dx 

dt 


1 

798 


*(8 000 - x) 


(14) 


(a) La ecuación diferencial (14) es de la forma (6) con A = 8 000 y k = 
Por tanto, de (8), la solución general de (14), con x sustituida por 
g(t), es 


g(t) = 


8000 

j + fie -(8 000/798)í 


(15) 


Observe que g(t) personas han escuchado el rumor cuando éste se ha 
difundido por t horas. Como 4 personas escucharon el rumor inicialmente, 
entonces g( 0) = 4. Así, 

. 8000 

4 = -ñ 

1 + Be 0 

1 + B = 2 000 

B = 1999 


Al sustituir este valor de B en (15) se obtiene el modelo matemático 
requerido: 


g(t) = 


8000 

1 + 1999 e -(8000/798)í 


( 16 ) 


En los incisos (b)-(f), como t se mide en horas, se convierte el tiempo 
indicado a horas y se calculan los valores de función requeridos: 

(b) *(¿) = 9.2 (c) g(0.25) = 48.8 (d) g(0.5) = 559.4 

(e) *(1) = 7349.5 (f) *(1.5) = 7995 

Conclusión: En 5 min, 9 personas han escuchado el rumor; en 15 min, 
48 personas lo han escuchado; en 30 min, 559 personas lo han escuchado; en 
1 h, 7 349 personas lo han escuchado; en 1 h 30 min, 7 995 personas lo han 
escuchado. 



7.4 INTEGRACIÓN PE FUNCIONES RACIONALES Y CRECIMIENTO LOGÍSTICO 579 


(g) Se calcula g(2) = 7 999.97, de lo cual puede asumirse que la comunidad 
completa de 8 000 habitantes ha escuchado el rumor en 2 h. 

(h) En el ejemplo 4 de la sección 3.2, se mostró que el rumor se difundió a la tasa 
máxima cuando 4 000 personas, la mitad de la población, habían escuchado 
el rumor. Se desea determinar el valor de í para el cual g(t) = 4 000. Si se 
sustituye 4 000 por g(t) en (16) se tiene 


4000 

1 + 1999 e -(8 000/798)f 
e -(8 000/798)r 
e (8000/798)r 

8 OOOr 
798 


_ 8 000 _ 

1 + J 999 e -(8000/798)r 

2 

1 

1 999 
1999 

ln 1 999 

798 ln 1 999 
8000 
0.75814 


Al convertir 0.75814 h a minutos se obtiene 45.5 min. 


Conclusión: El rumor se difunde a la tasa máxima 45.5 min después de 
que se inició, en dicho tiempo la mitad de la población ya ha escuchado el 
rumor. ^ 


En química, la ley de acción de masas para las reacciones de segundo 
orden proporciona una aplicación de la integración que conduce al uso de 
fracciones parciales. En ciertas condiciones, una sustancia A reacciona con otra 
sustancia B para formar una tercera sustancia C de tal modo que la tasa de va¬ 
riación de la cantidad de C es proporciona] al producto de las cantidades de A 
y B que no han reaccionado aún en un instante determinado. 

Suponga que inicialmente se tienen a gramos de A y /J gramos de B y que 
r gramos de A se combinan con i gramos de B para formar (r + s) gramos de 
C . Si x gramos de la sustancia C están presentes a las t unidades de tiempo, en¬ 
tonces C contiene rx/(r + s) gramos de A y sx/(r + s) gramos de B. Entonces el 
número de gramos de la sustancia A que aún no reaccionan es a - rx¡(r + s), 
y el número de gramos de la sustancia fique aún no reaccionan es /J - sxj(r + s). 
Por tanto, de la ley de acción de masas se tiene 


dx 

It 


= K\ a 


rx 

r + s 


P~ 


sx 

r + s 


donde K es la constante de proporcionalidad. Esta ecuación puede escribirse como 


dx _ Krx 
dt (r + i) 2 


Al considerar 


k = 


Krs 


(r + s) ¿ 


r + s , 


a = r -^a 


r + s 


esta ecuación se transforma en 
dx 


dt 


= k(a - x)(b - x) 


l P-x 


r + s , 


Al separar las variables de (17) se obtiene 
dx 


(a - x)(b - x) 


= kdt 


( 17 ) 
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Si a = b, entonces el miembro izquierdo de la ecuación anterior puede inte¬ 
grarse mediante la fórmula de la potencia. Si a *= b, se pueden emplear las 
fracciones parciales para la integración. 


Tabla 2 


t 

0 

10 

15 

X 

0 

2 

*15 


► EJEMPLOS En una reacción química se combina una sustan¬ 
cia D con una sustancia E para formar una sustancia F de modo que la ley de 
acción de masas se cumple. Si en la ecuación (17) a = 8 y b = 6 , y 2 g de la 
sustancia F se han formado en 10 minutos, ¿cuántos gramos de F se formarán en 
15 min? 

Solución Sean * gramos de sustancia F presentes a los t minutos. Las 
condiciones de frontera se tienen en la tabla 2 , donde * )5 gramos de sustancia 
F están presentes a los 15 min. La ecuación (17) se transforma en 




x)(6 - x) 

Al separar las variables se obtiene 
k[ dt 


í 


dx 


( 18 ) 


(8 - *)(6 - x) 

Si se escribe el integrando como la suma de dos fracciones parciales se tiene 
1 A B 


(8 - *)(6 - x) 8 - * 6 - x 

1 = A (6 - x) + B {8 


x) 


Al sustituir 6 por x resulta B = i y si se sustituye 8 por x se obtiene A = 


En consecuencia, se escribe (18) como 

1 f dx 1 f dx _ , f 

2 J 8 - x 2 J 6 - x 


dt 


Al integrar se tiene 


Iln |8 


^ln 16 - 


+ |ln|C| 


ln 


C (8 - x) 
6 - x 
8 - x 


= kt 
= -2 kt 
= Ce~ 2kt 


Si se sustituye jc por 0 y t por 0 en esta ecuación se obtiene C = |. Así, 
6 - x 


= 1 e ~ 2 kt 

S - x 4 

Al sustituir x por 2 y t por 10 en (19) se tiene 


( 19 ) 


i _ 3„-20it 

6 4 

- 20 * _ 8 


Si se sustituye* por *¡5 y t por 15 en (19) se obtiene 


6 ~ *15 = 

8 - *15 

4(6 - * 15 ) = 3(<r 20 *) 3 / 2 (8 - * 15 ) 


3 _-3Gft 

4^ 
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r 3 2 

X - 

. 2 (■* - Oí * 2 



24 - 4 * 15 = 3(§) 3 ' 2 (8 - JC| 5 ) 

24 - 4*15 = —¿P ( 8 _ * 15 ) 

, _ 54 - 32V2 

15 9 - 4V2 

*15 = 2.6 

Conclusión: En 15 min se tendrán 2.6 g de la sustancia F. 4 

En el ejemplo siguiente, uno de los factores del denominador es cuadrá- 
tico. Refiérase otra vez a la sección A. 11 del apéndice, en donde se encuentra 
el procedimiento de la descomposición en fracciones parciales de este caso. 


► EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis dígitos significativos el valor de 


f 3 

J 2 


r 2 - x - 5 


-dx 


(x - l)(x 2 + 2x + 2 ) 

Confirme analíticamente la respuesta. 
Solución En la graficadora se obtiene 


nintÍ-- . 

V (x - \)(x 2 + 2x + 2) 


x - 5 


, 2, 3 = -0.0857470 


A fin de confirmar la respuesta se evalúa la integral definida empleando la 
descomposición en fracciones parciales del ejemplo ilustrativo 3 de la sección 
A. 11 del apéndice. Así, 


^-* = i' _ 2x_dx _ 

+ 2x + 2) J 2 x 2 + 2x + 2 



dx 

x 2 + 2x + 2 


r* <2o> 


Paraintegrar j(2xdx)j(x 2 + 2x + 2),observequeladiferencialdeldenomina- 
dor es ( 2x + 2)dx\ por lo que se suma y resta 2 en el numerador, obteniéndose 


2 x dx 

( 2 x + 2 )dx 0 

f * 

x 2 + 2 x + 2 

x 2 + 2 x + 2 

x 2 + 2 x + 2 


Si se sustituye de esta ecuación en (20), se reducen términos y se escribe 
x 2 + 2x + 2 como (x + l ) 2 + 1 , se tiene 


x 2 - x - 5 _ f 3 (2x + 2 )dx f 3 dx _ f ¿ x 

- l)(x 2 + 2x + 2) J 2 x 2 + 2x + 2 J 2 (x + l) 2 + 1 J 2 x - 1 
= ln|x 2 + 2x + 2| + tan"*(x + 1) - ln|x - l |] 2 


Jx 2 + 2 x + 2 

+ tan ” 1 0 + 1 ) 

1 x - \ 

. 


= ln — + tan 1 4 - ln 10 - tan *3 
= -0.0857470 


4 


lo cual confirma la respuesta. 
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EJERCICIOS 7.4 


En los ejercicios 1 a 20, evalúe la integral indefinida y utilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráficamente, 
según desee , 



Sugerencia para los ejercicios 5 y 6: divida el numerador entre el 
denominador. 



dt 


0 + 2) 2 (r + 1) 
dx 

x 3 + 3x 2 
6x 2 - 2x - 1 


4a 3 - x 
x + 4 


dx 


x 3 + 4x 


-dx 


dx 


16a 4 - 1 

v2 a. 


a 2 + x - l 


10 . 


12 . 


14. 


16. 


-dx 18. 


sec 2 r(sec 2 t + 1) ^ jo 
tan 3 t + 1 


/ 

I 

I 

I 

I 

I 

I 


3x 2 - x + I 


dx 


tv 2 + 4w> - 1 


dw 


dx 

Ix 3 + X 

-V_ dt 

2r 4 + 5r 2 + 2 

dx 

9a 4 + x 2 

2x 2 + 3a- + 2 
x 3 + 4x 2 + 6x + 4 


(e 24 + l ) 2 


dx 


En los ejercicios 21 a 26, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


2L í 


x - 3 


dx 


J -4 

±± 

t 4 a: 


- 4a: + 3 


2x L + a: 


dx 


dx 


22. r 

Jo 

26. f 

Jo 


x + 4 


-<fa 




2a: 2 + 5a- + 2 


2a 2 + 13a + 18 
a 3 + 6a 2 + 9a 

A <¿A 


a 3 + 2a 2 + a + 2 


En los ejercicios 27 a 32, emplee NINT en la graficadora para 
estimar con seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analíticamente la respuesta. 


27 ‘ Í 


5a 2 


3a + 18 


9a - A 3 


dx 28. 


r 


5a 3 - 4a 
a 4 - 16 


dx 


29. 


31. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


1 -i 

a 2 + 3a + 3 

A 3 + A 2 + A + 1 
ln 3 


dx 30. 


12 


-dt 


J rO.i . 

0 1 - t 3 

•I 


dt 


„/(, sen a + sen a 


-dx 


Determine el área de la región limitada por la curva 
y = (a - 1 )/(a 2 - 5a + 6), el eje a y las reqtas a = 4 y 
a = 6. 


Calcule el área de la región del primer cuadrante acotada 
por la curva (a + 2) 2 y = 4 - a. 

Determine el volumen del sólido de revolución generado al 
girar la región del ejercicio 33 alrededor del eje y. 

Calcule el volumen del sólido de revolución generado si la 
región del ejercicio 34 se gira alrededor del eje a. 

Determine el centroide de la región limitada por la curva 
y = (a - 1)/( a 2 - 5a + 6), el eje a y las rectas a = 4 y 
a = 6. 


Determine el centroide de la región del primer cuadrante 
acotada por la curva (a + 2) 2 y = 4 - a. 

Calcule el área de la región acotada por el eje el eje y, la 
curva y(A 2 + l) 3 = a 3 y la recta a =1. 

Determine el área de la región limitada por el eje a, el eje y, 
la curva ylA 3 + 8) = 4 y la recta a = 1. 

Calcule el volumen del sólido de revolución generado al 
girar la región del ejercicio 40 alrededor del eje y. 

Determine la abscisa del centroide de la región del ejerci¬ 
cio 40. 

Utilice los métodos anteriores a los de esta sección (es decir, 
sin emplear fracciones parciales) paraevaluar las integrales: 


(a) 


I 


(A 2 


4x + 6) dx 


6a 2 + 18a 


(b) 


I 


3a + 1 
(A + 2) 4 


dx 


Demuestre que la gráfica de la función/definida por (9) 

tiene un punto de inflexión en t = -Lln B y que v = ¿A 

Ak 2 

en ese punto. 

Un día en la universidad, cuando 5 000 personas asistieron, 
un estudiante oyó que cierto orador de controversia haría 
una aparición inesperada. Esta información fue transmitida 
a unos amigos quienes a su vez la pasaron a otros, de modo 
que la tasa de difusión de esta información fue conjuntamen¬ 
te proporcional al número de personas quienes la escucha¬ 
ron y el número de personas quienes no la habían escuchado, 
(a) Si después de 10 min, 144 personas sabían del rumor, 
obtenga un modelo matemático que describa la difusión de 
la información, (b) Trace la gráfica del modelo matemático 
en la graficadora. Estime a partir de la gráfica cuántas per¬ 
sonas han escuchado el rumor (c) después de 15 min, y (d) 
después de 20 min. Confirme analíticamente las estima¬ 
ciones. (e) ¿Cuántas personas, eventualmente, escucharán 
el rumor? 
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46 . El ejercicio 26 de la sección 1.3 y el ejercicio 12 de la sección 
3.2 tratan la siguiente situación: en un ambiente limitado, 
donde 1 millón de bacterias es el número óptimo soporta¬ 
do, la tasa de crecimiento es conjuntamente proporcional al 
número de bacterias presentes y a la diferencia entre 1 millón 
y el número de dichas bacterias, (a) Si inicialmente se tenían 
500 bacterias, obtenga un modelo matemático que exprese 
el número de bacterias presentes como una función del nú- 

' mero de minutos que se han estado reproduciendo las bacte¬ 
rias. Determine cuántas bacterias estarán presentes después 
de (b) 30 min, (c) 1 h. (d) 90 min, (e) 2 h, (f) 150 min. 
(g) Demuestre que el número óptimo de 1 millón de bacterias 
se tendrá en 7 h. (h) Utilice la respuesta del ejercicio 12 de 
la sección 3.2 para determinar el tiempo en el que el número 
de bacterias crece a la tasa máxima. Compare el resulta¬ 
do con el del ejercicio 44. 

47 . El ejercicio 27 de la sección 1.3 y el ejercicio 13 de la sec¬ 
ción 3.2 tratan la siguiente situación: suponga que la tasa de 
crecimiento de una epidemia en Fort Bragg, un peque¬ 
ño poblado del norte de California de 5 000 habitantes, es 
conjuntamente proporcional al número de personas infecta¬ 
das y el número de personas no infectadas, (a) Si inicialmente 
20 personas estuvieron infectadas, obtenga un modelo 
matemático que exprese el número de personas infectadas 
como una función del número de días en que la epidemia se 
ha incrementado. Si la epidemia no se controla, ¿cuántas 
personas estarán infectadas después de (b) 10 días, (c) 20 
días, (d) 30 días, y (e) 60 días, (f) Demuestre que si la 
epidemia no se controla, entonces la población entera de 
Fort Bragg estará infectada dentro de 6 meses, (g) Utilice la 
respuesta del ejercicio 13 de la sección 3.2 para calcular en 
cuántos días la epidemia crecerá a la tasa máxima. Compare 
el resultado con el del ejercicio 44. 

48 . A las 8 a.m. en Fort Bragg (vea el ejercicio 47) 500 residen¬ 
tes escucharon un anuncio en la radio acerca de un escándalo 
político. La tasa de crecimiento de la difusión de la infor¬ 
mación del escándalo fue conjuntamente proporcional al 
número de personas que han escuchado acerca del escándalo 
y el número de personas que no lo han escuchado, (a) Si a 
las 9 a.m. 2 000 residentes habían escuchado acerca del 
escándalo, obtenga un modelo matemático que describa la 
difusión de la información, (b) Trace la gráfica del modelo 
matemático en la graficadora. Estime a partir de la gráfica 
(c) cuántas personas han escuchado acerca del escándalo a 
las 10 a.m., y (d) a qué hora la mitad de la población habrá 
escuchado acerca de él. Confirme analíticamente las 
estimaciones, (e) Demuestre que alrededor de las 3 p.m. la 
población entera habrá escuchado acerca del escándalo. 

49 . La población de Mendocino, un poblado cercano a Fort 
Bragg, fluctúa de un día a otro debido al número significan¬ 
te de turistas que visitan la comunidad. Suponga que el día 
en que surgió el escándalo político del ejercicio 48, la po¬ 
blación de Mendocino era de A personas, y que el 20% de 
la población escuchó el anuncio en la radio a las 8 a.m. De 
igual manera que en Fort Bragg, la tasa de crecimiento de 
la difusión de la información acerca del escándalo en Men¬ 
docino fue conjuntamente proporcional al número de perso¬ 
nas que lo han escuchado y el número de personas que no la 
han es-cuchado. Si a las 9 a.m. el 50% de la población de 


Mendocino han escuchado acerca del escándalo, ¿a qué 
hora el 80% de la población lo habrá escuchado? 

50. En una comunidad en la que A personas son susceptibles a 
un virus particular, la tasa de crecimiento del contagio del 
virus fue conjuntamente proporcional al número de personas 
susceptibles que se han contagiado con el virus y el número 
de personas susceptibles que no se han contagiado. Si el 
10% de las personas susceptibles tienen el virus inicialmente 
y el 25% han sido infectados después de 3 semanas, ¿qué 
porcentaje de las personas susceptibles se ha infectado 
después de 6 semanas? 

51. Suponga en el ejemplo 5 que a = 5, b = 4 y 1 g de sustan¬ 
cia F se forma en 5 min. ¿Cuántos gramos de la sustancia 
F se formarán en 10 min? 


52. Suponga en el ejemplo 5 que a = 6, 6 = 3 y 1 g de sus¬ 
tancia F se forma en 4 min. ¿Cuánto tiempo se requiere para 
que se formen 2 g de la sustancia F? 


53. En cualquier instante, la tasa a la que una sustancia se 
disuelve es proporcional al producto de la cantidad de la 
sustancia presente en ese instante y la diferencia entre 
la concentración de la sustancia en ese mismo instante y la 
concentración de la sustancia en una solución saturada. 
Inicialmente, se mezcla una cantidad de un material inso¬ 
luble con 10 libras de sal, y la sal se disuelve en un tanque 
que contiene 20 gal de agua. Si 5 Ib de sal se disuelven en 
10 min y la concentración de sal en una solución saturada es 
3 lb/gal, ¿cuánta sal se disolverá en 20 min? 


54 . Un fabricante quien comenzó sus operaciones hace cuatro 
años ha determinado que el ingreso por ventas se ha incre¬ 


mentado regularmente a la tasa de 


r 3 + 3r + 6t + 7 
í 2 + 3r + 2 

millones de dólares por año, donde r es el número de años 
que la compañía ha estado en operación. Se estima que el 
ingreso total por ventas se incrementará a la misma tasa 
durante los siguientes dos años. Si el ingreso total por ven¬ 
tas al cabo del año fue de $6 millones, ¿cuál es el ingreso por 
ventas esperado para el nuevo periodo de l año? Dé la 
respuesta con aproximación de cientos de dólares. 


55. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v centímetros por segundo es la velocidad de la partícula 
a los t segundos, entonces 


v 


t 2 - t + 1 

(r + 2) 2 (r 2 + 1) 


Obtenga una fórmula para la distancia recorrida por la 
partícula desde el tiempo t = 0 hasta el tiempo t = t¡. 

56. Una partícula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v pies por segundo es la velocidad de la partícula a los t 
segundos, entonces 


r 2 + 3r + 2 

Calcule la distancia recorrida por la partícula desde el 
tiempo t = 0 hasta el- tiempo t = 2. 

57. Compare la curva de crecimiento logístico con las curvas de 
crecimiento exponencial y crecimiento limitado. ¿En qué 
difieren y en qué son semejantes? 



584 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


7.5 INTEGRACION MEDIANTE OTRAS TÉCNICAS 
DE SUSTITUCIÓN Y TABLAS 


Se concluye el estudio de técnicas de integración mostrando cómo pueden 
emplearse sustituciones particulares en ciertas situaciones. 

Si una integral contiene potencias fracciónales de una variable x, el 
integrando puede simplificarse mediante la sustitución 

x = z" 

donde n es el mínimo común denominador de los denominadores de los expo¬ 
nentes. Esta sustitución se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO I 

-Jx dx 


Evalúe 


J 


1 + ^Tx 

Solución Considere x = z 6 ; entonces dx = 6z 5 dz. Así, 
! (6 z 5 dz) 


f x l / 2 dx _ f z 3 ( 

J 777^ = J ~ 


+ z 


= 6 


-dz 


Al dividir el numerador entre el denominador se tiene 


f x^dx _ . f 

J 1 + X 1/3 " J 


z 4 + z 2 - 1 + 


l) 


dz 


= 6 ('-z 1 - |z 5 + -jz 3 - z + tan 1 z) + C 
= f* 7/6 - + 2x l ¡ 2 - 6 x'l 6 + 6 tan x l/6 + C 


No se puede dar ninguna regla general para determinar una sustitución que 
proporcione un integrando más simple. El ejemplo siguiente muestra otra 
sustitución en donde se racionaliza el integrando. 4 


► EJEMPLO 2 Evalúe 

j x 5 ^jx 2 +4 dx 


Solución Sea z 

Así, 


\jx 2 + 4 . Entonces z 2 = x 2 + 4, y 2z dz = 2x dx. 
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= ]5jz 3 tl5z 4 - 168z 2 + 560] + C 
= ^(x 2 + 4) 3/2 [15(jc 2 + 4) 2 - 168(jc 2 + 4) + 560] + C 
= ^(x 2 + 4) 3 ^ 2 (15x 4 - 48x 2 + 128) + C 4 

Si un integrando es una función racional de sen x y eos x, se puede reducir 
a una función raciona] de z mediante la sustitución 

z = tan ¿x 

como se mostrará por medio de un ejemplo. A fin de obtener la fórmula para 
sen x y eos x en términos de z se utilizan las identidades siguientes: sen 2y = 
2 sen y eos y y eos 2y = 2 eos 2 y - 1 con y = ~x. Entonces se tiene, 


sen x = 2 sen 2 x eos ~x 

sen ^x eos 2 ^x 

- T . _2_ 2 


eos x = 2 eos 2 2 x - 1 


= 2 tan ¿x • —¡ 5 —:— 
sec 2 y x 

2 tan i x 

1 + tan 2 \ x 

= 2z 
1 + z 2 


1 + tan 2 y x 

-Th-' 

= 1 ~ Z 2 

1 + z 2 


Como z = tan jx, entonces 


dz = jsec 2 jxdx 


= y (1 + tan 2 ^x)dx 


Por tanto. 


A continuación, estos resultados se establecen como un teorema. 


7.5.1 Teorema 


Si z = tan y*, entonces 

senx = ——s- 
1 + Z 2 


1 1 - z 2 . 2 dz 

cosx = i —dx = -- 

+ z 2 1 + z 2 


► EJEMPLO 3 Utilice N1NT en la graficadora para aproximar a 
seis dígitos significativos el valor de 


dx 

1 - sen x + eos x 


Confirme analíticamente la respuesta. 
Solución En la graficadora se obtiene 


1 - sen x + eos x 


3 , JC¡4j = 0 . 


534800 
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A fin de confirmar esta respuesta analíticamente, se evalúa la integral in¬ 
definida considerando z = tan y aplicando las fórmulas del teorema 7.5.1. 


f- £ - = f _ 

J 1 - sen x + eos x J 

- 2 ! 


2 dz 
1 + z 2 


2z + 1 - z 2 


1 + z 2 1 + z 2 

_ dz _ 

(1 + z 2 ) - 2z + (1 - z 2 ) 


' 2 Í^ 

-f 


2 z 


1 - z 

= - ln 11 - z | + C 
= — ln j 1 - tan 2 x I + C 


Por tanto, 

• tc/4 


• n 

Jo 


- -—- = -ln |l - tancar] 

1 - sen x + eos x ' l 


*/4 

JO 


= - ln J1 - tan | 


= 0.534800 


lo cual confirma la respuesta. 


◄ 


► EJEMPLO 4 


Considere z = tan |.r para evaluar 


í 


sec xdx 


Solución Con z = tan 2 X y las fórmulas del teorema 7.5.1, se tiene 


sec x dx = J 


dx 

eos x 


í 2¿z 1 + 

J 1 + z 2 1 - 

= 2Í^ t 

J 1 - Z 2 


= ln * —+ C (de (3) de la sección 7.4) 
1 - z 


= ln 


1 + tan t x 


1 - tan 2 x 


+ C 


El valor de f sec x dx del ejemplo 4 puede escribirse en otra formal considerar 
1 = tan 2 n y después emplear la identidad trigonométrica 

tan a + tan b 


tan (o + b) = 


1 - tan a tan b 
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De este modo, 

sec x dx = ln 


í ! 

I 


tan \n + tan ~x 

_4_2_ 


1 - tan \n ' tan \x 

4 2 


+ C 


sec xdx = ln|tan(¿jt + i-jc) | + C 


( 1 ) 


Esta fórmula se muestra en la tabla de integrales, al final del libro, junto 
con la siguiente fórmula del teorema 5.3.5: 


r 


sec x dx = ln I sec x + tan x\ + C 


la cual se obtuvo al multiplicar el numerador y el denominador del integrando 
por sec x + tan x. Otra fórmula más para esta integral es 


ísecxd* = il„(f±J5!Lí) + C 
J 2 \ 1 - sen x ) 


( 2 ) 


Se le pedirá que deduzca esta fórmula en el ejercicio 67. 

Cuando un integrando tiene una antiderivada definida explícitamente en 
términos de funciones elementales, se dice que la integral indefinida está 
expresada en forma cerrada. Se han estudiado algunas técnicas de integración 
que pueden aplicarse para obtener una integral indefinida expresada en forma 
cerrada. Sin embargo, en ocasiones puede ocurrir que estas técnicas no son 
suficientes o conducen a una integración complicada. En tales casos puede 
emplearse una tabla de integrales. En los manuales de matemáticas se presentan 
tablas de integrales bastante completas. En los libros de Cálculo pueden 
encontrarse tablas con las fórmulas básicas. 

Debido a que en la actualidad existen ciertos programas para algunas 
computadoras y calculadoras que pueden determinar antiderivadas, y que las 
graficadoras pueden aproximar valores de integrales definidas, las tablas de 
integrales no son tan importantes como lo fueron en el pasado. A pesar de esto, 
usted debe aprender cómo se utilizan dichas tablas y puede encontrar necesario 
aplicar alguna de las técnicas de integración para expresar el integrando en 
alguna forma contenida en dichas tablas. 

Las fórmulas empleadas en los ejemplos y ejercicios de esta sección se 
muestran en la tabla de integrales al final de este libro. Observe que en la tabla, 
el encabezado indica la forma del integrando. Las cinco fórmulas listadas 
debajo del primer encabezado, Algunas formas elementales, son básicas. El 
ejemplo siguiente utiliza una de las fórmulas listadas debajo del segundo 
encabezado, Formas racionales que contienen a + bu. 


► EJEMPLO 5 Evalúe 

f xdx 

J (4 - x) 3 

Solución La fórmula 10 de la tabla de integrales es 


u du 1 

a 

1 

(a + bu) 3 ~ b 2 

2 (a + bu) 1 

a + bu 


+ C 
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Al emplear esta fórmula con u = x, a = 4 y b - -\ se tiene 


* 


x dx 
(4 - x) 3 


1 


(- 1)2 

2 


1 


2(4 - x) 2 4 - * 

1 


+ C - 


(4 - x) 2 4 - x 


+ C 


► EJEMPLO 6 


Evalúe 


í 


6 - 2e 2 - 


-dx 


Solución Si se considera u = e* y du = e x dx, la integral dada se 
transforma en 


i 

J 


du 


6 - 2 u 2 
La fórmula 25 de la tabla es 


í 


du 


= J_i„|íL±l£| + c 


( 3 ) 


( 4 ) 


Esta fórmula puede aplicarse si el coeficiente de u 2 de la integral (3) es 1 en 
lugar de 2. Así, se escribe 


r r 

du \_ du 

6 - 2 u 2 2 _ 3 - u 2 


6 - 2u 2 1 I - " 2 

Para la integral del miembro derecho se aplica (4) con a = V3, obteniéndose 




¿fu 


_ ; 1. 1 

! 6 - 2u 2 2 2^3 

Al sustituir u por e x se tiene 


— g - V ^ = #ln 

6 - 2e 2x 12 


ln 


u + V3 


m - V3 




+ 


V3 


- V3 


+ C 


+ c 


► EJEMPLO 7 


Evalúe 


í 


^&x - 3x 2 


dx 


Solución La fórmula 51 de la tabla es 

ylau^du = lau _ u 2 + flC os-ifi - “) + C 
u \ a) 


f 


( 5 ) 


A fin de aplicar esta fórmula, primero se factoriza el numerador de la integral 
dada. 


^**~ 3x2 dx = 

X 

J J 


- 


-dx 


= V3 I dx 


* 
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De la fórmula (5) con u = x y a = | se obtiene 

í - 3x2 dx = V 3 U 3 * - * 2 + \ eos -1 (1 - f)] + C 


= ~J$x - 3x 2 + - 4 = eos 1 í 1 - 4 x | + C 


En el ejemplo siguiente se aplica una fórmula de reducción de la tabla de 
integrales. 


► EJEMPLO 8 


V 3 + 4x 


Solución La fórmula 22 de la tabla es 


í V a + 
J “ 


-du = 2 sla + bu + 


De esta fórmula con « = x,a = 3y6 = 4se tiene 


■ V3 + - x dx = 2V3 + 4x + 3 . dx , - . - 

x x~JT+ 4x 


a í du 

J wVa + 

• = 4 se tier 

3 f —f== 

J xV3 + 


Á fin de evaluar la integral del miembro derecho de esta ecuación se aplica la 
forma logarítmica de la fórmula 20 de la tabla: 


J u^fa 


’u 1 Va + bu - Va . „ . _ „ 

— - — = —¡= m -y -+ C si a > 0 

+ bu Va Va + bu + Va 


Con esta fórmula y (6) se obtiene 

f ^ I^ dx = 2V3T4V + 3-Lln V , 3 - Ax S-J¿ +C 
J x V3 V 3 + 4x + V3 

= UTT4x + V3 lnl V3 . + _if. ^411 + C < 


Í3 + 4x + V3 I 


I EJERCICIOS 7.5 


En los ejercicios J a 12, evalúe la integral indefinida. Utilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráficamente, 
según lo desee. 


x. í —!L~ dx 
J 3 + Vx 

3 . f -* _ ■ 

J iVÍTÍt 

5 f 2x 5 + 3x 2 

J 4T7J? 

7 . r —§— 

J 3 eos 2x + 


■ dx 8. 


2. í 

J Vx - x 

4. Jx(\ + x) 2/3 dx 

6 . ( 

J 2VI + VI 

8. f ■ cos * dx 
J 3 eos x - 5 


9. f~ 

ii. r_ 

J 4 S£ 


-dx 10. 


dx 

4 sen x - 3 eos x 


10. f -— — 

J 1 + sen ; 

12 . f -— 

J sen x + 


En los ejercicios 13 a 18, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar a seis dígitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analíticamente la respuesta. 


r 4 " 

13. — 

Jo 1 + 


f ' x 3 / 2 

14. — ~ c 

J o x + 1 


_*L 

/ 1/2 V2x(V2x 


16. f 

+ 9) J16 


16 . 
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n. J 

Jo 




dx 


18. J 

Jo 




dx 


19. f 1É L 20. f -i*L 

J„j(, 2 sen 2x + 1 J 0 tan x + 

21 . f * - lÉí - 22 . f 

J-*t 3 2 eos x + 1 J 0 

23. f ^r- dx 24. í , r _ 

Jo 1 + Vi •/ 2 Vx 2 + 4 


1 

sen 2x dx 
2 + eos x 

x 3 dx 


25./. 


-dx 26. 


■I 


-dx 


el integrando es una forma que contiene -Ja + bu . 
27. / x VTT~2x dx 28. / dx 


x 2 Vl + 2x 


En los ejercicios 41 y 42, emplee una de las fórmulas 89-94, 
donde el integrando es una forma que contiene una función 


En los ejercicios 19 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graneadora. 

* tt/4 

20 . 


En los ejercicios 25 a 48, utilice la tabla de integrales presentada 
ai final del libro. En los ejercicios 25 y 26, emplee una de las 
fórmulas 6-13, donde el integrando es una forma racional que 
contiene a + bu. 


trigonométrica inversa. 


41. j sec - 1 3x dx 

42. / tan ' 4r dt 

En los ejercicios 43 a 46, use una de las fórmulas 95-106, donde 
el integrando es una forma que contiene una función exponencial 
o logarítmica. 

43. Jx 2 e 4x dx 

44. J x 3 2 X dx 

45. /x 3 ln(3xj dx 

46. je 26 sen50d0 


(6 - x) 2 J (5 - 2x) J 

En los ejercicios 27 y 28, utilice una de las fórmulas 14-23, donde 


En los ejercicios 47 y 48, utilice una de las fórmulas 107-124, 
donde el integrando es una forma que contiene una función 
hiperbólica. 


47 • J 


3v senh 5 v dy 


8 . / 


48. e 3x cosb 5x dx 


En los ejercicios 49 a 64, emplee la tabla de integróles que ie 
encuentra al final del libro para evaluar la integral definida. 


En los ejercicios 29 y 30, use una de las fórmulas 24-26, donde 
el integrando es una forma racional que contiene a 2 ± u 2 . 



En los ejercicios 31 y 32, utilice una de las fórmulas 27-38, donde 
el integrando es una forma que contiene Vu 2 ± a 1 . 

31. f , dx — 32. [ V4x 2 + 1 dx 

J Vx 2 + 6x J 


En los ejercicios 33 y 34, emplee una de las fórmulas 39-48, 
donde el integrando es una forma que contiene -Ja 2 - u 2 . 


33. / 


s¡9 - 4x 2 


dx 


34. J. 


dx 


: 2 si 25 - 9x‘ 


En los ejercicios 35 y 36, use una de la fórmulas 49-58, donde 
el integrando es una forma que contiene 2au - u 2 . 


35. Jx 


-J4x + x 2 dx 


36. 


í 


dx 


v4x - . 


49. 

r 2 

f dx 

J i x(5 - x) 2 

51. 

r 3 x 2 dx 

Jo Vx 2 + 16 


r 2 

53. 

J x 4 In xdx 


r 4 

55. 

Vx 2 + 2x - 15 dx 




f 2 

57. 

I V4h> - w 2 dw 


r*l 4 

59. 

I sen 3í sen 5 1 dt 

Jfi 8 


/■«P 

61. 

sen 3 2x eos 3 2x dx 


Jo 

63. 

í x 3 e 2x dx 


o 


50. 

Í X 2 dX 

JO (1 + X) 2 

52. 

r 2 

f dx 

Jo (9 + 4x 2 ) 3 / 2 

54. 

í x 2 e~ x dx 

Jo 

56. 

/ x 2 Vx 2 - 9 dx 

58. 

f */ 3 

I sec 5 x dx 

Jo 

60. 

r 

I tan 6 0d0 

Jo 

62. 

r 6 dw 

J5 w 2 ^Jw 2 - 16 

64. 

1 e 2 ' sen 3í dt 

Jo 


En los ejercicios 37a 40, utilice una de lasfórmulas 59-88, donde 
el integrando es unaforma que contienefunciones trigonométricas. 


37. j sen 5 6 dO 

38. j eos 6 x dx 

39. j í 4 eos t dt 

40. j sen 3 w eos 5 w dw 


65. Evalúe I — dx ~— mediante dos métodos: (a) consi- 

J x - Vx 

derex = z 2 ;(b) escribax - Vx = Vx(Vx - l)ycon- 
sidere u = Vx - - 1. 

66. Utilice la sustitución de esta sección, z = tan Ex, para 
demostrar que J sen xdx = -eos x + C. 




7.5 INTEGRACIÓN MEDIANTE TÉCNICAS DE SUSTITUCIÓN Y TABLAS 591 


67. Deduzca la fórmula (2): 

f sec x dx = Ilní L±i“i ) + C 
J 2 \ 1 - sen x j 

Sugerencia: emplee las identidades 

sec x = —!— y eos 2 x = 1 - sen 2 x 
eos x 

Considere u = sen x y exprese el integrando como 
du¡{l - k 2 ). Justifique la eliminación de las barras de valor 
absoluto. 

68. Utilice la sustitución z = tan ix para demostrar que 

F esc x dx — 2 ln í -j- cos x ) + C 

J 2 \ 1 + cos x ) 

Justifique la eliminación de las barras de valor absoluto. 

69. Demuestre que la fórmula del ejercicio 67 es equivalente a 
la fórmula / sec xdx — ln | sec x + tan x | + C. Sugeren¬ 


cia: multiplique el numerador y el denominador de la frac¬ 
ción de la fórmula por 1 + sen x. 

70. Demuestre que la fórmula del ejercicio 68 es equivalente 
a la fórmula j esc x dx = ln | esc x - cot x | + C. Suge¬ 
rencia: utilice un método semejante al que se sugirió en el 
ejercicio 69. 

71. Evalúe la integral 


/ 


tan j x 
sen x 


dx 


mediante dos métodos: (a) tome z = tan (b) considere 
u = ¿x y obtenga una integral que incluya funciones 
trigonométricas de ». 

72. En esta sección se presentaron cuatro fórmulas para 
f sec x dx. ¿Cuáles de ellas están relacionadas y cómo están 
relacionadas? 

73. En esta era de la electrónica, ¿por qué debe estudiar téc¬ 
nicas de integración? ¿Cómo se emplea una tabla de inte¬ 
grales? 


7.6 INTEGRACION NUMÉRICA 


A continuación se resume el estudio del la integración mediante una lista de las 

diferentes técnicas estudiadas. 

A. La regla de la cadena de antidiferenciación: sección 4.2 

B. Integración mediante sustitución 

1. Las sustituciones u y v presentadas en la sección 4.2 

2. Integración de potencias de funciones trigonométricas mediante 
sustitución con identidades trigonométricas: sección 7.2 

3. Integración de funciones algebraicas mediante sustitución trigo¬ 
nométrica: sección 7.3 

4. Sustitución de x = z" si el integrando contiene potencias fraccionarias 
de x; tales como x = z 6 si el integrando contiene Vx y v x : sección 7.5 

5 . Sustitución de z = tan 2 x si el integrando es una función racional de 
sen x y cos x: sección 7.5 

C. Integración por partes: sección 7.1 

D. Integración de funciones racionales mediante fracciones parciales: sección 

7.4 


Con estas técnicas y una tabla de integrales o un programa de computado¬ 
ra, se puede evaluar cualquier integral que pueda expresarse en forma cerrada. 
Sin embargo, suponga que se tiene una integral que no puede expresarse en 
forma cerrada. Ejemplos de tales integrales, que ocurren en estadística, son 
aquellos que contienen la función normal estandarizada de densidad de proba¬ 
bilidad tratada en la sección 5.6 y la función error definida en el ejercicio 31 de 
esa sección: 


P([a, b\) 



e * 2 ¡ 2 dx 


erf(x) = 



dt 
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Otros ejemplos son 
J i/l + x 4 dx 
las cuales surgen en física, así como la integral elíptica 
j a/ 1 - fe 2 sen 2 x dx 0 < fe < 1 

y 

| SSL* dx j dx j t .£l dx | Mi* dx 

Aún con sistemas algebraicos computarizados estas integrales no pueden 
expresarse en forma cerrada. Sin embargo, en el capítulo 8 se estudiarán mé¬ 
todos para evaluar integrales no elementales mediante series infinitas. 

Por supuesto, en la actualidad se puede aproximar el valor de integrales 
definidas utilizando NINT en la graficadora. Antes del advenimiento de dis¬ 
positivos electrónicos, se tuvo que recurrir a otros métodos para calcular un 
valor aproximado de una integral definida. En esta sección se tratarán dos de 
estos métodos, la regla del trapecio y la regla de Simpson, los cuales propor¬ 
cionan una aproximación bastante buena. Estas dos reglas se presentan no 
sólo por su interés histórico, sino porque algunas variantes de ellas se utilizan 
para evaluar integrales definidas en las graficadoras, calculadoras progra- 
mables y computadoras. Las reglas también proporcionan una forma de estu¬ 
diar los errores introducidos por las técnicas de integración. Además, también 
pueden emplearse estas reglas para calcular integrales definidas a partir de 
valores de función contenidos en una tabla como se muestra en el ejemplo 6. 

La primera regla que se estudiará será la del trapecio. Sea / una función 
continua en el intervalo cerrado [a, b]. La integral definida de/en [a, b] es el 
límite de una suma de Riemann; esto es, 

J 'b n 

f{x) dx = lím £ /O,) A¿x 

La suma de Riemann se interpreta geométricamente como la suma de las me¬ 
didas de las áreas de los rectángulos que están por arriba del eje x, más los 
negativos de las medidas de las áreas de los rectángulos que se encuentran 
por debajo del eje x (vea la figura 3 <le la sección 4.5). 

Para aproximar la medida del área de una región se emplearán trapecios 
en lugar de rectángulos. También se utilizarán particiones regulares y valores 
de función en puntos igualmente espaciados. 

Así, para la integral definida j a f(x) dx se divide el intervalo [a, b] en n 
’síübíntervalos, cada uno de longitud Ax = (b - a)/n. Esto proporciona los 
siguientes puntos: xq = a, X] = a + Ax, xj = a + 2 Ax, . . . , x¿ = 
a + i Ax, ..., x n -i = a + (n - l) Ax, x„ = b. Entonces la integral defi¬ 
nida j* /(x) dx puede expresarse cómo la suma de n integrales definidas 
■obmo sigue: 

J ’b r* i r* 2 rx¡ rb 

f(x) dx = I f(x) dx + /(x) dx + . . . + I /(x) dx + . . . + /(x) dx (1) 

a Ja Jx j Jx¡_) Jxjj—] 


eos x 2 dx 

. 
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A fin de interpretar geométricamente (1), refiérase a la figura 1, en la cual 
f(x) > 0 para toda * de [a, b}\ sin embargo, (1) se cumple para cualquier 
función continua en [a, tí\. 


y 



La integral definida j*‘ f(x) dx es la medida del área de la región limi¬ 
tada por el eje x, las rectas x = ayx = x¡y\a porción de la curva de P 0 a Pj. 
Esta integral puede aproximarse mediante la medida del área del trapecio 
formado por las rectas x = a, x = x¡, el segmento Pq^i y e l e j e x - Por 
una fórmula de la geometría elemental, el área de este trapecio es 

{ [/(x 0 ) + /(*l)] Ax 

De igual manera, las otras integrales del miembro derecho de (1) pueden 
aproximarse por medio de la medida del área de un trapecio. Para la i'-ésima 
integral se tiene 

i f(x) dx = f [/(x,_[) + /(x,)] ¿XX 

"i-1 

Al emplear esto para cada una de las integrales del miembro derecho de (1) se 
obtiene 


•i 

Ja 


f(x) dx = 


Así, 


¿ [/(xo) + /(xi)] ¿XX + i {/(*!) + /(x 2 )] ¿XX + ... 

+ j[/(x n _ 2 ) + f(,x n -i)}'lXx + i [/(*„- 1 ) + /(x fc )]Ax 


Ja 


f{x) dx = 


ÍAx[/ÍXo) + 2/(*!) + 2/(x 2 ) + . . . + 2/(*„_ 1 ) + /(x„)] 


Esta fórmula se conoce como la regía del trapecio y se establece en él teo¬ 
rema siguiente. 


7.6.1 "eoremo Reglo de* tiopu .ic 


Si fc fcihcifea / és cOmAAifc >dh el MervaK) Cerrado (iz; H y klk nú¬ 
meros tr *= Jtp, x ( , * 2 . i„ = b fbrí**n bna páAicíón regatar de 

[a, é], entonces 

| f(x) dx ~ ^Iñxo) + 2/(x,) + . . . + 2/(x„_i) + J\x n )} 
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► EJEMPLO 1 


(a) Aproxime con tres cifras decimales el valor de 


í 


dx 


16 + x 1 


utilizando la regla del trapecio con n = 6. (b) Compare el resultado del inciso 
(a) con el valor exacto de la integral definida. 

Solución 

(a) Como [a, b] = [0, 3] y n = 6, entonces 


Ax = 


b - a 
n 

3-0 


b - a _ 3-0 
2 n ~ 12 

= 0.25 


= 0.5 
Por tanto, 


r 3 

Jo 


dx 

16 + X 2 


= 0.25 [/(x 0 ) + 2/(x,) + 2 f(x 2 ) + 2/(x 3 ) + 2 f(x 4 ) + 2 f(x 5 ) + /(x 6 )] 


Tabla 1 


i 

x¡ 

fA¡) 

*,■ 

*, •/<*,) 

0 

0 

0.0625 

1 

0.0625 

1 

0.5 

0.0615 

2 

0.1230 

2 

1 

0.0588 

2 

0.1176 

3 

1.5 

0.0548 

2 

0.1096 

4 

2 

0.0500 

2 

0.1000 

5 

2.5 

0.0450 

2 

0.0900 

6 

3 

0.0400 

1 

0.0400 



6 

X *(/(*,) 

r'=0 

= 0.6427 


donde f(x) = 1/(16 + x 2 ). El resultado de la suma entre corchetes se 
muestra anterior en la tabla 1, donde las entradas se obtuvieron con la 
ayuda de una calculadora. Así, 

í = (0.25X0.6427) 

Jo 16 + * 

= 0.1607 
= 0.161 

(b) Se calculará el valor exacto de la integral. 


f 3 

Jo 


dx 


16 + x 2 



i tan 1 

4 


3 

4 


Este valor con tres cifras decimales es 0.161, el cual es acorde con el 
resultado del inciso (a). 4 


A fin de evaluar la exactitud de la aproximación de una integral defini¬ 
da obtenida mediante la regla del trapecio, se hará referencia a dos tipos de 
error. Uno de ellos es el error debido a la aproximación de la gráfica de la fun¬ 
ción por medio de segmentos de líneas rectas. Este tipo de error se conoce 
como error de truncado. La otra clase de error, el cual es inevitable, se co¬ 
noce como error de redondeo. Este último se presenta debido a que se em¬ 
plean números con una cantidad finita de dígitos para aproximar números. 
Conforme el valor de n (el número de subintervalos) se incrementa, la exac¬ 
titud de la aproximación del área de la región mediante áreas de trapecios me¬ 
jora; de este modo, el error de truncado se reduce. Sin embargo, conforme n 
crece, son necesarios más cálculos; en consecuencia, se tiene un incremento 
en el error de redondeo. Existen métodos, tratados en el análisis numérico. 
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que permiten, en ciertos problemas, determinar el valor de n que minimiza los 
errores combinados. Es claro que el error de redondeo depende de cómo se 
efectúen los cálculos. El error de truncado puede estimarse mediante un teo¬ 
rema. Primero se demostrará que conforme Ax se aproxima a cero y n crece 
sin cota, el límite de la aproximación obtenida mediante la regla del trapecio 
es el valor exacto de la integral definida. Sea 

T = iA x[/(x 0 ) + 2/(*,) + .. . + 2/(*„_,) + /(*„)] 

Entonces 


T = [/(-*,) + f(x 2 ) + . . . + /(*„)] Ax + i [/(x 0 ) - f(x n )] Ax 

n 

» T = X /(*,•) Ax + i [/(a) - fm Ax 

í = l 

Por tanto, si n —> + oo y Ax —> 0, entonces 


lím r = lím Y/(x,-) Ax + lím |[/(a) -/(¿)] Ax 

Aj:—> 0 Ax->0 Aj-—> 0 z 


■r 


/(x)dx + 0 


Así, la diferencia entre T y el valor de la integral definida puede hacerse 
tan pequeña como se desee considerando n suficientemente grande (y en 
consecuencia Ax suficientemente pequeño). 

El teorema siguiente, el cual se demuestra en análisis numérico, propor¬ 
ciona un método para estimar el error de truncado que se obtiene al emplear 
la regla del trapecio. El error de truncado se denota por € T . 


7.6.2 Teorema 


Sea /una función continua en el intervalo cerrado [a, b\. Suponga que 
/' y f" existen en [a, b]. Si 

b 

f(x) dx - T 

I 

donde T es el valor aproximado de J* f(x) dx obtenido mediante la 
regla del trapecio, entonces existe algún número r\ en [a, b] tal que 2 

e T = -fiV- a)/"(r;XAx) 2 (2) 



r EJEMPLO 2 Determine los límites para el error de truncado 
del resultado del ejemplo 1. 

Solución Primero se determinan los valores mínimo absoluto y máximo 
absoluto de/"(x) en [0, 3]. 

/(x) = (16 + x 2 )- 1 
/'(x) = -2x(16 + x 2 r 2 
f'\x) = 8x 2 (16 + x 2 )“ 3 - 2(16 + x 2 )- 2 
= (6x 2 - 32)(16 + x 2 r 3 

f"\x) = -6x(6x 2 - 32)( 16 + x 2 )- 4 + 12x(16 + x 2 )“ 3 
= 24x(16 - x 2 )(16 + x 2 r 4 
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Como/'"(*) > 0 para toda x del intervalo abierto (0, 3), entonces/" es 
creciente en el intervalo abierto (0, 3). Por tanto, el valor mínimo absoluto de/" 
en [0, 3] es/"(0), y el valor máximo absoluto de/" en [0, 3] es/"(3); además 

/"(O) = -Jj /"(3) = ^ 

Al considerar rj = 0 en el miembro derecho de (2) se obtiene 

12 ' 128 ’ 4 2 048 

Si se toma T\ = 3 en el miembro derecho de (2) se tiene 

_ 3 ( 22 \ I 11 

12 ^ 15 625 4 125 000 

Por tanto, si € r es el error de truncado del resultado del ejemplo 1, entonces 

ii < f < i 
125 000 — T ~ 2 048 

-0.0001 < e T < 0.0005 ◄ 

Si en el teorema 7.6.2/(x) = mx + b, entonces/"(x) = 0 para toda x. 
Por tanto e T = 0; de modo que la regla del trapecio proporciona el valor 
exacto de la integral definida de una función lineal. 

Otro método para aproximar el valor de una integral definida lo propor¬ 
ciona la regla de Simpson (que en ocasiones se denomina regla parabólica), 
llamada así en honor del matemático británico Tilomas Simpson (1710- 
1761). Para una partición dada del intervalo cerrado [a, b ], la regla de Simpson 
por lo general proporciona una mejor aproximación que la regla del trapecio. 
En la regla del trapecio, los puntos sucesivos de la gráfica de y = f(x) se 
unen mediante segmentos rectilíneos, mientras que en la regla de Simpson 
los puntos se unen mediante segmentos de parábolas. Antes de desarrollar la 
regla de Simpson, se establecerá y demostrará un teorema que se necesitará. 



FIGURA 2 


7.6.3 Teorema 


Si Pq(xq, yo). P|(X|, yi) y P 2 & 2 , yj), son tres puntos no colineales de 
la parábola cuya ecuación es y = Ax 2 + Bx + C, donde yo ¿ 0, 
yi ¿ 0, y 2 2 0, X| = xq + h y x 2 = xq + 2h, entonces la medida 
del área de la región limitada por la parábola, el eje x y las rectas 
x = xq y x = x 2 está determinada por 

|/t(y 0 + 4y, + y^ 

Demostración La parábola cuya ecuación es y = Ax 2 + Bx + C 
tiene eje vertical. Refiérase a la figura 2, la cual muestra la región limitada 
por la parábola, el eje x y las rectas x = x 0 y x = x 2 . 

Como Pq, P\ y P 2 son puntos de la parábola, sus coordenadas satisfacen la 
ecuación de la parábola. De modo que cuando se sustituye xj por x 0 + h y x 2 
por x 0 + 2h, se tiene 

yo = A*o 2 + Bx 0 + c 

yj = A(x 0 + h) 2 + B(x 0 + h) + C 

= /t (X(/ + 2 /ixq + h 2 ) + B(x o + h) + C 
y 2 = A(xq + 2 h) 2 + B(x 0 + 2 h) + C 

= A(x 0 2 + 4hxQ + Ah 2 ) + B(x a + 2h) + C 


Por tanto, 

yo + 4 yi + y 2 = A(6 xq 2 + 12 /ixq + 8/1 2 ) + B(6xq + 6/1) + 6C ( 3 ) 
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Ahora bien, si K unidades cuadradas es el área de la región, entonces K 
puede determinarse mediante el límite de una suma de Riemann, obteniéndose 

n 

K = lím Y (Aw 2 + ÜWj + C) Ax 

l|A||->0 pl 

J - Xq-+2/j 

(Ax 2 + Bx + C) dx 

X (\ 

-i x 0 +2h 

= i Ax 3 + \Bx 2 + Cx\ 

1 Jx Q 

= - 3 Mx 0 + 2 hf + '-B(x 0 + 2h) 2 + C(* 0 + 2h) - (\ W + Cx 0 ) 
= ¡jh[A(6x 0 2 + 12hx 0 + 8 h 2 ) + B( 6x 0 + 6h) + 6 C] 

Al sustituir de (3) en esta expresión para K se tiene 

K = \h{y o + + 72 ) ■ 

Sea / una función continua en el intervalo cerrado [a, b]. Considere 
una partición regular del intervalo [a, b] de n subintervalos, donde n es par. 
La longitud de cada subintervalo está dada por Ax = (b - a)¡n. Denote 
los puntos de la curva y = f(x) que tienen como abscisa a los plintos de la 
partición por Pq(x 0 , >' q ), P\(x\, y\), , P n (x n , >■„); vea la figura 3, donde 

f(x) > 0 para toda x de [a, b]. 


y 



El segmento de la curva y = f(x) de P 0 a P 2 se aproxima mediante el 
segmento de la parábola con eje vertical que pasa por P 0 , P\ y P 2 . Entonces, 
por el teorema 7.6.3, la medida del área de la región limitada por esta pa¬ 
rábola, el eje x y las rectas x = x 0 y x = x 2 , con h = Ax, está dada por 

|Ax(y 0 + 4yi + 72) 0 | A - , c[/(- l: o) + 4 f( x i) + f(x 2 )\ 

De manera semejante se aproxima el segmento de la curva y = f(x) de 
P 2 a P 4 por medio del segmento de la parábola de eje vertical que pasa por 
los puntos P 2 , P 3 y P 4 . La medida de la región limitada por esta parábola, el 
eje x y las rectas x = x 2 y x = x 4 está dada por 

\Ax{y 2 + 4y 3 + y 4 ) o \Ax[f(x 2 ) + 4 f(x 3 ) + f(x 4 )] 

Este proceso se continúa hasta que haya | n de estas regiones, y el área de la 
última región esté dada por 


ÍAx(y„_ 2 + 4y„_ 1 + y n ) o \Ax[f{x n _ 2 ) + 4/(x„_i) + /(*„)] 





598 CAPÍTULO 7 TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALES IMPROPIAS 


La suma de las medidas de las áreas de estas regiones aproxima la me¬ 
dida del área de la región limitada por la curva cuya ecuación y = f(x), el 
eje x y las rectas x = a y x = b. La medida del área de esta región está 
dada por la integral definida ¡ a f(x) dx. Así, la expresión siguiente se tiene 
como una aproximación de la integral definida: 

\&x[f(x 0 ) + 4/Ui) + f(x 2 )] + \h.x[f{x 2 ) + 4 I/U 3 ) + f(x 4 )] + ... + 
\Ax[f(x„^ 4 ) + 4 /U„- 3 ) +/(x„_ 2 )] + i A x[/(x„_ 2 ) + 4/(x„_i) + f(x„)\ 


Por tanto, 


•i 

Ja 


/U) dx 


±A.r[/U 0 ) + 4/(x,) + 2 f(x 2 ) + 4/U 3 ) + 

2 f(x 4 ) + ... + 2 f(x n _ 2 ) + 4f(x n _{) + f(x n )\ 


donde A x = (b - a)ln. 

Esta fórmula recibe el nombre de regla de Simpson y se expresa en el 
teorema siguiente. 


7.6.4 Teorema Regla de Simpson 


Si la función / es continua en el intervalo cerrado [a, 6], n es un nú¬ 
mero entero par, y los números a = xq, x¡, x 2 , ■ ■ ■ , x n = b 
forman una partición regular de [a, fr], entonces 

í f(x) dx » ^f^lfixo) + 4/U,) + 2 f(x 2 ) + 4 f(x 3 ) + 

Ja 

2f(x A ) + ... + 2/U n _ 2 ) + 4/(x„_i) + f(x„)} 


W EJEMPLO 3 (a) Aproxime con cuatro cifras decimales el 

valor de 

f ‘ dx 

Jo x + l 

utilizando la regla de Simpson con n - 4. (b) Compare el resultado del in¬ 
ciso (a) con el valor exacto de la integral. 

Solución 

(a) Al aplicar la regla de Simpson con n = 4, se tiene 

b - a = 1 - 0 
' 3 n 3(4) 

_ x 
12 


Por tanto, si/(x) = \¡(x + 1), entonces 

í ~TT “ + 4/U,) + 2 f(x 2 ) + 4/U 3 ) +/U 4 )I 

Jo x + 



n 


1 - 0 
4 

1 

4 
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Tabla 2 


i 

X i 

f(x¡) 

k; 

*,•/<*/) 

0 

0 

1.00000 

1 

1.00000 

1 

0.25 

0.80000 

4 

3.20000 

2 

0.5 

0.66667 

2 

1.33334 

3 

0.75- 

0.57143 

4 

2.28572 

4 

1 

0.50000 

1 

0.50000 



4 

X *,/(*,) 
¿=0 

= 8.31906 


En la tabla 2, donde las entradas se obtuvieron con una calculadora, se 
tiene el resultado de la suma anterior entre corchetes. En consecuencia. 


r 


dx 

x + 1 


¿(8.31906) 


= 0.69325+ 

Al redondear el resultado a cuatro cifras decimales se obtiene 


r 


dx 

x + 1 


0.6933 


(b) Al calcular el valor exacto de la integral se tiene 

■ l 


r 1 

Jo 


dx 
x + 


= ln \x + 1 


= ln2 


o 


El valor de ln 2 con cuatro cifras decimales es 0.6931, el cual es acorde 
con la aproximación del inciso (a) en las tres primeras cifras decimales. 
El error de la aproximación es -0.0002. A 


En la regla de Simpson, cuanto más grande sea el valor de n , tanto menor 
será el valor de A*. En términos geométricos, cuanto mayor sea el valor de n, 
tanto menor será el error de truncado de la aproximación debido a que una 
parábola, que contiene, tres puntos de una curva cercanos entre sí, se aproxi¬ 
ma mejor a la curva a lo larg i del subintervalo de ancho Ax. 

El teorema siguiente, que se demuestra en análisis numérico, proporciona 
un método para determinar el error de truncado, denotado por € s , en la regla 
de Simpson. 


7.6.5 Teorema 


Sea / la función continua en el intervalo cerrado [a, 6], y suponga que 
y /* 4) existen en [a, b). Si 




f(x)dx - S 



donde S es el valor aproximado de j* f(x) dx obtenido mediante la 
regla de Simpson, entonces existe algún número 7} en [a, b] tal que 


€ * = a)/ t 4 ) (r?XAx ) 4 


(4) 


► EJEMPLO 4 Determine los límites para el error de truncado del 
ejemplo 3. 

Solución Al calcular las primeras cinco derivadas de/se obtiene 

m = (x + ir 1 
f\x) = -i(x + ir 2 
fjx) = 2{ X + ir 3 
f"(x) = -6( X + ir 4 
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f (4 Hx) = 240 + ir 5 

fw o) = -1200 + ir 6 

Como/ (5) O) < O para toda a; de [O, 1], entonces f {4) es decreciente en 
[O, 1]. Por tanto, el valor mínimo absoluto de / (4) en [O, 1] se obtiene en el 
extremo derecho 1, y el valor máximo absoluto de f (4) en [O, 1] se alcanza 
en extremo izquierdo 0; además, 

/ (4) (0) = 24 y /< 4 >(1) = | 

Al sustituir O por r¡ en el miembro derecho de (4) se obtiene 

“ - 0 - 00052 

Si se sustituye 1 por r¡ en el miembro derecho de (4) se tiene 

-léd • l<i> 4 = -0-00002 

Así, 

-0.00052 < e s < -0.00002 

Esta desigualdad es acorde con el análisis del ejemplo 3 referente al error 
en la aproximación de J 0 ' dx/(x + 1) mediante la regla de Simpson ya que 
-0.00052 < -0.0002 <-0.00002. ◄ 

Si /( x) es un polinomio de grado tres o menor, entonces f (4 Hx) = 0 y 
por tanto, € s = 0. En otras palabras la regla de Simpson proporciona un 
resultado exacto para un polinomio de tercer grado o menor. Geométrica¬ 
mente, este enunciado es obvio si f(x) es de segundo grado o de primer grado 
debido a que en el primer caso la gráfica de y = f(x) es una parábola, y en 
el segundo caso la gráfica es una recta. 


W EJEMPLO 5 En el ejemplo 8 de la sección 5.6 se empleo 
NINT en la graficadora para mostrar que para la función normal estandari¬ 
zada de densidad de probabilidad, P([0, 2]), la probabilidad de que una elec¬ 
ción al azar de x estará en el intervalo [0, 2], es 0.47725. Ahora, en lugar 
utilizar NINT, aproxime el valor de PftO, 2]) con tres cifras decimales me¬ 
diante (a) la regla del trapecio con n = 4, y (b) la regla de Simpson con n = 4. 

Solución De la ecuación (23) de la sección 5.6 

P([0,2]) = -^=J e-^dx (5) 


(a) Se aproximará la integral de (5) mediante la regla del trapecio con 
n = 4. Como [a, b] = [0, 2], Ax = í . Por tanto, con f(x) = e~ x ^ 2 , 

í e-^ 1 dx = i[/(0) + 2/(1) + 2/(1) + 2/(|) + /(2)] 

Jo 

= í[<?° + 2e~ l/8 + 2e~ 112 + 2íT 9/8 + e~ 2 \ 

4 1 J 

= 1.191 

Así, 


E([0, 2]) - 


-J2ñ 


(1.191) 


= 0.475 
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(b) Si se emplea la regla de Simpson con n = 4 para aproximar la integral 
de (5), se tiene 


í e-^dx - i [/(O) + 4/(1) + 2/(1) + 4/(|) + /(2)] 

Jo 

= r[e° + 4e -1 ^ 8 + 2e“*( 2 + 4e -9 ^ 8 + e~ 2 ] 

- 1.196 

Por tanto, 

P([0,2]) . ¿d-196) 

= 0.477 


Las respuestas de los incisos (a) y (b) concuerdan con la respuesta 
del ejemplo 8 de la sección 5.6, la respuesta del inciso (b) obtenida me¬ 
diante la regla de Simpson es mejor que la respuesta del inciso (a), la cual 
se obtuvo por medio de la regla del trapecio. 4 

Los métodos numéricos pueden aplicarse para aproximar f(x) dx aún 
cuando no se conozca una fórmula para/(x) pero, por supuesto, en lugar de 
esto se tiene acceso a algunos valores de función. Dichos valores de función 
con frecuencia se obtienen experimentalmente. El ejemplo siguiente presenta 
una de estas situaciones. 


► EJEMPLO 6 Una partícula que se mueve a lo largo de una 
recta horizontal tiene una velocidad v(r) metros por segundo a los r segundos. 
La tabla 3 muestra los valores de v(r) para intervalos de tiempo de medio se¬ 
gundo en un periodo de 4 s. Utilice estos valores y la regla de Simpson para 
aproximar la distancia que recorre la partícula durante los 4 s. 


Tabla 3 


t 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

3.5 

4.0 

v(r) 

0 

0.15 

0.35 

0.55 

0.78 

1.02 

1.27 

1.57 

1.90 


Solución El número de metros que la partícula recorre durante los 4 s 
es l g v(r) dt. De la regla de Simpson con n = 8, se tiene 

Ar - b ~ a b - a _ 4-0 
n 3n 24 

4-0 _ l 

8 6 

1 

2 


f 


v(í) d t 


Por tanto, 

i[v(0) + 4v(l) + 2v(2) + 4v(3) + 2v(4) + 4v(5) + 2v(6) + 4v(7) +. v(8)] 

2[0 + 4(0.15) + 2(0.35) + 4(0.55) + 2(0.78) + 4(1.02) + 2(1.27) + 4(1.57) + 1.90] 
3.31 


Conclusión: La partícula recorre aproximadamente 3.31 metros durante 
los 4 s. 4 
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EJERCICIOS 7.6 


En los ejercicios 1 a 8, (a) calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores de n indicados, (b) Compare el re¬ 
sultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral definida. 



f 2 


f 2 

1. 

x 3 dx; n = 4 

2. 

x s¡4 - x 2 dx;n = 


Jo 


Jo 


f* 


r * 

3. 

eos xdx; n = 4 

4. 

sen x dx; n = 6 


Jo 


Jo 

5. 

f 2 dx , 

— ;n = 5 

J i * 

6. 

r^;n = 8 

J 2 l + X 

7. 

f dx 

— ■ ; n = 5 

Jo Vi + x 2 

8. 

j Vi + x 2 dx; n - ( 


En los ejercicios 9 a 12, calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores indicados de n. 


f 3*/2 
Jff/2 


o. f'v 

JO 


dx;n ~ 6 10. Vi + dx\n = 4 


11. f Vi -t- x 4 dx; n = 6 12. [" f en x dx; n = 6 

Jo Jo 1 + * 


En los ejercicios 13 a 18, determine los límites para el error 
de truncado en la aproximación del ejercicio indicado. 

13. Ejercicio 1 14. Ejercicio 4 

15. Ejercicio 3 16. Ejercicio 6 

17. Ejercicio 5 18. Ejercicio 8 

19. Aproxime x 3 dx con tres cifras decimales mediante la 
regla de Simpson con n = 4. Compare el resultado con 
el obtenido en el ejercicio 1, y observe que la regla de 
Simpson proporciona una mejor aproximación que la 
regla del trapecio con el mismo número de subintervalos. 

20. Aproxime sen J * sen x dx con tres cifras decimales me¬ 
diante la regla de Simpson con n = 6. Compare el resul¬ 
tado con el obtenido en el ejercicio 4, y observe que la regla 
de Simpson proporciona una mejor aproximación que la 
regla del trapecio con el mismo número de subintervalos. 

En los ejercicios 21 a 24, (a) calcule con cuatro cifras decima¬ 
les el valor aproximado de la integral definida mediante la 
regla de Simpson para el valor indicado de n. (b) Compare 
el resultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral 
definida. 


21 . 


23. 



i' ———- 

J o x + x + 1 


4 


; n = 


4 


22 . 


r 

J- o.: 


dx 


-0.5 vr 

2 


; n = 4 


24. í -^-;n = 8 

J, x + 1 


En los ejercicios 25 a 28, determine los límites para el error 
de truncado en la aproximación del ejercicio indicado. 


25. Ejercicio 19 26. Ejercicio 20 

27. Ejercicio 21 28. Ejercicio 24 

Cada una de las integrales definidas de los ejercicios 29 a 34 
no pueden evaluarse exactamente en términos de funciones 
elementales. Utilice la regla de Simpson, con el valor indica¬ 
do de n, para obtener un valor aproximado de la integral de¬ 
finida. Exprese el resultado con cuatro cifras decimales. 


29. 

/•3¡r/2 

1 sen x , , 

1 - dx; n = 6 

Jxl2 x 

30. 

í Vi + x 4 dx;n = 6 

Jo 


f 1-8 


f 1 

31. 

J Vi + X 3 dx; n = 4 

32. 

I V \ - x 2 dx,n = 4 

Jo 

33. 

f r ~~— ¡ ” = 8 

Jo Vi + x 3 

34. 

rnll 

V sen x dx\ n = 6 
Jo 

35. 

(a) Demuestre que el 

valor 

exacto de la integral 


V4 - x 2 dx es ti interpretándola como la medida del 
área de una región, (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regla del 
trapecio con n = 8, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

36. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 
J 0 4 Vi - x 2 dx es n interpretándola como la medida del 
área de una región, (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regla del 
trapecio con n = 6, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

37. En el ejercicio 29 de la sección 5.6, se empleó NINT en la 
graficadora a fin de obtener />([(), 1]) para la función nor¬ 
mal estandarizada de densidad de probabilidad. Ahora, 
aproxime el valor de í’([0, 1]) con tres cifras decimales 
mediante (a) la regla del trapecio con n = 4, y (b) la 
regla de Simpson con n = 4. 

38. En el ejercicio 30 de la sección 5.6, se utilizó NINT en 
la graficadora con objeto de determinar /*([—3, 3]) para la 
función normal estandarizada de densidad de probabi¬ 
lidad. Ahora, aproxime el valor de /*([—3, 3]) con tres 
cifras decimales mediante (a) la regla del trapecio con 
n = 6, y (b) la regla de Simpson con n = 6. Comente 
acerca de la respuesta del inciso (b). 

39. En el ejercicio 27 de la sección 6.1, se empleó NINT en la 
graficadora a fin de determinar con cuatro dígitos 
significativos la longitud de arco de la curva senoidal a 
partir del origen hasta el punto (*, 0). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson con n = 8. 

40. En el ejercicio 28 de la sección 6.1, se empleó NINT en la 
graficadora para determinar con cuatro dígitos significa¬ 
tivos la longitud de arco de la curva cosenoidal a partir del 
punto (0, 1) hasta el punto (\ti, ¿). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson con n = 8. 

En los ejercicios 41 y 42, los valores de función f(x) se ob¬ 
tuvieron experimentalmente. Con la suposición de que f es 
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continua en [0, 4], aproxime J 0 /( x) dx mediante (a) la regla 
del trapecio, y (b) la regla de Simpson. 

41. 


X 

0 

0.50 

i 1.00 

1.50 

2.00 

2.50 

3.00 3.50 

4.00 

m 

3.25 

4.17 

4.60 

3.84 

3.59 

4.23 

4.01 3.96 

3.75 

42. 










X 

0 

0.4 

0.8 1.2 

1.6 

2.0 

2.4 

2.8 

3.2 3.6 

4.0 

fix) 

8.4 

8.1 

7.9 7.5 

7.6 

7.2 

6.8 

6.3 

6.5 6.0 

5.7 


En los ejercicios 43 y 44, utilice la regla de Simpson para 
aproximar el área de la región sombreada de la figura. 



45. Una mujer empleó 10 min en manejar desde su casa hasta 
al supermercado. En cada intervalo de 1 min observó en el 
velocímetro los valores mostrados en la tabla adjunta, 
donde v(í) millas por hora fue la lectura en el velocímetro 
a los t minutos después de que la mujer salió de su casa. 
Utilice la regla de Simpson para aproximar la distancia entre 
la casa de la mujer y el supermercado. 


í 

0 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

v(t) 

0 

30 33 

41 

38 

32 

42 

45 

41 

37 

22 


46. La forma de un estacionamiento es irregular y la longitud 
del terreno de oeste a este es 240 pie. En el lado oeste la an¬ 
chura es de 150 pie y en el lado este es de 175 pie. A 40, 80, 
120, 160 y 200 pie del lado oeste, las anchuras son de 154, 
158, 165, 163 y 172 pie respectivamente. Utilice la regla 
de Simpson para aproximar el área del estacionamiento. 

47. Determine el área de la región acotada por el bucle (lazo) 
de la curva cuya ecuación es y 2 = 8x 2 - x 5 . Evalúe la 
integral mediante la regla de Simpson con n = 8 y 
exprese el resultado con tres cifras decimales. 


48. El estudio de la difracción de la luz (dispersión o desvia¬ 
ción de la luz sobre los contornos) en una abertura rec¬ 
tangular involucra las integrales de Fresnel 

C(t) = I eos ^ nx 2 dx y S(t ) =1 sen | Jtx 2 dx 
•m •'o 

Complete la siguiente tabla de valores con cuatro cifras 
decimales mediante la regla de Simpson. 


t 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

C(t) 


5(0 



49. La energía ganada por el deslizamiento en una patineta 
hacia abajo sobre una colina “gaussiana” sin fricción, a x 
metros a partir de la cima de la colina, después de t se¬ 
gundos, es E(x) joules donde 

£(*) = ~ \ e~' 2l2 dt 

V2 K J 0 

con g = 9.8 y M = 60. La velocidad del patinador a los 
t segundos es \¡2E(x)ÍM. Utilice la regla de Simpson 
para determinar la velocidad del patinador a 2 m a partir 
de la cima de la colina. 

50. Aplique la regla de Simpson para la integral defini¬ 
da \ f(x) dx donde f(x) es un polinomio de tercer grado 
para demostrar la fórmula prismoidal'. 

J f(x)dx = ^-=-2 [/(a) - 4 /( 2 T^) + /(*)] 


En los ejercicios 51 a 54, evalúe la integral definida mediante 
dos métodos: (a) utilice la fórmula prismoidal dada en el ejerci¬ 
cio 50; (b) utilice el segundo teorema fundamental del Cálculo. 

• 3 


52. 


53. 


• 1 , 

•í 

• í> 

■I 


( 4x 3 - 3x 2 + 1 )dx 


(x 3 + x 2 - 4x - 2) dx 


+ 3x 2 - 2x - 6) dx 


(2x s - 2x - 3)dx 


55. Suponga que /es una función continua en el intervalo ce- 


( b 

nado [,a , b J. Sea T el valor aproximado de ) a f(x)dx 
utilizando la regla del trapecio, y sea S el valor aproximado 
de \ a f(x) dx empleando la regla de Simpson, utilizan¬ 
do la misma partición del intervalo [a, b ] para las dos 
aproximaciones. Demuestre que 


5 = |[T + A x(/(x,) + /(x 3 ) + /(x 5 ) + ... + /(x„_,))j 


donde n es un número par. 

56. ¿Para qué grados de polinomios se obtiene un valor exacto 
de una integral definida mediante (a) la regla del trapecio, y 
(b) la regla de Simpson? Explique cómo llegó a la respuesta. 
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7.7 FORMA INDETERMINADA 0/0 Y TEOREMA DEL VALOR 
MEDIO DE CAUCHY 


En este texto se han presentado límites de cocientes de funciones para los 
cuales el límite del numerador y del denominador son cero. Por ejemplo 


sen t 

lim- y 

>-> o t 3 


lím 


son dos de dichos límites. Para calcular estos límites, no se puede aplicar 
inmediatamente el teorema del límite de un cociente ya que en este teorema 
se requiere que el límite del denominador sea diferente de cero. Sin embar¬ 
go, se siguieron otros procedimientos. Se determinó que el primero de los 
límites es 1, cuando se demostró el teorema 1.10.2. El segundo de estos lími¬ 
tes se calculó al factorizar la diferencia de cuadrados del numerador y des¬ 
pués dividir el numerador y denominador entre x - 3 para obtener 6 como 
límite. Ahora se estudiará un método más general que puede aplicarse a lí¬ 
mites como estos. 


7.7.1 Definición de la forma indeterminada 0/0 


Si/y g son dos funciones tales que 

lím f(x) = 0 y lím g(x) = 0 

x —> a x-*a 

entonces f(x)¡g(x) tiene la forma indeterminada 0/0 en a. 


i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 De la definición 7.7.1, 

—-— tiene la forma indeterminada 0/0 en 0, y — _ ^ tiene la forma in¬ 
determinada 0/0 en 3. 4 


El método general para calcular el límite en un número a de una función 
que tiene la forma indeterminada 0/0 en a emplea un teorema conocido como 
la regla de L’Hópital, llamada así en honor del matemático francés 
Guillaume Francote de L’Hópital (1661-1707), quien escribió el primer 
libro de texto de Cálculo publicado en 1696. 


7.7.2 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean / y g dos funciones diferenciabas en un intervalo abierto /, 
excepto posiblemente en el número a de /. Suponga que para toda x de 
I,x * a y que g'(x) * 0. Si lim/(jc) = Oy lím g{x) = 0, y 

x —»a x-*a 

■ I- /'(*) . .. f(x) . 

si lim ■■ = L entonces lim = L 
*-*« g U) *-.<■ g(x) 

El teorema también es válido si todos los límites son límites laterales 
por la derecha o límites laterales por la izquierda. 


Antes de demostrar la regla de L’Hópital, se mostrarán sus aplicaciones 
a través de ejemplos y ejemplos ilustrativos. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Como lím sen t = 0 y 

(-►0 

lím t = 0, se puede aplicar la regla de L’Hópital para obtener 


lím 
í —*o 


sen t 
t 


lím 

t-> o 


eos t 
1 



A fin de mostrar gráficamente esta aplicación de la regla de L’Hópital, 
consulte la figura 1, la cual muestra las gráficas de f(t) = sen tjt y 
g(t ) = eos t¡ 1 trazadas en el mismo rectángulo de inspección de [-3, 3] por 
[-2, 2]. La figura apoya el hecho de que las dos funciones tienen el mismo 
límite de 1 conforme t —> 0. En t = 0, / tiene una discontinuidad removible 
y g es continua. A 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 


f(t) = 522-í y g (t ) = eos r 
t 


lím (x 2 - 9) = 0 y lím (r - 3) = 0 


FIGURA 1 


se puede aplicar la regla de L’Hópital para obtener 



lím 

•r->3 



lím 

x —>3 


2x 

i 


= 6 


Refiérase a la figura 2 para ver una interpretación gráfica de esta apli¬ 
cación de la regla de L’Hópital. En la figura se muestran las gráficas de 
f(x) = (x 2 - 9 )¡(x - 3) y g(x) = 2x¡¡ trazadas en el mismo rectángulo 
de inspección de [0, 12] por [0, 8]. La figura apoya el hecho de que los lími¬ 
tes de las dos funciones es 6 cuando x -» 3. En x = 3,/tiene una discon¬ 
tinuidad removible, mientras que g es continua en ese número. A 


/(*) = 



y gW = 2x 


► EJEMPLO I Sea 


FIGURA 2 




[-3,3] por [-1.3] 


M = 


X 

e x - 1 


(a) Trace la gráfica de /. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calcu-' 
lando el lím f(x). 

x->0 

Solución 

(a) La figura 3 muestra la gráfica de/ trazada en el rectángulo de inspección 
de [-3, 3] por [-1, 3], Como /(0) no existe, la gráfica tiene un agujero 
(cubierto por el eje y) en x = 0. De la gráfica, parece que f(x) se aproxi¬ 
ma a 1 conforme x tiende a 0. 

(b) Como el lint x = 0 y lím (e x - 1) = 0, se puede aplicar la regla de 
L’Hópital, obteniéndose 


FIGURA 3 


lím — 

x —>0 (> x 


X_ _ 

- i 


lím 


◄ 


= 1 

lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 
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► EJEMPLO 2 


r ( s. x 3 - 3x + 2 
f(x) = 1 - x + ln x 

Evalúe lím/(x), si existe, y apoye gráficamente la respuesta. 

X —> J 

Solución Primero se revisará si es posible aplicar la regla de L’Hópital. 
lím (x 3 -3x + 2)= 1-3 + 2 lím (1 - x + lnx) =1-1+0 

X —»l X —> I 

= 0 =0 

Por tanto, se aplica la regla: 

,, x 3 - 3x + 2 ,, 3x 2 - 3 

*-*i 1 - x + ln x *->i i,l 


Ahora, como lím (3x 2 - 3) = 0 y lím (-1 + 1/x) = 0, se aplica otra vez 

X ♦ I X —> ) 

la regla de L’Hópital, obteniéndose 
lím^íi^ = lím 

X~> [ , , X —> 1 1_ 

1 + <*« 



[0,4.7] por [-10. I] 


X 1 - 3r + 2 


La figura 4 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de inspección de 
[0, 4.7] por [-10, 1], La gráfica tiene un agujero en (1, -6), lo cual apoya 
la respuesta. 4 

A fin de demostrar el teorema 7.7.2, se necesita emplear el teorema del 
valor medio de Cauchy, atribuido al matemático francés Agustín L. Cauchy 
(1789-1857), que extiende a dos funciones el teorema del valor medio para 
una función. Una interpretación geométrica del teorema se pospone hasta la 
sección 9.1, donde se estudian derivadas asociadas con ecuaciones paramétricas. 


FIGURA 4 


7.7.3 Teorema del valor medio de Cauchy 


Si/y g son dos funciones tales que 

(O / y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b]: 

(U) / y g son diferenciabas en el intervalo abierto (a, ¿>); 

(iii) para toda x del intervalo abierto (a, b), g\x) * 0, 

entonces existe un número z en el intervalo abierto (a, b) tal que 

Ab) - f(a) f\i) 

g(b) - g(a) g'{z) 


Demostración Primero se mostrará que g(b) ^ g(a). Suponga que 
g(b) = g(a). Como g satisface las dos condiciones de la hipótesis del teo¬ 
rema del valor medio, existe un número c en (a, b) tal que g'(c) — [g ib) - 
g(a)]/(b - a). Pero si g (b ) = g (a), entonces existe un número c en (a, b) tal 
que g'(c ) = 0. Pero la condición (iii) de la hipótesis de este teorema estable¬ 
ce que para toda x de (a, b), g'(x) ^ 0. "Por tanto se tiene un contradicción. 
De modo que, la suposición de que g (b) = g (a) es falsa. En consecuencia, 
g(b) - g(a) * 0 . 
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Ahora considere la función h definida 
h(x) = f(x) - f(a ) - 
Entonces 


f(b) - f(a) 
g(b) - g(a) 


por 

][j?W - g(a) 


h'(x) = f(x) - 


ñb) - f(a ) 
g(b) - g(a) 


S'to 


( 1 ) 


Por tanto, h es diferenciable en (a, b) puesto que fy g son diferenciables en 
este intervalo, y h es continua en [a, b] ya que fyg son continuas en dicho 
intervalo. 

Al calcular h(a) y h(b) se tiene 


h(á) = f(a ) - f(a) - 
= 0 


f(b) ~ f(a) 

g(b) - g(a) 


[g(a) - «(a)] 


h(b) = f(b) - f(a) - 
= 0 


f(b ) - /(a) 
g(b) - g(a) 


lg(b ) - g(a)] 


En consecuencia, la función h satisface las tres condiciones de la hipó¬ 
tesis del teorema de Rolle. Entonces existe un número z en el intervalo (a, b) 
tal que h'(z) = 0. Así, de (1), 


f'iz) 


f(b ) - /(a) 


g'(z) = 0 


g(b) - g(a) 

Como g\z) ^ 0 en (a, b), de la ecuación anterior se obtiene 


ñb) - f(a ) 
g(b) - g(a) 


f(z) 
g’iz ) 


donde z es algún número del intervalo (a, b). Esto demuestra el teorema. 


Si g(x) = x, entonces la conclusión del teorema del valor medio de 
Cauchy es la conclusión del teorema del valor medio ya que g'(z) = 1. Así, 
el teorema del valor medio es un caso especial del teorema del valor medio 
de Cauchy, 


► EJEMPLO 3 Determine todos los valores de z en el intervalo 
(0, 1) que satisfacen la conclusión del teorema del valor medio de Cauchy 
para las funciones definidas por 

f(x ) = 3x 2 + 3x - 1 y g(x) = x 3 - 4x + 2 

Solución Al derivar/ y g se obtiene 

f(x) = 6x + 3 y g\x) = 3x 2 - 4 

Las funciones fyg son diferenciables y continuas en cualquier número, y 
para toda x en (0, 1), g\x) A 0. Por tanto, mediante el teorema del valor 
medio de Cauchy, existe un número z en (0, 1) tal que 

/(l) ~ /(0) = 6 z + 3 
g( 1) - g(0) 3z 2 - 4 
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Si se sustituye/(l) por 5, g(l) por -l,/(0) por -1 y g(0) por 2 en la ecua¬ 
ción anterior, y ésta se resuelve para z, se tiene 

5 - (-1) 6z + 3 
-1-2 3z 2 - 4 

6 z 2 + 6z - 5 = 0 

-6 + V 3 6 + 120 
Z 12 
-6 ± 2V39 
12 

-3 ± ~/39 
6 

En el intervalo (0, l),z = ¡ (-3 + V39 ) ® 0.54083. ◄ 

D 


Ahora se tienen los elementos para demostrar el teorema 7.7.2. Se dis¬ 
tinguirán tres casos: (i) x —> a + ; (ii) x —> a~; (iii) x —» a. 

Demostración del teorema 7.7.2 (i) Como en la hipótesis no se 
supone que /y g están definidas en a, se consideran dos nuevas funciones F y 
G para las cuales 

F(x) = (/(*> *x*a y G(x) m í g(x) si x*a (2) 
[0 si x = a [0 si x = a 

Sea b el extremo derecho del intervalo / dado en la hipótesis. Como / y 
g son diferenciables en /, excepto posiblemente en a, se concluye que F y G 
son diferenciables en el intervalo (a, x], donde a < x < b. Por tanto, F y 
G son continuas en (a, x]. Las funciones también son continuas por la dere¬ 
cha en a porque lím F(x) = lím f(x) y lím f(x) = 0, lo cual es F(a)\ 

x —»a+ x—>a+ x—*a + 

de manera semejante, lím G(x) = G(a). Por tanto, F y G son continuas en 

x—*a + 

el intervalo cerrado [a, x]. De este modo, F y G satisfacen las tres condi¬ 
ciones del teorema del valor medio de Cauchy. En consecuencia, 

F(x) - F(a) = F'{z) 

G(x) - G(á) G'(z) 

donde z es algún número tal que a < z < x. De (2) y de la ecuación ante¬ 
rior se tiene 


/(x) = f'(z) 
g(x) g'(z) 

Como a < z < x, se deduce que conforme x —> a + , z -* a + ; por tanto. 


lím = lím -44 

I-N 2 + g(*) x->a+ g (z) 


Pero por hipótesis, este límite es L. Así, 


lím 44 = L 
x->a+ g(x) 


La demostración del caso (ii) es semejante a la demostración del caso (i) 
/ se deja como ejercicio (refiérase al el ejercicio 44). El caso (iii) se deduce 
inmediatamente de los casos (i) y (ii). 

La regla de L'Hópital también se cumple si x crece sin límite o si x de¬ 
crece sin límite, como se establece en el teorema siguiente. 
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Sean f y g dos funciones diferenciales para toda x > N, donde N es 
una constante positiva, y suponga que para toda x > N; g'(x) * 0. 


Si lim f(x) = 0 y lím g(x) = 0, y 

X-**** X —+ + •• 

/’(*) 

si lím *—r —— = L entonces 
g 00 


lím = L 

*-**- g(.x) 


El teorema también es válido si x —» +oo se sustituye por x —> -oo. 

Demostración Se demostrará el teorema para cuando x — » +oo. La 
demostración para cuando x —» -oo sedejacomoejercicio(veaelejercicio45). 

Para toda x > N, sea x = 1/í; entonces í = \¡x. Sean F y G las fun¬ 
ciones definidas por F(t) = /(1/í) y G(í) = g( 1 /r), si r ^ 0. Entonces 
/(jc) = F(í) y g(x) = G(í), donde x > N y 0 < t < ]¡N. De las defini¬ 
ciones 3.7.1 y 1.6.1 se puede mostrar que las proposiciones 

lím f(x) = M y lím F(í) = Ai 

X—/—) 0 + 

tienen el mismo significado. Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 42. 
Como por hipótesis lím f(x) = 0 y lím g{x) = 0, se puede concluir que 

X-» + °° X—> + oo 

lím F(t) = 0 y lím G(í) = 0 (3) 

1-.0+ <->o + 

Al aplicar la regla de la cadena al cociente F'(f)/G'(í) se tiene 

F(I) ~ ? í{») 
c,,,> ‘ - 7 »'(;) 


Como por hipótesis lím f'(x)lg'(x) = L, se deduce de lo anterior que 

X—» + «> 

lím m = L 
>->o+ G (/) 

Puesto que para toda x > N, g'(x) * 0, entonces 


G'(í) * 0 para toda 0 < t < — 

De esta proposición, y de (3) y (4), se deduce del teorema 7.7.2 que 

lím m = L 
r-*0+ G(t) 

Pero como F(t)/G(t) = f(x)¡g(x) para toda x > N y t 0, entonces 
Um f \ - L 

*->+» g(x) 


de modo que el teorema se ha demostrado. 
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► EJEMPLO 4 Evalúe el límite si existe, 
i 

lím -=£-=• 

x ~"°° tan - 
x 

Solución lím — = 0 y lím — = 0. De modo que por la regla de 

*-*+«> X *-*+•• x 

L’Hópital se tiene 


1 


lím 

X —> + «o 




1 

2 


lím 


1 



2 


◄ 


Los teoremas 7.7.2 y 7.7.4 también se cumplen si L se sustituye por 
+oo o -oo. Las demostraciones de estos casos se omiten. Sin embargo, ob¬ 
serve que si lím /(x) = 0, lím g(x) = 0 y lím [f'(x)¡g'(x)] no existe y no 

x—*a x—>a x— 

es +oo ni -oo, entonces el lím [/(x)/g(x)] puede existir. Vea el ejercicio 

x—*a 

41 como un ejemplo de tal situación. 


► EJEMPLO 5 Demuestre que si se elimina la discontinuidad en 
0 del ejemplo 1, la función que resulta será diferenciable en 0. 

Solución La función del ejemplo 1 está definida por 
f(x) 


e x - 1 


y ahí se mostró que lím/(x) = 1. Se elimina la discontinuidad definiendo 
la función de modo que sea 1 en 0. Si F es esta nueva función. 


F(x) = e x 

1 


1 


si x * 0 


si x = 0 

A fin de demostrar que F es diferenciable en 0, se calcula F'( 0). 


FXO) 


= lím ffg* 

x -*0 x - 0 

X , 


= lím 

x —> 0 

= lím 


e 1 + 1 


<o X e x - 1 

Como lím (x - e x + 1) = 0 y lím (xe x - x) = 0, se aplica la regla de 

*-»0 Jt —> o 

L’Hópital y se tiene 


F'( 0) = lím 


>o e x + xe* - 1 
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Como lím (1 - e x ) = Oy lím (e x + xe x - 1) = O, se aplica otra vez 

jr—>0 J x->0 r 

la regla de L’Hópital y se obtiene 

n°) = lím -- 

r->0 e x + e x + xe x 


Por tanto, se ha demostrado que F es diferenciable en 0. 


EJERCICIOS 7.7 


En los ejercicios I a JO, haga lo siguiente: (a) trace la gráfica 
de f en la graficadora y determine a qué valor parece que se 
aproxima /( x) cuando x tiene a a; (b) confirme analíticamente 
la respuesta del inciso (a) calculando lim f(x). 


1. f(x) = -í- 
tan x 

a =0 

3. f(x) = sen Kx 
2 - x 

a - 2 

2 X - 3- 

5. f(x) = ± - í 

x 

a =0 

7. f(x) = “ül* 
sen x 

a = 0 


9. /(x) = x y 

Jt + x l + 4 


/(*) - tan * - * 

25. 

lím 

x->n 

1 + eos 2x 

1 - sen x 

26. 

lím 
jc—>0 

x - sen x 




o 

n 

<3 

27. 

lím 

eos x - cosh x 

28. 

lím 

_1 


*—>0 

X 2 


Jt—>0 


4. f(x) = 
a =0 
6. f(x) = 
a = 0 
8. f(x) = 
a = 1 
10. f(x) = 


tanh 2x 
tanh x 


x 3 + 3x - 4 

3 eos x 
2x - K 


11. lím 


♦ o tan 2x 


13. lím — 


ln(sen x) 

15. lim —-- br 

x—*n/2 (K - 2xY 


,, ln x 
12. lim- 

x —. 1 X - 1 


14. lím 


, 6 - sen 8 


-►o tan 3 6 


16. lím -- 

x-to x sen x 


En los ejercicios 17 a 28, evalúe el límite si existe. 

x - 1 e 2x2 ~ { 

17. lím - - r .—- 18. lím e , 

x—*i + x - 2fx - 1 - 1 x->o sen" 1 x 


19. lím 

z— 


1 - e' /z 
_ 3 
z 

sen t 


20. lím -¿- 

v—*o I - cosh y 


22. lím 


21. lím- - - 

t —>0 ln(2e - 1) 


23 . , ¡m 

*->0 (1 + jc) 1/j - (1 - jc ) i/3 


+0 5 Z - e z 


En los ejercicios 29 a 36, determine todos los valores de z en 
el intervalo ( a, b) que satisfacen la conclusión del teorema del 
valor medio de Cauchy para el par de funciones indicado. 

29. f(x) = x 3 ,g(x) = x 2 -(a,b) = (0,2) 


30. f(x) = 


a = -2 a = K¡ 2 

En los ejercicios JI a 16, calcule el límite, si existe, y apoye 
gráficamente la respuesta. 


31. f(x) 

32. f(x) 

33. f(x) 

34. f(x) 


sen x, g(x) = eos x\ (a, b ) = (0, te) 
eos 2x, g(x) = sen x\ (a, b) = (0, | ti) 


33. f(x) = ln x, g(x) = x 2 -. (a, b) = (1,3) 

34. f(x) = VT+1, g(x) = x + 3 ;(a,b) = (-4,-1) 

35. /( X) = e 2x ,g(x) = e x \ (a, b) = (0,2) 

36. f(x) = ln(x + 1). g(x) = ln x\(a,b) = (1,2) 

37. Un circuito eléctrico tiene una resistencia de R ohms, una 
inductancia de L henrys y una fuerza electromotriz de E 
volts, donde R, L y E son positivos. Si i amperes es la 
corriente que fluye en el circuito t segundos después de 
que se cierra el interruptor, entonces 

i = £(1 - e- RllL ) 

R 

Si t, E y L son constantes, calcule lim i. 

r -, o+ 

38. En una progresión geométrica, si a es el primer término, r 
es la razón común de dos términos consecutivos y S es la 
suma de los primeros n términos, y si r ^ 1, entonces 

„ _ a(r n - I) 
r - 1 

Calcule el lím S. Si r = 1, ¿es consistente el resultado 

r— 

con la suma de los primeros n términos? 

39. Considere que 

„ , eos x - 1 

/W = —-— 
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40. 


Sea F la función que se obtiene de / al eliminar la 
discontinuidad en 0; esto es, 

í f(x) si T * 0 

F(x> = lím f(x) si X = 0 

[ x->0 

Demuestre que F es diferenciable en 0 calculando F'(0). 

(a) Demuestre que si a > 0, entonces 

lim —— = ln a 


(b) A partir del resultado del inciso (a), demuestre que si 
r > 0 y s > 0, entonces 


Ifm = lím 


1 - 1 .. s x - 1 

- + lim —- 

x x ->0 x 


41. Sean 

, 1 

f(x) = x ¿ sen — y g(x) = x 
Demuestre que lím f(x) = 0, lím g(x) = 0, y que 

x —>0 x —>0 

lím lf'(x)lg'(x)] no existe ni es +oo ni -oo. También 

x —>0 


demuestre que lím [f(x)/g(x)] existe y calcule este límite. 

x —> 0 

Sugerencia: Aplique el teorema de estricción. 

42. Suponga que / es una función definida para toda x > N, 
donde N es una constante positiva. Si t = 1/x y F(t) = 
/(1/r), donde t 0, demuestre que las proposiciones 

lím f(x) = M y lím F(t) = M tienen el mismo sig- 

x —>+°° /->0+ 

nificado. 

43. Calcule los valores para ay b tales que 

.. sen 3x + ax + bx 3 . 

lim -^- = 0 

*->o x 3 

44. Demuestre el teorema 7.7.2(ii). 

45. Demuestre el teorema 7.7.4 para cuando x —> -oo. 

46. Suponga que/y g son dos funciones tales que la función 
f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Además su¬ 
ponga que 

lim f\x) = ¿j y lím g'(x) = L 2 
x —> Q x—*a 

¿Qué puede concluirse acerca de lím [f(x)/g(x>] en cada 

x—>a 

uno de los siguientes casos: (a) L¡ & 0 y & 0; 
(b) = 0 y ¿ 2 * 0; (c) L, st 0 y L 2 = 0; (d) L, = 0 

y ¿2 = 0? 


7.8 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 

Otra forma indeterminada de un cociente de dos funciones ocurre cuando 
el numerador y el denominador crecen o decrecen sin límite. Por ejemplo, 
suponga que desea evaluar el límite, si existe, 


x 

No se puede aplicar el teorema que trata acerca del límite de un cociente 
porque lím ln x = -oo y lím (1 ¡x) = +oo. En este caso se dice que la 

x-»0+ x-»0 + 

función definida por 

c, , ln x 
x 

tiene la forma indeterminada (-oo)/(+oo) en x = 0. La regla de L’Hópital 
también se aplica a una forma indeterminada de este tipo así como a las for¬ 
mas (+oo)/(+oo), (-oo)/(-oo) y (+oo)/(-oo). La regla se da en los dos teo¬ 
remas siguientes, para los cuales las demostraciones se omiten debido a que 
están más allá del alcance de este libro. 


7.8.1 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g funciones diferenciales en el intervalo abierto I, excep¬ 
to posiblemente en el número a de /, y suponga que para toda x * a 






7.8 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 613 


en I, g'(x) * 0. Si lím f(x) es igual a +oo o -oo, y lím g(x) es igual 

jt -4 a x-*a 

a +oo o -oo, y 

si lfm = Z, entonces lím = L 

l-»a g(*) *-><> gU) 

El teorema también es válido si todos los límites son limites por la 
derecha o límites por la izquierda. 


► EJEMPLO I Sea 


m = 


ln x 
1 

x 



[0, 3] por [-1, 1] 

fU) = 

1/jc 

FIGURA 1 


(a) Trace la gráfica de /. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando 
x tiende a 0 por la derecha? (b) Confirme analíticamente la respuesta del in¬ 
ciso (a) calculando lím f(x). 

JT-»0 + 

Solución 

(a) La figura 1 muestra la gráfica de / trazada en el rectángulo de inspección 
de [0, 3] por [-1, 1], En la gráfica, parece que f(x) se aproxima a 0 
cuando x tiende a 0 por la derecha. 

(b) Como límlnx = -oo y lím + ( 1/jc) = +oo, se aplica la regla de 
L’Hópital obteniéndose 


lím 

X->(H 


ln x 

i 

x 


lím 

x->0 + 


lím 

X-*()■* 


r‘ 

(~x) 


= 0 


lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 


◄ 


7.8.2 Teorema Regla de L'Hópital 


Sean f y g funciones diferenciables para toda x > N, donde N es upa 
constante positiva, y suponga que para toda x > N, g'(x) *■ 0. 'Si 
lím /(x) es igual a+oo o-oo, y lím g(x) es igual a +oo o-oo, y 

X-**~ X— 

si lím ^ = L entonces lím = L 

x-, + - g(x) X-.+- g(x) 

El teorema también es válido si x -4 +oo se sustituye por x —> -oo. 

Los teoremas 7.8.1 y 7.8.2 también se cumplen si L se sustituye por 
+oo o -oo, y las demostraciones para estos casos también se omiten. 


EJEMPLO 2 

lim - 

*->+” ln(2 + e x ) 


Evalúe, si existe, 


y apoye gráficamente la respuesta. 
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Solución Como lím 5x = +oo y lím ln(2 + e x ) = +oo, al apli- 

X —► + “» X-* + oo 

car la regla de L’Hópital se tiene 


lím 


5* 


ln(2 + e x ) 


= lím 


2 + e x 


(e x ) 


= lím (10 + 5e x )e~ x 

X—» + oo 



= lím (lOe x + 5) 

X— M-°° 

= 5 

La figura 2 muestra las gráficas de la recta y = 5 y de la función 
f(x) = 5x/ln(2 + e x ) trazada en el rectángulo de inspección de [0, 9] por 
[0, 6]. Se ha apoyado la respuesta ya que la recta parece ser una asíntota 
horizontal de la gráfica de/. A 


► EJEMPLO 3 Evalúe, si existe. 


/« = 


5x 

ln(2 + e* ) 


y y = 5 


FIGURA 2 


lím 


jr/ 2 - sec 3x 


Solución Como lím sec 

x->X¡2~ 

regla de L’Hópital se tiene 


x = + 00 , y 


lím sec 3x = -oo, de la 

x—>fi/2~ 


,, sec * ,, sec * tan x 

hm — ~x — = lim ^^—-— i?— 
x^it/ 2 - sec 3x x^k/ 2 - 3 sec 3x tan 3* 

Observe que lím sec x tan x = +oo, y lím 3 sec 3x tan 3x = -oo y 

x->jc/2~ x->k/2~ 

que aplicar otra vez regla de L’Hópital no será útil. Sin embargo, el co¬ 
ciente original puede escribirse como 


lím 

—wr/2- 


sec x 
sec 3x 


lím 

x—*n¡2~ COS X 


Ahora, como lím eos 3x = O y 
x->nl2~ 

regla de L’Hópital 


lím eos x = O, se puede aplicar la 


cos 3* -3 sen 3x 

lim - = hm - 

r-or/2- eos x *-»ir/2- -sen X 

= -3 


◄ 


El límite del ejemplo 3 puede ser evaluado sin la regla de L’Hopital, 
utilizando el teorema 1.10.2. Se le pedirá que haga esto en el ejercicio 42. 

Además de las formas 0/0 y + 00 /+ 00 , otras formas indeterminadas son 
0 ■ (+ 00 ), +00 - (+ 00 ), 0 o , (+oo)° y 1 ±0 °. Estas formas indeterminadas se 
definen de manera semejante a las otras dos. Por ejemplo, si lím/(x) = +00 

x —* a 

y límg(x) = 0, entonces la función definida por f(x) g(x> tiene la forma in- 

x-ia 

determinada (+oo)° en a. Para calcular el límite de una función que tiene 
una de estas formas indeterminadas, se debe cambiar a la forma 0/0 o 
+ 00/+00 antes de aplicar la regla de L’Hópital. Los ejemplos siguientes 
ilustran el método. 
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► EJEMPLO 4 Evalúe, si existe, 


lím sen 1 x esc x 
>o+ 


Solución Como lím sen 1 x = 0 y lím esc x — +oo, la función 

j->0+ >0 + 

definida por f(x) = sen -1 x esc x tiene la forma indeterminada 0 • (+oo) en 0. 
Antes de aplicar la regla de L’Hópital se expresa sen -1 x esc x como 
sen -1 xl sen x, y se considera lím (sen' 1 x ¡sen x). Ahora lím sen' 1 x = 0 

y lím sen x = 0; de modo que se tiene la forma indeterminada 0/0. Por 

JE-»0 + 

tanto, de la regla de L’Hópital se tiene 


lím 
*->0 + 


sen 1 x 
sen x 


1 



r—>0+ COS X 

l 

1 


= 1 


◄ 


► EJEMPLO 5 Sea 



1 

x 2 sec x 



FIGURA 3 


(a) Trace la gráfica de /. ¿A qué valor parece que se aproxima f(x) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analíticamente la respuesta del inciso (a) calcu¬ 
lando lím/(x). 

Solución 

(a) La figura 3 muestra la gráfica de /trazada en el rectángulo de inspección 
de [-3, 3] por [-1, 3]. La gráfica tiene un agujero (cubierto por el eje y) 
en x = 0 debido a que /(0) no existe. En la gráfica, parece que f(x) se 
aproxima a 0.5 cuando x tiende a 0. 

(b) Como 

lím -L- = +oo y lím —z —-- = +oo 

->->o x ¿ x—*o x ¿ sec x 


se tiene la forma indeterminada +oo - (+oo). Al reescribir la expre¬ 
sión se tiene 


lím ( -- I = lím ( \ - 

j->o V x z x z sec x ) x—*o ( x z 


lím 

x-t0 


1 - COS X 


Como lím (1 - eos x) = 0 y lím x 2 = 0, se aplica la regla de 

x —> 0 x->0 

L’Hópital y se obtiene 


lím 

j ->0 


lím 

x-t0 


sen x 
2x 
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Si se aplica la regla de L’Hópital una vez más, ya que 
y lím 2x = 0, se tiene 

x—>0 


.. sen x ,, eos x 

lim —=— = lira — -x — 
x—*o 2x x-»o 2 


lím sen x = 0 

x-»0 


1 

2 


Por tanto, 

1 

2 

lo cual confirma la respuesta del inciso (a). ^ 


lím —=■ 


Para cualquiera de las formas indeterminadas 0 o , (+oo)°, l + °°, el pro¬ 
cedimiento para evaluar el límite se presenta en el ejemplo 6. 


► EJEMPLO 6 Evalúe, si existe, 

lím (x + 1) cotjr 

x —>0 + 

Apoye gráficamente la respuesta. 

Solución Como lím (x + 1) = 1 y lím cot x = + oo, se tiene la 

x -* 0 + i -»0 + 

forma indeterminada 1 + ”. Sea 

y = (jc + l) cotí (1) 


Entonces 

lny = cotxlnC* + 1) 

ln(x + 1) 
tan x 


De modo que 


lím lny = 

x —>0 + 


lím 

x—>o+ tan x 


(2) 


Como lím ln(x + 1) = 0 y lím tan x = 0, puede aplicarse la regla de 

*->0+ j ->0 + 

L’Hópital al miembro derecho de (2) obteniéndose 



FIGURA 4 


lím 

x->o+ tan x 


1 


lím 

■<->o+ sec z x 


1 


Por tanto, al sustituir 1 en el miembro derecho de (2) se tiene 


lira lny = 1 (3) 

x->0+ 

Debido a que la función exponencial es continua en todo su dominio, el cual 
es el conjunto de los número reales, se puede aplicar el teorema 1.9.1; de 
modo que 

lím exp(ln y) = exp( lím ln y) 

j :-» 0 + j :->0 + 
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Entonces, se deduce de (3) y de esta ecuación que 
lím y = e 1 

J-.0 + 

Pero de (1), y = (x + l) cot - t , y en consecuencia, 
lím (x + 1 ) cot x = e 

J -.0 + 

La figura 4, que muestra la gráfica de/(Af) = (x + l) cot x trazada en 
el rectángulo de inspección de [0, 3] por [0, 5], apoya la respuesta. 4 


EJERCICIOS 7.8 


En los ejercicios 1 a 8, haga lo siguiente: (a) estime el límite, si 35. 
existe, trazando la gráfica de la función en un rectángulo de 


inspección adecuado; (b) confirme analíticamente la respues- 


ta del inciso (a) calculando el límite. 



i. 

Jt 2 

lím — 

*-»+- e x 

2. 

lím 

4-»+®o X 


3. 

lím tan x (ln x) 

4. 

lím tan -1 xcotx 



j-»0 + 


j-»o+ 


5. 

lím (-i- L~) 

*->i V ln x x - 1/ 

6. 

lím (1 + x) Xnx 

X-»0 + 

36. 

7. 

lím 

8. lím 

( , 5 - 1 ,1 



x-»0+ 

x->2 

Ax 2 + X - 6 X - 2) 


En los ejercicios 9 a 16, 

calcule el límite, si existe, y apoye 

37. 

gráficamente la respuesta. 




9. 

ln x 
lim - 

x->+~ X 

10. 

um ln( V 100) 

x-»+- ln x 


11. 

lím jccsc x 

12. 

lím (2x - 1) tan kx 



X->0 + 


X-M/2+ 

38. 

13. 

1 

T(- 

1 

B 

x 2 + 2) 

14. lím ( —-i) 


I — > + eo 

x-io+Vsen.* x) 


15. 

lím (1 + 3jc) 1/r 

16. 

lím x llinx 



4-»0 


x~*0+ 


En los ejercicios 17 a 34, calcule el límite si existe. 


17. 

., ln(l - 2jc) 

lim - 

18. 

,, ln(cos x) 

lim - 



je— >i/ 2 — tan kx 


j-.it/ 2 - ln(tan x) 

39. 

19. 

lím ( e x + x) 2lx 

X-4+oo 

20. 

lím (senh x) 1 ™ 1 

x->0+ 


21. 

lím (sen*)* 2 

22. 

lím (x + e 2x ) ^ x 



J-.0 + 


j—>0 


23. 

x 2 + 2x 
lim - 

24. 

lím (1 + j-Y 

40. 


“ e lx _ y 


J-.+-V 2x) 


25. 

lím (1 + senh x) 2 ^ x 

26. 

lím (x - 2) tan -- kx 



x — ► 0 


j—>2 4 


27. 

lím [(eos x)e x2 ^ 2 ] 4 ^ 4 

28. 

lím (eos x) 1 ^ 2 

41. 


x — > 0 


j—10 


29. 

lím [(x 6 + 3jc 5 + 

4 )t/6 _ X ] 


42. 

30. 

lím In <* + e '> 

31. 

p- l/j 

lím - 



x-»+~ 3x 


j->0+ X 

43. 

32. 

lím x x ' 

33. 

lím x 



X-*0+ 


—- Vi + * 2 


34. 

lím (x - V* 2 - x) 

X— * + » 




Trace la gráfica de 


m = 


V_ 

e x 


en un rectángulo de inspección conveniente, y a partir 
de la gráfica prediga el comportamiento de f(x) cuando 
(a) x —> -oo, y (b) x —> +oo. Confirme analíticamente 
las respuestas de los incisos (a) y (b) determinando 
(c) lím f(x), y (d) lím f(x), respectivamente. 

Realice el ejercicio 35 si 



Demuestre que e x crece más rápido que x p para todos los 
valores positivos de p, sin importar que tan grande sea 
p, evaluando 


e x 

lim — 
*-*+- x p 


Demuestre que ln x crece menos rápido que x p para todos 
los valores positivos de p, sin importar que tan pequeño 
sea p, evaluando 


lím 

X-»+0O 


ln x 
xP 


I (1 - e 4x ) x 

si m = \ k 


que /sea continua en x = 0. 

| (x + 1) (ln *) /jr 
5 


Si f(x) 


si x < 0 
si 0 < X 


determine k de 


si X 5* 0 
si x = 0 


determine k de 


modo que/ sea continua en x = 0. 

Si lím [ nx + ? ) = 9, determine n. 
.t -<+-\nx - 1/ 


Evalúe el límite del ejemplo 3 sin emplear la regla de 
L’Hópital, sino utilizando el teorema 1.10.2 y las iden¬ 
tidades cos( i it - t) = sen t y sen( ~ rt - t) = eos t. 

(a) Demuestre que -lim (e* 1 ^ 2 /*") = 0 para cualquier 

número entero positivo n. (b) Si f(x) = é~^ x \ utilice el 
resultado del inciso (a) para demostrar que los límites de 
/ y de todas sus derivadas, cuando x tiende a 0, son 0. 
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44. Suponga que f(x) 


Si lím 


fU) 

g'M 


/' e 3> y'9l 4 + 1 dt y g(x) = x"e 3x . 
1. determine n. 


45. Si la recta normal a la curva y = x p , donde p > 0, en el 
punto (u, u p ) intersecta al eje x en el punto (a, 0), de¬ 
muestre que 

0 si 0 < p < 0.5 
0.5 si p = 0.5 
+ oo si 0.5 < p 

46. Si la recta normal a la curva y = ln x en el punto (u, ln u ) 
intersecta al eje x en el punto (a, 0), demuestre que 


lím (a - u) = 

U —M-°° 


lím (a - u) = 0 

U-»+«> 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje la gráfica de f determinando 
primero los extremos locales de f y las asíntotas horizontales 
de la gráfica, si es que existe alguna. Verifique la gráfica en 
la graficadora. 

47. fíx) = x llx ,x > 0 48. f(x) = x x ,x > 0 


49. Calcule lim log^x + 10) y apoye gráficamente la res¬ 
puesta. Sugerencia: primero exprese \og x (x + 10) en 
términos de logaritmos naturales aplicando la ecuación 
(3) de la sección 5.5. 

50. Sea 

f(x) = x ~ cos * 
x + sen x 

(a) Estime lím f(x), si existe, trazando la gráfica de / en 
un rectángulo de inspección conveniente, (b) Confirme 
analíticamente la respuesta del inciso (a) calculando el 
límite, (c) ¿Por qué no puede emplearse la regla de 
L’Hópital para calcular el límite del inciso (b)? 

51. Determine cada uno de los siguiente límites: 

(a) lím (sen x) csc 1 (b) lím (sen — | 

i-* 0 + i-*+»V x) 

(c) ¿Es 0 + “ una forma indeterminada? Explique cómo 
llegó a la respuesta. 


7.9 INTEGRALES IMPROPIAS CON LIMITES 
DE INTEGRACIÓN INFINITOS 


y 



Hasta aquí, en el estudio de la integral definida se ha supuesto que el integran¬ 
do está definido en un intervalo cerrado. En esta sección, se extenderá la 
definición de la integral definida para considerar un intervalo infinito de 
integración. A estas integrales se les denomina integrales impropias. Otro 
tipo de integrales impropias se discutirá en la próxima sección. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere el problema de 

calcular el área de la región limitada por la curva y = e~ x , el eje y, el eje x 
y la recta x = b, donde b > 0. Esta región se muestra en la figura 1. Si 
A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 

n 

A = lím y e~ w ‘ A¡x 

INI-o" 



Si se permite que b crezca sin límite, entonces 


lím 


f 

f 


e x dx = lím (1 - e b ) 
*-»+■» 

e~ x dx = 1 


lím 

b + ° 


(i) 
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FIGURA 2 


Por tanto, sin importar que tan grande se tome el valor de b, el área de la región 
mostrada en la figura 1, siempre será menor que 1 unidad cuadrada. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al trazar la gráfica de 

y = NINT(e~ f , 0, x) y la recta y = 1 en el rectángulo de inspección de [0, 3] 
por [0, 2], como se muestra en la figura 2, se apoya la respuesta del ejemplo 
ilustrativo 1. La figura apoya la respuesta porque la recta parece ser una 
asíntota horizontal de la gráfica. 4 

La ecuación (1) establece que si b > 0, para cualquier € > 0 existe 
una N > 0 tal que 


si b > N entonces 


•b 

e~ x dx - 1 

Jo 


< e 


En lugar de (1) se escribe 



e x dx = 1 


En general, se tiene la siguiente definición. 


7.9.1 Definición de integral impropia con limite 
superior infinito 


Si / es continua para toda x 2: a, entonces 


[ f(x)dx = lím í 

k b -"~ J* 


f(x) dx 


si este límite existe. 


La siguiente definición trata acerca de las integrales impropias para las 
cuales el límite inferior de integración es infinito. 


7.9.2 Definición de integral impropia con límite 
inferior infinito 


Si/ es continua para toda .r £ b, entonces 


f(x)dx - lfm 
J-o o Ja 


f(x) dx 
si este límite existe. 


f(x) dx 


En las dos definiciones anteriores, si el límite existe, se dice que la inte¬ 
gral impropia es convergente. Si los límites no existen, la integral impropia 
es divergente. 


► 


EJEMPLO 1 



dx 

(4 - x) 2 


Evalúe la integral, si es convergente: 


Apoye gráficamente la respuesta. 
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Solución 



dx 

(4 - x) 2 


FIGURA 3 



ji 

2 


Al trazar las gráficas de y = NINT(l/(4 - f) 2 , x, 2) y la recta y = 0.5 
en el rectángulo de inspección de [-10, 2] por [-1, 1], como se muestra en 
la figura 3, donde la recta parece ser una asíntota de la gráfica. A 


La siguiente definición trata acerca de las integrales impropias para el 
caso cuando los dos límites de integración son infinitos. 


7.9.3 Definición de integral impropia con limite 
superior e inferior infinitos 


Si / es continua para todos los valores deryces cualquier número 
real, entonces 


i 


f{x)dx = lim 


i_J + t í{®. j" 


m dx 


(2) 


si los dos límites existen. 


En el ejercicio 42 se le pedirá que demuestre que cuando los límites 
existen, el miembro derecho de (2) es independiente de la elección de c. 
Cuando la definición 7.9.3 se aplica, por lo general se considera c como 0. 


► EJEMPLO 2 


Evalúe, si existen. 


(a) 


í 


x dx 


(b) 


•“*- í 


x dx 


Solución 

(a) De la definición 7.9.3, con c - 0 se tiene 

r+°° r 0 r 

x dx - Iím x dx + lím 

J-oo Ja Jo 


= lím [E jc 2 1° + lím [i* 2 T 

a—>-ool2 J a fc—> + e» L 2 J| 


lím (- i a 2 ) +. lím 3 b 2 

a—*~oo 2 ¿J—> + 2 


Como ninguno de estos dos límites existe, entonces la integral impropia 
diverge. 
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(b) 


lím xdx = límfix 2 l r 
/■->+«* J r r-++<*> L¿ J-r 


= lírn^íi r 2 - { -r 2 ) 

= lím 0 

r-4 + oo 

= 0 ◄ 


► EJEMPLO 3 


Evalúe la integral, si es convergente: 



dx 

x 2 + 1 


Apoye gráficamente la respuesta. 

Solución 



dx 

x 2 + 1 



lím [tan **1° + lím [tan 'jcl* 

a —>-ooL J a ó—>+<»L JO 

lím (tan -1 0 - tan -1 á) + lím (tan -1 b - tan -1 0) 

a —»—oo >+oc 

0 - lím (tan -1 a) + lím (tan -1 b) - 0 

a—>— oo 6—M- a> 



71 


A fin de apoyar la respuesta se trazan lás gráficas de 



[-10, 10] por [-1,2] 

y, = NINT(l/(r 2 + 1), *, 0) (x < 0) 
v 2 = NINT(l/(í 2 + 1), 0, x) U > 0) 
v = a/2 


y, = NINT(l/(í 2 + 1), x, 0) (x < 0) 
y 2 = NINT(l/(í 2 + 1), 0, x) (x > 0) 

y la recta y = n¡2 en el rectángulo de inspección de [-10, 10] por [-1, 2], 
como se muestra en la figura 4. El hecho de que la recta y = k¡2 parece ser 
la asíntota de las gráficas de y¡ y y 2 apoya la respuesta. 4 


► 


EJEMPLO 4 Evalúe la integral si es convergente: 



xe x dx 


FIGURA 4 


Solución 



dx 


f b 

lím xe x dx 

b ^ + °° Jo 
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A fin de evaluar la integral se utiliza integración por partes con u = x y 
dv = e~ x dx, de modo que du = dxyv = -e~ x . Así, 


• +°° 

xe~ x dx = lím \-xe~ x - e~ x \ 

¿7—» + oc L Jo 

JO 


= lím (-be b - e b + 1) 
= - lím 4-°+l 

b-* + * 


(3) 


Con objeto de calcular lím —j-, se aplica la regla de L’Hópital porque 


lím b = +oo y lím e b = +oo. De este modo se tiene 

b—> + oc ¿_4 + oo 


lím 

¿7-4 + 00 


b_ 


lím 

/7-4 + 00 


= O 


Por tanto, de (3), 



xe x dx 


l 


◄ 



W EJEMPLO 5 ¿Es posible asignar un número finito para repre¬ 
sentar la medida del área de la región ubicada a la derecha de la recta 
,t=l, debajo de la gráfica de y = \¡x y por arriba del eje xl 

Solución La región se muestra en la figura 3. Sea L el número que se 
desea asignar a la medida del área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones y = l/x,y = 0,x= 1 y x = b, donde b > 1. Entonces 


n j 

A = lím > — A:x 


Así, sea L 


lím A 

¿7-+ + ~ 


-dx 

x 


lím A, si este límite existe. Pero 


= f 

*—J, 


= lím [ln b 

¿7-4 + 00 


-dx 


ln 1] 


= +oo 


Por tanto, no es posible asignar un número finito para representar la medida 
del área de la región. ^ 


W EJEMPLO 6 ¿Es posible asignar un número finito para re¬ 
presentar la medida del volumen del sólido generado al girar la región del 
ejemplo 5 alrededor del eje x'! 

Solución El elemento de volumen es un disco circular que tiene un es¬ 
pesor de A¿x y un radio de \¡w¡ en la base. Sea L el número que se desea asig- 
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nar a la medida del volumen, y sea V la medida del volumen del sólido gene¬ 
rado al girar alrededor del eje x la región limitada por las gráficas de 
y = \¡x,y = 0, x — 1 y* = b, donde b > 1. Entonces 


V = lím y sí—] A.jc 

«Albo^ 


1 


dx 


Sea L = lím V, si el límite existe. 

b —> + oo 


• b 

lím V = lím n 

b—» + <» b—*+oo 

J 1 


dx 

v2 


= k lím 

b-> + °< 


n lím I- 7 - + 1 


Por tanto, se asigna n para representar la medida del volumen del sólido. A 


► EJEMPLO 7 


Determine si 



sen x dx es convergente o divergente. 


Solución 


f b 

lím 1 sen x dx 

b—* + <x> | 

Jo 

lím [-eos x] 
s->+«.L Jo 

lím (-eos b + 1 ). 

+ oo 

Para cualquier número entero n , conforme b toma todos los valores de nn 
a 2 nn, eos b toma todos los valores de -1 a 1. En consecuencia, lím eos b 
no existe. Por tanto, la integral impropia es divergente. A 

El ejemplo 7 ilustra el caso en el cual la integral impropia es divergente 
y el límite no es infinito. 

Una aplicación de la integral impropia con un límite de integración infi¬ 
nito se refiere a la probabilidad. La probabilidad de que un evento particular 
ocurra es un número del intervalo cerrado [0, 1], Si es seguro que el even¬ 
to ocurra, entonces la probabilidad de su ocurrencia es 1 ; si el evento nunca 
ocurrirá, entonces la probabilidad es 0. Cuanto más seguro se esté de que un 
evento ocurrirá, su probabilidad estará más cercana a 1 . 

Suponga que el conjunto de todos los resultados posibles de una situa¬ 
ción particular es el conjunto de todos los números x del intervalo /. Por ejem¬ 
plo, x puede ser el número de minutos del tiempo de espera para una mesa 
en cierto restaurante, el número de horas de vida de un cinescopio, o el nú¬ 
mero de pulgadas de la estatura de una persona. En ocasiones es necesario 
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determinar la probabilidad de que x esté en algún subintervalo de /. Por 
ejemplo, se puede desear determinar la probabilidad de que una persona 
tendrá que esperar entre 20 y 30 min para una mesa en un restaurante, o 
la probabilidad de que de que el cinescopio de una televisión dure más de 
2 000 horas, o la probabilidad de que alguien elegido al azar tenga una altura 
entre 66 pulg y 72 pulg. Estos problemas implican la evaluación de la inte¬ 
gral de una función denominada función de densidad de probabilidad. En 
la sección 5.6 se trató la función normal estandarizada de densidad de pro¬ 
babilidad. Las funciones de densidad de probabilidad se obtienen a partir 
de experimentos estadísticos. Se dará aquí una discusión breve e informal de 
estas funciones con el fin de mostrar como surgen las integrales impropias. 

Una fundón de densidad de probabilidad es una función / que tiene 
como dominio al conjunto R de los números reales y que satisface las dos 
siguientes condiciones: 

1. /( x) > 0 para toda x en R 

/» +oo 

2 . I f(x) dx = 1 

Se considerará aquí la función de densidad exponencial definida por 


fix) 


ke kx si x S 0 
0 0 x < 0 


(4) 


donde k > 0. Para verificar que esta función es una función de densidad 
de probabilidad se mostrará que se cumplen las dos condiciones. 

1. Si x < 0, f(x) = 0; si jc > 0, f(x) — ke~ kx , y como k > 0 ,ke~ kx > 0. 


r +°o r 0 r 

¡ f(x) dx = f(x) dx + f(x) dx 
J — OO V —OO j 0 

J-oo Jo 


ke kx dx 


= 0 + lim 


- í e kx (-k dx)J 

J o 


lím - 

b —» + «> ■ 


-*Jt] 


= lhn {-e~ kb + 1 ) 


y 



Si / es dita funcióh de densidad de probabilidad de cierto evento, en¬ 
tonces la probabilidad dfe que él evento ocurrirá en el intervalo cerra- 
db [a, V\ se denota por P([h, b ]) y 


Hla, b]) 


f 

J a 


f(x) dx 


FIGURA 6 


La figura 6 muestra la gráfica de la función de densidad exponencial. Como 
¡ g ke~ kx dx = 1, la medida del área de la región limitada por y = ke~ kx . 
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el eje * y el eje y, es 1. La medida del área de la región sombreada en la figu¬ 
ra es P(\a, b ]). 


► EJEMPLO 8 Para cierto tipo de baterías, la función de densi¬ 
dad de probabilidad de modo que x horas es la vida de una batería elegida al 
azar está dada por 


m 


{ si x > 0 

[O 0 * < 0 


(5) 


Calcule la probabilidad de que la vida de una batería elegida al azar (a) esté 
entre 15 y 25 horas, y (b) sea por lo menos 50 horas. 

Solución La función definida por (5) es de la forma (4) con k = ¿. 
(a) La probabilidad de que la vida de una batería elegida al azar esté entre 15 
y 25 horas es P([15, 25]), y (b) la probabilidad de que por lo menos será de 
50 horas es P([50, +oo]). 


(a) P([15, 25]) 


60 

Jis 


-r/60 ¿ x 


= J 2 \-xm { .^ dx) 

J15 

_ _ <? -25/60 + £-15/60 


= 0.120 

(b) P([50, + oo]) = lím í ~e- í/60 dx 
¿í ou 
■'50 

= lím 

Z>—» + ~L J50 

= lím + e -50/60) 

= 0 + e _50/60 
= 0.435 


◄ 


í EJERCICIOS 7.9 1 

En los ejercicios 1 a 18, determine si la integral impropia es 
convergente o divergente, y si es convergente, evalúela. Apo - 

7. 

r~ 

x cosh x dx 

8. 

j x 2 e x dx 

ye gráficamente la respuesta. 






/•+« 

1. 1 é~ x ^ dx 

Jo 

2. j" e x dx 

% 

f + “ * dx 

10. 

r +oo 

f 3r dx 


J 5 Ü9 - x 2 

Ox 2 + 2) 3 

r° 

/* +OP 


r+o o 


r +o ° a 

3. x5~ xl dx 

4. J T x dx 

11. 

3 dx 

12. 

dx 

f 3 x 2 + 9 

J x ln x 

Je 

5. f x2~ x dx 

Jo 

6. f + " * 

J 5 Jx - i 

13. 

J ' e~l x l dx 

14. 

r +°° 

1 xé~ x% dx 
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15. 


17. 



dx 

x(ln x) 2 
Inxdx 


19. Evalúe, si existe: 


16. 


18. 



dx 

16 + x 2 
e~ x eos x dx 


(a) 



sen x dx 


(b) 


lint r 

A-> + ~ 


sen x dx 


20. Demuestre que si f_^ f(x) dx es convergente, entonces 
j b f(~ x ) dx también es convergente y tiene el mismo 
valor. 

21. Pruebe que la integral impropia J[_ x(l + x 2 )~ 2 dx es 

convergente y que la integral impropia } _ x( 1 + x 2 ) -1 dx 
es divergente. 

22. Demuestre que la integral impropia 
gente si y sólo si p > 1. 

23. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región limitada por 
la curva cuya ecuación y = l/(e x + e~ x ) y el eje x. Si 
puede asignarse un número finito, determínelo. 

24. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región limitada por el eje 
x, la recta x = 2 y la curva cuya ecuación es y = 
l/(x 2 - 1). Si se puede asignar un número finito, de¬ 
termínelo. 


i, 


dx 


25. Determine si es posible asignar un número finito para re¬ 
presentar la medida del volumen del sólido generado al 
girar alrededor del eje x la región ubicada a la derecha de 
la recta x = 1 y limitada por la curva cuya ecuación 
es y = 1/x 3 ^ 2 y el eje x. Si puede asignarse un número 
finito, determínelo. 

26. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del volumen del sólido generado al 
girar alrededor del eje x la región limitada por el eje x, el 
eje y, y la curva cuya ecuación es y = e~ 2x . Si puede 
ser asignado un número, determínelo. 

27. Para la batería del ejemplo 8, calcule la probabilidad de 
que la vida de una batería elegida al azar sea (a) no más 
de 50 horas, y (b) por lo menos 75 horas. 


29. En cierta ciudad, la función de densidad de probabilidad 
para que x minutos sea la duración de una llamada tele¬ 
fónica elegida al azar está dada por 


m - 



si x a 0 
si x < 0 


Determine la probabilidad de que una llamada telefónica 
durará (a) entre 1 min y 2 min, y (b) por lo menos 5 min. 

30. Para cierto aparato doméstico, la función de densidad de 
probabilidad de que necesite servicio después de x meses 
de comprado está dada por 


f(x) = í 0.02e -a02jr si x > 0 

jo si x < 0 

Si el aparato está garantizado por un año, ¿cuál es la proba¬ 
bilidad de que un aparato elegido al azar no necesitará 
servicio durante este periodo de garantía? 

31. Suponga que un cohete se lanza desde la superficie de la 
Tierra, sin considerar toda resistencia excepto la de grave¬ 
dad. Si v millas por segundo es la velocidad necesaria para 
escapar del campo gravitacional de la Tierra, entonces 



donde g es la gravedad constante medida en millas por 
segundo por segundo en la superficie de la Tierra y R 
millas es el radio de la Tierra. Con g = 0.006094 y 
R = 3963, aproxime la velocidad de escape con tres 
dígitos significativos. 

32. Si / es una función de densidad de probabilidad, entonces 
la media (o valor promedio) de las probabilidades está 
dado por 

x /(x) dx 

si existe. Calcule la media de las probabilidades obtenidas 
a partir de la función de densidad exponencial (4). 

Los ejercicios 33 a 36 muestran una aplicación de las integra¬ 
les impropias en el campo de la economía. Suponga un flujo 
de ingresos continuo para el cual el interés se compone con¬ 
tinuamente a una tasa anual de 100i% y f(t) dólares es el 
ingreso anual en cualquier lapso de t años. Si el ingreso con¬ 
tinúa indefinidamente, el valor presente, V dólares, de cual¬ 
quier ingreso futuro está dado por 


28. Para cierto tipo de lámparas, la función de densidad de 
probabilidad de que x horas sea la vida de una lámpara 
elegida al azar está dada por 

^_e~ x l*° si x ar 0 
0 si x < 0 

Determine la probabilidad de que la vida de una lámpara 
elegida al azar (a) esté entre 40 y 60 horas, y (b) sea por lo 34. 
menos 60 horas. 


r +« 

P = f(t)é-‘'dt 

J o 

33. Un flujo continuo de ingresos-decrece en el tiempo, y en t 
años el número de dólares del ingreso anual es 1000 • 2~'. 
Determine el valor presente de este ingreso si se conti¬ 
núa empleando indefinidamente una tasa de interés del 
8% compuesto continuamente. 

Suponga que el dueño de parte de una propiedad de una 
empresa la tiene en arrendamiento permanente, de ma- 
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ñera que la renta se pague a perpetuidad. Si la renta anual 
es de $ 12 000 y el valor monetario es 10% compuesto 
continuamente, determine el valor presente de todas las 
rentas futuras. 


40. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 



3x ) 
2x 2 + n) 


dx sea convergente, y evalúe 


35. El British Consol es un bono sin vencimiento y proporcio¬ 
na al poseedor una suma global de pago al año. Determi¬ 
nando el valor presente de un flujo de pagos anuales de R 
dólares y utilizando la tasa de interés corriente de 100/%, 
compuesto continuamente, demuestre que el precio justo 
de venta de uno de estos bonos, es R/i dólares. 

36. El flujo continuo de utilidades de una empresa crece con 
el tiempo, y a los t años el número de dólares de la utilidad 
anual es proporcional a t. Demuestre que el valor presente 
de la compañía es inversamente proporcional a i 1 , don¬ 
de 100/% es la tasa de interés compuesta continuamente. 

37. La distancia de un punto masa P (toda la masa está con¬ 
centrada en P ) desde un alambre largo de masa uniforme 
es b unidades. El número de unidades de fuerza gravi¬ 
tacional sobre P debida al alambre es F donde 



dx 

( ó 2 + * 2 ) 3 / 2 


donde k es una constante positiva. Demuestre que F = 
2kfb-, esto es, F varía inversamente a b. 

38. La distancia de un punto masa P desde una superficie pla¬ 
na delgada de masa uniforme, es b unidades. El número 
de unidades de fuerza gravitacional sobre P debida a la 
superficie es F donde 


F = 



dx 

x 2 + b 2 


donde k es una constante positiva. Demuestre que F = 
2 nk, lo cual indica que la fuerza gravitacional es inde¬ 
pendiente de la posición de P y de su distancia desde la 
superficie. 

39. Determine un valor de p para el cual la siguiente integral 

r + °° 

I dx 

impropia es convergente: -. 

J € jc(ln x) p 


la integral para este valor de n. 

41. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 

„2 


n 


i 


+ 1 3jc -t- 1 


dx sea convergente, y evalúe 


la integral para este valor de n. 

42. Suponga que / es continua para todos los valores de x. 
Demuestre que si 


lím j‘f(x)dx = L y lím ¡ t f(x)dx = M 

a-»-.. ° c 

entonces si d es cualquier número real, 


lím \ d f(x)dx + lím J í> f(x) dx = L + M 

O—>-■» 0 » + oo 

Sugerencia : \*f(x) dx = }//(*) dx + £/(*) dx 

íjf(x) dx = |J/W dx + l'fix) dx 

43. Una función de densidad uniforme de probabilidad está 
definida por 


0 



0 


si X < c 

si c S c < d 

si d < X 


donde c < d. Demuestre que esta función es una función 
de densidad de probabilidad. 

44. Explique la diferencia entre 



f(x)dx y 


lím 


í 


f(x) dx 


si /es continua para todos los valores de x. 


7.10 OTRAS INTEGRALES IMPROPIAS 


y 



Otro tipo de integrales impropias es aquel cuyo integrando tiene una discon¬ 
tinuidad infinita en los límites de integración. Para llegar a la definición de 
integral impropia con una discontinuidad infinita en su límite inferior, se in¬ 
vestigará lo que significa en términos geométricos. 

La figura 1 muestra la región acotada por la curva cuya ecuación es 
y = 1/ , el eje x, el eje y y la recta x = 4. Si es posible asignar un número 

finito a la medida del área de esta región, estaría dado por 


lím 

IIA || —> 0 


I 


¡=l 



A/* 


FIGURA I 
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Si este límite existe, es la integral definida denotada por 



Sin embargo, el integrando es discontinuo en el límite inferior 0. Además, 
lím + 1 / sjx = +oo, por lo que se establece que el integrando tiene una 

discontinuidad infinita en el límite inferior. Esta integral es impropia, y su 
existencia puede determinarse a partir de la siguiente definición. 


7.10.1 Definición de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en su limite inferior 


Si / es continua en toda x del intervalo semiabierto por la izquierda 
(a, 6], y si Hm |/(jt) I = +oo, entonces 

x-*a + 1 

J f(x) dx = Um | f(x) dx 


si este límite existe. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se determinará si puede asig¬ 
narse un número finito a la medida del área de la región de la figura 1. De 
la discusión anterior a la definición 7.10.1, la medida de) área de la región 
dada será la integral impropia (1) si existe. Por la definición 7.10.1, 


jo ^ 


- Un, f 

-•*Jo 


dx 

4x 


= lím 2x^ 2 


l 4 

-í 


= lím (4 -2 Vt) 

í-»0+ 


= 4-0 
= 4 



g(t) = NINT(1/V*, /, 4) (0 < t < 4) 
y = 4 

FIGURA 2 


Por tanto, se asigna el número 4 a la medida del área de la región dada. A 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se apoya la respuesta del 
ejemplo ilustrativo 1 al trazar la gráfica de 

g(t) = NINT(1/Vx,í,4) (0 < i < 4) 

y la recta y = 4 en el rectángulo de inspección de [0.00001, 4] por [-1, 5], 
como se muestra en la figura 2. Observe que lím + g(t) parece ser 4. ^ 

Si el integrando tiene una discontinuidad infinita en el límite de inte¬ 
gración superior, se aplica la siguiente definición para determinar la exis¬ 
tencia de la integral impropia. 
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7.10.2 Definición de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en su limite superior 

Si / es continua en toda x del intervalo semiabierto 
[a, b), y si lím |/(x) 1 = +oo, entonces 

X —* b~ 

por la derecha 

í f(x) dx = jím Í }(x) dx 

Ja Ja 


si este límite existe. 



► EJEMPLO I 



Evalúe la integral, si es convergente: 


Apoye gráficamente la respuesta. 


Solución El integrando tiene una discontinuidad infinita en su límite 
superior. De la definición 7.10.2, 




lím sen 1 4 

,->2- 2j, 

lím sen -1 ^ - sen~’ 
<-* 2 - 2 

í — — 

2 6 
K 

3 


1 

2 


Se traza la gráfica de 



g(t) = NINT( 1 / V 4 - x 2 , 1, í) (1 < r < 2) 

y la recta y = tt/ 3 en el rectángulo de inspección de [1, 1.99999] por 
[-1, 2], como se muestra en la figura 3. El hecho de que lím_ g(t) parece ser 
ir¡3 apoya la respuesta. A 

Si una discontinuidad infinita ocurre en un número interior del intervalo 
de integración, la existencia de la integral impropia se determina a partir de 
la siguiente definición. 


gU) = NINT(1/V4 - * 2 , 1, () (1 < t <: 2) 
y = *13 


FIGURA 3 


7.10.3 Definición de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en un número interior 


Si / es continua en toda x del intervalo [a, ó] excepto en c, donde 
a < c < b, y si lím I f(x) I = +oo, entonces 

X-*C 

f f(x) dx = lira Í f{x)dx + lím í f(x)dx 

f-*f- I l-fC+ I 

Ja Ja Js 

si los dos límites existen. 
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► EJEMPLO 2 


Evalúe la integral, si es convergente: 


dx 


Jo - J ) 2 

Solución El integrando tiene una discontinuidad en 1. Al aplicar la de¬ 
finición 7.10.3 se tiene 


Jo 


dx 


0 ( t _ !) 


= lím 


dx 


= lím 

i-> i- 


lim 

i-»i- 


'■Jo 

1 


+ lím 


dx 


x - 1 

1 

t - I 


' + Js i*-»* 
2 


-t 

+ lím 

r i i 

-0 J - >1 + 

X — 1 _ 


1 


+ lím 

j->i + 


■5-1 


Como ninguno de estos límites existe, la integral impropia es divergente. A 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que al evaluar la 

integral del ejemplo 2 no se hubiese considerado la discontinuidad del inte¬ 
grando en 1. Entonces se habría obtenido 




Esto es claramente un resultado incorrecto. Como 1 /(jc — 1 ) 2 nunca es ne¬ 
gativo, la integral de 0 a 2 no puede ser un número negativo. A 


► EJEMPLO 3 


Evalúe la integral, si es convergente: 


1 

x ln x dx 


Solución Como el integrando es discontinuo en el límite inferior, se 
procede como sigue, aplicando integración por partes: 


f‘ f’ 

x ln x dx = lím x ln x dx 

Jo ~ 0 + J, 


= lím f 4 x 2 Ln x - 4 x 2 V 

,-,0+U 4 J, 

= límfiln 1 - j - '-t 2 ln t + x -t 2 ] 

f—>0+1-4 4 2 4 J 


En consecuencia. 


x\n x dx = 0 - 4 ~ 4 lím t 2 ln / + 0 
4 2 (-+0+ 


A fin de evaluar el límite 
lim t 2 ln t = lím 

I-+0+ (->0+ _1_ 

,1 


( 2 ) 
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se aplica la regla de L’Hópital, en vista de que lím ln t 

lím \/t 2 = +oo. "*° + 

r-> 0 + 


lím = lím — 4r- 

/—> 0 + 1 r-* 0 + 2 


= lím [- 
j-^o+L 2 _ 


Por tanto, de (2), 


Jo 


xdx - 


► EJEMPLO 4 


Evalúe la integral, si es convergente: 


W* 2 - i 


Solución Esta integral tiene el límite superior infinito y una disconti¬ 
nuidad infinita del integrando en el límite inferior. Se procede como sigue: 


h x^x‘ 


: = = lím í — ^ x -— + i¡ m f 
- 1 + x4x 2 - 1 


dx 

2 Xy¡X 2 - 1 


= lím [sec 1 x] 1 + lím fsec 1 xf_ 
U b—*+ °° *2 


= lím (sec 1 2 - sec 1 t) + lím (sec 1 b - sec 1 2) 

f—»l+ ¿J-» + oo 


= \k - lím sec 1 / + lím sec 1 b - \k 

3 /—♦ 1 + b->+ ~ 3 


= -O + 2 K 


La integral del ejemplo 4 se denomina integral impropia de tipo mixto. 


¡ EJERCICIOS 7.10 


En los ejercicios 1 a 26, determine si la integral es convergente r 

o divergente. Si es convergente, evalúela y apoye gráficamente ^ I 
la respuesta. 


-5 V* 2 “ 9 


* í* ~¡== 
J 2 Jl6 - t 2 


-4 U + 3) 3 
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7. 


9. 


11 . 


13. 


15. 


17. 


19. 


21 . 


23. 


25. 


^n/4 

f í 

Jo x 

i 

i; ,v 


sec 9d6 


i» ni 2 




/o 1 ~ s en y 

dx 


)2 xslx* - 4 
IX dx 


J » +OQ 

In 

o 

/: 


dw 


-2 (W + 1) 1/3 


8 . 


-2 4 4 - a; 2 


!• /l/2 

10. I tanfldf) 

Jo 


12 . 


14. 


10 . 


18. 


í 

/. 

1 

r 

r 


dx 


dx 


o (X - 1) 2/3 


dx 


dx 


4lx - X 2 


,.2 


27. 

30. 


31. 


32. 


’ 2 dx 

20. 

r 


-2 * 3 


Jo VI 


’ 2 dz 

22. 

f 2 x dx 

33. 

t /2 z(ln z) 1/5 


Jo 1 - * 





34. 

dx 

24. 

f dx 


1 x^x 2 - 1 

H 

o 


dx 

26. 

f 3 dy 


i * 2 - 1 


Ji ^-2 



j: 


x n dx 


28. 



ln jc í/j: 


29. 



ln 2 x dx 


Demuestre que es posible asignar un'número Finito para 
representar la medida del área de la región acotada por la 
curva cuya ecuación es y = 1/V3c, la recta jc = 1 y los 
ejes xy y, pero que no es posible asignar un número fini¬ 
to para representar la medida del volumen del sólido de 
revolución generado si esta región se gira alrededor del 
eje x. 

Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del volumen del sólido generado al 
girar alrededor del eje x la región limitada por la curva 
cuya ecuación es y = jc -1 ^ 3 4 5 6 7 , la recta x = 8 y los ejes a: y y. 


Considere la integral impropia 


f 


dx 

(X - a)" 


, donde 


b > a. Determine si la integral es convergente o diver¬ 
gente en cada caso: (a) 0 < n < 1; (b) n = 1; (c) n > 1 . 
Si la integral es convergente evalúela. 


Utilice integración para verificar que la longitud de la 
circunferencia a 2 + y 2 = a 2 es 2na. 

Explique la diferencia entre 


lim f £ + lím f * 
f-»0“ J_! x s->0+J s X 


y 


En los ejercicios 27 a 29, determine el valor de n para el cual 
la integral impropia converge, y evalúe la integral para estos 
valores de n. 



REVISIÓN DEL CAPÍTULO 7 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 7 


1. ¿Qué es la integración por partes ? En la respuesta incluya 
la fórmula para integración por partes. 

2. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por 
partes donde el integrando contenga el producto de dos 
funciones. 

3. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por 
partes donde el integrando contenga un logaritmo. 

4. Invente un ejemplo en el que se aplique integración por 
partes donde el integrando contenga una función trigo¬ 
nométrica inversa. 

5. Invente un ejemplo de una integral en el que se requiera la 
aplicación repetida de la integración por partes. 

6. Describa el procedimiento para integrar una potencia con 
exponente positivo impar de seno o coseno. Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Responda la sugerencia 6 para una potencia con expo¬ 
nente positivo par de seno o coseno. 


8. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
entera positivo, par o impar, de la tangente 6 cotangente. 

9. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo par de la secante o cosecante. 

10. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo impar de la secante o cosecante. 

11. Describa el procedimiento para integrar un producto de 
potencias de tangente y secante si el exponente de la se¬ 
cante es un entero positivo par. Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

12. Responda la sugerencia 11 si el exponente de la tangente 
es un entero positivo impar. 

13. ¿Qué sustitución debería efectuarse si el integrando con¬ 
tiene una expresión de la forma 4n 2 - u 2 ? Explique 
por qué funciona esto. 

14. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
expresión de la forma sjn 2 + u 2 . 
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15. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
expresión de la forma -\u 2 - a 2 . 

16. ¿Cómo se descompone una fracción en fracciones parcia¬ 
les si el denominador tiene sólo factores lineales y ningu¬ 
no de ellos se repite? Invente un ejemplo que ilustre la 
respüesta. 

17. Responda la sugerencia 16 si el denominador tiene úni¬ 
camente factores lineales y algunos se repiten. 

18. Responda la sugerencia 16 si los factores del denominador 
son lineales y cuadráticos. y además ninguno se repite. 

19. Responda la sugerencia 16 si los factores del denomina¬ 
dor son lineales y cuadráticos y algunos de los cuadráticos 
se repiten. 

20. ¿Qué es el crecmiento logístico? Invente una ecuación 
diferencial que describa el crecimiento logístico y pro¬ 
porcione su solución. 

21. Dibuje una curva de crecimiento logístico. ¿Cómo se 
compara esta curva con la curva de crecimiento exponen¬ 
cial y la curva de crecimiento limitado ? 

22. Si un integrando contiene potencias con exponentes raciona¬ 
les de una variable x, ¿qué sustitución se efectuaría para evaluar 
la integral? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

23. Si un integrando es una función racional de sen x y eos x, 
¿qué sustitución se efectuaría de modo que el integrando 
sea una función racional de una variable z? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

24. ¿Qué se entiende por expresión en forma cerrada de una 
integral indefinida? 

25. ¿En qué condiciones se necesita aplicar técnicas de inte¬ 
gración antes de utilizar una tabla de integrales para eva¬ 
luar una integral indefinida? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

26. ¿Qué es una fórmula de reducción! Invente un ejemplo 
que muestre el uso de una fórmula de reducción para eva¬ 
luar una integral indefinida. 

27. Liste los. diferentes tipos de sustituciones estudiadas 
como técnicas de integración. 

28. Establezca la regla del trapecio para aproximar el valor de 
una integral definida de una función/en el intervalo cerra¬ 
do [a. b], ¿Qué condición necesaria debe satisfacer la fun¬ 
ción / a fin de aplicar la regla del trapecio? Interprete 
geométricamente la regla del trapecio. 

29. Responda la sugerencia 28 para la regla de Simpson en 
lugar de la regla del trapecio. 

30. Explique la diferencia entre un error de truncado y un 
error de redondeo cuando se aplica la regla del trapecio o 
la regla de Simpson. 

31. ¿Que se quiere dar a entender cuando se dice que la fun- 
ción f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en el número a ? 

f (x') 

32. Establezca la regla de L’Hdpilal para lím - ■ g si f/g 

x —>o g(x) 

tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Invente un ejem¬ 
plo que ilustre el uso de esta regla. 


33. Invente un ejemplo en el que se emplee la regla de 

f(x) 

L’Hópital para calcular el límite lim —— donde tanto 

i->a g(x) 

f¡g como f/g’ tienen la forma indeterminada 0/0 en a. 

f(.x) 

34. Establezca la regla de L'Hópital para lím —— si flg 

x-*a £(■*) 

tiene una de las siguientes formas indeterminadas: 
(+oo)/(+oo), (+oo)/(-oo), (-oo)/(+oo) y (-oo)/(-oo). 
Invente un ejemplo que ilustre el uso de esta regla. 

35. ¿Cómo se calcula el lím /(x)* w si la función definida por 

. x->a 

f(x) KI tiene la forma indeterminada 0 en a? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

36. Responda la sugerencia 35 si la función definida por 
f(x) gM tiene la forma indeterminada (+ oo)° en a. 

37. Responda la sugerencia 35 si la función definida por 
/(jfjíW tiene la forma indeterminada l + “ en a. 

38. Si/es continua para toda x > a, defina la integral impro¬ 
pia I f(x¡ dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini¬ 
ción para el cual la integral impropia sea (i) convergente, 
y (ii) divergente. 

39. Si/es continua para toda x < b, defina la integral impro¬ 
pia f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini¬ 
ción para el cual la integral impropia sea (i) convergente, y 
(ii) divergente. 

40. Si /es continua para todos los valores de x, defina la inte¬ 
gral impropia f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre 
esta definición para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 

41. Invente un ejemplo de una integral impropia divergente 
donde el límite no es infinito. 

42. ¿Qué es una función de densidad de probabilidad ? Si / es 
una función de densidad de probabilidad para la ocurren¬ 
cia de un evento particular, defina P(la, b]), la probabi¬ 
lidad de que el evento ocurrirá en el intervalo cerrado 
[o, />]. Invente un ejemplo que ilustre esta definición. 

43. Si / es continua en toda x del intervalo (a, b\, y si 

lím I f(x) I = +oo. defina la integral impropia f b /(jc) dx. 

x-*a+ a 

Invente un ejemplo que ilustre esta definición para el cual 
la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) divergente. 

44. Si / es continua en toda x del intervalo [a, b), y si 

lim \f(x) | = +oo, defina la integral impropia \*f(x)dx. 

x~*b~ 

Invente un ejemplo que ilustre esta definición para el 
cual la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) di¬ 
vergente. 

45. Si /es continua en toda x del intervalo [a, b] excepto en c, 
donde a < c < b, y 5i lím I f(x) I = +oo, defínala 

integral impropia J f(x) dx. Invente un ejemplo que ilus¬ 
tre esta definición para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 
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► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 7 


En los ejercicios 7 a 50, evalúe la integral indefinida y utilice 
la graficadora para apoyar la respuesta numérica o gráfica¬ 
mente, según lo desee. 


5. tan 1 -jíc dx 


7. I eos 2 j:x dx 


1. j tan 2 4x eos 4 4x dx 2. J ^-- dx 

3. i -jjL=dx 

J -J 4 - e x 

S. J tan -1 \ x dx 
7. j eos 2 .dx 
9. í — + 1 dx 

J (x - l) 3 
11 . J senxsen3xdx 

13. f 

J x+x 4I \ 

15. 7 (sec 3x + esc 3x) 2 dx 


dx 10 . 


sen x sen 3x dx 12. 


2. f 

J - X 

4. f dx 

J x 2 4á r JTx 

6. f -5-^í- 

J 21 2 + 5 t + 3 

^ r v x+1 +1 

J V7TT - l 

!0. f -fi- 

J 4y + i 

12 . / eos 0cos 29 
14. j" 1 sl2t - t 2 , 

16. f - * 

j - i 


eos 29d 9 


t V2í - r ¿í 


17. í 2 J 3 + "' + * dx 18. fx 3 

J f 3 + 4í 2 + 4í J 

19. / * 4 20. J — 

21 . J sen 4 3x eos 2 3jt dx 22 . J t s 

23. f 

J V3 - 4r - x 2 

24. f t J ~ 2 dx 

25. J" x 3 eos jt 2 dx 26. J — 

27. J e' /2 eos 2t di 28. J - 

29. f sen * c ° s x dx 30. f- 

31. í sen * dx 32. f - 

J 1 + eos x J ; 


x 3 e 3x dx 


du 

5/8 _ ,.1/8 


4 + sen 4 x .. 


xix 1 + x + 1 


33. j V4 t - 
*• 

37. J T =¿ 

J V4 - ‘ 

39. J cot 2 3x i 

41. I x 2 sen -L Jt dx 

43. í --! 

J sen x - 

45 ‘- / 

J sen 3 tj 


4 1 - t 2 dt 


-dx 38. 


39. cot 2 3 je esc 4 3 je dx 40. 


dx 

sen x — 2 esc x 


sen 3/^ísen 2 3f - ^ 


«/ ■*■ 

49. í - 

J 5 + 4 sec x 


34. í ■ 

4 VT- x + 3x 2 

36. f -—- 

J 5 + 4 eos 2x 

38. í dt 

J 4t + 1 

40. f 

4 xy5x - 6 - > 

42. f , c ° tJ -dx 
J 3 + 2 sen Jt 

44. / eos jt ln(sen jt) c 

l 46. / tan Jt sen x < 

48. J ln(x 2 + 1) dx 

50. í -2—— dx — 
J 2 + 2 sen x + 


x~J5x - 6 - x 2 


eos x ln(sen x) dx 


-dt 46. tan Jt sen jt djt 


48. I ln(x 2 + 1) dx 


En los ejercicios 51 a 54. evalúe la integral indefinida. 


x sec 4 Jt dx; n > 0 


\ dx 32. -—-- . 

eos ji: J xlnx(lnx - 1) 


51. J sen 5 nx dx 52. J tan" x sec 4 Jt dx\ n > 0 

53. J x"lnxdx 54. J ,j tan x dx 

En los ejercicios 55 a 84, determine el valor exacto de la inte¬ 
gral definida. Si lo desea, apoye la respuesta utilizando NINT 
en la graficadora. 

55. J \2 + 2 eos x dx 56. J ^ ■ * dx 

57. f 2x -\- +x+ 7 4 dx 58. f —¿i— 

J¡ x 3 +’4x 2 Jo e x + e x 

r2 • , ekn 

59. I dt 60. I sen 3 1 eos 3 1 dt 

J o y 4 + t 2 Jo 

61. f 2V3 - dx 62. f’ -í^-j-dx 

J -2 (16-x 2 ) 3/2 Jo (1 + x) 2 

63. í sec 4 x dx 64. í ' - — - dx 

Jo ' Jo 'x 2 + 3x + 2 

J r ni 8 r 2 

cot 3 2 y.dy 66. I (2x + x 2 ) dx 

ir/12 Jo 


rk/2 

60. I sen 3 tcos 3 tdt 


(2x + x 2 ) dx 


65. 


66 . 
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69. 


71. 


2.x 1 - 2x + 1 

-/3/3 + X 


log, 0 fexdx 


x + 2 


’• f ^27 + 

Jo 

"J. 

•r 
,3 - í 
: -r 
■ r 

" /: 

•/; 


+ y 2 dy 


dx 70. 


72. 


dx 


75. 


77. 


79. 


81 


(x + ir 

I eos 3 jc I dx 


- 2* dx 


x i - x ¿ - x + 1 


78. 


.'/.X 


Vi - 4* 

dt 

12 + 13 eos í 


y4 - -J~x ¿jc 


í 


68. I (ln Jt) 2 


/; 


J 2/2 -J2 - x 1 


dx 


74. 


76. 


f' 

í 

1 

f’^vr 

Jo 


sen x - eos * dx 


xe x cosx 2 dx 


o 

t/4 
nf 4 


tan5 jc dx 


80. 


82. 


84. 


+ je 2 dx 


dx 


eos 4 3x 


1 


f 

Jo 

r 

J 2íí/3 1 + COS i t 

f _ 

Jo ( r 3- 2 )mV + 


En los ejercicios 85 y 86, determine un valor aproximado para 
la integral empleando la regla del trapecio con n = 4. Expre¬ 
se el resultado con tres cifras decimales. 


85. f" 4 

Jo 


1 + x 2 dx 


“•P 


1 + x J dx 


En los ejercicios 87y 88, determine un valor aproximado para la 
integral del ejercicio indicado, empleando la regla de Simpson 
con n = 4. Exprese el resultado con tres cifras decimales. 

87. Ejercicio 85 88. Ejercicio 86 

89. Obtenga un valor aproximado de la siguiente integral me- 
■ diaitte dos métodos y exprese el resultado con tres cifras 
decimales: (a) utilice la regla del trapecio con n = 4; 
(b) emplee la regla de Simpson con n = 4: 



-dx 


90. Los valores de función f(x) de la siguiente tabla se obtu¬ 
vieron experimentalmente. Con la suposición de que / es 
continua en'el intervalo [1, 3], aproxime ¡ f(x) dx me¬ 
diante (a) la regla del trapecio, y (b) la regla de Simpson. 


X 

1 1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

2.0 

2.2 

2.4 

2.6 

2.8 

3.0 

/(X) 

5.2 5.7 

5.8 

6.3 

6.1 

6.4 

6.0 

6.5 

6.8 

6.7 

6.4 


En los ejercicios 91 a 98, haga lo siguiente: (a) trace la grá¬ 
fica de f en la graficadora y establezca a qué valor parece 
que se aproxima f(x) Conforme x tiende a a; (b) confirme ana¬ 
líticamente la respuesta del inciso (a) calculando el límite 
lím f(x). . ■ 

x-*a ' ' - 


91. f(x) 


92. f(x) 


tan x 


a - 0 

93. /(x) = - T 

x 

a = 2 

94. f(x) 


o = 0 


x 3 - 8 


- 2x 2 + 4x - 8 


2x - 1 


95. /(x) 


sen 2x 
x - sen 5x 


o = 0 


96. /(x) 


x 3 - 3x + 2 
2x 3 - 3x 2 + 4x - 3 


a — 1 


97. /( x) 


ln(jt - 2) 
* - 3 " 


a = 3 


98. f{x) = 


a.= 0 


e x - 1 


En los ejercicios 99 a 106 , haga lo siguiente: (a) estime el lími¬ 
te, si existe, trazando la gráfica de la función en un rectángulo 
de inspección conveniente; (b) confirme analíticamente la res¬ 
puesta del inciso (a) calculando el límite. 

99. lím P S - n ■ J:) 100. lím — 

• x-.o+ ln(cot x) x->+~ x 


101. lím — 

+ e x 


102. lím x umx 


103. 

105. 


lim (sen 2 x)™ x 
r —»jr/2 


lím 


tan 2x 


>o + sen" 1 x 


106. 


104. 

lím 


lím xe~ 

X — 


m ( _!_!_ ) 

x/2{ 1 - sen x eos 2 xl 


En los ejercicios 107 a 118, determine si el límite existe, y apo¬ 
ye gráficamente la respuesta. 


107. 

lím (esc 2 x - x 2 ) 

*-40 

109. 

lim 

í —> +<*> 

ln(l - e 2, /t) 

,1/2 

111. 

lím (1 + 4r) 3/ ' 

t t4 0 

113. 

lím 

ln(ln x) 

ln(x A ln x) 

115. 

lim 

e-or/2 

tan 9 + 3 
sec 9 - 1 

117. 

lím 

(e x - x)' lx 




108. 

lím 

x-*0 

e - (1 + x) 1/x 

X 

110. 

lím 

X —> + <= 

. X + 1 

jcln- t 

» JC - 1 

112. 

lim (1 + e 2y j~ 2,y 

y—t + oo 

114. 

lím 

X-4 0 

x - tan *x 

4x 3 

116. 

lím / 

sen xV/x 


*->o\ 

—) 

118. 

lím 

(sen 2 x) anx 


,x-*k/ 2 


En los ejercicios 119 a 132, determine si la integral impropia es 
convergente o divergente. Si es convergente, evalúe la y apoye 
gráficamente la respuesta. 


119. 

121 . 


/: 

/: 


dx 

2x + 3 


dx 

(X - 2) 2 


120 . 

122 . 



S: 



dx 
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12S, 


127 


129. 


-í: 

/ 

•/: 

•r 


14 

cot 2 Bdd 

124. 

f 

dt 

t 4 +1 2 







4 x dx 

126. 

L 

xe x dx 

144. 

{Xnx)2 dx 

X 

128. 

f 

Jo 

-3-V-í 
—^ dX 
v x 


dx 

130. 

r 

ln x , 

- dx 

X 


4x 2 + 4x + 5 

Jo 

145. 

dx 

132. 

f 

dx 

146. 

X + X 3 

J-3 

^3 - 2x - x 2 

147. 


133. Determine los valores de n para los cuales la integral 
impropia 


r 


ln x 


i x" 


dx 


converge, y evalúe la integral para estos valores de n. 
134. Evalúe si existe: 


148. 

149. 


(a) 


1 


senh x dx 


(b) lím 

r—9 + e 


i: 


senh xdx 


ISO. 


135. La densidad lineal de una barra de 3 m de longitud en un 
punto a x metros de un extremo es ke~ ix kilogramos por 
metro. Calcule la masa y el centro de masa de la barra. 

136. Detemine el centro de masa de una barra de 4 m de longi- 

151 

tud si la densidad lineal en el punto ubicado a x. metros 
del extremo izquierdo es */9 + x 2 kilogramos por metro. 

137. Calcule la longitud de arco de la parábola y 2 = 6x 
desde x = 6 hasta x = 12. 

138. Determine el área de la región acotada por la curva 
y = sen -1 2x, la recta x = ~ \ 3 y el eje x. 

139. Calcule el área de la región encerrada por un lazo de la 
curva* 2 = y 4 (l - y 2 ). 

140. Obtenga la longitud de arco de la curva y = ln * desde 
* = 1 hasta* = e. 

141. Determine el volumen del sólido de revolución generado 

al girar alrededor del eje y la región limitada por la cur- 152. 
va y = ln 2*. el eje* y la recta* = e. 

142. La región del primer cuadrante limitada por la curva 

5 - * 

y = - T , el eje * y el eje y, se gira alrededor del 

(* + l ) 2 

eje *. Calcule el volumen del sólido generado. 

143. Dos sustancias Ay B reaccionan para formar la sustancia 
C, y la tasa de variación de C es proporcional al producto 
de las cantidades de A y B que aún no se combinan en 
cualquier instante dado. Inicialmente se tienen 60 libras 
de la sustancia A y 60 libras de la sustancia B, y para 
formar 5 Ib de C se requieren 3 Ib de A y 2 Ib de B. Des¬ 


pués de 1 hora, se han formado 15 Ib de C. (a) Si * libras 
de C se han formado a las t horas, obtenga una expre¬ 
sión de * en términos de t. (b) Calcule la cantidad de la 
sustancia C formada después de 3 horas. 

Un tanque tiene la forma del sólido de revolución gene¬ 
rado al girar alrededor del eje * la región limitada por la 
curva y = ln *, el eje * y las rectas * = eyx = e 2 . Si el 
tanque está lleno de agua, calcule el trabajo realizado al 
bombear toda el agua a la parte superior del tanque. La 
distancia se mide en pies. Considere la parte positiva del 
eje * verticalmente hacia abajo. 

Determine el centroide de la región del ejercicio 139. 

Determine el centroide de la región acotada por el lazo 
(bucle) de la curva y 2 = * 2 - * 3 . 

Determine el centroide de la región acotada por el eje y 
y las curvas y = sen * - eos * y y = sen * + eos *, 
desde * = 0 hasta * = j it. 

Determine el centroide de la región del primer cuadran¬ 
te limitada por los ejes coordenados y la curva y = eos *. 

El extremo vertical de una artesa mide 3 pie de ancho en 
la parte superior y 2 pie de profundidad, y tiene la forma 
de la región limitada por eje * y un arco de la curva 
y = 2 sen | itx. Si la artesa está llena de agua, calcule 
la fuerza debida a la presión del agua en el extremo. 

Un tablero tiene la forma de una región limitada por una 
recta y un arco de la curva senoidal. Si el tablero se su¬ 
merge verticalmente en agua de modo que la recta que 
es la frontera inferior esté a 2 pie bajo de la superficie 
del agua, calcule la fuerza debida a la presión del agua 
sobre el tablero. 

En una ciudad, cuya población es de 12 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia de gripe es con¬ 
juntamente proporcional al número de personas que tiene 
la gripe y el número de personas que aún no la han 
contraído, (a) Si hace 5 días 400 personas de la ciudad 
tuvieron la gripe y ahora 1 000 personas la tienen, obten¬ 
ga un modelo matemático que describa la epidemia. 

(b) Trace la gráfica del modelo matemático qn la grafi- 
cadora. Estime a partir de la gráfica (c) cuántas personas 
se espera que tengan gripe mañana, y (d) en cuántos días 
la mitad de la población tendrá la gripe, (e) Demuestre 
que si la epidemia no es controlada, la población com¬ 
pleta tendrá la gripe tres meses y medio después. 

El ejercicio 106 de los ejercicios de repaso para el capítu¬ 
lo 1, y el ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para 
el capítulo 3, tratan la siguiente situación: un estanque 
puede soportar 10 000 peces de modo que la tasa de 
crecimiento de la población de peces es conjuntamen¬ 
te proporcional al número de peces presentes y a la dife¬ 
rencia entre 10 000 y la cantidad de peces presentes, (a) Si 
el estanque contenía inicialmente 400 peces, obtenga un 
modelo matemático que exprese el número de peces pre¬ 
sentes como una función del número de semanas en que 
la población de peces ha estado creciendo. Determine 
cuántos-peces se tendrán después de (b) 10 semanas, 

(c) 25 semanas, y (d) 1 año. (e) Utilice la respuesta del 
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ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para el capítu¬ 
lo 3, para determinar el número de la semana en que la 
tasa de crecimiento de la población de peces es máxima, 

153. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región ubicada a la 
derecha del eje y limitada por la curva 4y 2 - xy 2 - 
x 2 = 0 y su asíntota. Si puede ser asignado un número, 
determínelo. 

154. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región acotada por 
el eje x, la recta x = 1 y la curva cuya ecuación es 
2 xy - y = 1. Si puede ser asignado un número finito, 
determínelo. 

155. Determine si es posible asignar un número finito para 
representar la medida del área de la región del primer 
cuadrante y debajo de la curva cuya ecuación es y = e~ x . 
Si puede ser asignado un número finito, determínelo. 

156. En cierta universidad la función de densidad de proba¬ 
bilidad para que la duración de una llamada telefónica 
sea de x minutos está dada por 


m = 


0,4e~ OAx 

0 


si x S: 0 
si x < 0 


¿Cuál es la probabilidad de que una llamada telefónica 
elegida al azar dure (a) entre 2 y 3 min; (b) no más de 
3 min; (c) por lo menos 10 min? 

157. Suponga que una empresa particular tiene un flujo con¬ 
tinuo de ingresos y que a los t años a partir de ahora, el 
número de dólares del ingreso anual está dado por 
1 000/ - 300. ¿Cuál es el valor presente de todos los 


ingresos futuros si la tasa de interés es del 8% compuesta 
continuamente? Sugerencia: consulte el párrafo anterior 
al ejercicio 33 de la sección 7.9. 

158. Sea 

| 1 - e 2x 
/<*) = 2x 
[-1 

(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Demuestre que 
/ es diferenciable en 0 calculando/'(O). 

159. Para la función del ejercicio 158, calcule, si existe: 
(a) lím /(x); (b) lím f(x). 

X—>-f°° X-*~oo 

160. Sea 

si x * 0 
si. x = 0 

(a) ¿Es/continua en 0? 

(b) Calcule lím f(x), si existe. 

X —► + <*> 

161. (a) Demuestre que lím ( x n /e x ) = 0 para cualquier nú- 
mero positivo n. (b) Calcule lím (e~ l ' x ¡x n ), donde n es 

x—>0+ 

cualquier número positivo, considerando x = 1/f y 
utilizando el resultado del inciso (a). 

162. Considere la integral J* + 6 (x 2 + bx + c) dx, donde b, 
c y d son constantes. Suponga que esta integral se aproxi¬ 
ma mediante la regla del trapecio con n = k. (a) De¬ 
muestre que el error de la aproximación es exactamente 
-36/i 2 , (b) ¿Cúal es el menor valor de k tal que la 
aproximación es exacta con una cifra decimal? 



si í ?! 0 
si x = 0 




\\S\OU VRtUN\\H\\l 


Aproximaciones 


sucesiones y series 
infinitas 


I objetivo principal de este capítulo es aproxi- 
mar funciones mediante series de potencias. Sin 
Lp embargo, antes del estudio de las series de po¬ 
tencias se preparará el terreno. Se iniciará con el estudio 
de aproximaciones polinomiales en la sección 8.1, con én¬ 
fasis en los polinomios de Taylor, los cuales se generali¬ 
zarán después en la sección 8.9. 

En la sección 8.2 se trata la función sucesión, la cual 
es una función cuyo dominio es el conjunto de números en¬ 
teros positivos y cuyo contradominio consiste de los ele¬ 
mentos de la sucesión. En el suplemento de la sección 8.2 
encontrará la demostración de la equivalencia de conver¬ 
gencia y sucesiones monótonas acotadas (teoremas 8.2.10 
y 8.2.13) basada en la propiedad de completez de los nú¬ 
meros reales. En la sección 8.3, se define la suma de una 
serie infinita como el límite de un tipo particular de suce¬ 
sión. En esta sección también se tratan los teoremas acerca 
de series infinitas. Los criterios de convergencia de series 
infinitas se presentan en la sección 8.3 asi como en la sec¬ 
ción 8.4, donde se consideran series de términos positivos, 
y en la sección 8.5 en la que se estudian series cuyos 
términos son positivos y negativos. La sección 8.6 contiene 
un resumen de los criterios de convergencia y divergencia 
estudiados en las secciones 8.3 a 8.5. 

Después de la introducción a las series de potencias en 
la sección 8.7, aprenderá en las secciones 8.8 a 8.10 a utili¬ 
zar dichas series pora expresar como series infinitas muchas 
funciones; por ejemplo: funciones racionales, trigonométri¬ 
cas, exponenciales y logarítmicas. Las series de potencias 
i se aplican a fin de aproximar números irracionales tales 
L como 'Z/29, Tt, e, In 5 y sen 0.3, así como para apro- 
Hr ximar integrales definidas cuyo integrando no tenga 
antiderivada en forma cerrada. Por ejemplo, las series 
JA de potencias pueden emplearse con el objeto de 
calcular valores de integrales como: 


8.1 Aproximaciones 
polinomiales mediante 
la fórmula de Taylor 

8.2 Sucesiones 

8.3 Series infinitas de términos 
constantes 

8.4 Series infinitas de términos 
positivos , 

8.5 Series infinitas de términos 
positivos y negativos 

8.6 Resumen de criterios sobre 
convergencia y divergencia 
de series infinitas 

8.7 Series de potencias 

8.8 Diferenciación e integración 
de series de potencias 

8.9 Series de Taylor 

8.10 Serie de potencias para 
logaritmos naturales y serie 
binomial 


Además, Jas soluciones de muchas ecua¬ 
ciones diferenciales pueden expresarse como series 
de potencias. 
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8.1 APROXIMACIONES POUNOMIALES MEDIANTE 
LA FÓRMULA DE TAYLOR 

Mientras que los valores de funciones polinomiales pueden determinarse 
efectuando un número finito de adiciones y multiplicaciones, otras funciones, 
entre ellas las funciones logarítmicas, exponenciales y trigonométricas, no 
pueden evaluarse tan fácilmente. En esta sección se mostrará que muchas 
funciones pueden aproximarse mediante polinomios y que el polinomio, en 
lugar de la función original, puede emplearse para realizar cálculos cuando 
la diferencia entre el valor real de la función y la aproximación polinomial 
es suficientemente pequeña. 

Varios métodos pueden emplearse para aproximar una función dada 
mediante polinomios. Uno de los más ampliamente utilizados hace uso de la 
fórmula de Taylor, llamada así en honor del matemático inglés Brook Taylor 
(1685-1731). El teorema siguiente, el cual puede considerarse como una 
generalización del teorema del valor medio, proporciona la fórmula de Taylor. 


8.1.1 Teorema 


Sea / una función tai que/ y sus primeras n derivadas son continuas en 
el intervalo cenado [a, b]. Además, considere que/ tn+,) (x) existe para 
toda x del intervalo abierto (a, b). Entonces existe un número z en el 
intervalo abierto (a, b) tal que 

f(b) = /(a) + £fp-{b - a) + b - n) 2 + ... 

+ (b - a y + (b - a)" +1 (1) 

n ! (n + 1): 

La ecuación (1) también se cumple si b < a; en tal caso [o, b] se 
reemplaza por Ib, a], y (a, b) se sustituye por (b, a). 


Observe que cuando n = 0, (1) se convierte en 


f(b) = f(a ) + f'(z)(b - a) 




donde z está entre ay b. Esta es la conclusión del teorema del valor medio. 
La demostración del teorema 8.1.1 se presentará posteriormente en esta 
_sección. Si en (1) se reemplaza b por x, se obtiene la fórmula de Taylor: 


f(x) = f(a) + (x - a) + (x - a) 2 + . .. 

n! ' ’ (n + 1)1 ' } 

donde z está entre ay x. 


La condición en la que se cumple (2) es que / y sus primeras ti deri¬ 
vadas sean continuas en un intervalo cerrado que contenga a a y x, y la 
(n + l)-ésima derivada de / exista en todos los puntos del intervalo abierto 
correspondiente. La fórmula (2) puede escribirse como 


(3). 


f(x) = P n (x) + R„(x) 
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donde 




2! /i! 


(4) 


y 

R„(x) = — - r^rix - a)"* 1 donde z está entre ayj (5) 

(n + l;: 

P n (x) se denomina polinomio de Taylor de n-ésimo grado de la función/en 
el número a , y R n (x) se llama residuo. El término R n (x), dado en (5), se deno¬ 
mina forma de Lagrange del residuo, llamada así en honor al matemático 
francés Joseph L. Lagrange (1736-1813). 

El caso especial de la fórmula de Taylor que se obtiene al considerar 
a = 0 en (2) es 


m = /(O) + 



/"(O) 

2! 


/<">( 0 ) fl'+'Hz) , 
n! (n + 1) 


donde z está entre 0 y x. Esta fórmula recibe el nombre de fórmula de 
Maclaurin, en honor al matemático escocés Colin Maclaurin (1698-1746). 
Sin embargo, la fórmula fue obtenida por Taylor y por otro matemático 
inglés, James Stirling (1692-1770). El polinomio de Maclaurin de n-ésimo 
grado para una función/, obtenido a partir de (4) con a = 0, es 



P 0 (X)= I 

FIGURA 1 




«> 


De este modo, una función puede aproximarse por medio de un polinomio 
de Taylor en un número a o por un polinomio de Maclaurin. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se calculará el polinomio 

de Maclaurin de n-ésimo grado para la función exponencial natural. Si 
f(x) = e x , entonces todas las derivadas de / en x son iguales a e x y las deri¬ 
vadas evaluadas en cero son 1. Por tanto, de (6), 


PnW = 


x 2 x 3 

1 + * + % + 3 ! 



(7) 



Así, los primeros cuatro polinomios de Maclaurin de la función exponencial 
natural son 


Pq(x) = 1 

P](X) = 1 + x 

P 2 (x) = 1 + x + '-x 2 

Pl(x) = 1 + x + \x 2 + ~x 3 


[-3, 3] por [0,4] 
/(*) = <■' 
P,(x) = l +* 

FIGURA 2 


Las figuras 1 a 4 muestran la gráfica de f(x) = e x junto con las gráfi¬ 
cas de Pq(x), P\(x), P 2 (x) y P 2 (x), respectivamente, trazadas en el rectángulo 
de inspección de [-3, 3] por [0,4], En la figura 5 se muestran las gráficas de 
los cuatro polinomios de Maclaurin y la gráfica de f(x ) = e x en el mismo 
sistema coordenado. Observe cómo los polinomios aproximan e x para 
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m = e* 

P 2 (x) = 1 + X + i* 2 

FIGURA 3 


valores de x cercanos a cero, y note que conforme n se incrementa, la 
aproximación mejora. Las tablas 1 y 2 proporcionan los valores de e x , P n (x) 
(cuando n es igual a 0, 1, 2 y 3) y e x - P n (x) para x = .0.4 y x = 0.2, 
respectivamente. Observe que con estos dos valores de x, a medida que x 
está más cerca de 0, es mejor la aproximación para un P n (x) específico. 4 


Tabla 1 Tabla 2 


n 


PJOA) 

e aA - P n (0A) 

n 

e 0 - 2 

P„( 0.2) 

e 02 - PJ 0.2) 

0 

1.4918 

í 

0.4918 

0 

1.2214 

1 

0.2214 

1 

1.4918 

1.4 

0.0918 

1 

1.2214 

1.2 

0.0214 

2 

1.4918 

1.48 

0.0118 

2 

1.2214 

1.22 

0.0014 

3 

1.4918 

1.4907 

0.001 í 

3 

1.2214 

1.2213 

0.0001 


De (5), la forma de Lagrange del residuo, cuando P n (x) es el polinomio de 
Maclaurin de n-ésimo grado para la función exponencial natural, es 



f(x) = e x 

P¡(x) = 1 + x + l* 2 + l* 3 

FIGURA 4 


R n (x) = x n+1 donde z está entre 0 y x (8) 

(■n + 1 )! 

En particular, si P 3 (x) se emplea para aproximar e x , entonces 

pt A 

/? 3 (jc) = — x 4 donde z está entre 0 y x 

y 

e x = P 3 (x) + R 3 (x) 


► EJEMPLO 1 Utilice un polinomio de Maclaurin para determinar 

el valor de -Je con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

Solución Si/(x) = e x , entonces el polinomio de Maclaurin de n-ésimo 
grado de/está dado por (7) y la forma de Lagrange del residuo está dada por 

(8). Si se considera* = | en (8), entonces 



e z 

(n + 1)1 



donde 0 < z < \ 



Así, 

!*"(§ I < 2 n+ Hn + 1)1 

Como e < 4, entonces e 1 / 2 < 2, de modo que 

Ir ÍA I < 2 = 1 

I n \2j I 2 n+[ (n + 1)1 2 "(n + 1)1 


Debido a que el valor de -Je se aproximará con cuatro cifras decimales, se 
desea que |í?„(j)| sea menor que 0.00005; |í?„(j)| será menor que 
0.00005 si l/2"(n + 1)1 < 0.00005. Cuando n = 5, 

1 = 1 

2"(n + 1)1 (32)(720) 


FIGURA 5 


= 0.00004 
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Como 0.00004 < 0.00005, se considera P 5 ( |) como la aproximación de Ve 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. De (7), 

5V 2 ; 2 8 48 384 3 840 

de donde se obtiene Ve = 1.6487. 4 



► EJEMPLO 2 Estime en la graficadora los valores de x para los 
cuales P 5 (x) aproxima e x con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

Solución Si P¡(x) aproxima a e x con una exactitud de cuatro cifras 
decimales, entonces 

| e* - P 5 (x) ¡ < 0.00005 

La figura 6 muestra la gráfica de y = e x - P¡(x), es decir, 


y = e x 


( 


1 + x + 


£Í 

2 ! 


£Í 

3! 


£l 

4! 


5! ) 


y = 0.00005 y y = -0.00005 

FIGURA 6 



P iM = x 

FIGURA 7 


y = e- 1 - (1 + x + x 2 ¡l\ + x 3 /3! + x 4 /4! + x 5 /5!) 

y las rectas y = +0.00005 trazadas en el rectángulo de inspección de [-1, 1] 
por [-0.0001,0.0001], Al emplear el procedimiento de intersección 
(intersect), o los de rastreo y aumento ( trace y zoom-in ), de la graficadora, 
se determina que la curva y la recta y = 0.00005 se intersectan cuan¬ 
do x = -0.5824 y x = 0.5667. De esta forma, se concluye que cuando 
-0.5824 < x < 0.5667, P$(x) aproxima e x con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. 

Esta respuesta apoya la conclusión del ejemplo 1 de que P 5 ( {) apro¬ 
xima a Ve con una exactitud de cuatro cifras decimales. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Ahora se determinará el 

polinonio de Maclaurin de n-ésimo grado para la función seno. Si f(x) = sen x, 
entonces 

f'(x) = eos x f"(x) = -sen* f”'(x) = -eos x 

f w (x) = sen x / <5> (x) = eos x / (6, (x) = - sen x 

y así sucesivamente. De esta forma,/(0) = 0, 

/'( 0 ) = 1 /"( 0 ) = 0 /"'( 0 ) = -1 /< 4 >( 0 ) = 0 f (5 H0) = 1 


etcétera. De (6), 



FIGURA 8 


y así sucesivamente. 
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[-6, 61 por [-4, 4] 
/(*) = sen x 



FIGURA 9 


Las figuras 7 a 10 muestran la gráfica de la función seno junto con las 
gráficas de sus polinomios de Maclaurin de grados 1,3,5 y 7, respectivamente, 
trazadas en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-4, 4], La figura 11 
muestra las gráficas de estos cuatro polinomios de Maclaurin y la gráfica de 
f(x) = sen x dibujados en el mismo sistema coordenado. Observe que las 
aproximaciones polinomiales mejoran conforme n se incrementa. 4 


► EJEMPLO 3 (a) Determine la exactitud cuando se utiliza el 

polinomio de Maclaurin de grado 7 de la función seno, P-¡(x), para aproximar 
sen 0.5. (b) Apoye gráficamente la respuesta del inciso (a), (c) Calcule P-¡( 0.5) 
para aproximar sen 0.5 con una exactitud en el número de cifras decimales 
considerado en la respuesta del inciso (a). 



„ , , X X X 

- * 6 120 5 040 

FIGURA 10 


Solución 

(a) De (3) con f(x) = sen x y n = 7, se tiene 
sen x = P-¡(x) + R-¡(x) 

Así, 

sen 0.5 = P 7 (0.5) + R 7 (0.5) 
donde, de (5) con x = 0.5 y a = 0, 

/? 7 (0.5) = f (0.5) 8 donde z está entre 0 y 0.5 

o! 

= 0.0000001 sen z 
Como ) sen z j < 1, entonces 



| /? 7 (0.5) | < 0.0000001 

Por tanto, se concluye que cuando P 7 (0.5) se emplea para aproximar 
sen 0.5, el valor es aproximado a seis cifras decimales. 

(b) A fin de apoyar la respuesta del inciso (a), debe mostrarse que cuando 
x = 0.5, | R-¡(x) ¡ < 0.0000001. Como R 7 (x) = sen x - P 7 (x), y del 
cálculo del ejemplo ilustrativo 2, para la función seno, 

X^ x 7 

P^= *-T + l2Ó- 5 04Ó 
se trazan las gráficas de 



/ *5 x 1 \ 

y = sen*- ^ ~ T + 120 ~ 5040 j 

y = 0.0000001 y y = -0.0000001 

FIGURA 12 


y = sen x - 



x 7 

5 040 ; 


y 


y = ±0.0000001 


en el rectángulo de inspección de [-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002], 
como se muestra en la figura 12. Si se utiliza el procedimiento de inter¬ 
sección (internet), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in), de la 
graficadora, se determina que la curva y las rectas se intersectan en los 
puntos donde x = ±0.6921, Como -0.6921 < 0.5 < 0.6921, se ha 
apoyado la respuesta del inciso (a). 

(c) Al sustituir 0.5 por x en la expresión para P-¡(x), se tiene 


P 7 (0.5) 


(05)1 . (05]i _ (05)1 
6 120 5 040 


= 0.47942553 
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Del inciso (a), este cálculo es preciso con seis cifras decimales. Por tanto, 
sen 0.5 = 0.479426 ◄ 


► EJEMPLO 4 Determine el polinomio de Taylor de tercer grado 
de la función coseno en y la forma de Lagrange del residuo. Trace las gráfi¬ 
cas del polinomio y de la función coseno en el mismo rectángulo de inspección. 


Solución Sea/(x) = eos x. Entonces de (4), 


w=/(!) */'(!)(- !)♦ 





[- 2 T, k] por [-2, 2] 
f(x ) = eos* 

P 3 (x) = -42 - -4l{x - i ít) • 


'-42 {x - '-K? + ±42 (X- iff) 3 

4 4 12 4 

FIGURA 13 


Como f(x) - eos x,f(x) = -sen x,f"(x) = -eos x,f"(x) = sen x, 
f(\n) = iV2 fX\7t) = -IV2 /"(>) = -|V2 = i 4l 

Por tanto, 

P 3 (x) = i V2 - |V2(x - ¿a) - iV2(* - + ¿V2(x - i*) 3 

Como/ (4) (x) = eos x, de (5) se obtiene 

R 3 (x) = dj(cos¿)(;t - ±tt) 4 donde z está entre inyx 

Debido a que | eos z | < 1, se concluye que | R 3 (x) | £ ±(x - ^7íf para 
toda x. 

La figura 13 muestra las gráficas de P 3 (x) y de f(x) = eos * trazadas 
en el rectángulo de inspección de [~n, n] por [-2, 2], Observe cómo la gráfica 
del polinomio aproxima la gráfica de la función coseno cerca de x = ijr. 4 


► EJEMPLO 5 Utilice el polinomio de Taylor de tercer grado de 
la función coseno en '-n, determinado en el ejemplo 4, para calcular un 
valor aproximado de eos 47°, y determine la exactitud del resultado. 


Solución 47° ~ ^ n rad. Por tanto en la solución del ejemplo 4 se 
considera x = ? x ~ \ K ~ k K ' y 

eos47° = {V2[l - + i(¿*) 3 ] + (9) 

donde 

= ¿cosz(¿w) 4 donde ijr < z < n 
Como 0 < eos z < 1, 


0 < * 3 (£w) < < 0.00000007 (10) 

Si se considera L n = 0.0349066, de (9) se obtiene 
eos 47° = 0.681998 

lo cual tiene una exactitud de seis cifras decimales debido a la desigual¬ 
dad (10). ◄ 

Ahora se demostrará el teorema 8.1.1. Se conocen varias demostra¬ 
ciones de este teorema, aunque ninguna está bien motivada. La siguiente 
demostración utiliza el teorema de del valor medio de Cauchy (7.7.3). 
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Demostración del teorema 8.1.1 Sean F y G dos funciones defini¬ 
das por 


F(x) = m - m - - x) - (b- X) 2 - ... 


y 


G(x) = 


(.b - jt )"* 1 

(n+1)! 


(n - 1 )! 


(b - x )"-> 


f M (*) 

n! 


(b ~ 


x) n 


( 11 ) 

( 12 ) 


Entonces se deduce que F(b) = Oy G(b) = 0. Al diferenciar (11) se obtiene 


F ■ w = -f'(x) + nx) - r(x)(b - X) + ~- x ) - - * )2 - + ■ x)2 

f (4) (x)(b - x) ' jn - l)/<"-b(x)(¿> - x)"- 2 f (n) ix){b - *)"-■ 

3! " (n - 1)! (n - 1)! 

nf^(x)(b - x ) n ~ 1 f( n+l Hx)(b - x) n 
+ ni ni 

Al reducir términos semejantes se observa que la suma de cada término 
impar y el siguiente término par es igual a cero; de modo que sólo queda el 
último término. Por tanto, 

F'(x) = xr (13) 

Si se deriva en (12) se obtiene 

G\x) = -Ub-xY (14) 

n\ 

Al verificar la hipótesis del teorema del valor medio de Cauchy se ob¬ 
serva que 

(i) F y G son continuas en [a, b]\ 

(ii) F y G son diferenciabas en (a, b)\ 

(iii) para toda x en (a, b), G'ix) ^ 0. 

De modo que, por la conclusión del teorema, 

F(b) - F(a) _ F'(z) 

G(b) - G(a) G'(z) 


donde z está en (a, b). Pero F(b) - 0 y G(b) = 0. Por lo que 

F (a) = ~}c(a) (15) 

para alguna z en (a, b). 

Si se considera x = a en (12), x = z en (13) y x = z en (14), y si se 
sustituyen en (15) se obtiene 


Fia) = - 


f (n+,) (z) 


(b - z) n 


L (b-zY J (n + 1)! 


ib-ay 


n+1 


Fia) = - aY*' 

y ’ (n + 1)! 1 ’ 

Si x = a en (11), resulta 


(16) 


Fia) = f{b) - f(a) - f\a)(b - a) 


HA) 


ib - a) 2 


n-'Ha) 


ib - a) n 


2! (n -1)! 

Al sustituir de (16) en la ecuación anterior, se tiene 


-1 _ 


/ (n) (o) 


(b - a) n 
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f(b) = f(a) + f(a)(b -a) + - a) 2 + . . . + í ^~(b ~ fl) n + {b ~ a) " +1 

lo cual es el resultado deseado. El teorema se cumple si b < a debido a que 
la conclusión del teorema del valor medio de Cauchy no se afecta si a y b 
se intercambian. ■ 

Existen otras formas del residuo de la fórmula de Taylor. Dependiendo 
de la función, puede convenir emplear una forma del residuo más que otra. 
El teorema siguiente, llamado fórmula de Taylor con forma integral del 
residuo, expresa el residuo como una integral. 


8.1.2 Teorema Fórmula de Taylor con forma integral 
del residuo 


Si/ es una función cuyas primeras n + 1 derivadas son continuas en un 
intervalo cerrado que contiene a a y x. entonces/(x) = P n (x) + R„(x), 
donde P n (x) es el polinomio de Taylor de n-énesimo grado de /en a y 
R„(x) es el residuo dado por 

/?„(.<) = f (x - t y/(" +v >(r)d/ 
n 'Ja 

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer¬ 
cicio 40). 

Se ha visto cómo una función puede aproximarse mediante una suce¬ 
sión de polinomios de Taylor. Los valores de estos polinomios para una valor 
dado de x puede considerarse como una sucesión de números, tema de la 
siguiente sección. El polinomio de Taylor de n-ésimo grado es la suma de 
n + 1 términos, y conforme n crece sin límite, la suma puede o no aproxi¬ 
marse a un límite. Tales consideraciones forman las bases de las series in¬ 
finitas, definidas en la sección 8.3 y es el tema principal de este capítulo. 


EJERCICIOS 8.1 


En los ejercicios 1 a 10, determine el polinomio de Maclaurin del 
grado indicado para la junción f con el residuo en la forma de 
Lagrange. Trace las gráficas de f y del polinomio en el mismo 
rectángulo de inspección y observe cómo la gráfica del poli¬ 
nomio aproxima la gráfica de f cerca del punto donde x - 0. 

L f(x) = ; 8 rado 4 2 - /(*) = 7^-3 ; 8 rado 5 

3. /U'l = e~ a ;grado 5 4. / (a ) = tan x; grado 3 

5. f(x) = eos x; grado 6 6. f(x) — cosh x; grado 4. 

7. f(x) = senh x; grado4 8 . f(x) = e~' 2 ; grado 3 

9. f(x) = (1 + x ) 3 ^ 2 ; grado 3 

10. f(x) = (1 - xf^ 2 \ grado 4 

En bs ejercicios II a 18, determine el polinomio de Taylor del 
grado indicado en el número a para la función f con el residuo en la 
forma de Lagrange. Trace las gráficas de f y del polinomio en 
el mismo rectángulo de inspección y observe cómo la gráfica del 
polinomio aproxima la gráfica de f cerca del punto donde x = a. 


11. f(x) = x 3 ^ 2 ; a = 4; grado 3 

12. f(x) = 4x ; a = 4; grado 4 

13. f(x) = sen x\ a = d n\ grado 3 

14. f(x) = eos x; a = | k\ grado 4 

15. f(x) = In x; a = 1; grado 5 

16. f(x) = ln(x + 2); a = -1; grado 3 

17. f(x) = ln eos x; a = d K\ grado 3 

18. f(x) = x sen x\ a = | K\ grado 5 

19. Calcule el valor de e con una exactitud de cinco cifras 
decimales, y demuestre que la respuesta tiene la exactitud 
requerida. Apoye gráficamente la respuesta. 

20. Realice el ejercicio 19 para el valor de e~'^ 2 . 

21. Calcule sen 31 ° con una exactitud de tres cifras decimales 
empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen¬ 
te la respuesta. 
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22. Calcule eos 59° con una exactitud de tres cifras decima¬ 
les empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen¬ 
te la respuesta. 

23. Estime el error que resulta cuando eos x se sustituye por 
1 - d x 2 si | X | < 0.1. 

24. Estime el error que resulta cuando sen x se sustituye por 
x - |x 3 si \x | < 0.05. 

25. Estime el error que resulta cuando Vi + x se sustituye 
por 1 + ¿x si 0< x < 0.01. 

26. Estime el error que resulta cuando 1/Vx se sustituye por 
| - ¿x si 0.99 < x < 1.01. Sugerencia: sea 3 - k x ~ 

1 - \{x - 1). 

27. Estime el error que resulta cuando e x se sustituye por 
1 + x + |x 2 si |x| < 0.01. 

28. Utilice el polinomio de Maclaurin para la función defini¬ 
da por f(x) = ln(l + x) para calcular el valor de ln 1.2 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

29. Emplee el polinomio de Maclaurin para la función defi¬ 
nida por 


para calcular el valor de ln 1.2 con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. Compare el cálculo con el del ejercicio 28. 

30. Demuestre que si 0 < x < T, entonces 

x 3 

senx = x - — + R(x) 
donde | R(x) | < 

31. Utilice el resultado del ejercicio 30 para determinar un 
valor aproximado de \ sen x 2 dx, y estime el error. 

32. Demuestre que la fórmula (1 + x) 3 ^ 2 = 1 + | x es exacta 
con tres cifras decimales si -0.03 < x á 0. 

33. Demuestre que la fórmula (1 + x) -1 ^ 2 = 1 - 1 x es exacta 
con dos cifras decimales si -0.1 s x < 0. 

34. Dibuje la gráfica de y = sen x y y = mx en el mismo 
sistema de ejes. Observe que si m es positivo y cercano a 
cero, entonces las gráficas se intersectan en un punto cuya 
abscisa está cerca de n. Determinando el polinomio de 


Taylor de segundo grado en trpara la función/definida por 
/(x) = sen x - mx, muestre que una solución aproxima¬ 
da de la ecuación sen x = mx, donde m es positivo y está 
cerca de cero, está dada por x - tr/(l + m). 

35. Emplee el método descrito en el ejercicio 34 para deter¬ 
minar una solución aproximada de la ecuación cot 
x = mx cuando m es positivo y está cerca de cero. 

36. (a) Utilice el polinomio de Maclaurin de primer grado para 
aproximar e k si 0 < k < 0.01. (b) Estime el error en tér¬ 
minos de k. 

37. Aplique la fórmula de Taylor para expresar el polinomio 

P(x) = x 4 - x 3 + 2x 2 - 3x + 1 
como un polinomio en potencias de x - 1 . 

38. (a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de 
n-ésimo grado para e x y compare el nuevo polinomio con 
el polinomio para e x . (b) Integre término a término el 
polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado para e x , deter¬ 
mine la constante de integración y compare el nuevo po¬ 
linomio con el polinomio para e x . 

39. (a) Derive término a término el polinomio de Maclaurin de 
n-ésimo grado para sen x y compare el nuevo polinomio 
con el polinomio para eos x. (b) Integre término a término 
el polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado para sen x, 
determine la constante de integración y compare el nuevo 
polinomio con el polinomio para -eos x. 

40. Demuestre el teorema 8.1.2. Sugerencia: del teorema 4.7.2 
J f(t) dt = /(x) - f(á). Resuelva para /(x) e integre 

j 1 f\t) dt por partes considerando u = f(t) y dv = dt. 
Repita este proceso, y el resultado deseado se deduce me¬ 
diante inducción matemática. 

41. (a) Demuestre que los términos del polinomio de Maclaurin 
de n-ésimo grado de una función impar contienen sólo 
potencias impares de x. (b) Demuestre que los términos 
del polinomio de Maclaurin de n-ésimo grado de una 
función par contienen sólo potencias pares de x. 

42. Cuando se emplea un polinomio de Taylor en potericias de 
x - a para aproximar un valor de función en un número 
particular x h ¿qué hechos influyen en la elección de a? 
Ilustre la respuesta para las funciones definidas por 
/(x) = e x y g(x) = senx. 


8.2 SUCESIONES 

Sin duda, ha encontrado sucesiones de números en sus estudios anteriores de 
matemáticas. Por ejemplo, los números 

2, 4, 6, 8, 10 

forman una sucesión. Esta sucesión se denomina finita porque tiene un últi¬ 
mo número. Si un conjunto de números que forman una suceción no tiene 
último número, se dice que la sucesión es infinita. Por ejemplo, 

1 2 3 4 

3 ’ 5 ’ T 9’ - ‘ - 


(1) 
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es una sucesión infinita; los tres últimos puntos indican que no hay último 
número en la sucesión. Como el Cálculo trata con sucesiones infinitas, la 
palabra “sucesión” en este texto significará “sucesión infinita”. Se iniciará el 
estudio de esta sección con la definición de función sucesión. 


8.2.1 Definición de función sucesión 


Una función sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto 

(1,2,3,4./>,...} 

de todos los números enteros positivos. 

Los números del contradominio de una función sucesión se denominan 
elementos. Una sucesión consiste de los elementos de una función sucesión 
listados en orden. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea /la función definida por 

An) = —2— ne{ 1,2,3,4,...} 

2 n + 1 

Entonces /es una función sucesión, y 

/(O = 5 /( 2 ) = | /(3) = | /(4) = i /(5) = ¿ 

y así sucesivamente. Los elementos de la sucesión definida por / son j|, 
|, |, etcétera; y la sucesión es la (1). Algunos de los pares ordenados 
de la función sucesión/son (1, |), (3, |), (4, |), y (5, f¡)- 4 

Por lo general, cuando los elementos se listan en orden se indica el 
n-ésimo elemento f(n) de la sucesión. De este modo, los elementos de la 
sucesión (1) pueden escribirse como 

1 2 3 4 n 

3’5’7’9”' ’2 n + l’ M " 

Puesto que el dominio de cada función sucesión es el mismo, puede em¬ 
plearse la notación [fin)} para denotar una sucesión. Así, la sucesión (1) 
puede denotarse por [n/(2n + 1)). También se utiliza la notación de su¬ 
bíndice {a n j para expresar una sucesión para la cual fin) = a„. 

La gráfica de una función sucesión puede trazarse de varias maneras en 
la graficadora (consulte el manual del usuario). Si la graficadora carece de 
ese procedimiento, una alternativa para graficar la sucesión [fin) ¡ consiste 
en trazar la gráfica de la función f(x) correspondiente, donde x es un núme¬ 
ro rea! y x > 1; entonces las coordenadas y de la gráfica para valores 
enteros positivos de x son los elementos de la sucesión. En el ejemplo si¬ 
guiente se muestra otro procedimiento para graficar una función sucesión, 
el cual emplea el modo paramétrico-punto. 


O EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la gráfica de 

la función sucesión del ejemplo ilustrativo 1, primero asegúrese de activar la 
graficadora en modo paramétrico-punto. Después considere 
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[0,25] por [0,1] 

- t y y = —- 
2 1 

FIGURA 1 



y asigne los siguientes valores a los parámetros para el rectángulo de inspec¬ 
ción. í m ¡ n = 1, t m áx = 25, ^step = ^' -*mín = 0, .* m áx = 25, ^ sc | = 1, 
>"mín = 0, >'máx = 1 y >' sc | = 0.5. La gráfica que se obtiene se muestra en la 
figura 1. Recuerde que las coordenadas y de los puntos son "los elementos 
de la sucesión. 4 

Se dice que la sucesión 

a i> a 2 < a 3, ■ ■ ■, a n ,... 
es igual a la sucesión 
b\, b 2 , b 2 ,....., b n ,... 

si y sólo si a t = b¡ para todo número entero positivo i. Recuerde que una 
sucesión consiste de un ordenamiento de elementos. Por tanto, es posible 
que dos sucesiones tengan los mismos elementos y que sean diferentes. Esta 
situación se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La sucesión {1 ¡n] tiene 

como elementos los recíprocos de los números enteros positivos 


FIGURA 2 


,111 1 

’ 2’ 3’ 4. n 


( 2 ) 


ñn) 


( 1 , 1 )/ 


HFKFH) 



La sucesión para la cual 


fin) = 


2 

n + 2 

1 


si n es impar 
si n es par 


tiene como elementos 


FIGURA 3 


1 I lili 

L, 2 , L, 3 , i, 4 , . . . 


(3) 


[0,1] por [0. 3] 


FIGURA 4 



Los elementos de las sucesiones (2) y (3) son los mismos, sin embargo, las 
sucesiones no son iguales. Las gráficas de las funciones sucesiones para 
las sucesiones (2) y (3) se muestran en las figuras 2 y 3, respectivamente. 4 

Los puntos correspondientes a los elementos sucesivos de una suce¬ 
sión pueden trazarse sobre una recta numérica. Esto se muestra en la figu¬ 
ra 4 para la sucesión (1), sobre la recta horizontal y = 2. Para obtener esta 
figura se activó la graficadora en modo paramétrico-punto y se consideró 


con los siguientes valores para los parámetros del rectángulo de inspección: 
Imín = (máx ~ 10, fitep = L ^mín = 0, -T m áx = L -r sc ¡ = 0.5, = 0, 

y m áx = 3 y y sc i = 1. En figura 5, se han ubicado en una recta numérica 
los cinco puntos que representan los primeros cinco elementos de la su¬ 
cesión. Observe en las figuras 4 y 5 que los elementos consecutivos de 
la sucesión están cada vez más cerca de 2, aunque ningún elemento de la 
sucesión tiene el valor de Intuitivamente se observa que un elemen¬ 

to estará tan cerca a - como se desee al considerar el número del ele- 
2 

mentó lo suficientemente grande. O dicho de otra manera, se puede hacer 
|n/(2n + 1) - f | menor que cualquier número positivo e dado conside¬ 
rando n suficientemente grande. Debido a esto, se dice que el límite de la 
sucesión {n/(2n + 1)} es |. 


FIGURA 5 
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En general, si existe un número L tal que \a„ - L\ es arbitrariamen¬ 
te pequeño para una n suficientemente grande, se dice que la sucesión ( a„) 
tiene el límite L. 


8.2.2 Definición del límite de una sucesión 


Una sucesión [a„) tiene el límite L si para cualquier e > 0 existe un 
número N > 0 tal que si n es un número entero y 

si n > Ai entonces | a n - L \ < € 
y se escribe 

Km a„ = L 


Compare esta definición con la definición 3.7.1 del límite de/(x) con¬ 
forme x crece sin límite. Las dos definiciones son muy idénticas; sin em¬ 
bargo, cuando se dice que lím f(x) = L, la función / está definida para 
todos los números reales mayores que algún número real r, mientras que 

cuando se considera lím a„, se restringe n a los números enteros positivos. 
/!-* + » 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la definición 3.7.1. En el 
ejercicio 56 se le pedirá que escriba la demostración formal. 


8.2.3 Teorema 


Si lim f(x) = ¿, y / está definida para todo número entero positivo, 

X—» + •• 

entonces también lím fín) = L, cuando n se restringe a los núme- 
ros enteros positivos. 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se aplica el teorema 8.2.3 a 

la sucesión (1) donde f(n) = n/(2n + 1), de modo que/(x) = x¡(2x + 1). 


lím 


2x + 1 


lim -p 

x _, + _ 2 + i 
x 


i 

Así, del teorema 8.2.3, \vmj(n) = ' 2 cuando n se restringe a los números 
enteros positivos. 4 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la sucesión 

{(—l)" +, /n}. Observe que el n-ésimo elemento de esta sucesión es (-1 )" +l /n, 
y que (-1)" +1 es igual a +1 cuando n es impar, y es igual a -1 cuando n es par. 
En consecuencia, los elementos de la sucesión pueden ser escritos como 

i _ I i _ I 1 (~l) n+l 

’ 2’ 3’ 4’ 5’ '' '’ n ’ '‘ ' 

La figura 6 muestra los puntos correspondientes a los elementos sucesivos 
de la sucesión ubicados en una recta numérica. En la figura, a\ = 1, = 

~2 ,a ^~ 3 ’ fl 4 — — 4 ,í 3 5 — 5 ’ ^6 “ — 6’ a l = 7 ’ — - 8 > fl 9 — 9> 

<3 1 o = -jj. El límite de la sucesión es 0, y los elementos oscilan alrede¬ 
dor de 0. 4 







8.2 SUCESIONES 651 



FIGURA 6 

Si una sucesión [a n ) tiene un límite, se dice que la sucesión es convergente, 
y a n converge a ese límite. Si la sucesión no es convergente, es divergente. 



FIGURA 7 


► EJEMPLO 1 Determine si la sucesión es convergente o di¬ 
vergente y apoye gráficamente la respuesta: 


4 n 2 
In 1 + 


Solución Se desea determinar si lím 4n 2 /(2n 2 + 1) existe. Se con- 
sidera f(x) = Ax 2 ¡(2x 2 + 1), y se investiga lím f(x) 


lím 

X —» + <*> 


4x 2 

2x 2 + 1 



= 2 


Por tanto, por el teorema 8.2.3, lím f(n) = 2. De este modo, la sucesión 

n—» +°° 

dada es convergente y 4n 2 /(2n 2 + 1) converge a 2. 

La figura 7 muestra la gráfica de / y la recta y = 2 trazadas en el rec¬ 
tángulo de inspección de [ 1,20] por [0, 4] apoya la respuesta debido a que 
la recta parece ser una asíntota horizontal de la gráfica de/. 

También se puede apoyar la respuesta trazando la gráfica de la función 
sucesión correspondiente y observando que las coordenadas y de puntos su¬ 
cesivos están cada vez más cerca de 2. 4 


► EJEMPLO 2 

vergente: 


Determine si la sucesión es convergente o di- 


n ) 

n sen — > 

« ) 

Solución Se desea determinar si lím n sen(iz/n) existe. Se considera 
f(x) = x sen (tcIx) y se investiga lím fix). Como f(x) puede escribirse 
como [sen(^/x)]/(l/x)y lím sen (njx) = 0 y lím (I lx) = 0,puedeapli- 

X—» + <» x—♦ + oo 

carse la regla de L’Hópital a fin de obtener 
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n n 
eos — 


lím f(x) = lím 


= lím n eos — 
i-> + ~ x 

= K 


Por tanto, lím f(n ) = n. Así, la sucesión es convergente y n sen(7r/n) 
converge a it. ^ 


► EJEMPLO 3 Demuestre que si | r | < 1 , entonces la sucesión 
(/■") es convergente y r" converge a cero. 

Solución Primero se considera r - 0. Entonces la sucesión es (0) y 
lím 0 = 0. De este modo, la sucesión es convergente y el n-ésimo ele- 

mentó converge a cero. 

Si 0 < | r | < 1, se debe demostrar que se cumple la definición 8.2.2 
con L = 0. Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe un 
número N > 0 tal que si n es un número entero y 



si 

n 

> N 

entonces 

| r n - 0 | < € 

(4) 

<=> 

si 

n 

> N 

entonces 

j r 1" < e 


<=> 

si 

n 

> N 

entonces 

ln ¡ r |" < ln € 


<=> 

si 

n 

> N 

entonces 

n ln | r 1 < ln e 



Como 0 < j r | < 1, ln | r | < 0. La proposición anterior es equivalente a 

Ine 

si n > N entonces n > —¡—¡ 

ln M 

Por tanto, si A = ln e/ln | r | , se cumple (4). En consecuencia, lím r n = 0. 
De modo que la sucesión { r n ) es convergente y r n converge a cero. ^ 

El teorema siguiente incorpora los teoremas de límites para sucesiones 
que son análogos a los teoremas de límites para funciones. Las demostra¬ 
ciones se omiten debido a que son semejantes a las demostraciones de los 
teoremas correspondientes para límites de funciones. 


8.2.4 Teorema 


I a n ) y lb„) son sucesiones convergentes ye es una constante, entonces 


(i) 

La sucesión constante (c) tiene a c como su límite 

(«) 

lim 

A-»tM 

ca„ = c lim a„; 

fl—*t m 


(Hi) 

lim 

(a. ± b.) = lim a„ ± lím 

b n \ 

(iv) 

lim 

= („!™_ «»)(*4 




' / ' / 

a línl a n 


(y) 

lim 

r- = a Tr*"~¡r si lim K * 

b lim b n »-»»- 

n + — 

0, y cada b„ * 0. 


► EJEMPLO 4 

sucesión 


Aplique el teorema 8.2.4 para demostrar que la 


4n 3 it 

-sen — 

2n 2 + 1 « 

es convergente, y determine su límite. 




8.2 SUCESIONES 653 


Solución 


El n-ésimo elemento de la sucesión puede escribirse como 


4 n 3 

2 n 2 + 1 


4 n 2 

2 n 2 + 1 


n sen — 
n 


En el ejemplo 1 se mostró que la sucesión {4n 2 /(2n 2 + l)} es convergente 
y que lím [4n 2 /(2n 2 + 1)] = 2. En el ejemplo 2 se mostró que la su- 

71—> + 

cesión {n sen(7r/r¡)} es convergente y que lím [n sen(7t/n)] = n. En con¬ 
secuencia, por el teorema 8.2.4(iv), 


lim 

n-*+° 


4 n 2 

2 n 2 + 1 


n sen — 
n 


lím 

71 —> 4-oo 


4n 2 

2 n 2 + 1 


lím n sen — 
n-4+oc n 


= 2 <n 

Por tanto, la sucesión es convergente y su límite es 2 n. 


◄ 


Cierto tipo de sucesiones reciben nombres especiales. 


8.2.5 Definición de sucesiones creciente y decreciente 


Una sucesión {a„| es 
(i) creciente si a n <, a„ +I para toda n; 

(U) decreciente si a„ 2 a n+) para toda n. 

Una sucesión es monótona si es creciente o decreciente. 


Si a n < a n+ 1 (un caso especial de a n < a n+l ), la sucesión es estricta¬ 
mente creciente; y si > a n+] , la sucesión es estrictamente decreciente. 


^ EJEMPLO 5 Aplique la definición 8.2.5 para determinar si la 
sucesión es creciente, decreciente o no es monótona: 


(a) 


2 n 



(c) 


(- 1)" +1 1 


Solución 

(a) Los elementos de la sucesión son 

1 2 3 4 n n + 1 

3’5’7’9’"'’27i + r2n + 3’"' 


Note que a n + ] se obtiene de a n reemplazando n por n + 1. 

Vea los cuatro primeros elementos de la sucesión y observe que 
los elementos se incrementan conforme n crece. De esta manera, se 
sospecha que, en general, 


n < n + 1 
2n + 1 2n + 3 


(5) 


La desigualdad (5) puede verificarse si es posible encontrar una desi¬ 
gualdad de la cual se sepa que es válida. Al multiplicar cada miembro 
de (5) por (2n + l)(2n + 3) se obtienen las siguientes desigualdades: 


n(2n + 3) < (n + l)(2n + 1) 
2n 2 +3 n < 2 ti 2 + 3n + 1 


( 6 ) 
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La desigualdad (6) claramente se cumple ya que el miembro derecho 
excede en 1 al miembro izquierdo. Por tanto, se cumple la desigual¬ 
dad (5); así, la sucesión dada es creciente. 

(b) Los elementos de la sucesión son 

ilil I 1 

’2’3’4 . n' n + 1’ ' ' ' 

Como 

I > 

n n + 1 

para toda n, la sucesión es decreciente. 

(c) Los elementos de la sucesión pueden escribirse como: 

1 l _ l (-l) n+1 (-l) n+2 

’ 2’ 3’ 4. n ’ n+1 

Debido a que U] = 1 y «2 = _ | > a i > a 2 - Pero a 3 = 5 1 de modo 
que «2 < a i- De manera más general, considere los tres elementos 
consecutivos 

_ (-1V+ 1 _ (-l) n+2 _ (-l) n+3 

” “ n n+1 “ n + 1 n+1 ~ n + 2 

Si n es impar, entonces a n > a n+i ya n+ ¡ < a n+ 2 ‘, por ejemplo, a\ > a 2 
y ü 2 < (¡ 3 . Si n es par, entonces a n < a n+ | y a n+ ¡ > a n+2 ; por ejem¬ 
plo, a 2 < <ij y üj > < 34 . En consecuencia, la sucesión no es creciente 
ni decreciente; de modo que no es monótona. A 

Las respuestas del ejemplo 5 pueden apoyarse gráficamente al trazar 
la gráfica de la función sucesión correspondiente. La figura 1 apoya la res¬ 
puesta del inciso (a) de que la sucesión es creciente, y la figura 2 apoya la 
respuesta del inicio (b) de que la sucesión es decreciente. 

Para muchas sucesiones (/(n)) se puede determinar si la sucesión es 
monótona calculando f(x) y aplicando el teorema 3.4.3, como se muestra en 
el ejemplo ilustrativo siguiente. 


D> 

(a) 


(b) 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

Para la sucesión {nj(2n + 1)} del ejemplo 5(a) considere 


m = 


2 x + 1 


f(x) = 


1 


(2jc + l) 2 


Como f(x) > 0 para toda x > 1, entonces la sucesión es creciente. 
Para la sucesión {1 ¡ti) del ejemplo 5(b) considere 


f(x) = i y f(x) = -\ 
x X 1 

Debido a que f(x) < 0 para toda x > 1, entonces la sucesión es de¬ 
creciente. A 


8.2.6 Definición de cotas inferior y superior de una 
sucesión 


El número C es una cota Inferior de la sucesión {a„} si C S a„ para to¬ 
dos los números enteros positivos n; el número D es una cota superior 
de la sucesión {a„} si a n <, D para todos los números enteros positivos n. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 El número cero es una cota 

inferior de la sucesión ( n/(2n + 1)) cuyos elementos son 

1 2 3 4 n 

3 ’ 5 ’ 7 ’ 9.2n + 1’ ' ' ’ 

Otra cota inferior de esta sucesión es |. En realidad, cualquier número que 
sea menor que o igual a | es una cota inferior de esta sucesión. 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la sucesión {1 ¡n} cu¬ 
yos elementos son 

lili I 

’ 2 ’ 3 ’ 4 

el número 1 es una cota superior; también 26 es una cota superior. Cualquier 
número que sea mayor que o igual a 1 es una cota superior de esta sucesión, 
y cualquier número no positivo servirá como cota inferior. 4 

Observe en los ejemplos ilustrativos 7 y 8 que una sucesión puede te¬ 
ner muchas cotas superiores e inferiores. 


8.2.7 Definición de máxima cota inferior y mínima 
cota superior de una sucesión 


Si A es una cota inferior de una sucesión (a,,} y si A tiene la propiedad 
de que para cada cota inferior C de (a n ), C £ A, entonces A es la 
máxima cota inferior de la sucesión. De manera semejante, si B es 
una cota superior de una sucesión [a n | y si B tiene la propiedad de que 
para cada cota superior D de \a n ), B í D, entonces B es la mínima 
cota superior de la sucesión. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para la sucesión [n¡(2n + 1)} 

del ejemplo ilustrativo 7, j es la máxima cota inferior debido a que cada 
cota inferior de la sucesión es menor que o igual a |. Además, j es una cota 
superior de la sucesión porque 

= _.!.. < I 

2n + 1 2 + i 2 

n 

para toda n, y como cada cota superior de la sucesión es mayor que o igual 
a ^, este número es la mínima cota superior de la sucesión. A 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La mínima cota superior 

de la sucesión (1 /n) del ejemplo ilustrativo 8 es 1 ya que cada cota supe¬ 
rior de la sucesión es mayor que o igual a 1. La máxima cota inferior de esta 
sucesión es 0. A 


8.2.8 Definición de una sucesión acotada 


Una sucesión es acotada si y sólo si tiene una cota superior y una cota 
inferior. 
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Como la sucesión |l/n( del ejemplo ilustrativo 10 tiene una cota su¬ 
perior y una cota inferior, es acotada. Esta sucesión también es decreciente 
y en consecuencia es una sucesión monótona acotada. Además, como 
lím (1 / n ) = 0, está sucesión es convergente. El teorema 8.2.10, el cual se 
deduce rápidamente, garantiza que una sucesión monótona acotada es con¬ 
vergente. En contraste, la sucesión {n} es monótona porque es creciente, 
pero no es acotada ya que lím n = +oo. 

La siguiente propiedad es una de las más importantes del sistema de 
los números reales y se empleará en la demostración del teorema 8.2.10. 


y 



\ 

D 

• (6, 
• O, a 5 ) 
’(4, fl 4 ) 

•(3 ,a 3 ) 

• (2.a,) 

O 

1 2 3 4 5 6 

FIGURA 8 


8.2.9 Axioma de completez* 


Todo conjunto no vacío de números reales que tiene una cota inferior 
tiene una máxima cota inferior. También, todo conjunto de números 
reales que tiene una cota superior tiene una mínima cota superior. 

La segunda oración del enunciado del axioma de completez no es ne¬ 
cesaria porque puede demostrarse a partir de la primera oración. Aquí, se 
incluyó en el axioma con el fin de agilizar la discusión. 

Suponga que { a n ) es una sucesión creciente acotada, y sea D una cota 
superior de la sucesión. Si los puntos (n, a„) se ubican en un sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares, estos puntos estarán debajo de la 
recta y = D. Además, como la sucesión es creciente, los puntos estarán 
cada vez más cerca de D a medida que n aumenta. Vea la figura 8. Por tanto 
los elementos crecen hacia D conforme n crece. Entonces, intuitivamente 
parece que la sucesión {a n } tiene un límite que es D o un número menor que 
D. En realidad esto es lo que ocurre y se garantiza en el teorema siguiente, 
el cual se demuestra en el suplemento de esta sección. 


8.2.10 Teorema 


Una sucesión monótona acotada es convergente. 


Este teorema establece que si [a n ) es una sucesión monótona acotada, 
entonces existe un número L tal que lím a n = L, pero no indica como 

n —» +oo 

determinarlo. Por esta razón, el teorema 8.2.10 se llama teorema de existen¬ 
cia. Muchos conceptos importantes en matemáticas están basados sobre 
teoremas de existencia. En particular, para muchas sucesiones el límite no 
puede determinarse mediante el uso directo de la definición o por medio de 
teoremas de límites, sin embargo, el conocimiento de que tal límite existe 
es importante para los matemáticos. 

Si lee la demostración del teorema 8.2.10, aprenderá que el límite de 
una sucesión creciente acotada es la mínima cota superior B de la sucesión. 
Por tanto, si D es una cota superior de la sucesión, lím a n = B < D. Se 
tiene, entonces, el teorema siguiente. 


8.2.11 Teorema 


Sea K) una sucesión creciente, y suponga que D es una cota superior 
de esta sucesión, entonces ( a „) es convergente y 

lim a. S D 


* N. de T. Otros nombres empleados para este axioma son: de continuidad, de completitud , de plenitud y del supremo. La importancia consiste 
en que, geométricamente, el enunciado del axioma garantiza que la recta numérica real (o eje numérico) no tiene agujeros, es decir, es continua. 
Este hecho, aunque no se hace explícito, es la base para el desarrollo de la geometría analítica. 
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En la demostración del teorema 8.2.10, para el caso cuando la sucesión 
monótona acotada es decreciente, el límite es la máxima cota inferior. El 
siguiente teorema se deduce en forma similar a la del teorema 8.2.11. 


8.2.12 Teorema 


Sea {a„) una sucesión decreciente, y suponga que Ces una cota inferior 
de esta sucesión, entonces (a„) es convergente y 

lim a. & C 


r EJEMPLO 6 Aplique el teorema 8.2.10 para demostrar que la 
sucesión es convergente: 



Solución Los elementos de la sucesión son 

2 1 2 2 2 3 2 4 2" 2" +l 
¥’2!’¥’4Í’''"^!’ (n + 1)!’ ' ' ' 


donde 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. En consecuencia, los elementos 
de la sucesión pueden escribirse como 


2 , 2 , 1 ,!,. 
3 3 


2 « 

' ’ñf’ (n + 1)!’ 


Entonces a¡ = a 2 > a¡ > a 4 ; de modo que la sucesión puede ser decre¬ 
ciente. Debe verificarse si a n > a n+ \-, esto es, se debe determinar si 


2 n 2 n+ * 
n\ (n + 1)! 

« 2 n (n + 1)! > 2" + 1 n! 
O 2"n!(n + 1) > 2 • 2 n n\ 
O n + 1 > 2 


(7) 

(8) 


Cuando n = 1,1a desigualdad (8) se convierte en 2 = 2, y se cumple obvia¬ 
mente (8) cuando n > 2. Como la desigualdad (7) es equivalente a (8), se infiere 
que la sucesión dada es decreciente y por tanto monótona. Una cota superior para 
la sucesión es 2, y una cota inferior es 0. Por tanto, la sucesión es acotada. 

En consecuencia, la sucesión ¡2"/«!} es una sucesión monótona acota¬ 
da, y por el teorema 8.2.10 es convergente. ^ 


El teorema 8.2.10 establece que una condición suficiente para que una 
sucesión monótona sea convergente ésta debe ser acotada, Esta condición 
también es necesaria y se establece en el siguiente teorema, cuya demos¬ 
tración se presenta en el suplemento de esta sección. 


8.2.1 3 Teorema 


Una sucesión monótona convergente es acotada. 

Los teoremas 8.2.10 y 8.2.13 son recíprocos uno del otro y juntos esta¬ 
blecen que: para una sucesión monótona, las propiedades de convergencia y 
de acotamiento son equivalentes. Este hecho será muy útil al estudiar series 
infinitas al final de este capítulo. 
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EJERCICIOS 8.2 


En los ejercicios / a 20, escriba los primeros cuatro elementos de 
la sucesión y determine si es convergente o divergente. Si la su¬ 
cesión converge, calcule su límite y apoye gráficamente la 
respuesta. 


1. 

í «+ ll 

2. • 

Í2n 2 + ll 

3. | 

í n^_ 

í 2« - lj 

[ 3n 2 - n J 

{ n 




4. < 

í 3n 3 + 1 ] 

5. | 

í 3 - 2n 2 1 

| 6. . 

le" 


Un 2 + «! 


[ n 2 + 1 ] 


1 » 


ln n 


10. {senhrt} 


8 . 

11 . 


logf, n 


■, b > 1 9. (tanhn) 


n nn 

-sen — 

n + 1 2 


12 . 


senh n 


13. 


1 


-v/n 2 + 1 - n 


,s '|( l *¿í 

Hí 


14. { Vn + I - } 

Sugerencia: lím(l + x)^ x = e. 


17. {2'/"} 18. -íij 


Ver sugerencia de ejercicio 15. 
I ln 


19. — 20. ¡eos nit) 

2 " } 


En los ejercicios 21 a 24, estime en una graficadora el límite de 
la sucesión convergente. Confirme analíticamente la estimación. 


21. 

(a) ■ 

[ 3 1 


(b) J 

í 8 /j 

l« + lj 


[ 2« + 3 

22. 

(a) | 

í 4 

4 

(b) ■ 

íl - 7n 

[2 n - ' 

■J 

[2 n + 5 

23. 

(a) • 

í 3 n 2 


(b) | 

[* 2 -l 

[ón 2 + 

1 

[2 + n 2 

24. 

(a) | 

Í9 - 2n] 

(b) | 

í 6 n 

[ 3 + n j 

[n 2 + 4 


25. Demuestre que las sucesiones 


« 2 ] 

■ y | 

1 n 2 

n + 3j 


l« + 4 


son divergentes, pero que la sucesión 

n 2 _ n 2 

n + 3 n + 4 

es convergente. 

26. Demuestre que la sucesión ( n/c"} es convergente si 
| c | > 1 y divergente si 0 < | c | < 1 . 


En los ejercicios 27 a 42, determine si la sucesión es creciente, 
decreciente o no es monótona. 


27. í 3 ” 1 

28. 

i 2 "-'] 


29. 

¡4n + 5 


14n “ 1J 



30. (sen ntr¡ 

31. 

jeos i nit | 

32. 


1 - 2n 2 
n 2 

- 1 
n 


33. 

36. 

39. 

41. 

42. 


34. 


2" 


(2n)\ 

5" 

nf_ 

n\ 


I + 2" 
n! 


37. -5L 

13” 


40. ¡n 2 + (-íyn) 


35. 


38. 


5 " 


1 + 5 2 


2 " 


1 3 - 5 -... - (2n - l) 
1 ■ 3 ■ 5 (2n - 1) 


2" • n! 

En los ejercicios 43 y 44, determine si la sucesión es acotada. 


43. 


n 1 + 3 


n + 1 


44. ¡3 - nr 


En los ejercicios 45 a 54, demuestre que la sucesión es convergen¬ 
te empleando el teorema 8.2.10. 


45. La sucesión del ejercicio 27. 


n 1 47 f 1 ■ 3 • 5 ■.. . ■ (2n - 1) 1 

3" + * j ’ { 2-4-6-...(2 n) j 

48. La sucesión del ejercicio 34. 

49. La sucesión del ejercicio 35. 

50. La sucesión del ejercicio 38. 

51. La sucesión del ejercicio 41. 



52. La sucesión del ejercicio 42. 

„2 


53. 


54. {k'l"), k > I 


55. Invente un ejemplo de una sucesión que sea acotada y con¬ 
vergente pero no monótona. 


56. Demuestre el teorema 8.2.3. 


57. Considere la sucesión 



a y b son constantes y b * 0 


Determine si la sucesión es convergente o divergente. Si la 
sucesión es convergente calcule su límite. 

58. Demuestre que si la sucesión ¡a„) es convergente, en¬ 
tonces lím a„ es único. Sugerencia: suponga que 

fl—M-oo 

lím a tiene dos valores diferentes, L y M, y muestre 

n~*+io 

que esto es imposible si se toma € = '-\L - M\ en la 
definición 8.2.2. 

59. Demuestre que si |r| < 1, entonces la sucesión ¡nr”) 
es convergente y nr" converge a cero, 

60. Demuestre que si la sucesión ¡a„[ es convergente y 

lím a„ = L, entonces la sucesión {| a„ | ) es conver¬ 
gente y lím la„ I = IlI. 

n —»+« 11 11 
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61. Demuestre que si la sucesión {a n } es convergente y 

lím = L, entonces la sucesión {a 2 ) también es con- 

/1-M-oo 

vergente y lím a 2 = L 2 . 

62. Demuestre que la sucesión { a n } es convergente, donde 
a„ > 0 para toda n y a n+ ¡ < ka„ con 0 < k < 1. 


63. Explique que significa cuando se dice: “Para una función 
monótona, las propiedades de convergencia y de acota¬ 
miento son equivalentes”. 

64. Si la sucesión [a n ] es divergente, ¿puede concluirse que 

lím a„ = + oo? Justifique la respuesta e ilústrela me¬ 
diante un ejemplo. 


8.3 SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES 


Una parte importante del estudio del Cálculo trata sobre la representa¬ 
ción de funciones como “sumas infinitas”. Realizar esto requiere extender la 
operación familiar de adición de un conjunto finito de números a la adición 
de una infinidad de números. Para llevar a cabo esto, se estudiará un proceso 
de límite en el que se consideran sucesiones. 

Suponga que asociada a la sucesión 


“i. “ 2 - u 3 ,...,u n ,... 
se tiene una “suma infinita” denotada por 


U\ + l¿2 + M 3 + . . . 4- U n 4- . . . 

Pero ¿qué es lo que significa esta expresión? Esto es, ¿qué debe entenderse 
por la “suma” de un número infinito de términos, y en qué circunstancias 
dicha suma existe? Para tener una idea intuitiva del concepto de tal suma, 
suponga que un trozo de cuerda de 2 pie de longitud se corta a la mitad. Una 
de estas mitades de 1 pie de longitud se aparta y el otro se corta a la mitad otra 
vez. Uno de los trozos resultantes de } pie de longitud se aparta y el otro se 
corta a la mitad, de modo que se obtienen dos trozos, cada uno de ^ pie de 
longitud. Uno de los trozos de ^ pie de longitud se aparta y el otro se corta a 
la mitad obteniéndose dos trozos, cada uno de ~ pie de longitud. Otra vez, uno 
de los trozos se aparta y el otro se corta a la mkad. Si se continúa este 
procedimiento en forma indefinida, el número de pies de la suma de las 
longitudes de los trozos apartados puede considerarse como la suma infinita 


1+ 1 + 1 + 1 -L + ...+ > +. 

2 4 8 16 2" -1 


( 1 ) 


Como se inició con un trozo de cuerda de 2 pie de longitud, nuestra intuición 
nos indica que la suma infinita (1) debe ser 2. En el ejemplo ilustrativo 2 
se demuestra que en realidad esto es así. Sin embargo, se necesitan algunas 
definiciones preliminares. 

A partir de la sucesión 


u u u 2 ,v 3 , ... 

se forma una nueva sucesión { s„ ] sumando sucesivamente elementos de | u n ): 
■si = “1 

■*2 = u i + u 2 

i 3 = «i + ir 2 + u 3 

S4 = U \ + «2 + u 3 + u 


S n = U¡ + l ¿2 + u 3 + U 4 + . . . + u, 
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La sucesión {a n } obtenida de esta manera a partir de la sucesión {í„} es 
una sucesión de sumas parciales llamada serie infinita. 


8.3.1 Definición de serie infinita 


Si («„} es una sucesión y 

= “i + “2 + “3 + • • • + “a 

entonces (r n ) es una sucesión de sumas parciales denominada serie 
infinita y se denota por 

X “« = “1 + «2 + “3 + • • • + “» + • • • 

J»»l 

Los números uj, u 2 , « 3 ,..., u„, ... son los términos de la serie infinita. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la sucesión {1/2" 1 j 

• 1 i l J_ _J_ 

’ 2’ 4’ 8 ’ 16.2 n_l ’ ' ' 

A partir de esta sucesión se forma la sucesión de sumas parciales: 


*1 = 1 
$2 — 1 + 


1 


s 2 = 1 + i + i 
2 4 


*4 = 


+ H + } 


s 5 = 1 + ^ + t + ¿ + tt 
5 2 4 8 16 


Si = 1 


<=> s 2 
<=> «3 


„ . _ 15 

W S 4'I 
« ,, = 31 
° * 5 16 


„ 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , , 1 

n 2 4 8 16 'l/l-1 


Esta sucesión de sumas parciales {í„} es la serie infinita denotada por 

yi = 1 + I. i . i . i . . i 

¿—i nn-l 9 


71= 1 Z 


2 + 4 + 8 + Í 6 +, ' + 2"~^ + 


Observe que esta es la suma infinita (1) obtenida al principio de está sección 
en la discusión de la cuerda de 2 pie de longitud cortada repetidamente. Esta 
serie es un ejemplo de una serie geométrica , la cual se discutirá posterior¬ 
mente en esta sección. 4 

Cuando (í n j es una sucesión de sumas parciales, entonces 

■Sn-l = U¡ + U 2 + U¡ + ... + U n -i 

De modo que 

s n ~ ^n-l u n 

Esta fórmula se utiliza en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO I 

£«. = £ 


Sea la serie infinita 


ni»(» + » 
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(a) obtenga los primeros cuatro elementos de la sucesión de sumas parciales 

{■*«). y 

(b) determine una fórmula para s n en términos de n. 


Solución 

(a) Como s„ = í„_, + u„ 


s i = «i 

1 

1 ■ 2 

_ x 
2 


S2 — ^1 ^2 **3 “ ^2 w 3 

1 


= I + -L. 

2 2-3 
__ 2 

3 


= 2 + 

3 3-4 

_ 3 

4 


(b) Como u k - 


1 


í 4 = + « 4 

= 3 + _L_ 

4 4-5 

_ 4 

- 5 


“Jt = 


+ 1) 

1 1 


, se tiene, mediante fracciones parciales. 


k + 1 


Por tanto, 

“i = 1 


i i 
u 2 — 2 3 


“3 


I _ ^ 
3 4 




n - 1 n 


n + 1 


ín “ (’ á) + (2 5) + (3 í) 




+ 

+ 


'.-i] 

1 + í 1 

n - 1 

n) 

1 \n 


Al eliminar los paréntesis y reducir los términos semejantes se obtiene 


Si se considera n como 1, 2, 3, y 4 en esta ecuación, se verá que los 
resultados anteriores son correctos. ^ 


El método empleado en la solución del ejemplo anterior se aplica a 
sólo un caso especial. En general, no es posible obtener una expresión de 
este tipo para s n . 


8.3.2 Definición de la suma de una serie infinita 


Considere que £ u„ denota una serie infinita dada para la cual (r„) es 
1 

la sucesión de sumas parciales. Si lim s„ existe y es igual a S, enton- 
ces la serie convergente y S es la suma de la serie. Si lim s n no exis¬ 
te, entonces la serie es divergente, y la serie no tiene suma. 

En esencia, esta definición establece que una serie infinita es convergente 
si y sólo si la sucesión de sumas parciales correspondiente es convergente. 
Si una serie infinita tiene una suma S, también se dice que la serie converge a S. 

Observe que la suma de una serie convergente es el límite de una su¬ 
cesión de sumas parciales y no se obtiene mediante adición ordinaria. Para 
una serie convergente, se utiliza el símbolo 
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X “n 

n = l 

con el propósito de denotar tanto la serie como la suma de la serie. El uso 
del mismo símbolo no debe crear confusiones porque la interpretación co¬ 
rrecta será evidente en el contexto en el que se emplea. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

pío ilustrativo 1 es 


y— = i + ± 

“ On-l 2 


l + ' + I + ± + ... +T ^ + 


4 8 16 


La serie infinita del ejem- 

(2) 


1 

2«-l 


y la sucesión de sumas parciales es {í„), donde 

S n = 1 + X + 7 + I+ -.. + — 

" 2 4 8 2 n ~ 1 


(3) 


Para determinar si la serie (2) tiene una suma, debe calcularse lím s n . A fin de 
determinar una fórmula para s n se utiliza la identidad algebraica 

a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 2 b 2 + ... + ab n ~ 2 + b n ~*) 
Si se aplica esta identidad con a = 1 y b = 1 se tiene 


1--L =1 
2 " 


1 + 4 + 


1 , 1 


2 2 




. + 


2«-l 


« 1 + i + i + i + ... + i 

248 2 n_l 


1 - 


2 n 


Al comparar esta ecuación y (3) se obtiene 

Como lím — = 0, se tiene 
<■->+“ 2 n 

lím s n = 2 

Por tanto, la serie infinita (2) tiene la suma 2. 


► EJEMPLO 2 

una suma. 


Determine si la serie infinita del ejemplo 1 tiene 


Solución En la solución del ejemplo 1 se mostró que la sucesión de 
sumas parciales para la serie dada es (i n ) = {1 - l/(n + 1)}. Por tanto, 

lím s„ = lím ( 1 --L— ) 

n + IJ 

= 1 

Por lo que la serie infinita tiene una suma igual a 1, y se escribe 

+ eo 

Y i i I _L _L i 

n(n + 1) 2 + 6 + 12 + 20 + ' ' ' + n(n + 1) + ' ’ 

= 1 ◄ 
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► EJEMPLO 3 Exprese con notación sigma la serie infinita de¬ 
notada por la sucesión de sumas parciales siguiente: 



También determine si la serie infinita es convergente o divergente; si es 
convergente, obtenga su suma. 


Solución Como i] = i, entonces «! = 3. Sin > 1, entonces 

u n = s n ~ V. -1 

J_1_ 

2 " 2" -1 

_ _J_ 

2 " 


Por tanto, la serie infinita es 



Como 

lím s n = lim -L 

/»—M-o® n —►+ 2 n 

= 0 

la serie es convergente y su suma es 0. ^ 

Como se mencionó anteriormente, en la mayoría de los casos no es posi¬ 
ble obtener una expresión para s n en términos de «; por lo que se tienen otros 
métodos para determinar si una serie infinita dada tiene una suma o no, o, 
equivalentemente, si una serie infinita dada es convergente o divergente. 


8.3.3 Teorema 


Si la serie infinita Y u„ es convergente, entonces lím u n = 0. 

»-i 

Demostración Sea { s „) la sucesión de sumas parciales de la serie dada y 
denote la suma por S. De la definición 8.3.2, lím s n = S y lím i = S. 
Como u n = s n - |, entonces 


}™ m u n = „ l í t ! 1 „ (5 n “ J n 7 l) 


= lím s„ - lím s„_] 


= S - S 
= 0 


El teorema 8.3.3 proporciona un criterio simple para la divergencia de 
una serie: si lím u n ^ 0, entonces ^ u„ es divergente. 
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► EJEMPLO 4 

gentes: 


Demuestre que las dos series siguientes son di ver¬ 


ía) £ 


= 2 + ^ + -^ + ¿4 + 
4 9 16 


(b) £(-l)" +1 3 = 3- 3 + 3- 3 + ... 


Solución 

(a) lím u n = lím -— 

n —» + oo fl —> + oo ^4 

1 + "T 
= lím —- 

n-M-oo I 

= i 

* o 


Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. 

(b) lím u n = lím (-l) n+l 3, el cual no existe. Por tanto, por el teorema 

n—t + oo 

8.3.3, la serie es divergente. A 


El recíproco del teorema 8.3.3 es falso. Esto es, si lím u n = 0, no se 
infiere que la serie sea necesariamente convergente. En otras palabras, es 
posible tener una serie divergente para la cual lím u n = 0. Un ejemplo de 
tal serie es 




+ 1 


+ 


4 


+ 



denominada serie armónica. Claramente, lím (1 ¡n) = 0, pero esta serie 

n —> +oo 

diverge, lo cual se demostrará a continuación como un teorema. 


y 



8.3.4 Teorema 


La serie armónica es divergente. 


Demostración El n-ésimo término, 1 jn, de la serie armónica puede inter¬ 
pretarse geométricamente como el número de unidades cuadradas del área de 
un rectángulo que tiene ancho de 1 unidad y una altura de 1 ¡n unidad. Vea la 
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figura 1 , la cual muestra n rectángulos que circunscriben la región limitada supe¬ 
riormente por la gráfica de y = 1 ¡x, interiormente por el eje x y lateralmente por 
las rectas aí = 1 y x = n + 1. La suma de las áreas de los n rectángulos es 



la cual es s n , la n-ésima suma parcial de la serie armónica. El área de la región es 

r n+l 

J i dx = ln(n + 1 ) 

Por tanto, 

s n > ln(n + 1 ) 

De modo que la sucesión {j„) no está acotada. Pero como {j n } es una 
sucesión creciente, y de la sección 8.2 se sabe que convergencia y acotamien¬ 
to son propiedades equivalentes de una sucesión monótona, se deduce que la 
sucesión de sumas parciales { } es divergente. Por tanto, como su sucesión 
de sumas parciales diverge, la serie armónica diverge. ■ 

Una serie infinita de la forma 


ar" 1 = a + ar + ar 2 + . . . + ar" 1 + . .. (4) 

n=l 

se denomina serie geométrica. La serie infinita (2), discutida en los ejemplos 
ilustrativos 1 y 2 , es una serie geométrica con a = 1 y r = |. 


8.3.5 Teorema 


La serie geométrica converge a la suma a/(l - r) si |r| < 1, y diverge 
si | r | 2 1 . 


Demostración La n-ésima suma parcial de la serie geométrica (4) está 
dada por. 

j n = o(l + r + r 2 + ...+ r"~') (5) 

De la identidad 

1 _ r n - (i _ r )(] + r + r 2 + ...+ r"- 1 ) 

(5) se puede escribir como 


5 - °n - r") 
n - l-r 


si r * 1 


En el ejemplo 3 de la sección 8.2, se mostró que lím r n = 0 si [ r ¡ < l.Por 
tanto, de ( 6 ), si | r | < 1 


lím s n 



Así, si | r | < 1, la serie geométrica converge y su suma es a/(\ - r). 

Si r = ± 1, el límite del n-ésimo término no es cero. En consecuencia, la 
serie geométrica diverge cuando | r | = 1. 

Si | r | > 1, lím ar " -1 = a lím r n_I . Es claro que lím r n_1 * 0 
porque | r n_1 1 puede hacerse tan grande como se desee tomando n suficiente¬ 
mente grande. Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. Esto 
completa la demostración. ■ 
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El ejemplo siguiente ilustra cómo puede aplicarse el teorema 8.3.5 para 
expresar un número decimal infinito periódico como una fracción común. 


► EJEMPLO 5 


Exprese 0.3333 ... como una fracción común. 


Solución 


0 3333 = — + — + J + —-— + + — + 

10 100 1 000 10 000 10 " ' 

Esta es una serie geométrica en la cual a = ^ y r = ^ Como ¡ r 
deduce del teorema 8.3.5 que la serie converge y su suma es a¡{ 1 
tanto, 

_3_ 

0.3333 . . . = —12-r 
1 - Tó 

_ ^ 

3 


< 1, se 
r). Por 


◄ 


Se concluye esta sección con cuatro teoremas que extienden ciertas pro¬ 
piedades de las sumas infinitas a series infinitas convergentes. El primero de es¬ 
tos teoremas establece que si una serie infinita se multiplica término a término 
por una constante diferente de cero, la convergencia o divergencia no se afecta. 


8.3.6 Teorema 


Sea c cualquier constante diferente de cero. 

(i) Si la serie £ u„ es convergente y su suma es S, entonces la serie 
£ cu n también es convergente y su suma esc ■ S. 

Jl-I 

(ii) Si la serie £ u„ es divergente, entonces la serie £ cu„ también es 

"*l 

divergente. 


Demostración Sea s„ la n-ésima suma parcial de la serie ^ u„ . Por 

tanto, s n = «i + «2 + ... + u n . La n-ésima suma parcial de la serie ^ cu n 
es c(«] + « 2 +...+ «„) = cs n . ' 1 

Demostración de (i) Si la serie ^ u„ es convergente, entonces lim s n 
existe y es S. Por tanto, 

lím cs n = c lím s n 

= c-S 

En consecuencia, la serie ^ cu n es convergente y su suma es c-S. 

n~\ 

Demostración de (ii) Si la serie ^ u n es divergente, entonces lím s n 

n =! 

no existe. Ahora suponga que la serie ^ cu„ es convergente. Entonces 

rt= I 

lím cs n existe. Pero s n = cs n jc\ de modo que 
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lím s„ - lím i(« n ) 

"-*+«» n-* + oo C 

= 7 


Por tanto, lím s„ existe, lo cual es una contradicción. En consecuencia, 

+ oo 

la serie X cu n es divergente. ■ 


► EJEMPLO 6 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solución 


X = ! + i + -L + _L + ... + X + ... 

; 4 n 4 8 12 16 4n 


Como ^ - es la serie armónica y es divergente, entonces por el teorema 

rt -1 ^ 

8.3.6(ii) con c — la serie dada es divergente. A 

Otra propiedad de las sumas finitas es 

n n n 

X (a * ± b k ) - ±^b k 

*=1 i=l * =1 

y su extensión a series infinitas convergentes está dada por el teorema 
siguiente. 


8.3.7 Teorema 


Si X a n y X»- 80,1 series infinitas convergentes cuyas sumas son 
»■! *=1 

S y T, respectivamente, entonces 

(i) £ {a„ + b n ) es una serie convergente y su suma es S + T\ it 

Mi *1 

(ii) XK ~ b ,,) es una serie convergente y su suma es S - T. 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci¬ 
cio 60). 

El teorema siguiente es un corolario del teorema anterior y en ocasiones 
se utiliza para demostrar la divergencia de una serie. 


8.3.8 Teorema 


Si la serie X a n es convergente y la serie X es divergente, entonces 


la serie X + b„) es divergente. 
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Demostración Suponga que £ (a„ + b„) es convergente y su suma es 

n=l 

S. Sea T la suma de la serie ^ a„ . Entonces, como 

n=l 

X b n = X [(“n + ) - a„ ) 

n =1 n = 1 

se concluye del teorema 8.3.7(ii) que X b " es convergente y su suma es 

n = 1 

S - T. Pero esto es una contradicción a la hipótesis de que X b n es divergente. 

+ oo 

En consecuencia, ^ (a„ + b„) es divergente. ■ 

n = 1 


► EJEMPLO 7 


I 



Determine si la serie es convergente o divergente: 


• * + °° 1 
Solución En el ejemplo 6, se demostró que la serie X ir es divergente 

áma 4 n 


Como la serie ^ J-es una serie geométrica con | r | = £ < 1, es conver¬ 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.3.8, la serie dada es divergente. A 


Si las dos series X a „ y X b " son divergentes, la serie X ( a n + b n) 

n = 1 n= 1 n — I 


puede ser convergente o divergente. Por ejemplo', si a. = - y b n = -, 

+oo n n 

entonces a„ + b n = ^ y X ~ es divergente. En cambio, si a n = ^ y 

1 + °° 

b n = —, entonces a„ + b n = 0 y ^ 0 es convergente. 

n n-l 

El teorema final de esta sección establece que la convergencia o divergencia 
de una serie infinita no se afecta al cambiar un número finito de términos. 


8.3.9 Teorema 


Si X "n y X b " son dos series infinitas, que difieren únicamente en sus 

«■I »«l 

primeras m términos (es decir, a k = b k sik > m), entonces las dos series 
son convergentes o ambas son divergentes. 

Demostración Sean (s n ) y {f„] las sucesiones de sumas parciales de las 
series X«n y X respectivamente. Entonces 

«=1 n=l 


y 


s n ~ a \ + a 2 + • • ■ + °m + a m +1 + a m+2 + • • • + d, 

t n = b { + b 2 + ... + b m + b m+{ + b m+ 2 + ... + 
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Como af, = bfr si k > m, entonces si n > m, 

s n ~ f n = (°l + a 2 + ... + a m ) - (í>i + b 2 + .. . + b m ) 

De modo que 

si n > m entonces s n - t n = s m - t m (7) 

Se desea demostrar que los dos límites lím s„ y lim /„ existen o 
no existen. 

Suponga que lím í„ existe. De (7), 

si n > m entonces s r = f„ + (í m - t m ) 

Así, 

= *» + " *m) 

En consecuencia, cuando lím t n existe, lím s„ existe y las dos series con¬ 
vergen. 

Ahora, suponga que lím r„ no existe y que lím s„ existe. De (7), 

n —* + <» n—►+<» 

si n > m entonces t n = s„ + (t m - s m ) 

Como lím s„ existe, se infiere que 
= _lím s„ + (t m - s m ) 

de modo que lím t n debe existir, lo cual es una contradicción. En consecuen¬ 
cia, si lím t n no existe, entonces lím s„ tampoco existe, y las dos series 
divergen. ■ 


► EJEMPLO 8 

I - 1 

" n 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


+ 4 


Solución La serie dada es 

i + l + ^ + -- + d^ + -" 

la cual puede escribirse como 

0 + 0 + 0 + 0 + i + i + i+ ...+ i+ ... (8) 

5 6 7 n 

Ahora la serie armónica, la cual se sabe que diverge, es 

1 + 1 + u i + i + UI + ... + I + ... 

2 3 4 5 6 7 n 

La serie ( 8 ) difiere de la serie armónica sólo en los primeros cuatro términos. 

En consecuencia, por el teorema 8.3.9, la serie ( 8 ) también es divergente. ^ 


► EJEMPLO 9 

221 eos - k + 2 
V 11 n 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


3 ' 
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Solución La serie dada puede escribirse como 

Icos 3 n + 21 Icos f n + 2]) Icos n + 2J Icos | n + 2D 

3 + 3 2 3 3 + ' 3 4 


Icos 4 n + 2]] Icos 4 n + 2J Icos 4^ + 2] 
-2-1- i - + -!- 


36 


3 7 


+ .. 


= I + 2._L + J._L + _2 _2 2_ 

3 3 2 3 3 34 35 '** 


( 9 ) 


36 + 3-7 + 38 

Considere la serie geométrica con a = 2 y r = j: 
22222222 

~ + ~Z + 3 T + + y + “ + — Q + . . - ( 10 ) 

3 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 

la cual es convergente. Como la serie (9) difere de la serie (10) únicamente en 
los primeros cinco términos, entonces, por el teorema 8.3.9, la serie (9) tam¬ 
bién es convergente. ^ 


Como consecuencia del teorema 8.3.9, en una serie infinita dada se puede 
sumar o restar un número finito de términos sin afectar su convergencia o 
divergencia. Por ejemplo, en el ejemplo 8 puede considerarse que la serie dada 
se obtuvo de la serie armónica al restársele los primeros cuatro términos. Puesto 
que la serie armónica es divergente, entonces la serie dada es divergente. En el 
ejemplo 9 se puede considerar la serie geométrica convergente 


1 + A + 

36 37 



di) 


y obtener la serie dada (9) al sumarle cinco términos. Como la serie (11) es 
convergente, entonces la serie (9) es convergente. 


EJERCICIOS 8.3 


En los ejercicios 1 a 8, determine los primeros cuatro elementos 
de la sucesión de sumas parciales (.?„}, y obtenga una fórmula 
para s n en términos de n. También determine si la serie infinita es 
convergente o divergente; si es convergente, calcule su suma. 


»• I 

n -1 

3- í 


l 


Tí (2 n - l)(2n + 1) 
5 

(3 n + l)(3n - 2) 


2 . 

/!=l 

4 - i 


11. ( 5 „) = jij 12. (r„) = (3") 

13. (r„) = iln(2« + 1)) 

En los ejercicios 14 a 24, escriba los primeros cuatro términos de 
la serie infinita y determine si la serie es convergente o divergen¬ 
te. Si la serie es convergente, calcule su suma. 


Tx < 4 " - 3 X 4 " + D 


14. Y-2_ 15. 

n + 1 4? 3 n + 


2 n +_1 
2 


5. Yin n 6. Y 2 2n + l 2 

n + 1 “ n 2 (n + l) 2 

16. 

£[1 + (-1)"] 

17. 

m 

18. 

Y 3 n 2 
£ n2 + 1 

7. 8 - 

rt—1 J «i = l J 

19. 

¿tai 

, n 

20. 

Y — 

««*1 J 

21. 

n=l X 

En los ejercicios 9 a 13, exprese con la notación sigma la serie 
infinita que es la sucesión de sumas parciales. También deter- 

22. 

Yton"í 

23. 

I*- 

«=i 

24. 

V senh n 


mine si la serie es convergente o divergente; si es convergente, 
obtenga su suma. 


9. (r„l = 


2n 


3 n + 1 


10 . ( 5 „) = 


n + 1 


En los ejercicios 25 a 44, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente, obtenga su suma. 

25. Y—!— 26. Y —’-f 27. Y — 

n + 2 - 1 . 2n 
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En los ejercicios 45 a 48, exprese el número decimal infinito 

periódico como una fracción común. 

45. 0.27 21 21 ... 46. 2.045 45 45 ... 

47. 1.234 234 234 ... 48. 0.4653 4653 4653 ... 

49. La trayectoria de cada oscilación, después de la primera, del 
disco de un péndulo es 0.93 de la trayectoria de la oscilación 
anterior (de un lado al otro lado). Si la trayectoria de la 
primera oscilación fuere de 56 cm y la resistencia del aire 
lleva eventualmente al péndulo al reposo, ¿qué distancia 
recorre el disco del péndulo antes de alcanzar el reposo? 

50. Despúes de que una mujer que viaja en bicicleta retira sus 
pies de los pedales, la rueda delantera gira 200 veces durante 
los primeros lOs. Posteriormente, en cada periodo de lOs, la 
rueda gira cuatro quintas partes de las veces que giró en el 
periodo anterior. Determine el número de giros de la rueda 
antes de que la bicicleta se detenga. 

51. Se deja caer una pelota desde una altura de 12 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de tres cuartos de la 
distancia desde la cual cae. Determine la distancia total 
recorrida por la pelota antes de que alcance el estado de 
reposo. 


52. ¿Cuál es la distancia total recorrida por una pelota de tenis 
antes de que alcance el estado de reposo si se deja caer desde 
una altura de 199 pie y si, después de cada caída rebota has¬ 
ta una altura de 11 ¡20 de la distancia desde la que cae. 

53. (a) Demuestre que una pelota llegará al suelo en -Jh /4 
segundos si se deja caer desde una altura de h pies, (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para determinar cuánto tiempo 
empleará la pelota del ejercicio 51 para dejar de rebotar. 

54. Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 53 para 
determinar cuánto tiempo empleará la pelota de tenis del 
ejercicio 52 para dejar de rebotar. 

55. Los lados de un triángulo equilátero miden 4 unidades. Se 
construye otro triángulo equilátero dibujando segmentos de 
recta que unen los puntos medios de los lados del primer 
triángulo. Si este proceso puede repetirse un número ilimita¬ 
do de veces, ¿cuál es el perímetro total de todos los triángu¬ 
los que se forman? 

56. Determine una serie geométrica infinita cuya suma sea 6 y tal 
que cada término sea cuatro veces la suma de los términos 
subsecuentes. 

57. Trace en la graficadora la sucesión de las primeras 100 sumas 
parciales de la serie armónica. A partir de la gráfica estime 






58. Trace en la graficadora la sucesión de las primeras 1000 
sumas parciales de la serie armónica. A partir de la gráfica 
estime 


250 500 

(a)¿ i (b)£ 




59. Utilice la graficadora, en cualquier forma que desee, para 
determinar el primer elemento de la sucesión de sumas 
parciales de la serie armónica el cual es menor que 10. 

60. Demuestre el teorema 8.3.7. 

61. (a) Si una serie infinita es divergente, ¿puede concluirse que 
su n-ésimo término no se aproxima a 0 conforme n crece sin 
límite? (b) Si el n-ésimo término de una serie infinita no se 
aproxima a 0 conforme n crece sin límite, ¿puede concluirse 
que la serie es divergente? Justifique las respuestas de los 
incisos (a) y (b) indicando un teorema o dando un ejemplo. 


8.4 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS 


Las series infinitas, cuyos términos son positivos, tienen propiedades especiales. 
En particular, la sucesión de sumas parciales de dichas series es creciente y tiene 
una cota inferior 0. Si la sucesión de sumas parciales también tiene una cota 
superior, entonces la sucesión es monótona y acotada. Como el acotamiento y 
la convergencia de una sucesión monótona son propiedades equivalentes, 
entonces, la serie es convergente. De este modo, se tiene el teorema siguiente. 
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8.4.1 Teorema 


Una serie infinita de términos positivos es convergente si y sólo si su 
sucesión de sumas parciales tiene una cota superior. 


► EJEMPLO 1 

teorema 8.4.1: 



Demuestre que la serie es convergente aplicando el 


Solución Se debe obtener una cota superior para la sucesión de sumas 
parciales de la serie Y —. 


*1 = 1 


So — 1 + —-— S3 — 1 + —-— + - 

1 1-2 J 1-2 1-2-3 


s„ = , + —í— + —-— + ... +- L 

1-2 1-2-3 1-2-3 


( 1 ) 


Ahora se consideran los primeros n términos de la serie geométrica con a = 1 


I 


*=1 


1 

2 *-' 



2 1 


+ 



( 2 ) 


Por el teorema 8.3.5, la serie geométrica con a = 1 y r = i tiene la 
suma a/( 1 - r) = 2. En consecuencia, la suma (2) es menor que 2. Observe 
que cada término de la suma ( 1 ) es menor que o igual al término correspondiente 
de la suma ( 2 ); esto es. 


— < —— 
*! 2 k ~ l 


Esto es cierto porque k\ = 1 • 2 - 3 -... - k, que, además del factor 1, 
contiene k - 1 factores cada uno mayor que o igual a 2. En consecuencia. 


* = l k = I ¿ 


< 2 


De lo anterior, {s„) tiene la cota superior 2. Por tanto, por el teorema 8.4.1, 
la serie dada es convergente. ^ 


En el ejemplo 1, se compararon los términos de la serie dada con los de una 
serie convergente. Este peocedimiento es un caso particular del siguiente 
teorema conocido como criterio de comparación. 


8.4.2 Teorema Criterio de comparación 


Sea la serie £ u„ una serie de términos positivos. 

<1*1 

(i) Si 21 v « es una ^'e de términos positivos que es convergente, 

n = I 

y«, S v, para todos los números enteros positivos n, entonces 

■f — 

21 es convergente. 
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(ii) Si £ w n es una serie de términos positivos que es divergente, y 
«■1 

u„ 2 w n para todos los números enteros positivos'/!, entonces 

£ u n es divergente. 

»■! 


Demostración de (i) Sean ( s n ) la sucesión de sumas parciales de la serie 
X M n y Un) la sucesión de sumas parciales de la serie ^ v„ . Puesto que 

n- 1 n=l 

^ v„ es una serie de términos positivos que es convergente, del teorema 8.4.1 

n=i 

se infiere que la sucesión {/„} tiene una cota superior; sea B esta cota. Como 
n„ < v„ para todos los números enteros positivos n, se puede concluir que 
s n < /„ < B para todos los números enteros positivos n. Por tanto, B es una 

+ oo 

cota superior de la sucesión {s„}. Debido a que los términos de la serie £ u n 

+oo n = l 

son positivos, se deduce del teorema 8.4.1 que u n es convergente. 

/» =1 

Demostración de (ii) Suponga que £ u„ es convergente. Entonces, 

+ oo +oo = l 

como ^ u„ y ^ w„ son series infinitas de términos positivos, y w n < «„ 

rt-l n = I +OÍJ 

para todos los números enteros positivos n, se deduce del inciso (i) que w„ 

n = l 

es convergente. Sin embargo, esto contradice la hipótesis; de modo que la 

+ «*> 

suposición es falsa. Por tanto u„ es divergente. ■ 

B= 1 

Como se indicó en la sección 8.3, la convergencia o divergencia de una 
serie infinita no se afecta al descartar un número finito de términos. Por tan¬ 
to, cuando se aplica el criterio de comparación, si u¡ < w¡ o u¡ > w,- 
cuando i > m, entonces el criterio es válido independientemente de cómo se 
comparan los primeros m términos de las dos series. 


► EJEMPLO 2 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


y — 3 4 - 

á 3" + 1 

Solución La serie dada es 


4 + 4 + 4_ + 4. . + _i_ . 

4 10 28 82 3" + 1 

Al comparar el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie 
geométrica convergente 


3 9 27 81 3" 

se tiene 

4 . 4 


r = 3 < * 


3" + 1 


3" 
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para cada número entero positivo n. Por tanto, por el inciso (i) del criterio de 
comparación, la serie dada es convergente. 4 


► EJEMPLO 3 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


La serie dada es 

» ^ = i + > + -U, 

^ v/j VI -v/2 V3 Va 

Si se compara el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie 
armónica divergente se tiene 

-L > i para cada número entero positivo n 
\n n 

Así, por el inciso (ii) del criterio de comparación, la serie dada es divergente. 

◄ 

El teorema siguiente, conocido como criterio de comparación por paso al 
límite, es una consecuencia del criterio de comparación y a menudo es más fácil 
de aplicar. 


y— 

hx'Tn 

Solución 

V 1 


8.4.3 Teorema Criterio de comparación por paso 
al limite 


Sean £ u„ y £ v„ dos series de términos positivos. 

■»l rt«l 

(i) Si lím — = c > 0, entonces las dos series son convergentes o 

“ v n 

ambas series son divergentes. 

(ii) Si lím — = 0, y si v„ converge, entonces £ u„ converge. 

(iii) Si lím — = +oo, y si y v„ diverge, entonces Y u„ diverge. 

*!—*+»• V- “ 

" ■»! «“1 


Demostración de (i) Como lím ( ujv n ) = c, existe N > 0 tal que 


si n > N entonces 


C U n c 

<=o si n > N entonces --< — - c < - 

2 v„ 2 

<=> si n > N entonces £ < — < 

2 v„ 2 

De la desigualdad derecha de (3), 


(3) 


(4) 


Si ^ v„ es convergente, también lo es . De la desigualdad (4) y del 

n=l n=l 

criterio de comparación se infiere que ^ u n es convergente. 
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De la desigualdad izquierda de (3), 


v„ < ~u„ 

c 


(5) 


+ ” +o ° 2 

Si V es convergente, también lo es Y - u n . De la desigualdad (5) y 

, , c 

n=\ n-\ 

+ oo 

del criterio de comparación se deduce que ^ v„ es convergente. 

+ " =l 
Si ^ v„ es divergente, se puede demostrar que ^ u n es divergente al 

4 = 1 +00 n=l 

suponer que es convergente y obtener una contradicción al aplicar la 

n = 1 

desigualdad (5) y el criterio de comparación. 

De manera semejante, si ^ u n es divergente, se deduce que v n es 

n —1 4 = 1 

divergente ya que se puede obtener una contradicción de la igualdad (4) y el 
criterio de comparación si se supone que ^ v„ es convergente. 

n=l 

Por tanto, se ha demostrado el inciso (i). Las demostraciones de los incisos 
(ii) y (iii) se dejan como ejercicio (vea los ejercicios 57 y 58). ■ 

CUIDADO: Asegúrese de aplicar el inciso (ii) del criterio de comparación por 
paso al límite correctamente. Cuando lím — = 0, la convergencia de la se- 

n—> + oo y n 

ríe ^ v„ implica la convergencia de la serie u n , pero la divergencia de la 

n=l n=l 

serie en v no implica que la serie en u diverja. 


► EJEMPLO 4 Resuelva el ejemplo 2 mediante el criterio de com¬ 
paración por paso al límite. 

Solución Sean u n el n-énesimo término de la serie dada Y —-— y v„ 

, 3" + 1 

el n-é simo término de la serie geométrica convergente —. Por tanto. 


4 = 1 


íím — = lím 


= lím 
= lím 


3" + 
4_ 
3" 
3" 


3" +1 
i 

1 + 3-n 

= 1 


En consecuencia, por el inciso (i) del criterio de comparación por paso al 
límite, la serie dada es convergente. 4 


► EJEMPLOS Resuelva el ejemplo 3 por medio del criterio de 
comparación por paso al límite. 

Solución Sean u n el n-énesimo término de la serie dada ^ L- y v„ el 
n-ésimo término de la serie armónica divergente. Entonces n=1 n 
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1 

lím ^ = lím —■ 

"~* + “ v n n-t + ~ _1 

n 

= lím Vn 

= + oo 

Por tanto, por el inciso (iii) del criterio de comparación por límite, la serie dada 
es divergente. 4| 


► EJEMPLO 6 



Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solución En el ejemplo 1 se demostró que la serie £ 

n-\ 

Por el criterio de comparación por paso al límite con u n = 

ni 

lím ^ = lím -SL 

«-* + «» V„ «->+- 

n\ 

— lím /i 3 

sr + oo 


es convergente. 


Jly y = i 
t J v n ,» 

ni ni 


El inciso (iii) del criterio de comparación por paso al límite no es aplicable en 

+ oo 

este caso porque £ v„ converge. Sin embargo, existe una forma en que el 

n = I 

criterio de comparación por paso al límite puede emplearse. La serie dada 
puede escribirse como 

1! 2! 31 4! 5! n! 

Debido a que el teorema 8.3.9 permite restar un número finito de términos 
sin afectar el comportamiento (convergencia o divergencia) de una serie, se 
descartan los primeros tres términos y se obtiene 


£ £ 

4! 5! 


+ 


£ 

6 ! 


+ 


(n + 3) 3 
(n + 3)1 


+ . . . 


Ahora sea u n = 


(n + 3) 3 
0 n + 3)! 


y, como antes, sea v„ 


lím ~ = 

v n 


lím 

n-t+oo 


(« + 3) 3 
(n + 3)! 
X 
n! 


= lím 

n—> + oo 


(n + 3) 3 n! 
{n + 3)1 


= lím 

n-4 + oo 


(n + 3) 3 n 1 

n! (n + l)(n + 2)(n + 3) 


—. Entonces 
n! 
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— y (n + 3) 2 

» (n + l)(n + 2) 

= Um n* + 6n + 9 
»-» + “ n 2 + 3n + 2 

i + ^ + 4 

= lím -S-¿¿ 

i + í + 4 

= i " " 

Del inciso (i) del criterio de comparación por paso al límite, la serie dada es 
convergente. A 

Antes de establecer el siguiente teorema, se presenta un ejemplo ilustra¬ 
tivo de un caso particular. 


í> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


Considere la serie geométrica 


i + i + I + i + ± + _L + ... + i + ... 

2 4 8 16 32 2"~ 


la cual converge a 2, como se demostró en el ejemplo ilustrativo 2 de la sección 
8.3. Una forma de reagrupar los términos de esta serie es 

( l + í) + (l + i) + (± + J_) + ... + ( 1 + _J_) + ... 

V 2/ V4 8/ \ 16 32/ V 4"-' 2 • 4"- 1 / 

la cual es la serie 

i + ! + á + - + .rT=r + - (7) 

Como la serie (7) es una serie geométrica con a = | y r = es conver¬ 
gente y su suma es 

3 

a _ 2 

1 ' r _ '-i 

= 2 

Se ha mostrado que la serie (7), la cual se obtiene de la serie convergente 
(6) al reagrupar los términos, también es convergente, y su suma es igual a la 
de la serie (6). A 


8.4.4 Teorema 


Si X “* ^ una “P® convergente de términos positivos, entonces sus tér- 

• ■I 

minos pueden reagruparse en cualquier manera, de modo que la serie resul¬ 
tante también será convergente y tendrá la misma suma de la serie original. 

Demostración Sea {s„} la sucesión de sumas parciales para la serie 
convergente de términos positivos dada. Entonces lím s n existe; sea S este 

+ oo «—» + «> 

límite. Considere una serie ^ v n cuyos términos se obtienen al reagrupar los 

4=1 

términos de ^ u„ en alguna forma. Por ejemplo, ^ v„ puede ser la serie 
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«1 + («2 + u 3 ) + («4 + Uj + Ug) + (Uy 4 Ug + Ug 4 Mío) + ■ - - 

o bien la serie 

(M] + Un) 4 (M 3 + M 4 ) 4 (u 5 4 Ug) 4 (B 7 4 Ug) 4 . . . 

etcétera. Sea { t m ) la sucesión de sumas parciales de la serie ^ v„. Cada suma 

parcial de la sucesión (f m ) es también una suma parcial de la sucesión {s„}. 
Por tanto, conforme m crece sin límite, también lo hará n. Como lím s„ = S, 
se concluye que lím t m = S. Esto demuestra el teorema. ■ 

n —»+«» 

El teorema 8.4.4 y el siguiente establecen propiedades de la suma de series 
de términos positivos, similares a las propiedades que se cumplen para la 
suma de un número finito de términos. 


8.4.5 Definición de función 


Si £ u„ es una serie convergente de términos positivos, entonces el 

a»! 

orden de los términos puede ser modificado, y la serie resultante también 
será convergente y tendrá la misma suma de la serie original. 

Demostración Sea {s„} la sucesión de sumas parciales de la serie 

+ 00 

convergente de términos positivos dada, y sea lím s n = S. Sea Y v„ una 

/!-»+«• “ 
n=1 

+» +00 

serie formada al reordenar los términos de la serie Y u„ . Por ejemplo, ^ v n 
puede ser la serie n= ' 

W4 + W3 + U-j + U\ + Ug + W5 + ... 

+«. 

Sea {r„) la sucesión de sumas parciales de la serie v„ . Cada suma parcial 

/t = l 

de la sucesión ( t n } será menor que S porque es la suma de n términos de la serie 

infinita ^ u n . Por tanto, S es una cota superior de la sucesión {í„}. Además, 
n=l +- 

como todos los términos de la serie v„ son positivos, {f„} es una sucesión 

n = l 

monótona creciente. En consecuencia, por el teorema 8.2.11, la sucesión (f„) 

+ eo 

es convergente, y lím f„ = T < S. Ahora, como la serie dada Y u n puede 

+ 00 n = l 

obtenerse a partir de la serie £ v„ mediante una reordenación de los térmi- 

n = l 

nos, se puede emplear el mismo argumento y concluir que S < T. Como las 
dos desigualdades T<SyS<T se cumplen, se concluye que S = T. 
Esto demuestra el teorema. ■ 

La siguiente serie, conocida como serie p o serie hiperarmónica, se 
emplea con frecuencia en el criterio de comparación: 


-L4Í4I+...4-L+... 

1 p 2 p 3 p nP 


donde p es una constante 


(8) 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se demuestra que la serie p diverge si 
p < 1 y converge si p > 1. 
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[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si p = 1,1a serie p es la se¬ 

rie armónica, la cual diverge. Si p < 1, entonces n p < n; de modo que 

— > - para cada número entero positivo n 
n? n 

Por tanto, por el criterio de comparación, la serie p diverge si p < 1. 

Si p > 1, se agrupan los términos como sigue: 



-L + -L 

2 p 3 P 


X + _L + _L + 

4 p 5 p 6 p V> 


U + í 1 

’P) 8' 


gp + 9P + -" + 15 p 


+ .. 


(9) 


Considere la serie 


± + A + jL + A + ... 

1 p 2 p 4 p 8 p 


(2 ”- 1 )P 


+ ... 


( 10 ) 


Esta es una serie geométrica cuya razón es 2¡2P = 1/2 P_1 , el cual es un nú¬ 
mero positivo menor que 1. En consecuencia, la serie (10) es convergente. 
Ahora se reescriben los términos de la serie (10) para obtener 



Al comparar la serie (9) y la serie (11) se observa que la suma de cada grupo de 
términos en cada conjunto de paréntesis después del primero, es menor en (9) 
que en (11). Por tanto, por el criterio de comparación, la serie (9) es convergente. 
Como (9) es sólo un reagrupamiento de los términos de la seriep cuando p > 1, 
se infiere del teorema 8.4.4 que la serie p es convergente si p > 1. A 

Observe que la serie del ejemplo 3 es la serie p donde p = j < l,por 
tanto es divergente. 


► EJEMPLO 7 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


~ ( n 2 + 2)'/ 3 


Solución Debido a que para valores grandes de n el número n 2 + 2 
está cercano al número n 2 , entonces el número \¡{n 2 + 2) 1/3 estará cerca del 

número 1/n 2 / 3 . La serie ^ es divergente ya que es la serie p con 


—; „2/3 

fl=l 

p = | < 1. Del criterio de comparación por paso al límite con u n = 


(n 2 + 2) 1 / 3 


y v n = 


,2/3’ 


1 


üm ül = , im iüL±*ñ. i 

n—> + °° V„ n-*+oo i 


= lím 


,2/3 

, 2/3 


( n 2 + 2) 1 / 3 
1/3 


= lím f - 2 Í-) 
+ „2 + 2/ 
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1/3 


= 1 


Por tanto, la serie es divergente. 


◄ 


En ocasiones se emplea otro teorema, conocido como criterio de la 
integral , para determinar la convergencia de una serie infinita de términos 
positivos, dicho teorema utiliza la teoría de las integrales impropias. 


8.4.6 Teorema Criterio de la integral 


Sea/ una función continua, decreciente, y de valores positivos para toda 
x 1. Entonces la serie infinita 

X/<») = /i 1 * + /< 2 > + /< 3 > +••■ + /(«)+••• 

es convergente si la integral 

r 

Iím f(x) dx - + <». 




/( x) dx existe, y es divergente si 


y 



Demostración Si i es un número entero positivo e i > 2, entonces, por 
el teorema del valor medio para integrales (4.6.3), existe un número c tal que 

i - 1 < c <, i y 


P 

•'¿-I 


m dx = fio • 1 


( 12 ) 


Puesto que/es una función decreciente, 


/(>’ - O S f(c) > /(O 


y de (12), 

/(( - 1) > í f(x)dx >/(() 

■'i-l 

Por tanto, si n es un número entero positivo y n > 2, entonces 


.r 



X /o -1) 


2 ¿ 1' 


/(x)tfa > ¿/(i) 


<=» 


n_ 1 r n 

I/o - ) s 

i=! J i 


a X/(0-/(D 


(13) 


Las figuras 1 y 2 muestran la interpretación geométrica de la discusión 
anterior para n = 6. La figura 1 muestra la gráfica de una función / que 
satisface la hipótesis. La suma de las medidas de las áreas de los rectángulos es 
/(l) +/(2) + /(3) + /(4) + /(5), la cual es el miembro izquierdo de la 
desigualdad (13) cuando n = 6. Es claro que la suma de las áreas de estos 
rectángulos es mayor que la medida del área proporcionada por la integral 
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definida cuando n = 6. En la figura 2, la suma de las medidas de las áreas de 
los rectángulos sombreados es/(2) + /(3) + /(4) + /(5) + /(6), la cual es el 
miembro derecho de la desigualdad (13) cuando n = 6. Esta suma es menor 
que el valor de la integral definida cuando n = 6. 

Si la integral impropia existe, sea L su valor. Entonces 

J /(*) dx < L (14) 

Del segundo y tercer miembro de la desigualdad (13) y de (14) se tiene 

¿/(O O + f mdx </( 1) + L (15) 

J = 1 J \ 

Considere ahora la serie infinita ^ fin). Sea {$„} la sucesión de sumas 

1 

n 

parciales de la serie, donde s n = ^ /(«'). De (15), (s„) tiene la cota supe- 

¡=i +~ 

rior/(l) + L. En consecuencia, por el teorema, 8.4.1, la serie ^ f(n) es 
convergente. n=I 

rb 


límj f(: 


Suponga que lím f(x)dx = +<». De (13), 


n -i r n 

X/(o s j 

,=i j¡ 


f(x)dx 


para todos los números enteros positivos n. Por tanto, 

n 

lím s n = lím /(/') 


En consecuencia, la serie ^ f(n) es divergente. 


► EJEMPLO 8 

X ne ~" 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solución Sea f(x) = xe x . Entonces 

f\x ) = e~ x - xe~ x 
= e~ x (l - x) 

Como f'(x) < 0 si x > 1, se deduce del teorema 3.4.3 que/es decreciente 
six > 1. Además,/es continua y de valores positivos para toda x > l.Así, 
se satisface la hipótesis del criterio de la integral. Al aplicar integración por 
partes se tiene 


xe x dx = -e X (x + 1) + C 
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En consecuencia, 
• + 00 


•H 

J 1 


xe x dx — lím \~e 


fe* + D]f 


= lira 


b + 1 2 

e* e 


Como lím (b + 1) = + °° y lím e* = + °°, se puede emplear la regla de 
L’Hópital para obtener 

lím ^ ^ = lím “ 

»->+- e 6 ->+» e” 

= O 

Por tanto. 


r 


xe x dx = - 
e 


De este modo, la serie dada es convergente. ^ 

Si el índice de la suma para una serie inicia con n = k en lugar de n = 1, 
el criterio de la integral se modifica como sigue: 

Si/es una función continua, decreciente y de valores positivos para toda 
x > k, entonces la serie infinita f(n) es convergente si la integral im- 

n = ifc 

p + oo pb 

propia f(x) dx existe, y es divergente si lím f(x) dx = +oo. 

J k 

La demostración es idéntica a la del teorema 8.4.6. 


► EJEMPLO 9 

y_L 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solución La función /definida por 

/w = wfc 

es continua y de valores positivos para toda x > 2. También, si 2 < x¡ < x-¿, 
entonces /fe) > /fe); de modo que / es decreciente para toda x > 2. 
Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral. 


p +oo p b 

= lím (ln x)~ l l 2 — 

J 2 Win* *->+”J 2 * 

= lím [2/ln x j* 

= lím [2Vln b - 2Vln 2] 


Así, la serie dada es divergente. 



8.4 SERIES INFINITAS DE TÉRMINOS POSITIVOS 683 



En los ejercicios / a 24, determine si la serie es convergente o 
divergente aplicando el criterio de comparación o el criterio de 
comparación por paso al límite. 


i. y-i- 

3 - SÍ 

.=1 " 

y 3 n + 1 
2n 2 + 5 


11 . y— 

lír («+ 2 >! 

13. Y—^— 

ti 5 " 2 + 3 
15. Y —- 

fí (2")¡ 

y 1 esc n | 

‘ £ n 

19 . y-t4= 

fl=2 flVn 2 - 1 

21 . £— 

Hí2n - Vn 

I-fe 


2< ?V7TTT 


4 y —-— 

nf 4 7+i 


8. Y—— 

“ln(n + 1) 

10 . 


12 - Stttt 

14. víinJi! 

fí(« + i)! 

16. Y sen — 
tí » 

18 - i-rr 

tí n! 

22- I-fe 

tí « + 1 

24. Y - 1 - 

, 3" - eos ti 


36. X" e “" 2 37 - I" 2e “'’ 38 - I« e “" 

n=l r— I n=l 

39. Y 40. Y cot 1 n 41. Y csch n 


Y-fe «. I- 

tí" + 1 tí " 

Nx) * l* 


44. Y sec ^ 2 " 


y (n + l) 2 

tí(» + 2)l 


4 «- Y-^ 

tJ n(ln n) 3 

48. Y- 1 - 

tí (« + 2)(n + 4) 


En los ejercicios 25 a 32, aplique el criterio de la integral para 
determinad si la serie es convergente o divergente. 


2 

(3r + 5) 2 


2/7 + 3 
(n 2 + 3n) 2 

2n 


En los ejercicios 33 a 48, utilice cualquier método para determi¬ 
nar si la serie es convergente o divergente. 


25. 

Y 1 
fí2«+ 1 

26. 

I 

«=1 

27. 

+ °° , 

Y 1 

íÉí (" + 2) 3 / 2 

28. 

I 

na 2 

29. 

fe-4 

30. 

+ oo 

I 

n=l 

31. 

le- 5 " 

32. 

I 


33. Y ! 


34. Y-f- 

“ n ln n 


35. Y^ 
tí n 2 + 1 


49. Si Y a n y I son d° s series convergentes de términos 

.=1 n=l 

positivos, emplee el criterio de comparación por paso al 

límite para demostrar que la serie Y a nb n también es 
convergente. 

50. Utilice el criterio de la integra] para demostrar que la serie p 
diverge si p < 1 y converge si p > 1. 

51. Demuestre que la serie Y---es convergente si y sólo 

“n(lnn)'’ 

si p > 1. 

52. Demuestre que la serie Y---es convergente 

,. . " n(ln n)[ln(ln n)Y 

si y sólo si p > 1. 

53. Demuestre que la serie Y es convergente si y sólo si 

, n í> 

P > 1. 

54. Si s k es la Pésima suma parcial de la serie armónica, de¬ 
muestre que ln(it + 1) < < 1 + ln k. Sugerencia: 

—!— < !< — si 0<m<x<m + 1. Integre 
m + 1 x m 

cada miembro de la desigualdad de m a m + 1; considere 
que m toma sucesivamente los valores 1, 2, ... , n - 1 , y 
sume los resultados. 

55. Utilice el método del ejercicio 54 para estimar la suma 

50 51 100 

56. Suponga que fes una función tal que f(n) > 0 para cual¬ 
quier número entero positivo n. Además suponga que si p 
es algún número positivo, entonces lím n p f(n) existe y es 

n—»+« 

positivo. Demuestre que la serie Y /(") es convergente si 

n=l 

p > 1, y divergente si 0 < p < 1. 

57. Demuestre el teorema 8.4.3(ii). 

58. Demuestre el teorema 8.4.3(iii). 

59. Explique por qué el teorema 8.4.1 no se cumple para una serie 
infinita de términos positivos y negativos. Sugerencia: 

considere la serie Y (—n” + '• 
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8.5 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Un tipo de series infinitas que constan de términos positivos y negativos es el 
de las series alternantes, cuyos términos son, alternadamente, positivos y ne¬ 
gativos. 


8.5.1 Definición de serie alternante 


Si a„ > 0 para todos los números enteros positivos n, entonces la serie 

X (-l) B+, an = a¡ - a 2 + a 3 - a 4 +... + (-iy +l a„ + ... (1) 
<(■1 

y la serie 

X = ~ a i + a 2 - a 3 + a 4 .. + (-1 Va, + ... (2) 

«■I 

se denominan series alternantes. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un ejemplo de serie alter¬ 
nante de la forma (1), donde el primer término es positivo, es 

g ( _,y, + .í = 1 -|tí.í + .„ +( -ir'¡ + ... 

n = l 

Una serie alternante de la forma (2), donde el primer término es negativo, es 

X (-i) n — =-i + -L_.L + -L_ + (_])" JL + 4 

K n'. 2! 3! 4! ' 1 1 n! 


El teorema siguiente, denominado criterio de las series alternantes, 
establece que una serie alternante es convergente si los valores absolutos de sus 
términos decrecen y el límite del n-ésimo término es cero. El criterio también 
se conoce como el criterio de Leibniz para series alternantes debido a que 
Leibniz lo formuló en 1705. 


8.5.2 Teorema Criterio de las series alternantes 


Suponga que se tiene la serie alternante £ (~\) n+ 'a„ o £ (-!)"«,, , 

«•1 L n=l J 

donde a n > 0 y a n+ ¡ < a n para todos los números enteros positivos n. 
Si lim a„ = 0, entonces la serié alternante es convergente. 


Demostración Suponga que el primer término de la serie es positivo. Esta 
suposición no hace que se pierda generalidad ya que si este no es el caso, 
entonces se descarta el primer término, lo cual no afecta la convergencia de 

+ oo 

la serie. De este modo se tiene la serie alternante ^ (-l) n+l a n . Considere la 
suma parcial " =1 

s 2n = («1 “ a 2 ) + («3 - a 4 ) + . . . + (a 2n -l ~ t¡ 2 n ) 
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Como por hipótesis a n+l < a n , cada cantidad dentro de los paréntesis es 
positiva. Por tanto, 

0 < S 2 < 54 < Í6 < • • • < s 2n < ■ ■ ■ (3) 

También se puede escribir s 2n como 

s 2n = a \ - ( a 2 - a 3> - ( a i - a 5) - ■ ■ ■ - ( a 2n-2 ~ a 2n-\) ~ a 2n 

Comoa n+ j < a n , otra vez cada cantidad dentro de los paréntesis es positiva. 
Por tanto 

s 2 n < a i para cada número entero positivo n (4) 

De (3) y (4), 

0 < s 2n < a \ para ca da número entero positivo n 

De modo que la sucesión j.s 2 „) es acotada. Además, de (3), la sucesión 
{j 2n ) es creciente. Como ) s 2n } es una sucesión monótona acotada, entonces es 
convergente. Suponga que 5 es el límite de esta sucesión; esto es lím s 2 „ = 5. 

Entonces, por el teorema 8.2.11, S < a¡. Como s 2n+ j = s 2n + a 2n+1 , en¬ 
tonces 

Ü™ í 2n+ , = |ím s 2n + lím a 2n+ i 

Pero, por hipótesis, lím a 2n+ \ = 0; de modo que lím s 2n+ ¡ = lím s 2n . Por 

n —> + 00 n —» + «» n —>+« 

tanto, la sucesión de sumas parciales de los términos pares y la sucesión de 
sumas parciales de los términos impares tienen el mismo límite 5. 

Ahora se mostrará que lím s n = 5. Como lím s 2n = 5, entonces para 

ít->+<x> '* /!-» + ■» r 

cualquier e > 0 existe un número entero N¡ > 0 tal que 
si 2 n > Ni entonces | s 2n - S \ < e 
Como lím s 2 „ + 1 = S, entonces existe un número entero N 2 > 0 tal que 

si 2n + 1 > N 2 entonces | ,s 2 „ + i - 5 | < € 

Si N es el mayor de los dos números enteros Ni y N 2 , entonces se infiere que si 
n es cualquier número entero, par o impar, y 

si n > N entonces | s n - S | < e 

m 

Por tanto, lím s„ = S; de modo que la serie alternante es convergente. 


► EJEMPLO 1 

vergente: 


X(-u 



Demuestre que la siguiente serie alternante es con- 


SolucíÓn La serie dada es 

1- T + 5"Z + -" + ( “ 1)n+l 1 + (-1) " +2 + • • ■ 

2 3 4 n n + 1 


Como—j < - para todos los números enteros positivos n, y lím - = 0, 
entonces, por el criterio de las series alternantes, la serie dada es conver¬ 
gente. ^ 
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► EJEMPLO 2 


Determine si la serie es convergente o divergente: 




n + 2 
n(n + 1) 


Solución La serie dada es una serie alternante. 


lím a„ = lím 


n + 2 


+~ n(n + 1) 


1 


+ 4 


= 1 lím 


= 0 


1 + - 
n 


Antes de que se pueda aplicar el criterio de las series alternantes, también debe 

mostrarse que a n+ ¡ < a n o, equivalentemente, a " tl - < 1. 

tt/i 

n + 3 

a n +¡ _ (n + l)(n + 2) 

J±L 

n(n + 1) 

_ n(n + 3) 

(n + 2)" 

- n 2 + 3/i 
n 2 + 4« + 4 

< 1 


Por el criterio de las series alternantes, la serie dada es convergente. ^ 


8.5.3 Definición del residuo después de k términos 


Si una serie infinita es convergente y su suma es S, entonces el residuo 
después de k términos, se obtiene al aproximar la suma de la serie 
mediante la Jfc-ésima suma parcial s k , denotado por R k , es 

Rk = S ~ ** 

Esta definición se emplea en el enunciado del siguiente teorema, el cual 
proporciona un método para determinar una cota superior para el error come¬ 
tido cuando la suma de una serie convergente se aproxima mediante la suma de 
un número finito de términos de la serie. 


8.5.4 Teorema 


Considere la serie alternante 

X(-D' ,+1 a n [o £ (“«"a» 1 

n-1 L n = l J 

donde a n > 0 y a n+ 1 < a„ para todos los números enteros positivos n, y 
lím a. = 0. Si Rt es el residuo obtenido al aproximar la suma de la se- 
rie mediante la suma de los primeros k términos, entonces |J?*| < «* + |. 
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La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. A fin de mostrar el contenido del teorema, éste se aplica en el siguiente 
ejemplo ilustrativo a una serie alternante cuya suma exacta se puede calcular. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la serie geométri¬ 
ca con a = 1 y r = -i; 



Por el teorema 8.3.5, la suma de esta serie es 

1 = 2 
1 - (- i) 3 

= 0.66667 


con cinco dígitos significativos. Suponga que se aproxima la suma de la serie 
mediante los primeros diez términos: 


1_± + ±-í + j_ 

1 *■>•/♦ o ” it 


32 + 64 128 + 256 ' 512 - 0.66602 


El error es 0.66667 - 0.66602 = 0.00065. El teorema 8.5.4 establece que el 
error es menor que el valor absoluto del onceavo término, el cual es 

k m = °- 00098 


y 0.00065 < 0.00098. 


► EJEMPLO 3 Una serie para calcular ln( 1 + x) si x está en el 
intervalo (-1, 1] es 

ln(l + x) = f H)" +1 — 

„=i n 

Obtenga una cota superior para el error cuando se utilizan los tres primeros 
términos de esta serie para aproximar el valor de ln 1.1. 


Solución 


Se emplea la serie dada con x = 0.1 para obtener 


ln 1.1 


0.1 


(o.i ) 2 _ (o.i ) 4 

2 3 4 


Esta serie satisface las condiciones del teorema 8.5.4; de modo que si i? 3 es la 
diferencia entre el valor real de ln 1.1 y la suma de los tres primeros términos, 
entonces 


| R 3 | < 0.000025 

De esta forma, la suma de los tres primeros términos dará un valor de ln 1.1 con 
una exactitud de al menos cuatro cifras decimales. De los tres primeros términos 
se obtiene 

ln 1.1 = 0.0953 ◄ 

Si todos los términos de una serie se sustituyen por sus valores absolutos 
y la serie resultante es convergente, entonces se dice que la serie original es 
absolutamente convergente. 
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8.5.5 Definición de convergencia absoluta 


La serie infinita £ u„ es absolutamente convergente si la-serie £ |h„ | 
es convergente."* 1 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


Considere la serie 


I(-D 


B + l 2 l . 

3" 


|-^ + p-p+---+(-D" +, |í+- 


( 5 ) 


Esta serie será absolutamente convergente si la serie 


£- = 
'in 


2 2 2 2 2 
3 + 32 + ? + 3? + ■ ■ • + ^ • 


= 1 1 , entonces es 

convergente. Por tanto, la serie (5) es absolutamente convergente. 4 


es convergente. Como ésta es la serie geométrica con r = ± < 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1 se demostró 

que la serie 


Z(-u" +l 

n = I 


i 

n 


es convergente. Esta serie no es absolutamente convergente debido a que la 
serie de valores absolutos es la serie armónica, la cual es divergente. 4 


La serie del ejemplo ilustrativo 4, en ocasiones llamada serie armónica 
alternante, es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente. 


8.5.6 Definición de convergencia condicional 


Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente, se 
denomina condicionabnerrte convergente. 

La importancia de la convergencia condicional se muestra en el ejem¬ 
plo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

alternante: 

1 , 1 


Considere la serie armónica 


I- ? + Í~Z + Í - ¿ + ... + (-l) n+l 1 + ... 

2 3 4 5 6 n 


( 6 ) 


la cual es condicionalmente convergente. Se reordenarán y agruparán los 
términos de esta serie como sigue: 


(1 - i) 


1 + (i _ I) _ i + (i 

4 v 3 6 ' 8 '5 


1 - i + I 

2 4 6 


i + ± 
8 10 


= 1(1-1 + I_I + I 

2 2 3 4 5 


-L) - ± + 
10 ' 12 


( 7 ) 


Observe que la serie entre paréntesis anterior es la misma que la serie (6). 
Debido a que la serie (6) es convergente, tiene una suma igual a ln 2, según el 
ejemplo 3 donde x = 1. La serie (7) también tiene una suma, pero evidente 
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mente la suma de la serie (7) es un medio de la suma de la serie (6). Esta situación 
se presenta debido a que la serie (6) es sólo condicionalmente convergente en 
vez de ser absolutamente convergente. 4 

Del ejemplo ilustrativo 5, parece que no se puede cambiar el orden de los 
términos de una serie condicionalmente convergente y preservar la suma. Sin 
embargo, recuerde del teorema 8.4.5 que para una serie convergente de términos 
positivos, s e puede cambiar el orden de los términos sin afectar la suma de la serie. 

El teorema siguiente permite demostrar que una serie infinita de términos 
positivos y negativos es convergente, mostrando que es absolutamente con¬ 
vergente. 


8.5.7 Teorema 


Si la serie £ | u n \ es convergente, entonces la serie £ «„ es convergente. 


Demostración Si a cada miembro de la desigualdad 


se le suma I u n I, se obtiene 


Como la serie ^ | u n | es convergente, también lo es la serie 2 | u n |, 

n=l n=l 

Entonces, mediante la desigualdad (8) y el criterio de comparación, se concluye 

+ ~> + <f 

que la serie £ (u n + \ u n |) es convergente. La serie £ u n puede escribirse 


^ u n — ^ ( u n + | u n { | u n j ) 

n = 1 n=] 


+ |«n|) “ X Kl 


n=l n =1 


El miembro derecho de la igualdad anterior es la difererlcia de dos series 
convergentes. Por tanto, X“n es convergente. ■ 


► EJEMPLO 4 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Soluciófl Al denotar la serie dada por ^ u n , se tient 


+~ ll.ll.i 

V„ -2 _i_1_ + + + 

Z,“" - ]2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 " 

= I_ i _I__L + ± + _L + 

2 8 9 32 50 36 -98 


Esta es una serie de términos positivos y negativos. Se jpüedé detrtostrár que esta 
serie es convergente si se prueba que es absolutamente convergente. 
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X"* i i V i [ 

2, |“« I = L — -2 — 

n = l n = l n 

Como | eos i nn | £ 1 para toda n, entonces 


Icos j nn\ 


1 


La serie V 4r es la serie p, con p = 2, y es convergente. De modo que, por 

»=i n +«, 

el criterio de comparación, X I “n | es convergente. Por tanto, la serie dada es 

absolutamente convergente; en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es conver¬ 
gente. 

Observe que los términos de la serie X I “n I n * crecen ni decrecen 

n = 1 

monótonamente. Por ejemplo, | n 4 | = ^,|u 5 | = d_, | w 6 | = de modo 
que | n 5 | < | «4 |, pero | | > I u¡ I. ^ 

El criterio de la razón, presentado en el siguiente teorema, se emplea re¬ 
gularmente para determinar si una serie dada es absolutamente convergente. 


8.5.8 Teorema Criterio de la razón 


Sea £ u„ una serie infinita para la cual cada u„ es diferente de cero; 

• «! 

i üi!-1 = L < 1, entonces la serie es absolutamente con- 


(i) si lim 
'-—I 
vergente; 


(Ü) si lím 

M n+l 

= L > 1 o si lím 

fía+I 






divergente; 
(üi) si lím 1^ 


“ I «, 

vergencia a partir de este criterio. 


= +oo, la serie es 


= 1, no se puede concluir nada acerca de la con- 


Demostración de (i) SetieneporhipótesisqueL < 1.Sea R upnúmero 


tal que L < R < 1. Sea R - L = e < 1. Como lím 

rt —> + oo 

número entero N > O tal que 


= L, existe un 


sin > IV entonces 
Por tanto, 

si n > N entonces O < 


ffn±I 

“n 

“ n+] 

U„ 


< e 


< L + € = R 


(9) 


Considere que n toma los valores sucesivos N, N + 1, jV + 2,.. ., etcé¬ 
tera. De (9) se obtiene 
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En general, 

| u n+k | < R K | u N | para cada número entero positivo k (10) 

La serie 


IKI**- I U N I ^ + I “V I R 2 + • • • + I U N | + • • • 

*=1 

es convergente porque es una serie geométrica cuya razón es menor que 1. 
De modo que, de (10) y del criterio de comparación se infiere que la serie 

+ OD +oo +» 

X I u n+k | es convergente. La serie ^ | u N+!l | difiere de la serie X I u n I 

*=i *=i *=i 

únicamenteenlosprimerosNtérminos.Portanto, X | u n | es convergente; por 

n = 1 

lo que la serie dada es absolutamente convergente. 


Si lím 

u n +1 

= L > lo lím 1 

u n +1 


“r, 

n-» + ~ | 

M n 


Demostración de (ii) 

+oo, entonces en cualquier caso existe un número entero N > 0 tal que si 


n > N, entonces 


“n+l 
I “n 

así sucesivamente, se obtiene 


> 1. Si n toma los valores N, N + 1 ,N + 2,..., y 


| U N +1 I > | U N I 
| U N+2 | > | U N+1 | > | U N | 
] U N+3 ] > | u V+2 | > | U N | 


De esta manera, si n > N, entonces | u n | > | u N \. En consecuencia, 
lím u n * 0; por lo que la serie dada es divergente. 

n —» +oe 


Demostración de (iii) Si se aplica el criterio de la razón a la serie p, 
se tiene 





i 

lím 

n —» + oo 

“n+l 

“n 

= lím 

(n + 1)P 

1 



nP 



— lím 

n-* + «> 

(^t)' 


Puesto que la seriep diverge si p < 1 y converge si p > 1, se ha mostrado 
que es posible tener series tanto convergentes como divergentes para las cuales 


lím 


1. Esto demuestra el inciso (iii). 


► EJEMPLO 5 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Xt- 1 )"" 1 # 


Solución u n = y “n + 1 = H)" +2 ^T-Por tanto. 
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n + 1 2^ 

2" +1 ' n 
n + 1 
2 n 


= lím 

n->+» 2. 

J_ 

2 

< 1 

Por tanto, por el criterio de la razón, la serie dada es absolutamente convergen¬ 
te y en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es convergente. A 


4 n +1 


De modo que 
lím 


u n +1 


► EJEMPLO 6 


En el ejemplo 2 se mostró que la serie 


X (-D n 


n + 2 
n(n + 1) 


es convergente. ¿Es esta serie absolutamente convergente o condicionalmente 
convergente? 


Solución A fin de verificar la convergencia absoluta se aplicará el criterio 
de la razón. En la solución del ejemplo 2, se mostró que 

l“n+l| _ n 2 + 3 n 

\u n \ n 2 + 4n + 4 


En consecuencia, 


lím 


^n + l 
Un 


1 + 


= lím 


= 1 


l + í + 4 


De modo que el criterio de la razón falla. Como 

n + 2 1 

n + 1 n 

> I 

n 

+ CO 

puede aplicarse el criterio de comparación. Puesto que la serie £ - es la serie 

+ o» n= 1 ^ 

armónica, la cual diverge, se concluye que la serie £ | u n \ es divergente, y 

+ °® n = 1 

en consecuencia, £ u n 110 es absolutamente convergente. Por tanto, la serie es 

n = l - 

condicionalmente convergente. ^ 

Observe que el criterio de la razón no incluye todas las posibilidades para 


lím 


Uft + l 


porque es posible que el límite no exista y no sea+oo. La discusión 

de tales casos está más allá del alcance de este libro. 

La demostración del criterio de la razón se basó en el uso del criterio de 
comparación con series geométricas. Otro criterio cuya demostración es similar 
es el criterio de la raíz. 
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8.5.9 Teorema Criterio de la raiz 


Sea X u n una sene infinita para la cual cada u„ es diferente de cero: 

nal 

(I) si llm "|« n | = L < 1, entonces la serie es absolutamente con¬ 
vergente: 

(il) si lím ^/¡uj = L > 1, o si llm = +e®, la serie es 

divergente; 

(iii) si lím \/ju7l = 1 , no se puede concluir nada acerca de la con¬ 
vergencia a partir de este criterio. 

Debido a la semejanza de la demostración del criterio de la raíz con la 
demostración del criterio de la razón, se deja la primera como ejercicio (vea los 
ejercicios 50 a 52). 


► EJEMPLO 7 Aplique el criterio de la raíz para determinar si la 
serie es convergente o divergente: 

« = 1 

Solución Al aplicar el criterio de la raíz se tiene 

«»*j. usía 1 '" 


= lím 

= 0 
< 1 


32+a/*) 


Por tanto, por el criterio de la raíz, la serie dada es absolutamente conver¬ 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.5.7, la serie es convergente. ^ 


Los criterios de la razón y de la raíz están íntimamente relacionados. Sin 
embargo, el criterio de la razón generalmente es más fácil de aplicar; si los 
términos de la serie contiene factoriales, este es ciertamente el caso. En el 
ejercicio 49 se presenta una serie para la cual el criterio de la razón falla pero 
se puede aplicar el criterio de la raíz para mostrar su convergencia. Si los 
términos de una serie contienen potencias, como en el ejemplo 7, aplicar el 
criterio de la raíz puede ser más ventajoso que aplicar el criterio de la razón. 
El ejemplo siguiente proporciona otra serie para la cual conviene más aplicar 
el criterio de la raíz. 


► EJEMPLO 8 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


I 


1 

[ln(n + 1)]" 


Solución Todos los términos de la serie son positivos, entonces 
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lím Í\u n \ = lím "I 

rt—M-oo /!—► + oo U 


1 


= lím 

fl ~►+oo 
= 0 
< ] 


[ln(/i + l)] n 
1 


ln(n + 1) 


Por el criterio de la raíz, la serie dada es convergente. 


EJERCICIOS 8.5 


En los ejercicios 1 a 14, determine si la serie alternante es 
convergente o divergente. 


1. 

!(-*)■ 
8 = 1 

+t _L 

2 n 

2. 

¿(-ir 

8=1 

1 

n 2 

3. 

¿(-ir 

8=1 

3 

n 2 + 1 

4. 

| (->)* 

. 1 4 

3n - 2 

5. 

¿(-ir 

8-2 

l 

in n 

6. 

¿(-ir 

8 = 1 

+1 tr 

n 

7. 

¿(-ir 
8 = 1 

+ 1 n 2 

/t 3 + 2 

8. 

¿(-ir 

8=1 

+ 1 ln_/i 

n 

9. 

¿(-ir 
8 = 1 

ti Inn 
n 2 

10. 

¿(-D" 
8 = 1 

ef_ 

n 

11. 

¿(-ir 

8=) 

3" 

n 2 

12. 

¿(-1)" 
8 = 1 

*Tn 

3n - 1 

13. 

+ oo 

X<-»" 

n 

2" 

14. 

¿(-ir 
8 = 1 

ti 3" 

1 + 3 2 " 


En los ejercicios 15 a 22, obtenga una cota superior para el error 
si la suma de los primeros cuatro términos se emplea como una 
aproximación de la suma de la serie infinita. 


27. 


(2 /i ) 3 


28. £(-l)" 


1 


(2 n + l ) 3 


En los ejercicios 29 a 48, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi¬ 
fique la respuesta. 


29. 

IHÍ 


30. 


31. 

¿(-ir* 1 

8=1 

ni 

32. 

foo n 

£■(!) 

33. 

¿~ 


34. 


35. 

¿nr- 
8=1 A 

ni 

8 + 1 

36. 


37. 

+0 ° 1 O 

y 1 1 - 2 sen n 

h 

38. 

¡rh? 

39. 

¿(-ir* 1 

8=1 

r. 

/i! 

40. 

t 1 n 

41. 

¿(-ir* 1 

8=2 

1 

n(ln n) 2 

42. 

V cos n 

8=1 n 2 


15. ¿(-1)"* 1 - 

ts n 

i7. ¿(-ir* 1 —-— 7 

“f (2n - l) 2 

19. ¿(-1)" ± 

».l n 

21. ¿(-!)"* 


(n + l)ln(/t + 1) 


16. 

18. y (-l)"*’ 2—r 

írr (« + D 2 

20. ¿(-l)"* 1 ^ 

22. ¿(-ír^ 


En los ejercicios 23 a 28, calcule la suma de la serie infinita, con 
una exactitud de tres cifras decimales. 


43. 


sen nn 
n 


45. 



44. £ 

“ In n 




48. 


Y 1 • 3 ■ 5 (2« - 1) 

£ 1 ■ 4 • 7 (3/i - 2) 


49. 


Considere la serie 


1 

2 >i+l+(-l)” 


. (a) Muestre que el criterio 


de la razón falla para esta serie, (b) Utilice el criterio de la raíz 
para determinar si la serie es convergente o divergente. 


23. Z(-l)" + lJ 4 


25. ¿(-1) 


, + t 1 


26. ¿(-ir +, £ 


50. Demuestre el inciso (i) del criterio de la raíz (teorema 8.5.9). 
Sugerencia: copio L < 1, sea R un número tal que 
L < R < 1, y sea R - L = .€ <1. Muestre que existe 
un número entero N tal que si n > N, entonces j u n | < R". 
Después utilice el criterio de comparación. 
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51. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la raíz. Considere la 
sugerencia para el ejercicio 50. 

52. Demuestre el inciso (iii) del criterio de la raíz aplicándolo a 

las dos series V- y V -L. Sugerencia: determine 
“ n “ n ¿ 

lím -Vn considerando Vn = e (ln y empleando la regla 

n—*+ oa 

de L’Hópital para calcular lím Í3A, 

»-*+ ” n 


53. Demuestre que si ^ u n es absolutamente convergente, en- 
tonces ^ u„ 2 es convergente. 

n=[ 

54. ¿Sospecha que el recíproco del ejercicio 53 es verdadero o 
falso? Justifique la respuesta demostrándola si el recíproco es 
verdadero o dando un contraejemplo si es falso. 


8.6 RESUMEN DE GRITERIOS SOBRE CONVERGENCIA 
Y DIVERGENCIA DE SERIES INFINITAS 


En las secciones 8.3 a 8.5 se presentó una variedad de criterios para determinar 
la con vergencia odivergencia de una serie infinita de términos constantes. A fin 
de adquirir destreza en el reconocimiento y aplicación del criterio apropiado, 
se requiere de práctica considerable, la cual se obtendrá realizando los ejerci¬ 
cios de esta sección. Como ayuda, se listan a continuación los criterios y se 
aconseja que sean aplicados en el orden indicado. Si un paso particular no es 
aplicable o no puede inferirse ninguna conclusión, continúe con el siguiente. 
Por supuesto, en ocasiones pueden aplicarse más de un criterio, sin embargo, 
debe elegirse el más eficaz. 

1. Calcule lím u„. Si lím u n * 0, entonces la serie diverge. Si lím u n = 0, 

n —♦+oo n —► + « + 

no puede inferirse ninguna conclusión. 

2 . Examine la serie a fin de determinar si corresponde a uno de los siguientes 
tipos especiales: 

+ oo 

(i) Una serie geométrica: y^ar n_1 . Converge a la suma—2—si I r I < 1; 

. , -i 1_r 

diverge si ] r | > 1. 

+ oo 

(ii) Una serie p: X (donde p es una constante). Converge si p > 1; 

n = 1 

diverge sip < 1. 

(iii) Una serie alternante: X(~')' I+1 a n 0 X( - l)" a n- Aplique el crite- 

n =1 «=1 

rio de las series alternantes (teorema 8.5.2): si a n > 0, y a„+\ < a„ 
para todos los números enteros positivos n, y si lím a n = 0, enton¬ 
ces la serie alternante es convergente. 


3. Aplique el criterio de la razón (teorema 8.5.8): Sea £ u n una serie infinita 
para la cual cada u„ es diferente de cero: n=1 


(i) si lím 


= L < 1, la serie es absolutamente convergente; 

= +«>. la serie es 


si lim 

“«+1 

= L > 1 o si lím 1 

u n +1 

n-»+«> 

“n 

• • +oo 

“ n 


divergente; 
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(iii) si lim 


ffü+1 
“n 

partir de este criterio. 


= 1, nada se puede inferir acerca de la convergencia a 


4. Apliqueelcriteriodelaraíz(teorema 8.5.9): Sea X u n una serie infinita para 
la cual cada u„ es diferente de cero: " =l 


(i) si lim ^/¡üj = L < 1, la serie es absolutamente convergente; 

n—> + « 

(ii) si lím ^/¡üj = L > 1, o si lim "/¡üj = +oo la serie es diver¬ 
gente; 

(iii) si lím tf\ü J = 1, nada se puede inferir acerca de la convergencia a 

n—>+« 

partir de este criterio. 


5. Aplique el criterio de la integral (teorema 8.4.6): Sea/una función que es 
continua, decreciente y de valores positivos para toda x > 1. Entonces la 
serie infinita 


£/(«) =/(D+ /(2) + /(3) + ...+/(«) + ... 


6 . 


es convergente si la integral impropia 



f(x) dtx existe, y es divergente si 


[ b 

lím f(x) dx = +oo. 

J, 

Aplique el criterio de comparación (teorema 8.4.2): Sea la serie una 
serie de términos positivos. " =l 


(i) Si es una serie de términos positivos de la cual se sabe que 

n = l 

converge, y si u„ £ v„ para todo número entero positivo n, entonces 
X u n es convergente. 

n = l 

+ «o 

(ii) Si ^ w n es una serie de términos positivos de la cual se sabe que 

n = I 

diverge, y si u n > w n para todo número entero positivo n, entonces 
+ <» 

es divergente. 

n = l 

o aplique el criterio de comparación por paso al límite (teorema 8.4.3): Sean 
£v„ dos series de términos positivos. 

n = l n = l 

(i) Si lím — = c > 0, entonces las dos series son convergentes o 

v„ 

ambas series son divergentes. 

(ii) Si lím — = Oysi ^ v„ converge, entonces ^ u„ converge. 

v n „ = i _ „=| 

(iii) Si lím — = +ooysi £ v„ diverge, entonces diverge. 

v n „ = | „ = 1 
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EJERCICIOS 8.6 


Los ejercicios siguientes proporcionan una revisión de las seccio¬ 
nes 8.3 a 8.5. 

25. 

y 1 

1 + 2 ln n 

26. 

En los ejercicios 1 y 2, muestre los primeros cuatro elemen¬ 

27. 

cosn 

28. 

tos de la sucesión de sumas parciales {$„}, y obtenga una 
fórmula para s n en términos de n. También determine si la serie 
infinita es convergente o divergente; si es convergente calcule 

29. 

Zi " 3 

y 1 

^ 7 n + sen « 

30. 


Z jsec n\ 

S «3-” 2 

n-1 

y (H + 2) 2 

tí ( - n + 3 ) ! 



En los ejercicios 31 a 40, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi¬ 
fique la respuesta. 


En los ejercicios 3 a 12, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente obtenga su suma. 

31. 

X (-1)'£ 

32. 

¿<-U 

3.pr 

4. |>- 2 " 

«=! 

33. 

n=0 

5 M> "W 

34. 

n=0 

S(-D 

n=l 

5 . y^ 

¡“n + i 

6. £[(-i)" +(- 1 )" +1 ] 

n» 0 

35. 

§<-■>■ £ 

36. 

!<-»' 

n=l 


7. £ sen" 3 n 

.=0 


8. £ eos" j it 

„=0 


37. 


S (-!)"■ 


2 3« 

'ñ' r 


38. 



1 

[ln(n + 2)]" 


9. V-. Sugerencia: calcule la suma, pri- 

(3n - 1)(3n + 2) P 

mero determine la sucesión de sumas parciales. 



39. 


40. 


En los ejercicios 13 a 30, determine si la serie es convergente o 


divergente. 


ij - !„’?«. 

14. 

15 ‘ Í C08 U‘-i) 

16. 

17 . 

tí (2«)! 

18. 

19. £(-l)"ln± 

tí " 

20. 

21 ' 

22. 

“•l(A-é) 

24. 


y_!_ 

t (2" + D 3 42. 

V 3 + sen n 

ti " 2 

y » 43. 

tí V3 n + 2 

y (-l)" +l 

£ 1 + ^ 44. 



S c »> donde 


- - si n es un cuadrado perfecto 
n 


-L si ri no es un cuadrado perfecto 
n l 


. c„, donde c„ 


-- si 2 n es un número entero 
n 4 

-4 si 4 n no es un número entero 

2 4 


Exprese el número decimal infinito periódico 1.324 24 24... 
como una fracción común. 

Una pelota se deja caer desde una altura de 18 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de dos tercios de la 
altura del rebote anterior. Calcule la distancia total recorrida 
por la pelota antes de alcanzar el reposo. 

Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 55 de la sección 
8.3 para determinar cuánto tiempo empleará la pelota del 
ejercicio 42 en alcanzar el reposo. 

La trayectoria de cada oscilación del disco de un péndulo, 
después de la primera, es 80% de la trayectoria de la oscila¬ 
ción anterior, de un lado al otro. Si la trayectoria de la primera 
oscilación es de 18 pülg y la resistencia del aire hace que 
eventualmente al péndulo alcance el estado de reposo, 
¿qué distancia recorre el disco del péndulo antes de que 
alcance el reposo? 
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8.7 SERIES DE POTENCIAS 

Las series infinitas que se han estudiado hasta este momento han con¬ 
sistido sólo de términos constantes. Ahora se tratará un tipo importante de 
series de términos variables denominadas series de potencias, las cuales 
pueden considerarse como una generalización de una función polinomial. En 
las secciones restantes de este capítulo se estudiará cómo pueden emplear¬ 
se las series de potencias para calcular valores de función tales como sen x, 
e x , Inx y 4x, las cuales no se pueden evaluar mediante las operaciones 
aritméticas conocidas y empleadas para determinar valores de funcio¬ 
nes racionales. 


8.7.1 Definición de una serie de potencias 


Una serie de potencias en x - a es una serie de la forma 

cq + Ci(at - a) + c¿x - a) 2 + ... + c„(jc - a)" + ... (1) 

+ oo 

Se utiliza la notación ^ c n (x - a) n para representar la serie (1). (Ob- 

n~0 

serve que por conveniencia, al escribir el término general se considera 
(x - a)° = 1, aún cuando x = a. Si x es un número particular, la serie de 
potencias (1) se convierte en una serie infinita de términos constantes. Un 
caso especial de (1) se obtiene cuando a = 0, de modo que la serie se trans¬ 
forma en una serie de potencias en x, la cual es 

^ C„x n = Cq + C\X + C 2 X 2 + . . . + C n X n + . . . (2) 

n = O 

Además de la serie de potencias en x - ay x, se tienen series de poten¬ 
cias de la forma 


+ oo 

X c n[<K*XT = c 0 + cjíK*) + c 2 [<K*)] 2 + ... + c n [t¡>(x)] n + ... 

n = O 

donde tj> es una función de x. Tales series se denominan series de,potencias 
en <¡>(x). En este libro se tratarán exclusivamente series de potencias de la 
forma (1) y (2), y cuando se emplee el término “serie de potencias” se enten¬ 
derá alguna de estas dos formas. El estudio de la teoría de series de potencias 
se limitará a las series del tipo (2). La serie de potencias más general (1) 
puede obtenerse de (2) mediante la traslación x = x - a; por tanto, los re¬ 
sultados pueden aplicarse a la serie (1). 

En el estudio de series infinitas de términos constantes se trató la cues¬ 
tión de convergencia o divergencia de las series. Al estudiar series de po¬ 
tencias se tratará la cuestión: ¿qué valores de x hacen que la serie de potencias 
converja? Para cada valor de x en el que la serie de potencias converge, la 
serie representa el número que es la suma de la serie. Por tanto, una serie de 
potencias en x define una función que tiene como dominio todos los va¬ 
lores de x para los cuales la serie de potencias converge. 

• Se utiliza la notación P n (x) a fin de representar la suma parcial de la 
serie de potencias cuya potencia mayor es n. Esta notación es consistente 
con el uso de P„(x) en la sección 8.1 para representar el polinomio de Taylor 
de grado n. 
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[-2, 2] por [-1,10] 


f(x) = —L_ 
1 - X 

10 

p ioW = 

«=0 

FIGURA 1 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie geomé- 

+ ao 

trica en la que a - 1 y r = x, la cual es ^ x n . Por el teorema 8.3.5 esta 

n-0 

serie converge a la suma 1/(1 — jr) si |jc | < 1. Por tanto, la serie de poten- 
cias ^ x n define la función/para la cual/(x) = 1/(1 - x) y cuyo dominio es 

n-0 

el intervalo abierto (-1, 1). De esta manera se escribe 

\ + x + x 2 ' + X 3 + ...+ x n + ... = —i— si I a: | < 1 (3) 

1 - X 

La figura 1 muestra las gráficas de 

i° 

f(x) = —i— y P w (x) = 

i - * n TS 


trazadas en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-1, 10]. Observe que 
la gráfica de P\${x) aproxima la gráfica de/cuando |x| < 1, lo cual apoya 
el hecho de que la serie de potencias converge a 1/(1 - jc) si | jc |' < 1. A 


La serie de potencias (3) puede emplearse para formar otra serie de 
potencias cuyas sumas pueden determinarse. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si en (3) se sustituye x 

por -x, se tiene 

1 - x + x 2 - x 3 + ... + (-l)"*' 1 -i- . .. = —í— si [ jc I < 1 (4) 

1 + X 

Al reemplazar x por x 2 en (3) se obtiene 

1 + x 2 + x 4 + x 6 + ... + x 2n + ... = —si | x | < 1 (5) 

Si se sustituye x por -x 2 en (3) resulta 

1 - x 2 + x 4 - x 6 + ... + (-I)"* 2 " + ... = —1— T si \x\ < 1 (6) 

1 + x 2 


En los ejercicios 1 a 3 se le pedirá que apoye gráficamente el hecho de 
que las series de potencias (4) a (6) convergen a la función racional corres¬ 
pondiente si | x | < 1. 

Ahora se mostrará, por medio de tres ejemplos, cómo el criterio de la 
razón puede emplearse para determinar los valores de x para los cuales una 
serie de potencias es convergente. Algunas series, como la del ejemplo 2, 
convergen para cada valor de x. Por supuesto, toda serie de potencias (2) 
es convergente para x = 0, pero, como se verá en el ejemplo 3, algunas 
series no convergen para ningún otro valor de x. 


► EJEMPLO I Determine los valores de x para los cuales la se¬ 
rie de potencias es convergente: 


+ o° 

X (-i ) n+1 


2 n x n 

n3 n 
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Solución Para la serie dada, 


u n = (-1)"+ 


i 2 n x n 
n3 n 


y 


U n + 1 = (“O 


n + 2 


2«+l x n +1 
{n + l)3' r+1 


De modo que 


lím 

M n+1 

= lím 


Un 

rt—► + <*> 


= lím 

n—>+«= 


(n + l)3 n+1 
2 i.i n 


n + 1 


2 

3 


X 


n3 n 

2 n x n 


Por tanto, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan¬ 
do | |*| < 1 o, equivalentemente, cuando | x \ < La serie es divergente 
cuando | ) jc | > 1 o, equivalentemente, cuando | jc | > |. Cuando | | jc | = 1 
(es decir, cuando x = ± |), el criterio de la razón falla. Cuando x = |, la 
serie de potencias dada se convierte en la serie armónica alternante 


+ - + H) n+li 

1 2 3 4 n 




la cual es convergente, como se mostró en el ejemplo 1 de la sección 8.5. 
Cuando x = -1 se tiene 


i-I- 1 -!- i 

1234'" n 


la cual es la negativa de la serie armónica, que es divergente. Por tanto, se 
concluye que la serie de potencias dada es absolutamente convergente 
cuando -^ < x < |yes condicionalmente convergente cuando x = \. 
Si jc < ~¡í o jt > |, la serie es divergente. A 


Cuando se emplea n! en la representación del n-ésimo término de una 
serie de potencias, como en el ejemplo siguiente, se considera 0! = 1, de 
modo que la expresión para el n-ésimo término estará definida cuando n = 0. 


► EJEMPLO 2 Determine los valores de x para los cuales la 
serie de potencias es convergente: 


Y *1 
¿ n! 


Solución Para la serie dada, 

x n x n+ * 

“ n = ñí y “ n+1 = o¡nji 

de modo que al aplicar el criterio de la razón se tiene 


lím 

/|-» + o 


“n + 1 

U n 


lím 

n-> + <» 


x" +1 
(» + 1 )! 


rú 

x n 


= | x | lím —- 

n —» + «> n + 1 

= o 
< 1 


Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamente convergente para 
toda*. 4 
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► EJEMPLO 3 Determine los valores de x para los cuales la 
serie de potencia es convergente: 

£ rt\ x n 

n = O 

Solución Para la serie dada, u n = n!x" y u n+ ¡ = (n + l)\x n+l . Al 
aplicar el criterio de la razón se tiene 


lím 

/!-* + “ 


= lím 


(n + 1)! x" 


= lím |(n + 1)jc I 

W —> + oo 

_ í O si x = O 
l+oo si x ^ O 

Se deduce que la serie de potencias es divergente para todos los valores de 
x excepto 0. 4 


► EJEMPLO 4 Utilice el criterio de la raíz a fin de determinar 
los valores de x para los cuales la serie de potencias es convergente: 

n 3 x n 

n = 1 

Solución A fin de aplicar el criterio de la raíz se calcula lím y\u n \. 
lím %j\n 3 x n | = límn 3 H*| (7) 

n —» + co n—t -foo 

Para determinar lím n 3 ¡ n , sea y = n 3 l". Entonces ln y = \ ln r. Así, 

n —> + «> 

3 ln n 


n 


lím lny = lím 


( 8 ) 


n —> + «> ti 

A fin de calcular el límite lateral derecho de (8) primero se obtiene 
lím — 11 " , donde los valores de z son números reales. Como lím ln z = 

2 —► -+ oo ^ 2—> + i 

+oo y lím z = +oo, se aplica la regla de L’Hópital obteniéndose 

2—M-oo 

lím = lím ? 

z-»+~ z !-♦ + “> Z 

= o 

3 ln ti 

De este modo, por el teorema 8.2.3, lím - = 0; en consecuencia, de 

/o\ «-* + ” n 

(8) se tiene 


lím lny = O 

n— M-t» 

lím y = 1 

n —>+°° 

Al sustituir este resultado en (7) se obtiene - 
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En consecuencia, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan¬ 
do | x | < 1. La serie es divergente cuando | * | > 1. Cuando * = 1,1a serie 


de potencias dada se convierte en ^ n 3 , la cual es divergente porque 

n = l 

lím r? 0. De manera similar, la serie de potencias es divergente para el 


/!—> + <» 

valor* = -1. 


◄ 


Refiérase al ejemplo 1, el cual proporciona una ilustración del teore¬ 
ma siguiente. La serie de potencias en ese ejemplo es convergente para 
* = | y es absolutamente convergente para todos los valores de * para los 
cuales |*| < 


8.7.2 Teorema 


Si la serie de potencias £ c„x n es convergente para * = *| (*| * 0), 
»»*0 

entonces es absolutamente convergente para todos los valores de * 
para los cuales | * | < | * ( | . 


Demostración Si Y <:„*," es convergente, entonces lím c n *|" = 0. 

n =0 

Por tanto, si se toma € = 1 en la definición 3.7.1, entonces existe un núme¬ 
ro entero N > 0 tal que 

si n a N entonces | c n x\ n | < 1 

Ahora, si * es cualquier número tal que | * | < | *| |, y si n > N, entonces 


I c„x" 


| 


*1 


Kn* I = I C n *l 


Iv" I < 

La serie 


(9) 


( 10 ) 


es convergente porque es una serie geométrica con r — |*/*i| < 1 (ya 
que |*| < | *i ]). Compare la serie ^ | c n x n \, donde | * | < | *i |, con la 

n = N 

serie (10). De (9) y el criterio de comparación, ^ |c„x" | es convergente 

n = N 

para | * | < | *i |. Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamen¬ 
te convergente para todos los valores de * para los que | * | < | *| |. ■ 


El teorema siguiente es un corolario del teorema 8.7.2. La serie de po¬ 
tencias del ejemplo 1, otra vez proporciona una ilustración del contenido del 
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teorema debido a que la serie es divergente para x = -1 así como para los 
valores de x para los que | x | > | -1 |. 


8.7.3 Teorema 


Si la serie de potencias ^ c ñ x" es divergente para x = x 2 , entonces 
»»0 . . . . 
es divergente para todos los valores de x para los que | x | > | xi \. 

Demostración Suponga que la serie de potencias dada es convergente 
para algunos números x para los cuales | x | > | X 2 |. Entonces, por el teo¬ 
rema 8.7.2, la serie debe converger cuando x = x 2 . Sin embargo, esto con¬ 
tradice la hipótesis. Por tanto, la serie de potencias dada es divergente para 
todos los valores de x para los que | x | > (x 2 |. ■ 

A partir de los teoremas 8.7.2 y 8.7.3, se demuestra el siguiente teore¬ 
ma importante de la sección. 


8.7.4 Teorema 


Sea ^ c„x n una serie de potencias. Entonces sólo una de las siguien- 
«*0 

tes condiciones se cumple: 

(i) la serie converge sólo cuando x — 0; 

(ii) la serie es absolutamente convergente para todos los valores de x; 
(ili) existe un número R > 0 tal que la serie es absolutamente con¬ 
vergente para todos los valores de x tales que |x| < R y es 
divergente para lodos los valores de x tales que | x | > R. 


serie convergente para 

M<* 


—r ™ 1 



-/? 

0 

R 




V 


serie divergente para | x | > R 


Demostración Si x se sustituye por cero en la serie de potencias dada, 
se tiene co + 0 + 0 + . . . , la cual obviamente es convergente. Por tanto, 

+ oo 

toda serie de potencias de la forma ^ c„ x" es convergente cuando x = 0. 

n = 0 

Si este es el único valor de x para el cual la serie converge, entonces se cum¬ 
ple la condición (i). 

Suponga que la serie dada es convergente para x = x¡, donde x f ^ 0. 
Entonces, por el teorema 8.7.2, la serie es absolutamente convergente para 
todos los valores de x tales que | x | < | x; |. Ahora, si además no existe nin¬ 
gún valor de x para el cual la serie sea divergente, entonces la serie es abso¬ 
lutamente convergente para todos los valores de x. Esta es la condición (ii). 

Si la serie dada es convergente para x = xj, donde xj ^ 0 y es diver¬ 
gente para x = x 2 , donde |x 2 | > |x t |, por el teorema 8.7.3 la serie es 
divergente para todos los valores de x tales que | x | > | x 2 |. En consecuen¬ 
cia, | x 2 | es una cota superior del conjunto de valores de | x | para los 
cuales la serie es absolutamente convergente. Por tanto, por el axioma 
* de completez (8.2.9), este conjunto de números tiene una mínima cota supe¬ 
rior, la cual es el número R de la condición (iii). Esto demuestra que sólo se 
cumple una de las tres condiciones. ■ 


FIGURA 2 


La figura 2 ilustra en la recta numérica el inciso (iii) del teorema 8.7.4. 
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Si en lugar de la serie ^ c„ x" se tiene la serie ^ c n (x - a) n , enton- 

n =1 n = 0 

ces en las condiciones (i) y (iii) del teorema 8.7.4 debe .sustituirse x por 
x - a. Así las condiciones se transforman en 


(i) la serie converge sólo cuando x = a\ 

(iii) existe un número R > 0 tal que la serie es absolutamente conver¬ 
gente para todos los valores de x tales que | x - a j < R y es di¬ 
vergente para todos los valores de x tales que | x - a | > R. (Vea 
la figura 3 en la que se muestra una ilustración de esto en la recta 
numérica). 


serie convergente para 
| jc — a | < R 


[a-R 


DC 


a + R j 


j serie divergente para | 
|x-«| > R 


FIGURA 3 


El número R de la condición (iii) del teorema 8.7.4 se denomina radio 
de convergencia de la serie. Si se cumple la condición (i), R = 0; si se 
cumple la condición (ii), se escribe R = +oo. Si R > 0, el conjunto de todos 
los valores de x para los que una serie de potencias es convergente se llama 
intervalo de convergencia de la serie de potencias. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la serie de potencias 

del ejemplo 1, R = y el intervalo de convergencia es (-|, |]. En el ejem¬ 
plo 2, R = + 00 , y el intervalo de convergencia se escribe como (- 00 .+oo). 4 


Si el radio de convergencia de una serie de potencias en x es R, donde 
R > 0, el intervalo de convergencia es (-R. R), [-R, /?], (-R, /?] o [-R, R). 
mientras que para una serie de potencias en x - a, el intervalo de conver- 
genciaes(a - R,a + R), [a - R,a + /?],(a - R,a + f?]o[a - R,a + R). 

Una serie de potencias dada define una función que tiene el intervalo de 
convergencia como su dominio. A continuación se resume el procedimiento 
para determinar el intervalo de convergencia. 


Procedimiento para determinar el intervalo de conver- 
gencio de una serie de potencias en x a _ 


1. Aplique el criterio de la razón (o en ocasiones el criterio de la raíz) 

para determinar el radio de convergencia R de la serie. Algunas se¬ 
ries convergen absolutamente para todos los valores de x, como 
en el ejemplo 2, donde R = +oo, y algunas otras convergen sólo en 
un número, como en el ejemplo 3, donde R = 0. ' 

2. Si R > 0, la serie converge absolutamente para toda x en el in¬ 
tervalo (a - R. a + R) y diverge para ¡ x - a | > R. Verifique la 
convergencia en los extremos del intervalo (a - R, a + R) me¬ 
diante los métodos resumidos en la sección 8.6; por supuesto, 
ninguna conclusión acerca de la convergencia en los extremos 
puede inferirse del criterio de la razón o del criterio de la raíz. 


► EJEMPLO 5 Determine el intervalo de convergencia de la serie 

|>(* - 2 r 

n- 1 

Solución La serie de potencias dada es 

(x - 2) + 2(x - 2) 2 + ... + n(x - 2) n + (n + l)(x - 2)" + 1 + . .. 
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Al aplicar el criterio de la razón se tiene 
|(n + 1)(* - 2) n+1 


lím 

^n +lj 

= lím 

n —> + «■: 

u„ 



n(x - 2)" 

= |*- 2| lim *-±1 

n —>+oo n 

= I* - 2| 

La serie dada será absolutamente convergente si | x - 2 | < 1 o, equi¬ 
valentemente, -1 < x - 2 < l,o bien, 1 < x < 3. 

+ oo 

Cuando x = 1, la serie es ^ (-1)" rc, la cual es divergente debido a que 

n = l 

4-00 

lím u n ^ 0. Cuando jc = 3, la serie es Yn, la cual es también divergen- 

n-»4-oo , 

n = 1 

te ya que lím u„ ^ 0. Por tanto, el intervalo de convergencia es (1, 3). 

n — 44-“ 

Así, la serie de potencias dada define una función que tiene el intervalo 
(1, 3) como su dominio. ^ 


► EJEMPLO 6 

I: 


Determine el intervalo de convergencia de la serie 


i 2 + n 2 


Solución La serie de potencias dada es 


X + x A 


r n +1 


2 + l 2 " 2 + 2 2 " 2 + 3 2 + " ' + 2 + n 2 " 2 + (n + I) 2 
Si se aplica el criterio de la razón se obtiene 


lím 


+ .. 


U n+ 1 

= lím 

x n + l 

2 + n 2 

“n 

2 + (n + l) 2 

x n 


= m lím 


2 + n 2 


2 + n ¿ + 2n + 1 


De esta manera, la serie dada será absolutamente convergente si | x | < lo, 
equivalentemente,-! < x < 1. Cuando x = 1, la serie es 


1 


1 


2 + l 2 2 + 2 2 2 + 3 2 


2 + n 2 


Como 


2 + n 2 

+ °° | 

es una serie p convergente, entonces, por el criterio de comparación, 

, n ¿ 

n -1 

la serie de potencias dada es convergente cuando x = 1. Si x = -1, la se- 

rie es 2. - ' t > I a cua l es convergente debido a que se ha mostrado que 

t\2 + n 2 

es absolutamente convergente. En consecuencia, el intervalo de convergen¬ 
cia de la serie de potencias dada es [-1, 1 ]. . 4 


Se ha mostrado que el criterio de la razón no revelará nada acerca de la 
convergencia o divergencia de una serie de potencias en los extremos del 
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intervalo de convergencia, además en un extremo puede ser absolutamen¬ 
te convergente, condicionalmente convergente o divergente. Si una serie de 
potencias converge absolutamente en un extremo, se puede, demostrar que la 
serie es absolutamente en cada extremo (vea el ejercicio 37). También se pue¬ 
de demostrar que si una serie de potencias converge en un extremo y diverge 
en el otro, la serie es condicionalmente convergente en el extremo en que 
converge (vea el ejercicio 38). Para algunas series de potencias, la convergen¬ 
cia o divergencia en los extremos no puede determinarse mediante métodos 
de Cálculo elemental. 


EJERCICIOS 8.7 


1. (a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias (4) converge a f(x) = —!—, si 

1 + x 

| x | <1, trazando las gráficas de/y P 10 (x) en el mismo 
rectángulo de inspección, (b) Utilice la serie (4) para de¬ 
terminar una representación en serie de potencias para 

—í— y apoye gráficamente la respuesta. 

1 + 2x 

2. (a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias (5) converge a f(x) = —í—y, si 

1 - x L 

| x | < 1, trazando las gráficas de / y P 10 (x) en el mismo 
rectángulo de inspección, (b) Utilice la serie (5) para de¬ 
terminar una representación en serie de potencias para 

-—L_ y apoye gráficamente la respuesta. 

3. (a) Apoye gráficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias de (6) converge a f(x) = —L-, si 

1 + x L 

| x | < 1, trazando las gráficas de/y P¡q(x) en el mismo 
rectángulo de inspección, (b) Utilice la serie (6) para de¬ 
terminar una representación en serie de potencias para 

-!—- y apoye gráficamente la respuesta. 

1 + 9x ¿ 

4. (a) Utilice la serie (4) para determinar una representación 


15. y (x + 3) " 

Ami 'jn 


i6. y —í— 

h (« + 1)5" 


17. y (-ir 


(2 n - 1)3 2 


8. OLLÜíl 


„ + , (x - ir 


en serie de potencias para/(x) = 


r. Apoye gráfica- 


_n 


7 - X;r 


2 n 

8. Y — 

Ami 'jn 


11 . y 53L 

Ami 'in 


y 10 . y~ 

n 2 O" .n. 


¿I! y 2/i-l 

11 X I-»” 1 ffiT-TÜ 


> 2 - 

«• xyy- 


i». X'-D 


21. y (senh 2 n)x" 


23- 

" n(ln n) 

+00 2 

25. 

27 y In "(* ~ 5)" 
'A n + 1 


29. y (-ir 


2 • 4 • 6 • . .. • 2n 


20. yi*± 2 L 

S (n + 1)2" 
V /1 

24. y^ + f" 


26. y 4 "* 1 * 2 " 

h n + 3 


“■ Ib 


(2n - l) x 2n+l 


30. y n "(x-3)" 

n = l 

„ ^ (-ir +l i 3 5 

’ 2 • 4 • 6 ■ 


31. V2L*: 

„n 


■ (2 n - 1) a 
2 n 


mente en la graficadora el hecho de que la serie de poten¬ 
cias del inciso (a) converge a f(x), si j x j < 1, trazando 
las gráficas de/y P¡q(x) en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección. 

En los ejercicios 5 a 32, determine el intervalo de convergen¬ 
cia de la serie de potencias. 


33. La descripción del estado de vapor de un gas ideal, útil en 
la ingeniería de refrigeración, se determina en termodi¬ 
námica mediante las ecuaciones viriales de estado: 

Z=l + T + -T + -3+ -- 

V v 2 V 3 

Z = 1 + BP + CP 2 + DP 3 ■¥ ... 

donde B, C, D, . . . B, C, D, . . . son constantes, y donde 
Z es el factor de compresibilidad, V y P son, respectiva¬ 
mente, las medidas del volumen y de la presión del gas. 
Además, Z = PV/RT, donde T es la medida de la tempe¬ 
ratura del gas y R es la constante universal de los gases. A 
través de la comparación de las dos series de potencias, 
demuestre que 

B = — C = c ~ B 2 5 = p + 2 B } - 3 BC 
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34. Si ^ a n es una serie absolutamente convergente, de¬ 
muestre que ^ a n x" es absolutamente convergente 

/l = l 

cuando | x | < 1. 

35. Si a y b son números enteros positivos, determine el 
radio de convergencia de la serie de potencias 

Y (rc + q ) ! ,.n 
£ n\(n + b)\ 

36. Demuestre que si lím rf\u„ | = L (L * G), entonces el 
radio de convergencia de ^ u n x n es 1 /L. 

n = 1 

37. Demuestre que si una serie de potencias es absolutamente 
convergente en un extremo de su intervalo de conver¬ 
gencia, entonces la serie es absolutamente convergente 
en cada extremo. 


38. Demuestre que si una serie de potencias converge en un 
extremo de su intervalo de convergencia y diverge en el 
otro extremo, entonces la serie es condicionalmente con¬ 
vergente en el extremo en que converge. 

39. Demuestre que si el radio de convergencia de la serie de 
potencias ^ u n x" es r, entonces el radio de convergencia 
de la serie de potencias ^ u„.i 2 " es -fr . 

n = l 

40. (a) Suponga que la serie de potencias ^ c„ x n es conver¬ 

jo 

gente para x = 2. Explique por qué se puede concluir que 
la serie es convergente para x = 1, pero no necesaria¬ 
mente converge para x = 3. (b) Suponga que la serie 

^ c n (x - 4)" es convergente para x = 2. Explique por 

n=i 

qué se puede concluir que la serie es convergente para 
x = 3 pero no necesariamente converge para x = 1 


8.8 DIFERENCIACION E INTEGRACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS 


A partir de series de potencias se pueden obtener otras series de potencias 
mediante la diferenciación e integración. En esta sección aprenderá que si 
R (donde R * 0) es el radio de convergencia de una serie de potencias que 
define una función /, entonces / es diferenciable en el intervalo abierto 
(-7?, R) y la derivada de / puede obtenerse al diferenciar la serie de poten¬ 
cias término a término. Además, se mostrará que / es integrable en todo 
subintervalo cerrado de (-R, R), y la integral de / se obtiene al integrar la se¬ 
rie de potencias término a término. Primero, se establecerán dos teoremas 
preliminares. 


8.8.1 Teorema 


Si X c n xn es una sene de potencias cuyo radio de convergencia es 

0 +- 

R > 0. entonces £ nc„x n ~ l también tiene a R como su radio de con¬ 
vergencia. 

Este teorema, cuya demostración se presenta en el suplemento de es¬ 
ta sección, establece que la serie, obtenida al diferenciar cada término de una 
serie de potencias término a término, tendrá el mismo radio de convergen¬ 
cia que la serie dada. En el ejemplo ilustrativo siguiente se verifica el teo¬ 
rema para una serie de potencias particular. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie de po¬ 
tencias 


+ CO 

I 


r n+l 


(n + 1)^ 


£_ 

9 


^rt+1 x n+ ^ 

(n + l) 2 + (n + 2) 2 


= X + 


+ 


+ . . . + 


+ . . . 
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El radio de convergencia se determina aplicando el criterio de la razón. 


lím 

“n+1 

= lím 

n—»+«« 

“n 

n- 4+oo 


(n + l) 2 *"* 2 
(n + 2) 2 x n+l 


= b 


lím 

n- 4-f«> 


n 2 + 2n + 1 
n 2 + 4n + 4 


= M 


En consecuencia, la serie de potencias es convergente cuando |jt| < 1; de 
modo que su radio de convergencia es R = 1. 

La serie que se obtiene al diferenciar término a término la serie anterior es 


y (« + D*" 

k («+ D 2 


= y-ii 


r /l+l 


2' 3 + 4 + " n + 1 ' n + 2 
Si se aplica el criterio de la razón a esta serie de potencias se tiene 



lím 

*-»+“ (n + 2)x n 


lím 

n —» + «> 


n + 1 
n + 2 


Esta serie es convergente cuando | jc | < 1; así, su radio de convergencia es 
R' = 1. Como R = R\ se ha verificado el teorema 8.8.1 para esta serie. M 


8.8.2 Teorema 


Si el radio de convergencia de la serie de potencias £ c„x n es 

R > 0, entonces R también es el radio de convergencia de la serie 

£ n(n - 1)c b jc" _2 . 

«■2 

t 

Demostración El resultado deseado se deduce cuando el teorema 8.8.1 
se aplica a la serie nc„x n ~K ■ 

n= 1 

Ahora se establecerá el teorema importante acerca de la diferenciación 
término a término de una serie de potencias. Los teoremas 8.8.1 y 8.8.2 
desempeñan un papel crucial en la demostración de este teorema, la cual se 
proporciona en el suplemento de esta sección. 


8.8.3 Teorema 


Sea £ c n x n una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

n-O 

R > 0. Si/es la función definida por __ 

/<*>= 

/!• 0 
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entonces/'(x) existe para cada x del intervalo abierto (-/?, R) y 

/-(*)= Inc.x- 1 
11*1 


En el teorema 8.8.3, si la serie para f'(x) converge en R (o -R), enton¬ 
ces R (o -R) está en el dominio de /'. La demostración de este hecho está 
más allá del alcance de este libro. 

El ejemplo siguiente es una aplicación del teorema 8.8.3. 


► EJEMPLO 1 Sea / la función definida por la serie de poten¬ 
cias del ejemplo ilustrativo 1. (a) Determine el dominio de /; (b) escriba la 
serie de potencias que define a/’ y obtenga su dominio. 

Solución 


(a) f(x) = 


y x n+1 
+ l ) 2 


El dominio de /es el intervalo de convergencia de la serie de potencias. 
En el ejemplo ilustrativo 1 se mostró que el radio de convergencia de la 
serie de potencias es 1; esto es, la serie converge cuando |x| < 1. 
Considere ahora la serie de potencias cuando |x| = 1. Si x = 1, la 
serie es 


1 + 




+ . . . + 


1 

(n + l) 2 


+ ... 


la cual es convergente debido a que es la serie p con p = 2. Cuando 

+oe f_nn+l 

x = -1, se tiene la serie £ -—-—la cual es convergente debido a 

„=o(” + 1) 

a que es absolutamente convergente. En consecuencia, el dominio de / 
es el intervalo [-1, 1], 

(b) Del teorema 8.8.3,/’está definida por 


/'(*) 


+ ot> 

X 


x n 

n + 1 


( 1 ) 


y f'(x) existe para todo x del intervalo abierto (-1, 1). En el ejemplo ilus¬ 
trativo 1 se mostró que el radio de convergencia de la serie de potencias 
de (1) es 1. Ahora considere la serie de potencias de (1) cuando 
x = ±l.Six = 1,1a serie es 



+ 


1 

n + 1 


+ . .. 


la cual es la serie armónica, y por tanto es divergente. Cuando x = -1, la 
serie es 


1 



+ (- 1 )" 


1 

n + 1 


+ ... 


que es la serie armónica alternante convergente. Por tanto, el dominio de 
/' es el intervalo [-1, 1). _ 4 


El ejemplo 1 ilustra el hecho de que si una función / está definida me¬ 
diante una serie de potencias, y esta serie de potencias se deriva término a 
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término, la serie que resulta, la cual define a /', tiene el mismo radio de 
convergencia pero no necesariamente el mismo intervalo de convergencia. 


r EJEMPLO 2 Obtenga una representación en serie de po¬ 
tencias de 

1 

(1 - x) 2 

Solución Se aplicará el teorema 8.8.3. De (3) de la sección 8.7 se tiene 
-—-— = l+ x + x 2 + x 2 + ...+x n + ... si I x I < 1 

1 - Jt 

Al diferenciar ambos extremos de la ecuación anterior se obtiene 

--—. = 1 + 2jc + 3x 2 + ... + nr"" 1 + . .. si I x I < 1 ^ 

(1 - x) 2 11 


► EJEMPLO 3 


Demuestre que para todos los valores reales de x 


= y — 

^ n 1 

n=o "■ 

x 2 x 3 

= 1+ * + lí + t! + 


+ ^ + 

ni 


Solución En el ejemplo 2 de la sección 8.7 se mostró que la serie de 

r" 

potencias jjT —- es absolutamente convergente para todos los valores de x. 


Por tanto, si /es la función definida por 

X a 

/w= Itt 


( 2 ) 


el dominio de / es el conjunto de todos los números reales; es decir, es el 
intervalo de convergencia es (-oo, +oo). Del teorema 8.8.3, para todos los va¬ 
lores reales de x. 


m = y ■ 




71 = 1 

n 


Debido a que — = -—-, la ecuación anterior puede escribirse como 

n! (n - 1)! 

f « - X ofr-BI 


. v*n 

° ^ tí 

De esta igualdad y (2), f\x) = f(x) para todos los valores reales de x. Por 
tanto, la función /satisface la ecuación diferencial 


dy 

dx 


= y 


para la cual, como se mostró en la sección 5.6, la solución general es 
y = Ce x . En consecuencia, para alguna constante C, f(x) = Ce x . De (2), 
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/(O) = 1. (Recuerde que se consideró x° = 1 aún cuando x = 0 por con¬ 
veniencia al escribir el término general). Por tanto, C = 1; de modo que 
f(x) = e x , por tanto, se tiene el resultado deseado. 4 

Observe que P„(x) de la serie de potencias para e x en el ejemplo an¬ 
terior, es el polinomio de Maclaurin de grado n para e x obtenido, en el ejem¬ 
plo ilustrativo 1 de la sección 8.1. En la sección 8.9 se verá que esta serie se 
denomina serie de Maclaurin para e x . 


► EJEMPLO 4 (a) Del resultado del ejemplo 3, obtenga una re¬ 

presentación en serie de potencias de e~ x . (b) Utilice la serie del inciso (a) 
para determinar el valor de e~ ] exacto con cinco cifras decimales. Compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 


Solución 

(a) Si x se sustituye por -x en la serie para e x , se obtiene 




• • + (-1 ) n± -r + 
n\ 


para todos los valores reales de x. 

(b) Si x = 1 en la serie para e~ x , se tiene 

6 1 1 + 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! ~ ‘’ 

= 1 - 1 + 0.5 - 0.166667 + 0.041667 - 0.008333 + 0.001389 - 
0.000198 + 0.000025 - 0.000003 + 0.0000003 


Esta es una serie alternante convergente para la cual | u n+l | < |«„|. 
De modo que si los primeros diez términos se emplean para aproximar 
la suma, por el teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del 
onceavo término. Al sumar los diez primeros términos se obtiene 
0.367880. Si se redondea a cinco cifras decimales resulta 


e~ l = 0.36788 


En la calculadora se obtiene el mismo valor con cinco cifras de¬ 
cimales. 4 


En el cálculo con series infinitas se presentan dos tipos de error. Uno es 
el error proporcionado por los términos restantes después de los primeros n. 
El otro es el error de redondeo que ocurre cuando cada término de la serie 
se aproxima mediante un decimal con un número finito de cifras. En particu¬ 
lar, en el ejemplo 4 se pidió el resultado con una exactitud de cinco cifras 
decimales; de modo que cada término se redondeó a seis cifras decima¬ 
les. Después de calcular la suma, se redondeó este resultado a cinco cifras 
decimales. Por supuesto, el error debido al residuo puede reducirse al consi¬ 
derar términos adicionales de la serie, mientras que el error de redondeo 
puede reducirse utilizando más cifras decimales. 

Si toma un curso de ecuaciones diferenciales, aprenderá que es posible 
expresar las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales como series 
de potencias. En el ejemplo siguiente se tiene esta situación. 
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► EJEMPLO 5 


Demuestre que 


. v x 

y = x+ * 


(3) 


d 2 y 

es una solución de la ecuación diferencial —y - y + x = 0. 

dx ¿ 

Solución La serie de potencias de (3) es convergente para todos los 
valores de x. Por tanto, por el teorema 8.8.3, para toda x 


dy _ , , y nx n 1 

* h « ! 


= i+l 


n-1 




d^y = y (" - l)x n ~ 2 
dx 2 (" ~ !)! 

v 

.r 2 (» - 2)¡ 

= I — 

A n! 


Así, 


d 2 y 

dx 2 


> + * = i^r- (*+ r- 

n=0 ' n=0 

= 0 


+ X 


En consecuencia, la ecuación diferencial es satisfecha; de modo que (3) es 
una solución. A 


El teorema siguiente, que trata la integración término a término de una 
serie de potencias, es una consecuencia del teorema 8.8.3. 


8.8.4 Teorema 


Sea £ c„x n una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

n = 0 

R > 0. Si fes la función definida por 
f(x) = £ c n x n 

n-0 , 

entonces / es integrable en cada subintervalo cerrado de (-/?, R), y 
la integral de / se evalúa integrando término a término la serie de po¬ 
tencias dada; es decir, si x está en (-R. R), entonces 

í mdt = 

JO "mO n + * 

Además, R es el radio de convergencia de la serie resultante. 
Demostración Sea g la función definida por 


g(x) = 


+ oo 

I 


C n n+1 

n + 1 


Como los términos de la representación en serie de potencias de f{x) son 
las derivadas de los términos de la representación en serie de potencias de 
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g(x), las dos series tienen, por el teorema 8.8.1, el mismo radio de conver¬ 
gencia. Por el teorema 8.8.3 

g'(x) = f(x) para cada x en (-R, R) 

Por el teorema 8.8.2, f’(x) = g"(x) para cada x en ( -R , R). Debido a que / 
es diferenciable en (-/?, R), f es continua en ese intervalo; en consecuencia, 
/ es continua en cada subintervalo cerrado de ( -R , R). Del segundo teore¬ 
ma fundamental del Cálculo, se concluye que si x está en (-R, R), entonces 

í /(O dt = g(x) - g(0) 

•'O 

= g(x) 

» í mat = X ■ 

Jo » = 0« + 1 

El teorema 8.8.4 se emplea con frecuencia para calcular una integral 
definida que no puede evaluarse directamente obteniendo una antiderivada 
del integrando. Los ejemplo 6 y 7, que a continuación se presentan, ilustran 
esta técnica. La integral definida que aparece en estos dos ejemplos es similar 
a la que representa la medida del área de una región bajo la “curva normal 
de probabilidad”. 


► EJEMPLO 6 


(a) Obtenga una representación en serie de po¬ 


tencias de e dt y determine su radio de convergencia, (b) Trace en el 

Jo 

el mismo rectángulo de inspección las gráficas de NINT(e“' 2 , 0, x) y el poli¬ 
nomio que consiste de los primeros diez términos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a). 

Solución 

(a) Del ejemplo 4, 

n=0 "■ 

para todos los valores de x. Si x se sustituye por í 2 , se tiene 

,4 ,6 fin 

1 - í 2 + 2 ! _ 37 + - + —j" + ••• para todos los valores de t 

Al aplicar el teorema 8.8.4, se integra término a término la ecuación an¬ 
terior obteniéndose 


ÍVdr= I 

Jo o Jo n ‘ 


y 3 Y 5 y. 7 Y 2n+l 

= x - — + —--- + 4- (-1Y 1 --- 

3 2! • 5 3! • 7 _ 1 «! (2n + 1) 


La serie de potencias representa la integral para todos los valores de x\ 
por tanto, el radio de convergencia R es +oo. 
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f(x) = NINT(c-' 2 ,0,^) 


Pifc) 


K-ir 


/t=0 


x 2n+\ 

n\ (2n 4 1) 


FIGURA 1 


(b) Puesto que el desarrollo en serie de potencias de jj¡ e~' 2 dt contiene sólo 
potencias impares de x, la suma de los primeros diez términos distintos 
de cero está dada por P]q(x). 

La figura 1 muestra las gráficas de 

N’OTC-'tO.x, , !•„(., - t (-1)» 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe 
cómo la gráfica del polinomio aproxima la gráfica de la integral. ^ 


► EJEMPLO 7 (a) Utilice el resultado del ejemplo 6 para calcu- 

f l/2 2 

lar con una exactitud de tres cifras decimales el valor de e ‘ dt. 

Jo 

(b) Apoye la respuesta del inciso (a) empleando NINT en la graficadora. 


Solución 

(a) Se sustituye x por i en la serie de potencias obtenida en el ejemplo 6 a 
fin de obtener 
r 1/2 

I - ( 2 1 1.1 I 

j e dt - 2 24 + 320 5 776 + ■ • • 

JO 

= 0.5 - 0.0417 + 0.0031 - 0.0002 + ... 


Esta es una serie alternante convergente con | u n+ 1 | < \u n \. Así, 
si se emplean los primeros tres términos para aproximar la suma, por el 
teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del cuarto término. 
De los primeros tres términos se tiene 
r 1/2 

e~ ,2 dt = 0.461 

Jo 

(b) En la graficadora se obtiene 

NINT(e-' 2 ,0,0.5) = 0.461 

con tres cifras decimales, lo cual apoya la respuesta del inciso (a). ^ 


► EJEMPLO 8 

cias de tan -1 x. 


Obtenga una representación en serie de poten- 


Solución De la serie (6) de la sección 8.7, se tiene 


1 


= l - X 2 + x 4 - X 6 + ... + (~l) n x 2n + ... si |JC| < 1 


1 + X 2 

Al aplicar el teorema 8.8.4 e integrando término a término se obtiene 


*X 

Jo 


i r 3 r 5 r 2n+l 

— l —^dt = x ~ ~r~ — — ... + (-1)" ^-- + . . . 

1 + t 2 3 5 2n + 1 


Por tanto, 


tan 1 x = ¿ (-1)” 


2 n + 1 


si JC < 1 


(4) ◄ 
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Aunque el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie de potencias (4) 
representa a tan -1 x sólo para valores de x tales que ¡ x ¡ < 1, el intervalo de 
convergencia de la serie de potencias es [-1, I] y la serie de potencias re¬ 
presenta a tan -1 x para toda x en su intervalo de convergencia. Se le pedirá 
que demuestre esto en el ejercicio 82 de los ejercicios de repaso para este ca¬ 
pítulo. Por tanto, 



f(x) = tan 1 X 


tari 


Y = 


*= K-l)“ 
«■0 

r3 

= X - 


x 2n+l 
2 n + 1 

> 


- + £_ - 
3 5 


:\ £ 1 


(5) 


La figura 2 muestra las gráficas de 

ftx) = tan-' jt y P l9 (x ) = £ (-1)" * 

n = 0 1,1 + 1 

trazadas en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-3, 3], Observe que 
la gráfica del polinomio aproxima a la gráfica de tan -1 x cuando ¡ .r | < 1, lo 
cual apoya (5). 


P i9 (x) = 



(2 n + 1) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si x = 1 en (5), entonces 


FIGURA 2 


K 

4 


- * + I-I 

3 5 7 


+ (- 1 )" 


1 


2 n + 1 


◄ 


La serie del ejemplo ilustrativo 2 no es adecuada para calcular n debido 
a que converge muy lentamente. El ejemplo siguiente proporciona un 
mejor método. 


► EJEMPLO 9 Demuestre que 
f = tan -1 1 + tan -1 ' 

4 2 3 

Aplique esta fórmula y la serie de potencias para tan" 1 x del ejemplo (8) para 
calcular el valor de n, con una exactitud de cinco dígitos significativos.. 


Solución Sean a 
tanja + P) - 


tari 


-i i 


P = tan 1 \. Entonces 


tan a + tan p 
1 - tan a tan p 


_ _ 2 


‘“i 

3 + 2 
6 - 1 


= 1 


= tan 


Por tanto, como 0 < a + P < 

f = « + P 


"“'I 


5* 


4 


( 6 ) 
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De la fórmula (5) con x = |, 



= 0.500000 - 0.041667 + 0.006250 - 0.001116 + 0.000217 - 0.000044 + 0.000009 - 0.000002 + . .. 

Como la serie es alternante y | u„+i ] < | u n I > entonces, por el teorema 
8.5.4, si los primeros siete términos se emplean para aproximar la suma de la 
serie, el error será menor que el valor absoluto del octavo término. Por tanto, 

tan ' 1 5 = 0.463648 

De la fórmula (5) con jc = |, 



= 0.333333 - 0.012346 + 0.000823 - 0.000065 + 0.000006 - 0.0000005 + ... 
Si se utilizan los primeros cinco términos para aproximar la suma, 
tan" 1 1 = 0.321751 

Al sustituir los valores de tan -1 \ y tan -1 1 en ( 6 ) se tiene 

f = 0.463648 + 0.321751 
= 0.78540 

Si se multiplica por 4 se obtiene, con cinco dígitos significativos, n = 
3.1416. ◄ 


EJERCICIOS 8.8 


En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: (a) obtenga el ra¬ 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de 
f; (b) verifique el teorema 8.8.1 para la función f escribiendo 
la serie de potencias que define a la función f y calculando su 
radio de convergencia; (c) determine el dominio de f. 


i-, ' r n 


3 ‘ m= lTn 

5. f(x) = £ (-1) 


2. f(x) = ¿(-1)*- 1 i- 
= 1 ” 

y (x ~ 

“ Vn - 1 


4. /w = 


,-n-l X 


(2b - 1)! 


6. f{x) 


y x ln 

h («!) 2 


7. f(x) = £ (« + 1X3* - l)" 8. f(x) =. X -— 

" " (2b - 2)! 

11. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener una repre¬ 
sentación en serie de potencias de -!— T . 

(1 - x) 3 

12. Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una re¬ 
presentación en serie de e . 


13. Obtenga una representación en serie de potencias de 

-!—- si I x I < 1, diferenciando término a término la 

(1 + x) 2 

serie (4) de la sección 8.7. 

14. Obtenga una representación en serie de potencias de 

- - - si Ixl < 1, diferenciando término a término 

(1 + x 2 ) 2 11 

la serie (6) de la sección 8.7. 

±q r 2n 

15. Sea cosh x = y -i— para toda x. Obtenga una re- 

( 2 b )! V 

presentación en serie de potencias para senh x integran¬ 
do término a término la serie dada de 0 a x. 

16. Obtenga una representación en serie de potencias para 
tanh -1 x integrando término a término de 0 a x la repre¬ 
sentación en serie de potencias para (1 - r 2 )' 1 . 

17. (a) Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una 
representación en serie de potencias para e'' 2 . (b) Derive 
término a término la serie obtenida en el inciso (a) 
para determinar una representación en serie de poten- 
cías para xe* . 

18. Sea f definida por f(x) = 

termine el dominio de/, (b) Obtenga/'(*) y determine el 
dominio de/'. 


¿<-U" 
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19. Utilice el resultado del ejemplo 4(a) para obtener el valor 
de l/ye con una exactitud de cinco cifras decimales y 
compare el resultado con el valor obtenido en una 
calculadora. 

+« 2 n 

20. Sif(x) = Y (-1)" y¡-, calcule /'(1) con una exactitud 

n = 0 3 

de cuatro cifras decimales. 

21. Utilice los resultados de los ejemplo 3 y 4(a) para obtener 
una representación en serie de potencias de (a) senh x y 
(b) cosh x. 

22. Demuestre que cada serie de potencias de los incisos (a) y 
(b) del ejercicio 21 pueden obtenerse una a partir de la 
otra mediante diferenciación término a término. 

En los ejercicios 23 a 27, demuestre que la serie de potencias 

es una solución de la ecuación diferencial. 


*-y= -2? = o 


24. y = V _L . x 2 ".± - xy = o 
„-To 2 "»! * 

27. y = Y(-D" 2 " n! + x — + y = 0 

y (2n + 1)! x ' dx 2 * 

28. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener la suma de 

+ 0. 

la serie Y — 

o n 

n = 1 ^ 

£n /os ejercicios 29 a 32, obtenga una representación en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver¬ 
gencia. Apoye gráficamente la respuesta. 


f x 

r x x 

29. e l dt 

3°. , dt 

Jo 

Jo ‘ + 4 

r x 

r x 


32. tan -1 /di 

J 2 4-, 

Jo 


tan t dt‘, ejercicio 32 


si f 0 
si f = 0 


(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Obtenga una 
representación en serie de potencias de J 0 f(t) dt y deter¬ 
mine su radio de convergencia, (c) Trace en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de NINTf /(/), 0, x) 
y el polinomio que consiste de los primeros diez térmi¬ 
nos diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

38. Realice el ejercicio 37 si 

tan -1 t ■ , . n 

fU) = 7 81 ' * ° 

1 si t = 0 

39. Para la función del ejercicio 37, utilice la serie del inciso 

(b) de ese ejercicio para calcular ¡ 0 f(t) dt con una exacti¬ 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em¬ 
pleando NINT en la graficadora. 

40. Para la función del ejercicio 38, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular j 0 f(t) dt con una exac¬ 
titud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em¬ 
pleando NINT en la graficadora. 

En los ejercicios 41 a 46, calcule con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de la integral definida empleando series, y 
apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


i ' 12 A 
41. -á 

Jo 1 + 

f 1/2 

43. tan' 

Jo 

C 

45. x senl 
Jo 


tan' 1 x 2 dx 


x senh f x dx 


f -i 

Jo * + 

r W 

4. | <r* 3 

Jo 

r 1/2 

6. cosh 
Jo 


cosh x 2 dx 


47. Utilice la serie de potencias de (4) para calcular tan -1 j 
con una exactitud de cuatro cifras decimales, y compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 


48. Si f\x) = Y (-1)" .r ■ y/(i) = 

n% nl 

con una exactitud de tres cifras decimales 


" ( * nr" = °> calcule f(\) 


En los ejercicios 33 a 36, calcule con una exactitud de tres ci¬ 
fras decimales el valor de la integral mediante dos métodos: 
(a) utilice el segundo teorema fundamental del Cálculo; (b) 
emplee el resultado de ejercicio indicado. 

33. j e' dt\ ejercicio 29 34. J ejercicio 30 

35. j e jercicio 31 

f 1/3 

36. tan " t dt\ ejercicio 32 
Jo 


49. Si g'(x) = Y (-1)" ~T —r y í(°) = 0, obtenga g( \) 

,=0 " 2 + 3 

con una exactitud de dos cifras decimales. 

50. Obtenga una serie de potencias para xe x al multiplicar 
la serie para e x por x: después integre, término a término 
de 0 a 1, la serie resultante para demostrar que 

y 1 = 1 

— n! (n + 2) 2' 

n= I 

51. (a) Obtenga una representación en serie de potencias para 
x 2 e~ x . (b) Al diferenciar término a término la serie del 

inciso (a), demuestre que £ (-2)" +I —— = 4. 

n = I 

52. (a) Obtenga una representación en serie de potencias para 
e x _ 1 

-. (b) Al diferenciar término a término la sene del 

x 

inciso (a), demuestre que Y -—— = 1. 

n^\ ^ H + 
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53. 


Al integrar, término a término de 0 a x, la representa¬ 
ción en serie de potencias para t tan -1 í, demuestre que 


S(-D n+ 


x 2n + l 

(2n - l)(2n + 1) 


¿[(x 2 + l)tan l x - x] 


54. (a) Obtenga una representación en serie de potencias para 
e~ x . (b) Al diferenciar término a término dos veces la 
serie de potencias del inciso (a), demuestre que 


S(-D" 


2 n + 1 
2" n! 


1 


55. Suponga que la función / tiene la representación en serie 


de potencias ^ c n x", donde el radio de convergencia es 

n =0 

R > 0. Si f'(x) = f(x) y /(O) = 1, obtenga la serie de 
potencias empleando sólo propiedades de series de po¬ 
tencias. No utilice nada acerca de la función exponencial. 


56. (a) Utilice únicamente propiedades de las series de po¬ 
tencias para obtener una representación en serie de 
potencias de la función / si f(x) > 0 y f'(x) = 2x f(x) 


para toda x, y /(O) = 1. (b) Verifique el resultado del 

¿y 

inciso (a) resolviendo la ecuación diferencial = 2 xy 
condición inicial y = 1 cuando x — 0. 

57. Suponga que una función / tiene la representación en serie 

+oo 

de potencias ^ c n x n . Si /es una función par, demuestre 

n = 0 

que c n = 0 cuando n es impar. 

58. Determine la serie de potencias en x de f(x) si f"(x) = 
-/(je), /(O) = 0 y /'(O) = 1. También, determine el 
radio de convergencia de la serie resultante. 

59. Suponga que la constante 0 tiene una representación en 

-K» 

serie de potencias £ c n x n , donde el radio de convergen- 

71=0 

cia es R > 0. Demuestre que c n = 0 para toda n. 

60. Discuta la importancia de la diferenciación e integración 
de series de potencias. Incluya en la discusión un ejem¬ 
plo de cómo se aplica cada operación. 


8.9 SERIES DE TAYLOR 


Se ha visto cómo ciertas funciones racionales así como algunas funcio¬ 
nes trascendentes, tales como e x y tan -1 x, pueden expresarse como series 
de potencias. Ahora se mostrará cómo obtener representaciones en series de 
potencias de funciones que tienen derivadas de todos los órdenes, es decir, 
funciones que son infinitamente diferenciables. 

Suponga que / es una función definida mediante una serie de poten¬ 
cias; esto es, 

f(x) = C 0 + C¡X + C'iX 1 + C 3 JC 3 + . . . + c n x n + . . . (1) 


cuyo radio de convergencia es R > 0. De las aplicaciones sucesivas del teo¬ 
rema 8.8.3, / es infinitamente diferenciable en (-R, R). Las derivadas con¬ 
secutivas de/son 

f(x) = c | + 1c 2 x + 3 c 3 x 2 + 4 C4X 3 + .. . + nc„x n ~ l + . . . (2) 

f"(x) = 2 c 2 + 2 ■ 3c^x + 3 • 4 c 4 x 2 + ... + («- l)nc n x n ~ 2 + ... (3) 

f"(x) = 2 • 3c 3 + 2 • 3 • 4 c 4 x +... + («- 2 )(n - 1 )nc n x n ~ 3 + . . . (4) 

f 4 \x) = 2 • 3 ■ 4c 4 + . . . + (n - 3 )(n - 2 )(n - 1 )nc n x n ~ 4 + ... (5) 

etc. Si x = 0en(l) - (5), 


/(0) = cq /'(0) = c, /”(0) = 2!c 2 /'"(O) = 3!c 3 /< 4 >(0) = 4!c 4 


De modo que 


c 0 = /(0) c, = /'(0) c 2 = c 3 


/'"(O) ^ _ / 4 (0) 

3! 4 4! 


En general 

_ /W(0) 


para todo número entero positivo n 
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Esta fórmula también se cumple cuando n = 0 si se considera f°X 0) 
como/(O) y 0! = 1. Por lo que de esta fórmula y de (1), la serie de potencias 
de/en x se puede escribir como 


X = /<°> + /'(O)* + 

naO 


n» x 2 


2 ! 


/ (B) (0) , 


(6) 


En un sentido más general, considere la función / como una serie de 
potencias en x - a; es decir, 


f(x) = X c n (x - a) n 
«= 0 

= c 0 + c¡(x - a) + c 2 ix - a) 2 + ... + c n (x - a) n + . .. (7) 

Si el radio de esta serie es R, entonces / es infinitamente diferenciable en 
(a - R, a + R). Las derivadas sucesivas de la función (7) son 

f'(x) = c j + 2c 2 (jc - a) + 3 c 2 (x - a) 2 + Ac^x - a) 3 + . .. + nc n (x - a) n ~ l + . . . 

f"(x) = 2c 2 + 2 • 3c 3 (.r - a) + 3 • Ac^(x - a) 2 + ... + (« - 1 )nc n (x - a) n ~ 2 + ... 

f"\x) = 2 • 3 C 3 + 2 • 3 ■ 4c 4 (x - a) + ... + (« - 2)(n - 1 )nc n (x - á) n ~ 3 + . .. 

etc. Si se considera x = a en la representaciones de series de potencias de/y 
en sus derivadas, se tiene 

c 0 = fia) c, = fia) c 2 = c 3 = ^~jr~ 


y en general 

, _ f W ia) 
Cn “ n\ 


(8) 


De esta fórmula y (7), la serie de potencias de / en x - a puede escribir¬ 
se como 


X " «y = /( fl > + /("><* - a) + - a) 2 + ... + - a)" + • • • (9) 


La serie (9) se denomina serie de Taylor de /en a. El caso especial de 
(9), cuando a = 0, es ( 6 ), y se llama serie de Maclaurin. 

Observe que la n-ésima suma parcial de la serie infinita (9) es el poli¬ 
nomio de Taylor de grado n de la función /en el número a. estudiado en la 
sección 8 . 1 . 


► EJEMPLO 1 Calcule la serie de Maclaurin para e x . 

Solución Si f(x) = e x , f n Xx) = e x para toda x; por tanto, f in} ( 0 ) = 
para toda n. Así, de ( 6 ) se tiene la serie de Maclaurin: 


= 1 + x + 


X 2 X 3 

2! 3! 


x" 

+ ñí + 


( 10 ) 

◄ 
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sen x 


Observe que la serie para e x del ejemplo anterior es la misma que la 
del ejemplo 3 de la sección 8.8. 


► EJEMPLO 2 (a) Obtenga la serie de Taylor para sen x en a. 

(b) Utilice la respuesta del inciso (a) para escribir la serie de Taylor de sen x 
en - A n. 

Solución 

(a) Si f(x) = sen x, entonces f'(x) = eos x, f"(x) = -sen x, f"'(x) = 
-eos x,f l4 Hx) = sen x, y así sucesivamente. De este modo, de la fórmu¬ 
la ( 8 ), c 0 = sen a, = eos a, c 2 = (-sen a)/2!, c 3 = (-eos a)/3!, 
C 4 = (sen a)/4!, etc. La serie de Taylor requerida se obtiene de (9), y es 


sen jc = sen a + (eos a)(x - a) - (sen a) a - - (eos a) ^ x a ^ + (sen a) —— -, a — + .. . 


2! 


3! 


4! 


(b) Con a = 3 n en la serie anterior, se tiene 


(x - i 7t) 2 . (x - i 71 ) 3 . (x - l Jl) 4 

4— 1 v-''» 4 --/v' v 4'-/ v~** 4 '“) 2\ ( cos 4^ 3¡ + ( sen 4^ 4Í + 


sen -n + (eos 2 tr)(a: - '-k) - (sen ]7r)- 


sÍ2 J2 


2 + y • U - ->) - 2 


V 2 ~ {^) 2 _ V 2 C * ~ 1 ^) 3 V 2 (-< 


4 

í tr ) 4 


2 ! 


3! 


4! 


+ . . . 


V2 

2 


+ (*-{*)- 


(-t - 4 K ) 2 
2 ! 


-itf (x-4^) 4 


3! 


4! 


+ ... 


( 11 ) 

◄ 


Se puede deducir que una representación en serie de potencias de una 
función es única. Esto es, si dos funciones tienen los mismos valores de fun¬ 
ción en algún intervalo que contiene a a, y si las dos funciones tienen una 
representación en serie de potencias en x - a, entonces estas series deben ser 
la misma debido a que los coeficientes en la series se obtienen a partir de los 
valores de las funciones y sus derivadas en a. Por tanto, si una función tiene 
una representación en serie de potencias en x - a, esta serie debe ser su se¬ 
rie de Taylor en a. En consecuencia, la serie de Taylor para una función dada 
no se obtiene empleando la fórmula (9). Cualquier método que proporcione 
una serie de potencias en x - a que representa la función, será la serie de 
Taylor de la función en a. 


► EJEMPLO 3 Utilice la serie (10) a fin de obtener la serie de 
Taylor para e x en a. 

Solución Primero se escribe e x = e a e x ~ a y después se utiliza la serie 
(10) donde x se reemplaza por x - a. Por tanto, 


1 + (x - a) + + 


a ) 3 


2 ! 


(jc - a)" 

+ . . . + i + 


◄ 


Una cuestión natural que surge es: Si una función tiene una serie de 
Taylor en x - a cuyo radio de convergencia es R > 0, ¿esta serie represen¬ 
tará la función para todos los valores de x del intervalo (a - R, a + R)? Para 
la mayoría de las funciones elementales la respuesta es sí. Sin embargo, exis¬ 
ten funciones para las cuales la respuesta es no. El ejemplo siguiente muestra 
este hecho. 
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► EJEMPLO 4 Sea/la función definida por 


m = 



si x ^ 0 
si x = 0 


Obtenga la serie de Maclaurin para /, y demuestre que converge para todos 
los valores de x, y que sólo representa a f(x) cuando x = 0 . 


Solución Observe que / es continua en x = 0 porque lím e '^ 2 

x-*0 

y/(O) = 0. A fin de obtener /'(O), se aplica la definición de derivada. 


/'(O) = 


lím 

x—*0 


e~ itx2 - 0 
x - 0 


0 


= lim 


,l/x 


Como lím(l/x) = +oo y lím e ^ 1 

>0 x —> 0 

de L’Hópital. Por tanto, 


+oo, puede emplearse la regla 


/'(O) = lím 


*->o e i/ x 2 


(-M 


lím 


>° 2 e iA 


= 0 


Por medio de un método semejante, empleando la definición de derivada y 
la regla de L’Hópital, se obtiene 0 para cada derivada. Así,/^(0) = 0 para 
toda n. Por tanto, la serie de Maclaurin para la función dada es 0 + 0 + 
0+... + 0 + .... Esta serie converge a 0 para toda x; pero, si 
x * 0 ,/(x) * 0 . ◄ 



y = 1 

FIGURA I 


La figura 1 muestra la gráfica de la función del ejemplo 4 y su asíntota 
horizontal y = 1 trazadas en el rectángulo de inspección de [-3, 3] por [-2, 2]. 
Observe que la gráfica es tangente al eje x el origen, lo cual apoya el hecho de 
que/'(0) = 0. Lo “plano” de la gráfica en el origen es consistente con el he¬ 
cho de que las derivadas de orden superior también son cero cuando x = 0 . 

El teorema siguiente proporciona un criterio para determinar si una 
función está representada por su serie de Taylor. 


8.9.1 Teorema 


Sea / una función tal que / y todas sus derivadas existen en algún in¬ 
tervalo (a - r, a + r). Entonces la función está representada por su 
serie de Taylor 




para toda x tal que ! x - a I < r si y sólo si 

Hm R n (x) = lfm -^(x - a)" + ' 

= o 


donde cada z„ está entre x y a. 
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Demostración En el intervalo (a - r, a + r), la función / satisface la 
hipótesis del teorema 8.1.1, entonces 

f(x) = P„(x) + R n (x) ■ (12) 

donde P n (x) es el polinomio de Taylor de n-ésimo grado de /en a y R n (x) es 
el residuo, expresado como 

f(" + l)í 7 1 

R n (x) = V ~ < + ' (13) 

donde cada z n está entre x y a. 

Ahora bien, P n (x) es la n-ésima suma parcial de la serie de Taylor de 
/en a. De modo que si se demuestra que lím PJx) existe y es igual a f(x) si 

n— 4+«>o 

y sólo si lím R n (x) = O, el teorema se habrá demostrado. De (12), 

/J—M-oo 

P n (x) = f(x) - R n (x) 

Si lím R n (x) = O, se deduce de esta ecuación que 
lím Pn(x) = f(x) - lím R n (x) 

0—t + oe- H-+ + O0 

= m - o 
= /w 

Ahora, dada la hipótesis de que lím P„(x) = f(x) se desea demostrar que 
lím R n (x) = 0. De (12), "^ + ” 

tí—M-oo 

R„(x) = f(x) - P n (x) 


Así, 


lím R„(x) = f(x) - lím P„(x) 

fl—M-oo fl —M-oo 

= f(x) - f(x ) 

= O 

Esto demuestra el teorema. ■ 


El teorema 8.9.1 también se cumple para otras formas del residuo R n (x) 
además de la forma de Lagrange. 

A menudo es difícil aplicar el teorema 8.9.1 debido a que los z„ son 
arbitrarios. Sin embargo, en ocasiones puede obtenerse una cota superior 
para R„(x), y puede ser posible demostrar que el límite de la cota superior es 
cero conforme n +oo. El límite siguiente es útil en algunos casos: 

lím —r — O para toda x (14) 

/!->+•" n! 


Esto se deduce del ejemplo 2 de la sección 8.7, donde se demostró que la serie 

i—, vft 

de potencias ^ — es convergente para todos los valores de x, y en conse- 

n = 0 n ' 

cuencia, el límite de su n-ésimo término debe ser cero. De manera similar, 

_ q\íi 

como V '-r~— es convergente para todos los valores de x, entonces 


lím 


(x - a) n 


ni 


= O para toda x 


(15) 
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W EJEMPLO 5 Aplique el teorema 8.9.1 a fin de demostrar que 
la serie de Maclaurin de e x , obtenida en el ejemplo 1, representa la función 
para todos los valores de x. 

Solución La serie de Maclaurin de e x es la serie ( 10 ) y 


R n (x) = 


e Zn n+ 1 
(n + D! 


donde cada z„ está entre 0 y x. 

Se debe demostrar que lím R n = 0 para toda x. Se tienen tres casos: 
*> 0 , ;c< 0 y;c = 0 . B_>+ ~ 

Si x > 0, entonces 0 < z n < x; en consecuencia, e Zn < e x , por lo que 


0 < 


e Zn „+i 

(n + 1 )! 


r n+l 

< e x^. - 

(« + 1)! 


( 16 ) 


De (14), lím 


lím e x 


r n+l 


(n + 1 )! 

v n+l 


= 0 , y así, 
= 0 


»->+“ (n + 1 )! 

Por tanto, de (16) y del teorema de estricción se infiere que lím R n (x) = 0 

n— M-oo 

Si^: < 0,entonces^: < z n < 0 y 0 < e ln < 1. Por tanto, si x n+l > 0, 


0 < -^r-.x^ < x 


n + l 


(n + 1)' 
y si x n+1 < 0 , entonces 


(n + 1 )! 


r it +1 


(n + 1 )! (n + 1 )!’ 


< 0 


wfl + l 


En cualquier caso, como lím --- = 0, se concluye que lím R n = 0. 

n-» + “ (ti + 1)! 

Por último, si x = 0, la serie tiene la suma de 1, la cual es e°. En 
consecuencia, la serie ( 10 ) representa e x para todos los valores de x. ^ 

Del ejemplo anterior se puede escribir 

— 

n-0 

X 2 r3 

= 1 + x + — + — + ... para toda x 
2 ! 3! 

y esto concuerda con el ejemplo 3 de la sección 8 . 8 . 

► EJEMPLO 6 Demuestre que la serie de Taylor para sen x en a, 
obtenida en el ejemplo 2 (a), representa la función para todos los valores de x. 

Solución Se aplicará el teorema 8.9. 1; esto es, se demostrará que 

f ( ' 1 + l)(7 ) , 

lím R„(x) = lím (x - a )" +1 

rt- M-<*> n —> + «> (n 4 - ]){ 

• = o 
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= y [’ + - i *\ 


FIGURA 2 



f(x) = sen x 



FIGURA 3 



FIGURA 4 


Como f(x) = sen x, entonces f <n+] \z n ) será uno de los números: eos z n , sen z n , 
-eos z n o -sen z n . En cualquier caso, |/^” + 1 ^(z n )| á 1. Por tanto, 

0 <!*■<'> I s wnr ' <17) 

\x — 

De (15), lím — - 7 — = 0. Así, por el teorema de estricción y (17) se 

»->+“ (n + 1 )! 

deduce que lím R n (x) = 0. ^ 

n—» +00 

En el ejemplo 2(b), se obtuvo la serie de Taylor (11) para sen x en i ir, 
del ejemplo 6 se sabe que esta serie representa sen x para todos los valores de 
x. La gráfica de la función seno y de los polinomios de Taylor Pj(x), Pzix), 
P¡(x), P 4 (r) y P¡(x) en '-n están trazados en las figuras 2 a 6 , respecti¬ 
vamente, Observe cómo aproximan las gráficas de los polinomios la gráfica 
de la función seno en y cómo las aproximaciones mejoran conforme n 
se incrementa. 


► EJEMPLO 7 Utilice la serie de Taylor para sen x en '-n para 
calcular el valor de sen 47° con una exactitud de cuatro cifras decimales. 
Compare el resultado con el valor de sen 47° obtenido en una calculadora. 

Solución Primero se expresa sen 47° en radianes: 47° equivale a 
jlgirrad. De la serie (11), con x = ~nyx - se tiene 

sen^rc = ^ V2 + iV2-¿^-IV2 • - ÍV2 ■ i(¿^) 3 + ... 

= V2(l + 0.03490 - 0.00061 - 0.000002 + .. .) 

Si se considera V2 = 1.41421 y se emplean los tres primeros términos de la 
serie, se obtiene 

sen ÍItt * (0.70711)( 1.03429) 

= 0.73136 


Al redondear a cuatro cifras decimales se tiene sen 47° = 0.7314. El error 
cometido al utilizar los tres primeros términos es R 2 ( ^ n) y de (17), 



Entonces, el resultado está entre 0.73136 - 0.00001 y 0.73136 + 0.00001; 
esto es, el resultado está entre 0.73135 y 0.73137. Así, con una exactitud de 
cuatro cifras decimales, se tiene 

sen = 0.7314 

En la calculadora se obtiene sen 47° = 0.731354, lo que, con cuatro ci¬ 
fras decimales, concuerda con el resultado anterior. Á 


Si se considera a = 0 en la serie de Taylor para sen x, obtenida en el 
ejemplo 2(a), se tiene la serie de Maclaurin: 


sen x 


y (- 1)"* 2 "* 1 

h < 2 " + «! 



X 


+ ... 


para toda x 
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/(je) = sen x 


V2 

w-T 


1 + X 


*) 


2 ! 


Al diferenciar término a término esta serie (vea el ejercicio 1), se obtiene 
la serie de Maclaurin para eos x: 


eos x = ^ 


y? (-l)"x 2 " 

-o (2«)! 


Y' 2 Y- 4 Y- 6 

= 1 - i- + ± - ±— + 

2! 4! 6 ! 


para toda x 


( ^) 2 ► EJEMPLO 8 


Utilice series para evaluar con cinco cifras 


decimales 
r ' 


3! 

FIGURA 5 


4! 


f sen x 

4s * 


dx 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


Solución No puede obtenerse una antiderivada de la integral en térmi¬ 
nos de funciones elementales. Sin embargo, de la serie de Maclaurin para 
sen x se tiene 


sen x 



P,(x) = 


V2 


/(je) - sen x 


1 + {x - - a) - 

4 




(X -- a kY 
2 ! 

(x-I/r) 4 

4! 


1 

x 

= O 

X 

= 1 


X 3 X 5 

3! 5! 

íi xi 

3! 5! 


íl.í! 

7! 9! 

x 6 x 8 _ 
7Í + 9Í 


lo cual es cierto para toda x * 0. Al emplear la integración término a tér¬ 
mino resulta 


J sen x 
0.5 X 


-dx = x - 


3-3! 5 - 5! 7 - 7! 9 -9! 


'0.5 


= (1 - 0.0555555 + 0.0016667 - 0.0000283 + 0.0000003 - . ..) 
- (0.5 - 0.0069444 + 0.0000521 - 0.0000002 + ...) 

Cada conjunto de paréntesis contiene una serie alternante convergente con 
\u n+í | < | u n ¡. En el primer grupo de paréntesis se emplean los prime¬ 
ros cuatro términos debido a que el error obtenido es menor que 0.0000003, y 
en el segundo conjunto, se utilizan los tres primeros términos, donde el error 
obtenido es menor que 0.0000002. Al realizar los cálculos y redondear a 


- i -¡ cinco cifras decimales resulta 


(X - - M) 


FIGURA 6 


£ 


sen x 


dx = 0.45298 


En la graficadora se obtiene 

NINT((sen x)/x, 0.5, 1) = 0.45298 


lo cual apoya la respuesta. 
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EJERCICIOS 8.9 


1. Obtenga la serie de Maclaurin para cosa: diferenciando 
término a término la serie de Maclaurin para sen x. 

2. Obtenga la serie de Maclaurin para senh .t aplicando la 
fórmula (6), y demostrando que la serie representa a 
senh x para todos los valores de x. 

3. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh x aplicando la 
fórmula (6), y demostrando que la serie representa a 
cosh x para todos los valores de x. 

4. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh x efectuando ope¬ 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e~ x . 

5. Obtenga la serie de Maclaurin para senh x realizando ope¬ 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e ' 

6. Obtenga la serie de Maclaurin para senh a: diferencian¬ 
do término a término la serie de Maclaurin para cosh a. 
También diferencie la serie de Maclaurin para senh a a 
fin de obtener cosh x. 

7. Obtenga la serie de Taylor para e x en 3 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

8. Obtenga la serie de Taylor para e~ x en 2 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

En los ejercicios 9 a 14, obtenga una representación en serie 
de potencias para la función en el número a, y determine su 
radio de convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 

9. f(x) = In a; a = 1 10. /(a) = %1c,a = 1 

11. /(a) = \fx\a = 8 12. /(a) = sen a; a = gJE 

13. /(a) = eos a; a = | K 14. /(a) = 2 X \ a = 0 

15. Obtenga la serie de Maclaurin para sen 2 a. 

Sugerencia: sen 2 a = '(1 - eos 2 a). 

16. Obtenga la serie de Maclaurin para eos 2 a. 

Sugerencia: eos 2 A = |(1 + eos 2a). 

17. Determine los tres primeros términos diferentes de cero 
de la serie de Maclaurin para tan a. 

18. Determine los tres primeros términos diferentes de cero 
de la serie de Taylor para cot a en | K. 

19. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la diferenciación 
término a término para obtener los tres primeros térmi¬ 
nos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para sec 2 a. 

20. Emplee la respuesta del ejercicio 18 y la diferenciación 
término a término para obtener los tres primeros términos 
diferentes de cero de la serie de Taylor para ese 2 a en ' n. 

21. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la integración tér¬ 
mino a término para obtener los tres primeros términos 
diferentes de cero de la serie de Maclaurin para ln sec a. 

22. Utilice la respuesta del ejercicio 18 y la integración tér¬ 
mino a término para obtener los tres primeros términos di¬ 
ferentes de cero de la serie de Taylor para ln sen a en \jt. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice una serie de potencias para 
calcular con la exactitud indicada el valor de la cantidad y 
compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 


23. eos 58°; cuatro cifras decimales. 

24. -je ; cuatro cifras decimales. 

25. 3/30 ; cinco cifras decimales. 

26. senh |; cinco cifras decimales. 

27. ln(0.9); cuatro cifras decimales. 

28. 3/29; tres cifras decimales. 

29. Emplee la serie de Maclaurin para e x a fin de calcular el 
valor de e con una exactitud de siete cifras decimales, y 
demuestre que la respuesta tiene la exactitud requerida. 

En los ejercicios 30 a 33, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida. Apoye 
la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


30. 

í 4xe~ xl dx 

r 1/2 

31. sen x 2 dx 


Jo 

Jo 


r 1 

f 0-1 

32. 

1 eos sfx dx 

33. ln(l + sen:t)dx 


Jo 

Jo 

34. 

(a) Obtenga la serie de Maclaurin para J* f(t) dt, donde 


m = 


sen t 
t 


si t * 0 


1 si / = 0 


Observe que / es continua en 0 debido a que lim/(í) = 

/(O), (b) Trace en el mismo rectángulo de inspección las 
gráficas de NINT(/(f), 0, a) y del polinomio de Maclaurin 
que consiste de los diez primeros términos diferentes de 
cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la serie del inciso 
(a) para calcular J 0 f(t) di con una exactitud de tres 
cifras decimales y apoye la respuesta empleando NINT 
en la graficadora. 

35. (a) Obtenga la serie de Maclaurin para J 0 gU) di, donde 



si t 0 
si I = 0 


Observe que g es continua en 0 debido a que 
lím g(t) = g( 0). (b) Trace en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección las gráficas de NINT(g(í), 0, a) y del polinomio 
de Maclaurin que consiste de los diez primeros términos 
diferentes de cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la 

r l 

serie del inciso (a) para calcular J 0 g(t) dt con una exacti¬ 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta emplean¬ 
do NINT en la graficadora. 

36. La función E definida por 

£(a) = ~ í e~' 2 dt 

se denomina función error, y es importante en estadística 
matemática. Obtenga la serie de Maclaurin para la función 
error. 
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37. Determine a n (n = 0,1, 2, 3, 4) de modo que el polino¬ 
mio 

f(x) = 3x 4 - 17x 3 + 35x 2 - 32* + 17 
se escriba en la forma 

f(x) = a 4 (x - l) 4 + a 3 (x - l) 3 + 

a 2 (x - l) 2 + a¡(x - 1) + a 0 

38. Determine a„ (n - 0,1,2, 3) de modo que el polinomio 


/(*) = 4* 3 - 5x 2 + 2x - 3 
se escriba en la forma 

/(*) = a¡(x + 2) 3 ■+ a 2 (x + 2) 2 + a t (x + 2) + a 0 

39. Cuando se utiliza una serie de Taylor de una función / en 
a para calcular un valor de función particular, ¿qué es lo 
que determina la elección de a? Invente un ejemplo para 
ilustrar la respuesta. 


8.10 SERIES DE POTENCIAS PARA LOGARITMOS NATURALES 
Y SERIE BINOMIAL 


Se concluye el estudio de series infinitas en esta sección al considerar y apli¬ 
car dos series básicas: (i) la serie para calcular logaritmos naturales y (ii) la 
serie binomial. 

A fin de obtener la serie para calcular logaritmos naturales, primero se 
determinará una representación en serie de potencias de ln(l + x), en el 
ejemplo ilustrativo siguiente 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la función / de¬ 
finida por 


™ ‘ nb 

Una representación en serie de potencias para esta función está dada por la 
serie (4) de la sección 8.7, la cual es 

—= 1 - t + t 2 - í 3 + . . . + (-1)" t n + ... si 1 1 1 < 1 
1 + t 11 

Al integrar término a término se obtiene 


c x 

Jo 


dx 

1 + / 



(-1)" t n di 


si \x\ < 1 


Por tanto, 

y 2 V- 4 y/l"f I I | 

ln(l +*)=*- v + T" - ^ + ■ • • + H) n ^—¡ + ■ • • si \x < 1 
2 3 4 n + 1 11 

<í=> ln(l + x) = '¿(-l)"- 1 — si 1*1 < 1 (1) 

tx n 

Como |*| < 1, 11 + *| = 1 + *. Por esta razón no son necesarias 
las barras de valor absoluto al escribir ln(l + *). A 


En el ejemplo ilustrativo 1, el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie 
de potencias (1) representa la función sólo .para valores de * en el intervalo 
abierto (-1, 1). Sin embargo, la serie de potencias es convergente en el ex¬ 
tremo derecho 1, como se mostró en el ejemplo 1 de la sección 8.5. Cuando 
* = -1, la serie de potencias se transforma en la negativa de la serie armó- 
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1 - X 


P¡(x) = 2x 

FIGURA 1 


nica y es divergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie 
de potencias (1) es (-1, 1], 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra que la serie de poten¬ 
cias (1) representa ln(l + x) en x = 1 al probar que la suma de la serie 


g (-l)"- 1 


es ln 2. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la serie infinita 




la n-énesima suma parcial es 


s n 



+ (-ir 1 i 

n 


( 2 ) 



fW = ln '-±JL 

1 - X 

P,U) = i(x + dj 


FIGURA 2 


De la definición 8.3.2 se deduce que si se muestra que lím s n = ln 2, se 
habrá probado que la suma de la serie es ln 2. 

De álgebra, se tiene la siguiente fórmula para la suma de una serie 
geométrica finita: 

a + ar + ar 2 + ar 3 + .. , + ar"~ l = - - 

1 - r 

De esta fórmula, con a = 1 y r = -t, se obtiene 

1 - t + í 2 - r 3 + ... + (-í)" -1 = ^77- 
lo que puede escribirse como 

1 - t + i 1 - í 3 + ... + (-íy-'r 1 = -i— + (-17 1 

1 + t 1 + t 

Al integrar de 0 a 1 resulta 


f 

Jo 


[1 - t + t 2 


t J + 


+ (-ir 


-'t n - l ]dt 


= í + í 

Jo 1 + ‘ Jo 


t n 

1 +1 


dt 



f(x) = ln 


P 4.x) = 21 x + 


3 5 

FIGURA 3 


í) 


de donde, 


1 - J J - j + ■■■ + (-I)" -11 = ln2 + (-ir +1 Í ^J-dt 

2 3 4 n Jo 1 + t 


dt (3) 


Con respecto a (2), se observa que el miembro izquierdo de (3) es s n . Si se 
considera 


K = (-1)' 


/l+l 


fr L ‘“ 

Jo 1 +l 


se puede escribir (3) como 

S„ = ln 2 + R n (4) 

tn 

Como ; < t" para toda t en [0,1], entonces, por el teorema 4.6.1, se obtiene 

•1 


1 + t 
• 1 


Jo 1 + 1 Jo 


dt 
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En consecuencia, 


0 < \R„ 


r\ 


i + r 


dt < 


í t n dt 
■*0 


I 

n + 1 


Como lím - = 0, de la desigualdad anterior y del teorema de es- 

„->+«, n + i 

tricción se infiere que lím R n = 0. Por tanto, de (4), 

fl-M- «> 


lim = ln2 + lím R n 

n—► +°° n— 

= ln2 


Así, 




i 

n 



= ln2 



(5) 

◄ 


De los ejemplos ilustrativos 1 y 2 se puede concluir que la serie de po¬ 
tencias (1) representa ln(l + x) para toda x en su intervalo de convergen¬ 
cia (-1, 1J. 

Aunque la suma de la serie (5) es ln 2, esta serie converge muy len¬ 
tamente para aplicarla en el cálculo de ln 2. Se necesita otra serie para el 
cálculo de logaritmos naturales, y ahora se procederá a obtenerla. 

De (1) 


X 2 X 3 

ln(l + x) = x - y + y 


.. + (-lf-' — + 
n 


Si x se sustituye por -x en esta serie, resulta 
r 2 y 3 v 4 


ln(l - x) = -x 



w = 4 + t + t + t) 


FIGURA 4 


£_ 

2 3 4 " 

Al restar término a término (7) de (6) se obtiene 

r 2n-> 


x" 

n 


para x en (-1, 1] (6) 


para* en [-1, 1) (7) 




2 n - 1 


...) si I 


x\ < 1 


( 8 ) 


Las gráficas de f(x) = j- + x y de los polinomios P](x), P^x), P 5 (x) y 
P-](x) de la serie (8) se han trazado en las figuras 1 a 4, respectivamente, mos¬ 
trando cómo las gráficas de los polinomios aproximan la gráfica de / 
cuando |*| < 1. 

La serie (8) puede emplearse para calcular el logaritmo natural de cual¬ 
quier número positivo. Para aplicar la serie al cálculo de ln y se considera 


1 + * 
1 - * 


y entonces x 


= yjü 

y + 1 


U < 1 


(9) 


► EJEMPLO I Calcule ln 2 con una exactitud de cinco cifras 
decimales y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 
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(a + b) m 


1 + mx 


Solución De (9), si y = 2, entonces x = i. Por tanto, de (8), 


ln2 = 2| í + F + 5 J 3^ + 7 J 3^ + 


1 


9 • 3 9 

1 


11 • 3 11 
1 


■) 


_ 2 ( 3 + 81 + 1 215 + 15 309 + 177 147 + 1 948 617 

= 2(0.333333 + 0.012346 + 0.000823 + 0.000065 + 0.000006 + 0.000001 + ...) 

Al utilizar los primeros seis términos del paréntesis, multiplicar por 2, y re¬ 
dondear a cinco cifras decimales se obtiene 

ln 2 = 0.69315 

lo que concuerda con el valor obtenido en la calculadora. 4 


A fin de obtener la serie binominal, primero se considera el teorema del 
binomio estudiado en álgebra. El teorema del binomio expresa (a + b) m , 
donde m es un número entero positivo, como la suma de potencias de a y b 
como sigue: 


a m + ma m + r n ^ m -i ) a m + 

2 ! 


m(m - 1 )•■■■• (m - t + 1 } a m-k b k + 


Jfc! 


. + b" 


Al considerar a = \ y b = x, y aplicar el teorema del binomio a la expre¬ 
sión (1 + x) m , donde m no es un número entero positivo, se obtiene la serie 
de potencias 


m(m - 1) ,2 , m(m - l)(m - 2) ^ , m(m - l)(w - 2) ■ , ,, • (m - n + l) , n , 

2! 3! n\ U ’ 

Esta es la serie de Maclaurin para (1 + x) m denominada serie binomial. 
Para determinar el radio de convergencia se aplica el criterio de la razón y 
se obtiene 


lím 

n —>+«> 


“ n + i 


lím 

/! —> + °° 


m(m - 1 )■...■ (m - n + 1 ){m - n) n+ , 

_ O» + D! _^_ 

m(m - 1) • .. . - (m - n + 1) „ 
rt! X 


= lím 


n + 1 


lím 


- 1 


1 + i 
n 


Por lo que la serie es convergente si \x \ < l.A continuación se demostrará 
que la serie representa (1 + x) m para todos los números reales m si x está en 
el intervalo abierto (-1, 1). Esto no se hará calculando R n (x) y mostrando que 
su límite es cero porque eso resulta bastante difícil, como pronto lo verá si lo 
intenta. En lugar de esto, se empleará el siguiente método. Sea 


m 


= j + y m(m - 1) ■ .. . • (m - n + 1) 
^ n ! 


x < 1 


( 11 ) 
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Se desea demostrar que /(x) = (1 + x) m , donde | x | < 1. Por el teore¬ 
ma 8.8.3, 


f'(x) = ¿ 


m(m - 1) 


(m - n + l) ^-! 


x < 1 


( 12 ) 


, (n - 1)! 

Al multiplicar ambos miembros de (12) por x , por el teorema 8.3.6, se obtiene 


V «v, _ V m(m ~ O ' ■ • ■ ' (m - n + 1) 

f h c»-i >! 


Si se reescribe el miembro derecho de (12), resulta 


(13) 


= m + V mO n - _j) ■■■■ ; (m- »_ + ,1)^-1 

£ (« - D! 

Al expresar esta suma con el límite inferior disminuido en 1, y sustituyendo n 
por n + 1, se tiene 


f'(x) = m + 


v / \ m ( m - O 

Z,(m- n) - 


■ ■■•(«-» + !) „„ 
n! 


En (13) se multiplica el numerador y el denominador por « para obtener 


xfXx) 


v’ n¡(m - 1) 

X"- 

n= 1 


. . . • (m - n + 1) 
n\ 


La serie para f'(x) y xf'(x) son absolutamente convergentes para 
|x| < 1. Así, por el teorema 8.3.7, se pueden sumar término a término y la 
serie resultante también será absolutamente convergente para |x| < 1. De 
la adición, 


(1 + x)f'(x) = m 



m(m - 1) ■ . . . • (m - n + 1) „ 

ñ\ * 


Debido a (11), la expresión entre corchetes es/(*), entonces 


(1 + x)f\x) = mf(x) 
m 


f\x) 

f(x) 


1 + X 

El miembro izquierdo de la ecuación anterior es D x [ln f(x)]; así, 

j-dD /(x)] = r ^- 
dx 1 + x 

Sin embargo, también se sabe que 

T"[ln(l + x) m ] = — 

dx 1 + x 

Como ln /(x) y ln( 1 + x) m tienen la misma derivada, entonces difieren por 
una constante. En consecuencia. 


In/(x) = ln(l + x) m + C 
De (11), /(O) = 1. Por tanto, C = 0; de modo que 
/(x) = (1 + x) m 


Así, se ha demostrado la siguiente forma general del teorema del binomio. 
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FIGURA 5 


I 8.10.1 Teorema del binomio 


Si m es cualquier número real, entonces 

n , rV n _ i , y m ( m ~ lX»n - 2) • .. 

. • (m - n + I)_„ 

(i t xr - i t 2. 

n ■ 1 

para todos los valores de x tales que |x| < 1. 



Si m es un número entero positivo, la serie binomial termina después de 
un número finito de términos. 


► EJEMPLO 2 


Exprese como una serié de potencias en x: 


1 


(1 + xT 112 = 1 


Vi + x 

Solución Del teorema del binomio, cuando | x \ < 1 

1 . (-1X-I-D 


2 ! 


-x 2 




D(- 


2 ) 


3! 


(- i)(-!)(- D 


(- ¡ ~ n + 1 ) 


x" + 


, 1 1 • 3 , 1 • 3 • 5 , 

1 - -x + ^ 5 —— x ¿ - 5 ——x J + ... + 


2 2 ■ 2 ! 


2 3 • 3!' 

,1 • 3 • 5 


(-l) n - 


(2 n - 1 ) 


2 n n! 


xP + 


► EJEMPLO 3 Del resultado del ejemplo 2, obtenga una serie 
binomial para (1 - x 2 ) -1 / 2 , y utilícela para determinar una serie de potencias 
para sen -1 x. Apoye gráficamente la respuesta. 

Solución Se sustituye x por -x 2 en la serie para (1 + x)~ l l 2 y se ob¬ 
tiene, para | x | < 1 , 


(1 - X 2 ) 


■2-V-1/2 


= 1 + 


¡x 2 


1-3 4 


1-3-5 g 

-x° + 


1 - 3 - 5 - 


2 2 -2! 2 3 • 3! 

Al integrar término a término resulta 


2 n n\ 


(2n ^>x 2 " + . . 


r 7 


dt _ ^ jt_ 1 • 3 

VT72 ~ x 2 ' 3 2 2 • 2! 


xl + 1-3-5 
5 2 3 • 3! 


1 - 3 - 5 - • (2w - 1) 

2 "n! 


x 2 ” +l 
2 n + 1 


Por tanto, 

para | x | < 1 


/(x) = sen 1 x y P 7 (x) = x + lx 3 + A * 5 + J_x 7 

en el rectángulo de inspección de [-2, 2] por [-2, 2]. El hecho de que la gráfi¬ 
ca de P 7 (x) aproxima la gráfica de / para | x | < 1 apoya la respuesta. ^ 


+ <*> 1 

Z- 


3 • 5 


( 2 n - 1 ) x 


2n+ 1 


2"n! 

La figura 5 muestra las gráficas de 


2 n + 1 
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W EJEMPLO 4 Aplique la serie de potencias obtenida en el 
ejemplo 3 para calcular sen -1 0.35 con una exactitud de cuatro cifras deci¬ 
males, y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 

Solución Con x = 0.35 en P-j(x), considerando los primeros cuatro tér¬ 
minos diferentes de cero de la serie para sen -1 x, se tiene 

Pi( 0.35) = 0.35 + i(0.35 ) 3 + ¿(0.35 ) 5 + A(0.35 ) 7 

= 0.35 + 0.00715 + 0.00039 + 0.00003 
« 0.3576 

En la calculadora se obtiene el mismo valor con cuatro cifras decimales. 4 


► EJEMPLO 5 (a) Exprese (1 - Vx ) 2 ^ 3 como una serie en x. 

(b) Del resultado del inciso (a), calcule con una exactitud de tres cifras de¬ 
cimales el valor de 


í 


1/4 


(1 - Vx) 2/3 dx 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solución 

(a) Se aplica el teorema del binomio con m 

2 , .■> | (- i)(- í)(- h 


= | obteniéndose 


l (- I) l (- I)(- 1) 

(1 + *) 2/3 = 1 + ± x + ±Xx 2 + 3( *' x 3 + 3 


= 1 + jx 


2 ! 

'-x 2 

sr 


81' 


3! 

243 


4! 


si |x| < 1 
si I X I < 1 


i 


1/4 


Si se sustituye x por - Vx , resulta 

(1 - V^) 2/3 = 1 - \x'! 2 - ~x - l* 3 ' 2 - jljX 2 + ... si 0 < x < 1 
(b) Si se integra término a término la serie anterior se tiene 

(1 - 4~x) 2 ^dx = x - \x 3 > 2 - l* 2 - ¿x 3 ' 2 - 4 


X ± 
18 ' 16 


5/2 __ 

-L* 3 - . 

il/4 


729 

* Jo 

8 . 

1 _ 7 . 

i _ 

405 

32 729 

64 


« 0.2500 - 0.0555 - 0.0035 - 0.0006 - 0.00002 - 
= 0.190 

En la graficadora se obtiene, con tres cifras decimales, 

NINT(( 1 - Vx) 2/3 , 0, 0.25) = 0.190 
lo cual apoya la respuesta. 


EJERCICIOS 8.10 


En los ejercicios 1 a 4, utilice la serie de potencias (8) para 
calcular el logaritmo natural con una exactitud de cuatro 
cifras decimales y compare el resultado con el obtenido en 
una calculadora. 


1. ln 3 2. In 0.8 3. ln 1.4 4. In2.5 

5. (a) Demuestre que ln x = ln a + ln ^1 + -—j, don¬ 

de a > 0. (b) Utilice la ecuación del inciso (a) y la se- 
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rie (1) de ln( 1 + x) a fin de obtener la serie de Taylor 
para In x en a, donde a > 0. 

6. Emplee el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de ln x en 1. (b) Utilice la serie 
obtenida en el inciso (a) para calcular ln 0.8 con cuatro ci¬ 
fras decimales. Compare el cálculo con el del ejercicio 2. 

7. (a) Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de ln x en 2. (b) Dado 
ln2 = 0.6931, utilice la serie obtenida en el inciso (a) para 
calcular ln 3 con una exactitud de cuatro cifras decima¬ 
les. Compare el cálculo con el del ejercicio 1. 


8. Obtenga una serie de potencias para ln(l + ax) inte¬ 
grando término a término deOar una representación en 

serie de potencias de —-—. 

1 + al 

En los ejercicios 9 a 18, utilice una serie binomial para obtener 
la serie de Maclaurin de la función y determine su radio de 
convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 


9. f(x) = 

Vi + x 

10. fix) = (3 - X )- 2 

11. fix) = 

(4 + x )~ l12 

12. fix) = V8Tx 

13. fix) = 


14. fix) = (4 + x 2 )-' 

15. fix) = 

(9 + x 4 )“ 1/2 

16. fix) = -=á= 

f \ - X 

17. fix) = 

X 2 

1 « - X 

VTT x 

lO. J\X) -- 

VI + x 2 

19. (a) Exprese a/ 1 + x 2 

como una serie de potencias 


obteniendo primero una serie de potencias para VT+ x, 
y reemplazando después x por x 2 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres ci¬ 
fras decimales el valor de ¡f i¡\ + x 2 dx. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

20. (a) Exprese (1 - x 3 ) -1 ^ 2 como una serie de potencias en x, 
obteniendo primero una serie de potencias para (1 - xf 1 ^ 2 , 
y sustituyendo después x por x 3 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de jf (1 - x 3 )~^ 2 dx. Apoye la res¬ 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


En los ejercicios 21 a 26, utilice series para calcular con una 
exactitud de tres cifras decimales el valor de la integral defi¬ 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


1/3 


21. I VI + x 3 dx 
Jo 

i. í ^8 + x 2 dx 
■lo 

r t /2 

í 

Jo V1 + X 4 


27. Sea 


f 2 / 5 ,_ 

!. Vi + x 4 dx 

Jo 

ft/ 2 _ 

i. I Vi - x 3 dx 
Jo 

f /3 & 

Jo Vx 2 + 1 


si ( = 0 


(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Obtenga una 
representación en serie de potencias de f(t) dt y de¬ 
termine su radio de convergencia, (c) Trace en el mismo 
rectángulo de inspección las gráficas de’NINT(/(í), 0, x) y 
el polinomio que consiste de los primeros diez términos 
diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

28. Haga el ejercicio 27 si 

[ si , * 0 

m = t 

U si t = 0 

29. Para la función del ejercicio 27, utilice la serie del inciso 

(b) de ese ejercicio para calcular J^ 3 f(t) dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

30. Para la función del ejercicio 28, utilice la serie del inciso 

(b) de ese ejercicio para calcular / /(/) dt y apoye la 

respuesta empleando NINT en la graficadora. 

31. Obtenga la serie de Maclaurin de senlT 1 x integrando 
término a término la serie binomial para (I + í 2 ) -1 ^ 2 y 
determine su radio de convergencia. 

32. Obtenga la serie de Maclaurin de tanh -i x integrando 
término a término la serie binomial para (1 - t 2 )~ l y 
calcule su radio de convergencia. 

En los ejercicios 33 a 36, utilice una serie de Maclaurin para 
calcular un valor aproximado de la cantidad con una exactitud 
de cuatro cifras decimales y compare el resultado con el valor 
que se obtiene en la calculadora. En el ejercicio 35 emplee la 
serie determinada en el ejercicio 31, y en el ejercicio 36 utili¬ 
ce la serie obtenida en el ejercicio 32. 

33. sen" 1 0.24 34. sen -1 (-0.62) 

35. senlT 1 (-0.15) 36. taidf 1 0.27 

37. Al integrar término a término de 0 a x una representación 
en serie de potencias para ln(l - (), demuestre que 


I 


(n - l)n 


= x + (1 - x) ln(l - x) 


38. Al integrar término a término de 0 a x una representación 
en serie de potencias para ln( 1 + t), demuestre que 


V (-*)' 1 
£S(n + 1)(« + 2) 


2 ln 2 - 1 


39. La expresión relativista para E c , la medida de la energía 
cinética de una partícula, obtenida al restar la medida de 
la energía en reposo de la medida de la energía total es 



(14) 


donde m 0 es la medida de la masa de la partícula en re¬ 
poso, c es la medida de la velocidad de la luz en el vacío, y 
v es la medida de la velocidad de la partícula. Para valo¬ 
res pequeños de-v, comparados con c, la medida de la 
energía cinética newtoniana está dada por 


c = \ m 0 1' 2 


1 


E, 
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40. 


Deduzca este hecho desarrollando (1 - v 2 /c 2 )~^ 2 me¬ 
diante el teorema del binomio y sustituyendo en (14) para 
obtener 




2 




Obtenga la 


serie de Maclaurin para 


•* 

Jo 


tP 


dt si 


p es un número entero no negativo. Determine el radio de 
convergencia de la serie. 

41. Explique cómo puede emplearse la respuesta del ejercicio 

1 J_ V- 

32 a fin de obtener la serie (8) para-. 

1 - x 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 8 


1. Qué es la fórmula de Taylor y en qué condiciones se cum¬ 
ple esta fórmula? ¿Qué es la fórmula de Maclaurin? 

2. ¿Qué es el polinomio de Taylor de grado n y la forma de 
lagrange del residuo para una función/? 

3. Invente un ejemplo en el que se calcule el polinomio de 
Taylor de grado tres y el residuo en forma de Lagrange 
pura una función racional, donde la elección de a es dife¬ 
rente de cero. Explique cómo se estima el error cuando el 
polinomio se emplea para calcular un valor de función. 

4. Responda la sugerencia 3 para una función exponencial. 

5. Responda la sugerencia 3 para una función trigonométrica. 

6. ¿Qué es una función sucesión ? ¿Qué es una sucesión ? 

7. Defina el límite de una sucesión. ¿Qué significa sucesión 
convergente y sucesión divergente ? Proporcione un ejem¬ 
plo de una sucesión convergente y muestre por qué es 
convergente; haga lo mismo para una sucesión divergente. 

8. Defina una sucesión creciente, y dé un ejemplo; haga lo 
mismo para una sucesión decreciente. Proporcione un 
ejemplo de una sucesión que no sea monótona. 

9. ¿Qué es una cota inferior de una sucesión? Proporcione 
un ejemplo de una sucesión que tenga una cota inferior, 
e indique su máxima cota inferior. 

10. ¿Qué es una cota superior de una sucesión? Proporcione 
un ejemplo de una sucesión que tenga una cota superior, 
e indique su mínima cota superior. 

11. ¿Cuáles dos propiedades para sucesiones monótonas son 
equivalentes? Dé un ejemplo de una sucesión creciente y 
establezca esas propiedades para su ejemplo; haga lo mis¬ 
mo para una sucesión decreciente. 

12. ¿Qué es una sucesión de sumas parciales de una serie 
infinita? ¿Por qué es importante esta sucesión? 

13. ¿Qué significa serie infinita convergente y serie infinita 
divergente ? Dé un ejemplo de una serie infinita convergen¬ 
te y muestre por qué es convergente; haga lo mismo para 
una serie infinita divergente. 

14. ¿Qué es la serie armónica ? ¿Es convergente o divergente 
esta serie, y por qué? 

15. ¿Qué es una serie geométrica ? ¿Cuáles series geométricas 
son convergentes y cuales son divergentes? Dé un ejem¬ 
plo de una serie geométrica convergente y dé otro de una 


serie geométrica divergente. ¿Cuál es la suma de una serie 
geométrica convergente? Ilustre mediante un ejemplo. 

16. Establezca algunas propiedades de las sumas finitas que 
puedan extenderse a las series infinitas. Muestre cada una 
de estas propiedades para series infinitas proporcionando 
un ejemplo. 

17. Establezca el criterio de comparación. Proporcione un 
ejemplo que muestre cómo se aplica el criterio de compa¬ 
ración para probar que una serie infinita es convergente; 
dé otro ejemplo en el que se pruebe que una serie infinita 
es divergente. 

18. Responda la sugerencia 17 para el criterio de compara¬ 
ción por paso al límite. 

19. ¿Qué es una serie p ? ¿Cuáles series p son convergentes y 
cuales son divergentes? Dé un ejemplo de una serie p 
convergente y otro de una serie p divergente. 

20. Establezca el criterio de la integral. Proporcione un ejemplo 
que muestre cómo se aplica el criterio de la integral para 
probar que una serie infinita es convergente; dé otro ejem¬ 
plo en el que se pruebe que una serie infinita es divergente. 

21. ¿Qué es una serie alternante ? Dé un ejemplo de una serie 
alternante convergente y un ejemplo de una serie alternan¬ 
te que sea divergente. 

22. ¿Qué es el criterio de las series alternantes ? Proporcione 
un ejemplo que muestre cómo se aplica el criterio de las 
series alternantes para probar convergencia. 

23. ¿Cómo se estima el error introducido cuando la suma de 
una serie alternante convergente se aproxima mediante un 
número finito de términos de la serie? Dé un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

24. Defina convergencia absoluta y convergencia condicio¬ 
nal de una serie infinita. Dé un ejemplo de una serie infinita 
de términos positivos y negativos, y muestre como se apli¬ 
ca la convergencia absoluta. Proporcione un ejemplo de 
una serie infinita de términos positivos y negativos que 
sea condicionalmente convergente. 

25. ¿Qué es el criterio de la razón ? Dé un ejemplo que mues¬ 
tre cómo se aplica el criterio de la razón para demostrar 
que una serie infinita es (i) absolutamente convergente, 
y (ii) divergente. Proporcione un ejemplo de una serie in¬ 
finita para la cual no se puede hacer ninguna conclusión 
acerca de la convergencia al aplicar el criterio de la razón. 
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26. Responda la sugerencia 25 para el criterio de la raíz. 

27. Liste y describa todos los criterio que conoce para deter¬ 
minar la convergencia o divergencia de una serie infinita 
de términos constantes. 

28. Defina una serie de potencias en x. Defina una serie de 
potencias enx - a. 

29. ¿Cómo se determinan los valores de x para los cuales una 
serie de potencias converge? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

30. Suponga que R es el radio de convergencia de una serie 
de potencias en x. ¿Para qué valores de x se está seguro de 
que la serie de potencias es absolutamente convergente? 
¿Para qué valores de x se está seguro de que la serie es 
divergente? ¿Para que valores de x es cuestionable la con¬ 
vergencia o divergencia de la serie de potencias, y cómo 
se determina la convergencia o divergencia en esos valo¬ 
res de xl 

31. Responda la sugerencia 30 si R es el radio de convergen¬ 
cia de una serie de potencias enx - a. 

32. Establezca el teorema que permite diferenciar término a 
término una serie de potencias. ¿Los intervalos de con¬ 
vergencia de las dos series son necesariamente el mis¬ 
mo? ¿Los radios de convergencia de las dos series son 
necesariamente el mismo? Dé un ejemplo que ilustre las 
respuestas. 

33. Establezca el teorema que permite integrar término a tér¬ 
mino una serie de potencias. ¿Los intervalos de conver¬ 
gencia de las dos series son necesariamente el mismo? 


¿Los radios de convergencia de las dos series son necesa¬ 
riamente el mismo? Proporcione un ejemplo que ilustre 
las respuestas. 

34. Dé un ejemplo en el que se obtenga una representación en 
serie de potencias de una función racional mediante la 
integración termino a término de una serie de potencias. 

35. Proporcione dos ejemplos en los que se calcule el valor de 
un número irracional (que no contenga radicales) median¬ 
te una serie de potencias. 

36. ¿Qué es la serie de Taylor de una función / en un número 
a? Dé un ejemplo de una función y su serie de Taylor en 
un número diferente de cero. 

37. ¿Qué es la serie de Maclaurin de una función /? Dé un 
ejemplo de una función y su serie de Maclaurin? 

38. Establezca dos razones para estudiar series de Taylor. 
Proporcione un ejemplo de cada razón. 

39. ¿Cómo se puede determinar si una función es represen¬ 
tada por su serie de Taylor? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

40. ¿Por qué una representación en serie de potencias de 
ln(l + x) no es conveniente para calcular el logaritmo 
natural de un número? ¿Cuál es una mejor serie para efec¬ 
tuar tal cálculo? Dé un ejemplo que ilustre la respuesta. 

41. Establezca la serie binomial. ¿Cómo es esta serie en rela¬ 
ción al desarrollo binomial estudiando en los cursos de 
álgebra? Proporcione un ejemplo particular. 

42. Dé un ejemplo que muestre la aplicación de una serie bino¬ 
mial a un problema diferente al del cálculo de un radical. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 8 


Vea ios ejercicios de la sección 8.6 para los ejercicios de re¬ 
paso de las secciones 8.3. a 8.5. Los siguientes son ejercicios 
de repaso para las secciones 8.1, 8.2 y 8.7.a 8. JO. 

En los ejercicios 1 a 6, obtenga el polinomio de Taylor o de 
Maclaurin del grado indicado en el número a dado para la 
función f con el residuo en la forma de Lagrange. Trace las 
gráficas de f y del polinomio en el mismo rectángulo de ins¬ 
pección y observe cómo la gráfica del polinomio aproxima la 
gráfica de f cerca del punto donde x = a. 

1. f(x) = sen 2 x\ a = 0; grado 5 

2. f(x) = e j2 \ a = 0; grado 4 

3. f(x) = x~^ 2 ; a = 9; grado 4 

4. f(x) = (1 + x 2 j~ l \a = l;grado3 

5. f(x) = xe x \ a = 0; grado 6 

6 . f(x) = x eos x; a = 3 re, grado 5 

7. Calcule sen 2 0.3 con una exactitud de cuatro cifras deci¬ 
males empleando un polinomio de Maclaurin, y demues¬ 
tre que la respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye 
gráficamente la respuesta. 

8 . Calcule ve con una exactitud de cinco cifras decimales 
utilizando un polinomio de Taylor, y demuestre que la 


respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye gráficamen¬ 
te la respuesta. 

-xl/2 _ 

9. Evalúe lím -- : cos x en dos formas: 

*->0+ X 4 

(a) aplique la regla de L’Hópital; (b) exprese e~ x2 ^ 2 y 
cos x como un polinomio de Maclaurin de grado 4. 

10. Aplique la fórmula de Taylor para expresar el polinomio 
P(x) = 4x 3 + Sx 2 - 2x + 1 
como un polinomio de potencias de x + 2 . 

En los ejercicios 11 a 18, escriba los primeros cuatro elemen¬ 
tos de la sucesión y determine si es convergente o divergente. 
Si la sucesión converge, calcule su límite y apoye gráficamen¬ 
te la respuesta. 
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18 [ (” + - (n + 2 ) 2 
1 rt + 4 n 

En los ejercicios 19 a 22, estime en la graficadora el límite de la 
sucesión convergente. Confirme analíticamente la estimación. 



En los ejercicios 23 y 24, demuestre, aplicando el teorema 
8.2.10, que la sucesión es convergente. 


En los ejercicios 25 a 36, calcule el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias. 

25 - ¿7= 

26. 

y (* - 2)" 

27. y * 

^5 n (n 2 + n) 

28. 

y — 

Áo 2" 

29 - 2é<*-3)' 

n-Q 

30. 

y (-1)"- 1 Je 2 " -1 
h (2n - D! 

31. |2Í U + .)" 

32. 

5>(2* - D" 

0=1 

33 . y(-l)-'U-l)" 

Ái n2" 

34. 

£ n n x" 

n = l 

35. (sen 2 n)x" 




o = 0 


36. 


+“ n 

y (-i) n+l --- 

(n + 1) ln(rt + 1) 


En los ejercicios 37 a 40, haga lo siguiente: (a) calcule el ra¬ 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de f; 
(b) escriba la serie de potencias que define la función f y 
establezca su radio de convergencia; (c) obtenga el dominio 
defi. 


37. m = % (-D" ^ 


39. f(x) 



38. f(x) = 
40. f(x) = 



X 


(x + ]) n 
nl n 


En los ejercicios 41 y 42, obtenga una representación en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver¬ 
gencia. Apoye gráficamente la respuesta. 



En los ejercicios 43 y 44, calcule con una exactitud de tres 
cifras decimales el valor de la integral definida mediante dos 
métodos: (a) utilice el segundo teorema fundamental del 
Cálculo; (b) emplee la serie obtenida en el ejercicio indicado. 


43. —; ejercicio 4 1 44. ^ ; ejercicio 42 

Jo t 1 + 16 J 3 t - \ 

Para los ejercicios 45 y 46, use la serie respectiva obtenida en 
los ejercicios 34 y 35 de la sección 8.9 para calcular, con una 
exactitud de tres cifras decimales, el valor de la integral defi¬ 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


■ f 

■ f 

Jo 


f(t) dt, donde f(t) 


g(t) dt, donde g(f) = 


sen t . , „ 

- si r tí 0 

t 

1 si t = 0 

1 - eos t 


l 


0 


si í TÍ 0 
si / = 0 


47. (a) Obtenga una serie de Maclaurin para j* f(t) dt donde 
( cosh í - 1 


f(t) = 


0 


SÍ t Ti 0 

si t = 0 


(b) Demuestre que / es continua en 0. (c) Trace en el 
mismo rectángulo de inspección las gráficas de 
NINT(/(r), 0, x) y del polinomio de Maclaurin que consis¬ 
te de los primeros diez términos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a), (d) Utilice la serie del inciso (a) para 
calcular J 0 /(/) dt con una exactitud de tres cifras deci¬ 
males y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 

En los ejercicios 48 a 50, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida, y apoye 
la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


48. 


50. 



dx 
1 + x 


~ xT dx 


5 


r 1/4 

49. fx sen x dx 

Jo 


En los ejercicios 51 a 58, emplee una serie de potencias para 
calcular con una exactitud de cuatro cifras decimales él valor 
de la cantidad y compárelo con el valor obtenido en una 
calculadora. 

51. Te 52. sen" 1 0.1 53. tan -1 1 54. Ví30 

55. eos 3 o 56. sen 0.3 57. ln 5 58. senh 0.3 


En los ejercicios 59 a 62, utilice dos series infinitas diferen¬ 
tes para aproximar el valor del número irracional con cuatro 
dígitos significativos. 

59. k 60. e 61. -J= 62. ln 1.3 

V3 

En los ejercicios 63 a 66, obtenga la serie de Maclaurin para 
la función, y determine su intervalo de convergencia. Apoye 
gráficamente la respuesta. 

63. f(x) = fx + 1 64. f(x) = 

65. f{x) - a x , a > 0 66. f(x) = sen 3 x 
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En los ejercicios 67 a 70, obtenga la serie de Taylor de la 
función en el número indicado , y determine su intervalo de 
convergencia. Apoye gráficamente la respuesta. 


67. f(x) = sen 3 jc; - ^ 

68. f(x) = i; 2 
X 

69. f(x) = ln \x |; -1 

70. f{x) = e x ~ 2 \ 


77. 


78. 


79. 


71. 


Calcule 



x" 

X + 1 


dx. 


80 . 


72. Obtenga la serie de Maclaurin para (1 + x)" donde n es un 
número entero positivo, y demuestre que la serie es la mis¬ 
ma que el desarrollo de esta expresión, la cual se deduce 
en los cursos de álgebra, mediante el teorema del binomio. 

73. Obtenga la serie de Maclaurin para eos 2 x a partir de la 
serie de Maclaurin para eos 2x. 

Sugerencia: eos 2x = 2 eos 2 x - 1. 


74. Obtenga los primeros tres términos diferentes de cero de 
la serie de Maclaurin para sen 2x a partir de la serie 
de Maclaurin para sen x y eos x. 

Sugerencia: sen 2x = 2 sen x eos x. 


Los ejercicios 75 a 79 tratan acerca de las funciones J 0 y J¡ 
definidas mediante series de potencias como sigue: 


w = 


J iW = 


X(-D" 

n = 0 

I(-D" 


n\ n\ 2 2 " 


n\(n + l)!2 2n+l 


81 . 


Las funciones J 0 y J¡ se denominan funciones de Bessel del 
primer tipo de órdenes cero y uno, respectivamente. 

75. Demuestre que J 0 y J ] convergen para todos los valores 
reales de x. 

76. Demuestre que y = J 0 (x) es una solución de la ecuación 
diferencial 


d 2 y dy 
dx 2 dx 


+ xy 


0 


Demuestre que J Q '(x) = -J¡(x). 

Demuestre que D x (xJ t (x)) = xJ 0 (x). 

Demuestre que y = J¡(x) es una solución de la ecuación 
diferencial 



dy 

dx 


+ (x 2 


Dy = o 


En mecánica cuántica, la medida E de la energía prome¬ 
dio por oscilador está dada por 


E = 


N 0 nhFe- nhF/kT 

n = 0 _ 

I Noe-^r 

n = Q 


donde T es la medida de la temperatura, h es la constante 
de Plank, k es la constante universal de los gases, F es la 
frecuencia constante y N ü es el número de osciladores en 
la energía mínima. 

(a) Sea x = e ~ hF l kT t demuestre que 


hFx\ 


(t 


2x + 3x 2 + 4x 3 + 




(b) Utilice el resultado del inciso (a) y la serie de potencias 
para (1 - x f 1 y (1 - x f 2 para demostrar que 


e hF/kT _ , 

Demuestre que si x = e~ ahF y a = \¡kT, entonces E, 
definida en el ejercicio 80, satisface las ecuaciones: 



y 





En el ejemplo 8 de la sección 8.8 se obtuvo 

. r^ n+ * 

tan r = > (-1)” -- si t < 1. Demuestre que 

¿A 2n + 1 ' 

el intervalo de convergencia de esta serie de potencias 
es [-1, 1] y que la serie de potencias representa a tan -1 x 
para toda x de su intervalo de convergencia. 



curvas 


1 Ecuaciones para métricas y 
curvas planas 


\/\s\ou 


asta este momento se han tratado curvas que 
son gráficas de funciones consideradas en 
un sistema de coordenadas cartesianas rec¬ 
tangulares. En este capítulo se estudiarán otras curvas 
planas. La sección 9.1 se dedica a las curvas definidas me¬ 
diante ecuaciones paramétricas, y en la sección 9.3 las 
curvas son gráficas polares definidas en términos de 
coordenadas polares. 

En el capítulo 6 se estudió como aplicar la integral 
definida para determinar la longitud de arco de la gráfica 
de una función. En la sección 9.2 se aplicará la integración 
a fin de obtener la longitud de arco de una curva definida 
mediante ecuaciones paramétricas, y en la sección 9.4 
para calcular la longitud de arco de una gráfica polar. El 
cálculo del área de una región plana limitada por grá¬ 
ficas polares es otra aplicación de la integración presen¬ 
tada en la sección 9.4. En la sección final del capítulo se 
presenta un tratamiento unificado de las secciones có¬ 
nicas al definir una cónica en términos de su excentri¬ 
cidad. 

Este estudio conduce naturalmente a las ecuaciones 
polares de las cónicas. 
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9.1 ECUACIONES PARAMÉTRICAS Y CURVAS PLANAS 

Suponga que una partícula se mueve en un plano de modo que las coordenadas 
(x , y), de su posición en cualquier tiempo t, están dadas por las ecuaciones 

x = f(t) y y = g(t) (1) 

Entonces, para cada número t del dominio común de / y g la partícula se 
encuentra en el punto (/(f), g(t)) y estos puntos describen una curva plana C 
recorrida por la partícula. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones 
paramétricas de C y la variable t se llama parámetro. La curva C también 
recibe el nombre de gráfica; esto es, el conjunto de todos los puntos (*, y) que 
satisfacen (1) es la gráfica de las ecuaciones paramétricas. 

Si se elimina el parámetro t del par de ecuaciones (1), se obtiene una 
ecuación en x y y, denominada ecuación cartesiana de C. La eliminación del 
parámetro puede conducir a una ecuación cartesiana cuya gráfica contiene 
más puntos que la gráfica definida por las ecuaciones paramétricas. Esta 
situación se presenta en el ejemplo 3. 


y 



► EJEMPLO 1 Obtenga una ecuación cartesiana de la curva de¬ 
finida por las ecuaciones paramétricas 

x = 2/ - 3 y y = 4t - 1 

y dibuje la curva. 

Solución El parámetro t se elimina de las dos ecuaciones al resolver la 
primera ecuación para t, obteniéndose 


y sustituirlo en la segunda ecuación: 

y = + f) - 1 

y = 2x + 5 

La gráfica de esta ecuación es una recta con pendiente 2 e intercepción y 
igual a 5. Esta recta se muestra en la figura 1. Observe en las ecuaciones 
paramétricas que conforme / crece también lo hacen x y y. Por tanto, 
una partícula que se mueve sobre esta recta va hacia arriba y a la derecha, 
indicado en la figura mediante la flecha. 4 

En general, la gráfica de cualquier par de ecuaciones paramétricas de la 
forma 

x - at + b y y = ct + d 
donde a * O o c * O, es una recta. 


► EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica de 
las ecuaciones paramétricas 

x = 2 eos t y y = 2 sen t O < t < 2n 

y dibuje la gráfica. 
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FIGURA 2 


Solución A fin de eliminar í de las dos ecuaciones paramétricas, se 
elevan al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y se su¬ 
man, obteniéndose 

jt 2 + y 2 = 4 eos 2 t + 4 sen 2 1 
x 2 + y 2 = 4(cos 2 t + sen 2 í) 
x 2 + y 2 = 4 

La gráfica de esta ecuación es una circunferencia con centro en el origen y 
radio 2. Si se permite que t tome todos los valores del intervalo cerrado 
[0, 2 tt], se obtiene la circunferencia completa iniciando en el punto (2, 0) y se 
recorre en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, como se in¬ 
dica en la figura 2. 4 

Si bien el parámetro de un par de ecuaciones paramétricas representa 
regularmente el tiempo, esto no siempre es así. En el ejemplo 2, el paráme¬ 
tro t puede representar la medida en radianes del ángulo medido a partir del 
semieje x positivo hasta el segmento de recta que une el origen con el pun¬ 
to ( x , y) de la circunferencia, como se muestra en la figura 3. 


y 



FIGURA 3 


► EJEMPLO 3 Considere las ecuaciones paramétricas 
x = cosh t y y = senh t 

(a) Dibuje la gráfica definida por estas ecuaciones, y (b) obtenga la ecuación 
cartesiana de la gráfica. 

Solución 

(a) Al elevar al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones paramétricas 
y restando se tiene 

x 2 - y 2 = cosh 2 t - senh 2 t 

De la identidad cosh 2 t - senh 2 1=1, esta ecuación se transforma en 
x 2 - y 2 = 1 


y 



x = coshr y y - senh i 


cuya gráfica es la hipérbola unitaria. Sin embargo, observe que para 
cualquier número real t, cosh t nunca es menor que 1. Por tanto, la curva 
definida por las ecuaciones paramétricas consiste de sólo los puntos de 
la rama derecha de la hipérbola. Esta curva se muestra en la figura 4. La 
curva “punteada” de la figura es la rama izquierda de hipérbola unitaria, 
(b) Una ecuación cartesiana de la gráfica es 

x 2 - y2 = i x > i 4 

Si una curva plana C está definida mediante una ecuación de la forma 
y = f(x), donde / es continua, entonces se pueden obtener las ecuaciones 
paramétricas para C considerando 

x = t y y = f(t) 

donde t está en el dominio de /. Otras sustituciones para x también pueden 
proporcionar ecuaciones paramétricas para C estipulando que x toma todos 
los valores del dominio de/. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO l La parábola que tiene la 

ecuación y = x 2 también está definida por las ecuaciones paramétricas 
x = t y y = t 2 


FIGURA 4 
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así como por las ecuaciones paramétricas 
x = í 3 y y = t b 

Sin embargo, las ecuaciones paramétricas 
x = i 1 y y = í 4 

definen sólo la porción derecha de la parábola donde x > 0 . A 



x = 2 eos r y y - 2 sen t 

FIGURA 5 


y 



Con el fin de trazar la gráfica de un par de ecuaciones paramétricas, 
consulte el manual del usuario para su graficadora particular. Algunas grafi- 
cadoras requieren que se active el modo paramétrico, mientras que otras 
graficadoras pueden emplear un formato de trazado paramétrico. En cual¬ 
quier caso, se necesitará introducir a la graficadora las ecuaciones que de¬ 
finen a x y y como funciones de t. Además, debe indicar los valores mínimo 
y máximo de t a considerar. Estos valores se denotarán por í mín y í máx . 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la gráfica de 

las ecuaciones paramétricas del ejemplo 2, se introduce 
x = 2 eos t y y = 2 sen t 

y se considera t m í„ = 0 y t mix = 2n. En el rectángulo de inspección de 
[-4.5, 4.5] por [-3, 3], se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. M 

Las ecuaciones paramétricas pueden emplearse para definir una curva des¬ 
crita por un movimiento físico. Como ejemplo, se considera una cicloide, la 
curva descrita por un punto de una circunferencia conforme esta rueda a lo 
largo de una recta. Sea a el radio de la circunferencia y sea el eje x la recta fija 
sobre la cual rueda la circunferencia. Considere al origen como uno de los 
puntos donde el punto dado P hace contacto con el eje x, después de lo cual la 
circunferencia ha rodado un ángulo de t radianes, como se muestra en la fi¬ 
gura 6 . La circunferencia ha rodado una distancia de \OT\ unidades, la 
cual también es la longitud del arco PT de la circunferencia. Así, | OT\ = at. 
Las coordenadas de C, el centro de la circunferencia, son entonces (at, a). 
Del triángulo rectángulo PAC, \PA\ = a sen t y | AC \ = a cosí. Así, 

X = \0T\ - \TÁ\ y y = \TC\ - \~AC\ 
x = at - a sen t y y = a - a eos / 

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 


x = a(t - sen í) y y = a(l - eos t) 


( 2 ) 


donde t es cualquier número real. En la figura 7 se muestra una porción de la 
cicloide. 


y 



FIGURA 7 
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FIGURA 8 


A continuación se definirán algunos términos relacionados con las curvas 
planas, los cuales se emplearán posteriormente. 


9.1.1 Definición de curva lisa 


Una curva plana C definida por las ecuaciones paramétricas 
x = /(/) y y = gO) a s t s b 

se dice que es lisa (o suave) en el intervalo cerrado [a, b ] si/’ y g' son 
continuas en [a, b], y f'O) y g'(t) no son cero simultáneamente en cada 
número del intervalo abierto (a, b). 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la circunferencia del 

ejemplo 2 mostrado en la figura 2 

f(t) = 2 eos t g(t) = 2 sen t 

f\t) = -2senr g'(t) = 2 eos t 

Como/’ y g' son continuas para todo t y f'(t) y g'(t) no son cero a la vez en 
cualquier número, entonces la circunferencia es una curva lisa. A 

Si un intervalo / puede partirse en un número finito de subintervalos en 
los que la curva C es suave, entonces se dice que C es lisa a trozos en 1. 


:> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Para la cicloide definida por 
las ecuaciones paramétricas (2) y mostrada en la figura 7 

f(t) = a(t - sen í) g(t) = < 3(1 — eos t) 

f\t) = a( 1 - cosí) g'(t) = asent 

Las funciones/’ y g' son continuas para todo r, pero/’(í) y g'(t) son iguales a 
cero si í = 2 nn, donde n es cualquier número entero. Por tanto, la cicloide 
no es una curva lisa. Sin embargo, la cicloide es lisa a trozos porque es lisa en 
cada subintervalo [2 nn, 2 n(n + 1)], donde n es cualquier número entero. A 


9.1.2 Definición de curva cerrada 


Una curva plana C definida por las ecuaciones 

x = f(t) y y = g(0 a t s b 

se dice que es cerrada si el punto inicial A(/(a), g(a)) y el punto ter¬ 
minal B(f(b), g(b)) coinciden. 

La figura 8 muestra una curva cerrada y lisa donde los puntos A y B 
coinciden. Una curva que no se cruza a sí misma se denomina curva simple. 


9.1.3 Definición de curva simple 


Una curva plana C definida por las ecuaciones 

x = /(í) y y = g(i) a <, t <. b ^ 

se dice que es simple entre los puntos Alf(a), g(a)) y B{ f(b), g(b)) si 
g(t |)) es diferente del punto (/(r 2 ), g(» 2 )) para todo t t y / 2 dife¬ 
rentes del intervalo abierto (a, b). 
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Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas sim¬ 
ples lisas. La curva de la figura 8 es otro ejemplo de curva cerrada simple lisa. 
La figura 9 presenta ejemplos de curvas lisas que pueden ser simples o ce¬ 
rradas, o no. En (a) la curva es simple pero no cerrada; en (b) la curva es 
cerrada pero no simple, y en (c) la curva ni es simple ni es cerrada. 

Suponga que una curva lisa C esta definida paramétricamente por 

x = f{t) y y = g(t) (3) 

y que este par de ecuaciones define al menos una función diferenciable h para 
la cual y = h(x). Entonces la derivada de cada función h, denotada por 
dy/dx, está relacionada con dx/dt y dy/dt mediante la siguiente ecuación 
dada por la regla de la cadena: 

dy _ dy , dx 
dt dx dt 


(b) Cerrada pero no simple 



Si dx/dt * 0, se pueden dividir ambos miembros de esta ecuación entre 
dx/dt y obtener 


dy 

dy di 

dx dx 

dt 


(4), 


(c) Ni simple ni cerrada 

FIGURA 9 


Observe que esta ecuación expresa la derivada de y con respecto aren tér¬ 
minos del parámetro t para toda función diferenciable h, tal que y = h(x), 
con x = f(t)y y = g(t). 


Como 


d 2 y 

dx 1 


dx 


dx 


, entonces 


d 2 y 

dx 2 


d(y') 

dx 


. Así, de (4) 


d 2 y 

~ 


d(y') 

dt 

dx 

dt 


(5) 


► EJEMPLO 4 Dadas las ecuaciones paramétricas 
x = 4 — t 2 y y = t 2 + 4f 


dy d^y 

determine y —r sin eliminar i. 
dx J dx 2 

Solución Como ^ = 2t + 4 

dt 


y ~~ = ~2t, se tiene, de (4), 


dy _ 2t + 4 
dx -2t 



Puesto que y' = -1 - 2/r, d(y')/dt = 2/t 2 . Entonces de (5) 


d 2 y _ d(y')/dt 
dx 2 dx/dt 

2/t 1 
- 2 1 
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Tabla 1 


r 

X 

y 

-4 

-12 

0 

-3 

-5 

-3 

-2 

0 

-4 

-1 

3 

-3 

0 

4 

0 

1 

3 

5 

2 

0 

12 

3 

-5 

21 


y 




jt = 4 - t 2 y y - t 7 + At 

FIGURA II 


y 



De (4), la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de¬ 
finida por las ecuaciones paramétricas (3) es ( dyjdt)l(dxjdt ). Por tanto, la 
gráfica tiene una recta tangente horizontal en un punto donde dy/di = 0 
y dxjdt ^ 0. La gráfica tiene una recta tangente vertical en un punto donde 
dx/dt = 0 y dyjdt & 0. 


► EJEMPLO 5 Para la gráfica de las ecuaciones paramétricas 
del ejemplo 4 (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y verticales, y 
(b) determine la concavidad, (c) Dibuje la gráfica, (d) Apoye la gráfica en la 
graficadora. 


Solución 

(a) Del ejemplo 4, 


x = 4 - í 2 y 


y = í 2 + 4í 


dx 

dt 


= - 2 1 


y 


dy 

dt 


= 2í + 4 


Cuando t = -2, dyjdt = 0 y dxjdt & 0. Así, la gráfica tiene una recta 
tangente horizontal en (0, -4). Cuando t = 0, dxjdt = 0 y dyjdt ^ 0. 
Por tanto, la gráfica tiene una recta tangente vertical en (4, 0). 

(b) También de la solución del ejemplo 4, 


d 2 y i_ 

dx 2 f 3 

Como d 2 y/dx 2 > 0 cuando t < 0, entonces la gráfica es cóncava 
hacia arriba para estos valores de t. De manera semejante, la gráfica es 
cóncava hacia abajo cuando / > 0, debido a que d 2 yjdx 2 < 0. 

(c) La tabla 1 presenta valores de x y y para valores particulares de t. Con los 
puntos obtenidos a partir de estos valores, y el conocimiento de las rectas 
tangentes horizontal y vertical así como de la concavidad, se obtiene la 
gráfica mostrada en la figura 10. 

(d) La figura 11, que muestra la gráfica trazada en el rectángulo de ins¬ 

pección de [-20, 10] por [-5, 15], apoya la gráfica dibujada de la fi¬ 
gura 10. ^ 


Como se indicó en la sección 7.7, donde se estableció y demostró el 
teorema del valor medio de Cauchy, ahora se dará una interpretación geo¬ 
métrica de este teorema. Recuerde que el teorema establece que si / y g son 
dos funciones tales que (i) / y g son continuas en [a, b] (ii), / y g son di- 
ferenciables en (a, b), y (iii) para toda x en {a, b), g'(x) ^ 0, entonces 
existe un número z en el intervalo abierto (a, b) tal que 

f(b) - f(a ) _ f\z) 
g(b) - g(a) g'U) 

La figura 12 muestra una curva que tiene las ecuaciones paramétricas 
x = g(t) y y = f(t ), donde a < t < b. La pendiente de la curva de la fi¬ 
gura en un punto particular está determinada por 

dy _ f'(t) 
dx g'(t) 

y la pendiente del segmento de recta que pasa por los puntos A(g(a),f(a)) 
y B(g(b), f(b)) está dada por 
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f(b) ~ f(a) 

g(b) - g(a ) 

El teorema de valor medio de Cauchy establece que las pendientes son igua¬ 
les para al menos un valor de t entre ay b. Para la curva mostrada en la figu¬ 
ra 12, cuatro valores de t satisfacen la conclusión del teorema: t = z i, 
/ = z 2 ,t = z 3 yt = z 4 . 


EJERCICIOS 9.1 


En los ejercicios 1 a 10, dibuje la gráfica de las ecuaciones 
paramétricas y obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica. 


1. x = 4 eos (, y = 4 sen f, i G [0, 2 tt] 

2. x = 4 eos t,y - 4 sen (; ( G [0, k] 

3. x = 4 eos l, y = 4 sen l;t G [- ¿ K, ? rrj 

4. x = 9 eos í, y = 4 sen (; t G [0, 2n\ 

5. x = 4 eos t,y - 25 sen t; t G [0, 2n] 

6. x = 4 eos t, y = 25 sen /; ( G [-1 n, 2 tt] 

7. * = 4 sec í, y = 9 tan t; t G (- i 7T, f 7T) 

8. x = 4 tan í, y = 9 sec í; í G [0, ? ti) U [rr, | Jl) 

9. x = 3 - 2í, y = 4 + t 

10. x = 2t - 5, y = t + 1 


tos ejercicios II a 16, calcule 
parámetro. 


dy d 2 y .... , 

~ y —~ sin eliminar el 
dx 2 dx 2 


11 . x = 3í,y = 2r 2 
13. x = r 2 e', y = í ln t 
15. x = a eos l, y = b sen / 


12 . x - 1 - í 2 , y = 1 + t 
14. x = e 2 ', y = 1 + eos t 
16. x = a cosh t, y - b senh t 


En los ejercicios 17 a 21, para la gráfica de las ecuaciones 
paramétricas (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y 
verticales, y (b) determine la concavidad, (c) Dibuje la gráfica, 
(d) Apoye la gráfica en la graficadora. 


17. x = 4í 2 - 4í,y = 1 - 4/ 2 


18 . x = t 2 + t, y = t 2 - t 

19. x = 2f 3 , y = 4í 2 

20. x = 2 t 2 ,y = 3í 3 


21 . * = 


3 1 

1 + < 3 


y = 


3 , 2 

i + / 3 


;t * -1 


(la hoja de Descartes) 


22. Trace la hoja de Descartes del ejercicio 21 en la grafica- 
dora y determine la porción de la hoja generada cuando 
(■)< < -1; (b) -1 < i < 0;(c)r > 0. 


23. Obtenga una ecuación cartesiana de la hoja de Descartes 
del ejercicio 21. Sugerencia: elimine (evaluando x 3 + y 3 . 

24. Un proyectil se desplaza de modo que las coordenadas de 
su posición en cualquier instante t están dadas por las 
ecuaciones paramétricas x = 60í y y = 80r - 16í 2 . 
Dibuje la trayectoria del proyectil y verifique la gráfica en 
la graficadora. 


25. Obtenga una ecuación de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones paramétricas x = 2 
sen t y y = 5 eos t, para el cual t =■ '-K. 

26. Obtenga una ecuación de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
x = 1 +3senryy = 2- 5 eos t, para el cual t - | K. 

dy d 2 y d 2 y 

27. Calcule ~r , — i- y —f en el punto de la cicloide que 

dx dx 2 dx 2 v 

tiene ecuaciones (2) para el cual y alcanza su valor máxi¬ 
mo cuando x está en el intervalo cerrado [0, 2na\. 

28. Demuestre que la pendiente de la recta tangente a la ci¬ 
cloide que tiene ecuaciones (2) en t = t¡ es cot ¡ . 
Después, deduzca que la recta tangente es vertical cuan¬ 
do t = 2nn, donde n es cualquier número entero. 

29. Calcule el área de la región limitada por el eje x y un arco 
de la cicloide que tiene las ecuaciones (2). 

30. Determine el centroide de la región del ejercicio 29. 

31. Las ecuaciones paramétricas para la trocoide son 

x — at — b sen t y y = a - b eos t 

(a) Si a > b > 0, demuestre que la trocoide no tiene 
ninguna recta tangente vertical. Trace la trocoide en la 
graficadora para t G [ Jt. /Ti si ib) a -- 3 y h - 1, y 
(c) a = 1 y b = 3. Dibuje lo que muestra la pantalla de la 
graficadora. Verifique que para el dibujo del inciso (b), 
donde a > b, la trocoide no tiene ninguna recta tangente 
vertical, mientras que en el inciso (c), donde a < b, la 
trocoide tiene dos rectas tangentes verticales. 

32. Una hipocidoide es la curva descrita por un punto P de 
una circunferencia de radio b que rueda dentro de una 
circunferencia fija de radio a, a > b. Si el origen está en el 
centro de la circunferencia fija, A(a, 0) es uno de los 
puntos en los que el punto P hace contacto con la circun¬ 
ferencia fija, B es el punto móvil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parámetro t es el número de radianes 
del ángulo AOB, demuestre que las ecuaciones paramé¬ 
tricas de la hipocidoide son 

x = (a - b) eos t + b eos a . - 1 

D 

y a _ b 

y - (a - b) sen t - b sen a - ° t 

33. Trace en la graficadora la hipocidoide del ejercicio 32 si 
(a) a = 6 y b = 2 para t G [~7t, n\\ (b) a = 12 y 
b = 2 para l G [-K, k\. 

Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. ¿Cuán¬ 
tas cúspides tiene la hipocidoide en cada caso? 
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34. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 

(a) a = 8 y b = 7 para t € [-8;r, 8;r]; (b) a = 8 y 
b = 3 para t € [-4 te; 4rr], Dibuje lo que muestra la pan¬ 
talla de la graficadora. ¿Cuántas cúspides tiene la hipoci¬ 
cloide en cada caso? 

35. Si a- — 4b en el ejercicio 32, se tiene una hipocicloide de 
cuatro cúspides, (a) Demuestre que las ecuaciones paramé¬ 
tricas de esta curva son x = a eos 3 1 y y = a sen 3 1 . Trace 
en la graficadora la hipocicloide de cuatro cúspides si 

(b) a = 4 parar G [-rr, rr],y(c) a = 8 parar € [-rr, rr). 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

36. (a) A partir de las ecuaciones paramétricas del ejercicio 
35, obtenga una ecuación cartesiana de la hipocicloide de 
cuatro cúspides, (b) Utilice la ecuación cartesiana del in¬ 
ciso (a) para dibujar la gráfica de esta hipocicloide. 

37. En el ejercicio 44 de la sección 7.3, se definió la tractriz 
como la curva tal que la longitud del segmento de toda 
recta tangente desde el punto de tangencia al punto de 
intersección con el eje x es una constante positiva a. En ese 
ejercicio se obtuvo la ecuación cartesiana de la tractriz: 


(a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas de la 
tractriz son 

x = t - a tanh — y y = a sech - 
a a 

Sugerencia: sustituya el valor de y en términos del pará¬ 
metro r en la ecuación cartesiana, simplifique utilizando 
identidades hiperbólicas, y obtenga el valor de x en tér¬ 
minos del parámetro r. 

(b) Utilice las ecuaciones paramétricas del inciso (a) para 
trazar en la graficadora la tractriz para la cual a = 4. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

38. Demuestre que el parámetro t de las ecuaciones para¬ 
métricas de la tractriz (vea el ejercicio 37) es la intercep¬ 
ción x de la recta tangente. 

39. Explique la importancia de las ecuaciones paramétricas en 
el estudio de las curvas planas. 


9.2 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA 


En la sección 6.1 se obtuvo una fórmula para calcular la longitud de arco de 
la gráfica de una función. Ahora se desarrollará un método para determinar la 
longitud de arco de una curva plana general, no necesariamente la gráfica de 
una función. 

Sea C la curva definida por las ecuaciones paramétricas 

x = f(t) y y = g(t) 

y suponga que f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b\. Se desea 
asignar un número L para representar el número de unidades de la longitud 
de arco de C desde t = a hasta t = b. Se procederá como en la sección 6.1. 


y 



Sea A una partición del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el 
intervalo en n subintervalo eligiendo n - 1 números entre a y b. Sean 
t 0 = a y t n = b, y t¡, t 2 , , t n - \ los números intermedios: 


í 0 </,<... < f„_i < t 
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El í-ésimo subintervalo es t¡] y el número de unidades de su longi¬ 
tud, denotado por A ¡t, es t¡ - í,_], donde i = 1,2,... ,n. Sea || A || la nor¬ 
ma de la partición, de modo que A ¡t < || A [[. 

Asociado con cada número t¡ se tiene un punto Pj(f(t¡), g(t¡)) de C. 
Desde cada punto P¡_ t se dibuja un segmento de recta hasta el siguiente 
punto P¡. Vea la figura 1. El número de unidades de la longitud del segmen¬ 
to de recta de P¡_ \ a P¡ se denota por | P¡-\P¡ | . De la fórmula de la distancia 
se tiene 

PWP7I = v/[/(*i) - 1 )] 2 + - gVi- 1 )] 2 (1) 

La suma de los números de unidades de las longitudes de los n 
segmentos es 

¿1^1 

i — 1 

Nuestra noción intuitiva de la longitud de arco desde t = a hasta t = b nos 
conduce a definir el número de unidades de la longitud de arco como el 
límite de esta suma cuando || A |¡ tiende a cero. 


9.2.1 Definición de longitud de arco de una curva plana 


Sea C la curva que tiene las ecuaciones paramétricas x = f(t) y 
y = g(t). Suponga que existe un número L que tiene la siguiente pro¬ 
piedad: Para cualquier € > 0 existe S > 0 tal que para toda parti¬ 
ción A del intervalo {a, b] para la cual || A || < S. entonces 


¿irai 


- L 


< € 


Esto se expresa como 


L= lím £|l?_ 1 />| 
IWI-»o ,-i 


y L unidades se denomina la longitud de arco de la curva C desde el 
punto (/(a), g(á)) hasta el punto (f(b), g(b)). 


Se dice que el arco de la curva es rectificable si el límite de la definición 
9.2.1 existe. Si f y g' son continuas en [a, b], se procede como sigue para 
determinar una fórmula a fin de evaluar este límite. 

Como f y g' son continuas en [a, b], son continuas en cada subinter¬ 
valo de la partición A. De modo que / y g satisfacen la hipótesis del teorema 
del valor medio en cada subintervalo [í,_i, í,]; por tanto, existen números 
z¡ y w¡ en el intervalo abierto («,_], t¡) tales que 

ñh) -fUi- 1 ) = A i‘ y g(‘¿) - g(t¡~ i) = g'(wi) A¡t 
Al sustituir de estas ecuaciones en (1) se obtiene 

\T~¡P~\ = V t/'(z¡)A,-í] 2 + [g'(w,)A,í] 2 

| /’,■-)/’, ! = V If'(Zi)] 2 + [g'(w,)] 2 - A,í (2) 

donde z¡ y w¡ están en el intervalo abierto t,). Así, de la definición 9.2.1 
y (2), si el límite existe, entonces 
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L= „ Mr 0 X V t/Xz,)] 2 + tg’(H’,)] 2 a ,-/ (3) 

iuim> írí 

La suma en (3) no es suma de Riemann debido a que z¡ y no son 
necesariamente los mismos números. Por esta razón no puede aplicarse la 
definición de integral definida para evaluar el límite de (3). Sin embargo, 
existe un teorema que puede aplicarse con el fin de evaluar este límite. Se 
establecerá el teorema sin demostración debido a que está más allá del al¬ 
cance de este libro. La demostración puede encontrarse en un texto de 
Cálculo avanzado. 


9.2.2 Teorema 


Si las funciones F y G son continuas en el intervalo cerrado [a, b], en¬ 
tonces la función -JF 2 + G 2 también es continua en [a, b\, y si A es 
una partición del intervalo [a />], y z¡ y w¡ son cualesquiera dos núme¬ 
ros de (í¡_|, /,), entonces 

n _ f b _ : _ 

„ litn £ f[FÜ ¡)) 2 + [G(w,)] 2 A,r = V[F(t)] 2 + [G(f)l 2 dr 

||A||-*0 ÍTÍ J a 

Al aplicar este teorema a (3) donde F es/’ y G es g\ se tiene 

L = í V [/'(í)] 2 + ts'(0] 2 di 

Ja 

Este resultado se establece en el teorema siguiente 


9.2.3 Teorema 


Sea C la curva cuyas ecuaciones paramétricas son x = /(f) y y = g(t), 
y suponga que f y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Si 
L unidades es la longitud de arco de la curva C desde el punto (/(a), 
g(a)) hasta el punto (/(¿>), g(b)), entonces 


L = 


f 


/[/’(»)] 2 + (s’(t)] 2 di 


► EJEMPLO 1 

ciones paramétricas son 


Calcule la longitud de arco de la curva cuyas ecua- 


x = f 3 y y — 2t 2 


.v 



FIGURA 2 


para cada uno de los casos: (a) de t = 0 a t = 1; (b) de t = -2 a t = 0. 

Solución La curva se muestra en la figura 2 y tiene las ecuaciones 
paramétricas x = /(f) y y = g(t ) donde 

f(t) = f 3 git) = 2f 2 

f'(t) = 3 f 2 g\t) = 4 1 

El teorema 9.2.3 se aplica a los incisos (a) y (b) donde L a unidades es la lon¬ 
gitud de arco de t = 0 a f = 1, y es la longitud de arco de t = -2 a 
t = 0. 
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(a) L a = 



18 

_ 1 _ 

27 

_ 1 _ 

27 

Él 

27 


491 4 + 16 t*dt 

(b) L b = j 49t A + 16 t 2 dt 

f° 

4~t*49t* + 16 dt 

= J V9? 2 + 16 dt 

f° 

ív/9f 2 + 16 dt 

= J -t49t 2 + 16 dt 

■ | (9 1 2 + 16) 3/2 J 

= -iir¡( 9 ' 2 + 16 ) 3/2 ]" 2 

[(25) 3 ^ 2 - (I 6 ) 3 / 2 ] 

= -¿[(16) 3/2 - (52) 3 / 2 ] 

(125 - 64) 

= JL (104VT3 - 64) 


= 11.5 


Observe que en la tercera integral del inciso (a) se sustituyó 4T 2 por t 
ya que O < t < 1. En cambio, en la tercera integral del inciso (b) se 
reemplazó V7 2 por -t puesto que -2 < t < 0. 4 


► EJEMPLO 2 Deduzca la fórmula para determinar la longitud 
de la circunferencia de radio a al calcular la longitud de arco de 

x = a eos t y y = a sen t 0 < t < 2 n 


Solución Con f(t) = a eos t y g(t ) = a sen t, f\t) = -a sen t y 
g '(t) = a eos t. Si L es la longitud de la circunferencia, del teorema 9.2.3, 
se tiene 


[ 2n , _ 

L = I T/(-a sen t) 2 + (a eos t) 2 dt 

Jo 


-L 

, 2lt 

= af lo 

= 2 na 


i/a^7sen^T^cos^7) dt 


dt 


4 


Justo como ocurrió cuando se calculó la longitud de arco de la gráfica 
de una función, la integral definida obtenida al aplicar el teorema 9.2.3 fre¬ 
cuentemente es difícil o imposible de evaluar mediante el segundo teorema 
fundamental del Cálculo. Sin embargo, con el procedimiento NINT de la gra¬ 
neadora se puede aproximar el valor como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 3 


Trace la curva cuyas ecuaciones paramétricas son 


x = sen t y y = e‘ 0 < t < n 


y calcule su longitud de arco con cuatro dígitos significativos. 
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Solución La figura 3 muestra la curva trazada en el rectángulo»de 
inspección de [0, 2] por [0, 25]. Sean f(t) = sen I y g(t) = e‘. de modo 
que/'(() = eos t y g\t) = e‘. Del teorema 9.2.3, si L es la longitud de arco 
de la curva dada, entonces, “ 

L = Veos 2 t + e 2 ' dt 

Jo 

En la calculadora se obtiene 


NINT (Veos 2 t + e 1 '' 0, n) = 22.40 


FIGURA 3 


Conclusión: 


La longitud de arco es 22.40. 


◄ 


EJERCICIOS 9.2 


En los ejercicios I a 14, calcule la longitud de arco exacta de 
la curva definida por el conjunto dado de ecuaciones paramé¬ 
tricas. Trace la curva en la grafteadora y observe si ¡a lon¬ 
gitud de arco aparente que se muestra en la gráfica apoya la 
respuesta. 

1. x - i t 1 +■ t, y = | í 2 - í; de I = 0 a t = 1 

2. x = 3f 2 , y = 2í 3 ; de/ = 0 a t = 3 

3. x = t 2 + 2t, y = t 2 - 2t\ de t = 0 a ( = 2 

4. x = í 3 , y = 3/ 2 ;de/ = -2 a t = 0 

5. x = 2í 2 , y = 2t 3 ; de r = I a t = 2 

ó. x = t, y = cosh /; de t = 0 a I = 3 

1. x = 3e 2 ', y - -4e 2 '; det = 0a( = ln5 

8. x = í 2 + 3, y = 3/ 2 ; de t = 1 a / = 4 

9. * = e'cosí ,y = e'sen/; de/ = Oat = ] 

10. x = ln sen /, y = í + 1; de t = ¿7T a t = y/r 

11. * = tan -1 í, y = ^ln(r 2 + I); de t = 0 a t = 1 

12. x = 2(cos t + í sen 0. y = 2(sen t - t eos í); de t = 0 
a t = 

13. Jf = 4 sen 2í, y = 4 eos 2r; de í = 0 a t = n 

14. x = e~' eos t, y = e~' sen f; de t = 0 a t = n 

En los ejercicios ¡5 a 22, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado con cuatro dígitos significativos 
de la longitud de arco de la curva definida por las ecuacio¬ 
nes paramétricas dadas. 

15. j: = t + 2, y = 4í 2 + í; de t = 0 a t = 3 

16. x = 2f 2 + 3f,y = 2r - I;deí = I a t = 2 

17. jt = 3 eos f, y = 2 sen r; de t = 0 a r = j n 

18. x = 2 sec f, y = 3 tan r; de ( = 0 a í = | K 

19. x = 8 tan r, y = 6 sec f; de t = jrat = * 

20. x = e\y - ln í; de í = 1 a t = 5 

21^ jr = 4 - r 2 , y = f 2 + 4f; de t = -4 a f = 4 


22. je = 3í, y = 4í 3 ; de / = -I a r = 1 

23. Calcule la longitud de la hipocicloide completa de cuatro 
cúspides: 

x = a eos 3 t y y = a sen 3 I 

24. Calcule la longitud de un arco de la cicloide 

x — a(t - sen t) y y — a( 1 - eos t) 

25. Calcule la longitud de la tractriz 

x = t - a tanh - y y = a sech - 
a a 

desde í = a a t = 2a. 

26. Determine la distancia recorrida por una tachuela clavada 
en la llanta de una rueda de bicicleta si su radio es de 
40 cm y la bicicleta recorre una distancia de 50x m. Su¬ 
gerencia.' la trayectoria de la tachuela es una cicloide. 

27. (a) Demuestre que la curva definida por las ecuaciones 
paramétricas 

x = a sen I y y - b eos t a > b 
es una elipse. 

(b) Si C es la longitud de la elipse del inciso (a), demues¬ 
tre que 

rxl2 

C = 4 I as ¡1 - k 2 sen 2 t dt 

Jo 

donde k 2 = (a 2 - b 2 )/a 2 < 1. Esta integral se deno¬ 
mina integral elíptica y no puede evaluarse exactamente 
en términos de funciones elementales. 

28. (a) Utilice la fórmula del ejercicio 27(b) y NINT en la 
graficadora para determinar la longitud de la elipse defi¬ 
nida por las ecuaciones paramétricas 

* = 5sení y y = 4 eos t 

(b) Trace la elipse en la graficadora. Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando los perímetros del rombo inscrito 
y del rectángulo circunscrito en la elipse y mostrando que 
la longitud de la elipse está entre estos dos perímetros. 
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9.3 COORDENADAS POLARES Y GRAFICAS POLARES 


P(r, 9) 



FIGURA 1 

P(2, j rt) 



(a) 


P( 5. 


Hasta ahora, se ha localizado un punto en un plano mediante sus coordenadas 
cartesianas rectangulares. Otros sistemas coordenados permiten ubicar un 
punto en el plano, y el sistema de coordenadas polares es uno de ellos. Este 
sistema es importante debido a que ciertas curvas tienen ecuaciones más 
simples en coordenadas polares. Además, las tres cónicas (parábola, elipse e 
hipérbola) pueden representarse mediante una ecuación, como se verá en 
la sección 9.5. Esta ecuación se aplica en física para deducir las leyes de 
Kepler, y en astronomía, en el estudio del movimiento de los planetas. 

Las coordenadas cartesianas son números, la abscisa y la ordenada, 
que representan la distancia dirigida a partir de dos rectas fijas. Las coor¬ 
denadas polares consisten de una distancia dirigida y la medida de un án¬ 
gulo en relación a un punto fijo y un rayo fijo (o semirecta). El punto fijo se 
denomina polo (u origen) y se representa mediante la letra O. El rayo fijo 
recibe el nombre de eje polar (o recta polar), la cual se denota por OA. El 
rayo OA usualmente se dibuja horizontal y se prolonga indefinidamente 
hacia la derecha. Vea la figura 1. 

Sea P cualquier punto del plano diferente de O. Sea 6 la medida en ra¬ 
dianes del ángulo dirigido AOP , positivo cuando se mide en el sentido con¬ 
trario al giro de las manecillas del reloj y negativo en el caso contrario, que 
tiene como su lado inicial el rayo OA y como su lado final el rayo OP. Si r 
es la distancia no dirigida de O a P (esto es, r = j OP |), un conjunto de 
coordenadas polares de P está dado por r y 8, y se denotan estas coorde¬ 
nadas como (r, 8). 



► EJEMPLO I Localice cada uno de los siguientes puntos que 
tienen los conjuntos dados de coordenadas polares: (a) (2, (b) (5, \n); 

(c) (1. lw);(d)(3, ¡*); (e) (4,-í*);(f) (§,-*). 



(e) 

FIGURA 2 


Solución 

(a) El punto (2, \n) se determina al dibujar primero el ángulo que tiene 
una medida en radianes de £ n, cuyo vértice está en el polo y su lado ini¬ 
cial sobre el eje polar. El punto en el lado terminal que está a 2 unidades 
del polo es el punto (2, \ 71). consulte la figura 2(a). De manera seme¬ 
jante se obtienen los puntos que se muestran en las figuras 2(b)-(f). Á 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 3 muestra el pun¬ 
to (4, | ri). Otro conjunto de coordenadas polares para este punto es (4, - j- n)\ 
vea la figura 4. Además, las coordenadas polares (4, '}n) también repre¬ 
sentan el mismo punto, como se muestra en la figura 5. Á 

En realidad, las coordenadas (4, §7t + 2 kn), donde k es cualquier nú¬ 
mero entero, proporcionan el mismo punto. Así, un punto particular tiene 
un número ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, a diferencia del 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, en el cual existe una 
correspondencia uno a uno entre las coordenadas y la posición de los pun¬ 
tos en el plano. Un ejemplo más se tiene al considerar conjuntos de coorde¬ 
nadas polares para el polo. Si r = 0 y 8 es cualquier número real, se tiene el 
polo designado por (0, 8). 
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FIGURA 2 


A continuación se considerarán las coordenadas polares para las cuales r 
A es negativo. En este caso, en lugar de que el punto esté en el lado terminal 
del ángulo, el punto se encuentra sobre la prolongación del lado terminal, la 
cual es el rayo desde el polo que se extiende en sentido opuesto al lado ter¬ 
minal. En consecuencia, si P está sobre la prolongación del lado terminal 
del ángulo cuya medida en radianes es 0, entonces un conjunto de coorde¬ 
nadas polares de P es (r, 0), donde r = - \ OP |. 






> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 El punto (-4, -\n) mos¬ 
trado en la figura 6 es el mismo punto que (4, | tí), (4, - \i r) y (4, j ti) del 
ejemplo ilustrativo 1. Otro conjunto de coordenadas polares para este punto 
es (-4, j 7ij; vea la figura 7. 



A menudo el ángulo se mide en radianes: de modo que un conjunto 
de coordenadas polares de un punto es un par ordenado de números reales. 
Para cada par ordenado de números reales existe un único punto al que le 
corresponde este conjunto de coordenadas polares. Sin embargo, se ha visto 
que un punto particular puede representarse mediante un número ilimitado 
de pares ordenados de números reales. Si el punto P no es el polo, y r y 0 se 
restringen de modo que r > 0 y 0 < 0 < 2 Tí, entonces P tiene un único 
conjunto de coordenadas polares. 

En ocasiones se desea hacer referencia a las coordenadas cartesianas 
rectangulares y coordenadas polares de un punto. Para lograr esto, se consi¬ 
dera el origen del primer sistema como el polo del segundo sistema, el eje 
polar como la parte positiva del eje x y el rayo para el cual 0 = \n como la 
parte positiva del eje y. 

Suponga que P es un punto cuya representación en el sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas rectangulares es (x, y), y (r, 0) es la representación en 
coordenadas polares de P. Como caso particular, suponga que P está en el 
segundo cuadrante y r > 0, como se muestra en la figura 8. Entonces 


eos 0 = 


m 


X 

r 


De este modo, 


y 

sen = — 

\OP\ 

_ y 


x — r eos 0 y y = r sen 0 (1) 

Estas ecuaciones se cumplen para P en cualquier cuadrante y r positivo 
o negativo. De las ecuaciones no sólo se pueden obtener las coordenadas 
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y 



FIGURA 9 


cartesianas rectangulares de un punto cuando se conocen las coordenadas 
polares, sino que también se puede obtener una ecuación polar de una curva 
a partir de su ecuación cartesiana rectangular. 

Con el fin de deducir las ecuaciones que proporcionen un conjunto de 
coordenadas polares de un punto cuando se conocen sus coordenadas carte¬ 
sianas rectangulares, se elevan al cuadrado los dos miembros de cada ecua¬ 
ción de (1), se iguala la suma de los miembros izquierdos a la suma de los 
miembros derechos, y se resuelve para r, obteniéndose 

r = ±y¡x 2 + y 2 (2) 

Al dividir miembro a miembro las ecuaciones de (1) se tiene 

r sen 0 _ y 

r eos 8 x 

tan 0 = — si x * 0 (3) 

x 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 9 muestra el punto 

cuya representación en coordenadas cartesianas es (- V3, -1). Para obtener las 
■* coordenadas polares (r, 6), donde r > 0 y 0 < 8 < 2n, se aplican (2) y (3): 


r = V3TT 
= 2 


tan 8 = 


-1 

-V3 


8 = Í7t 


(ya que n < 8 < f n) 


Así, el punto es (2, \ n). 


◄ 


Una ecuación en coordenadas polares se denomina ecuación polar a fin 
de distinguirla de una ecuación cartesiana, término empleado cuando una 
ecuación está dada en coordenadas cartesianas rectangulares. 


W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación cartesiana de la gráfica 
que tiene la ecuación polar 

r 2 = 4 sen 28 

Solución Debido a que sen 26 = 2 sen 6 eos 8, se tiene que sen 26 = 
2(y/r)(x/r), donde r * 0. Con esta sustitución y r 2 = x 2 + y 2 , se obtiene de 
la ecuación polar dada 


x 2 + y 2 
x 2 + y 2 
x 2 + y 2 


4(2) J 
8 xy 


8*y 
2 + ^2 


{x 2 + y 2 ) 2 = 8^y 




La gráfica de una ecuación en coordenadas polares, denominada gráfi¬ 
ca polar, consiste de aquellos, puntos y sólo aquellos, que tienen al menos 
un par de coordenadas polares que satisfacen la ecuación. A continuación 
se tratarán las propiedades de dichas gráficas, las cuales se obtendrán a 
mano y en la graficadora. 
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FIGURA 10 


La ecuación 
9 = C 

donde C es una constante, es satisfecha por todos los puntos cuyas coordenadas 
polares son ( r , C ) sin importar el valor de r. Por tanto, la gráfica de esta ecuación 
es una recta que contiene al polo y forma un ángulo de C radianes con el eje 
polar. Vea la figura 10. La misma recta está representada por la ecuación 

6 = C ± kn 

donde k es cualquier número entero. 



o 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La gráfica de la ecuación 

0= ¡x 

se presenta en la figura 11, y es la recta que pasa por el polo y forma un 
ángulo de \ n radianes con el eje polar. La misma recta está dada por las 
ecuaciones 


FIGURA 11 


6 = \n 6 = \n 6 = -\n 6 = -\n 



FIGURA 12 


y así sucesivamente. 

(b) La figura 12 muestra la gráfica de la ecuación 

6 = \it 

la cual es la recta que pasa por el polo y forma un ángulo de | n ra¬ 
dianes con el eje polar. Otras ecuaciones de esta recta son 

6 = \n 6 = \n 6 = -\n 9 = -\n 

etcétera. 4 

En general, la forma polar de una ecuación de una recta no es tan simple 
como la forma cartesiana. Sin embargo, si la recta es paralela al eje polar o 
al eje i n, entonces la ecuación es bastante sencilla. 

Si una recta es paralela al eje polar y pasa por el punto B cuyas caórde- 
nadas cartesianas son (0, ti) y cuyas coordenadas polares son (b, 1 n), enton¬ 
ces una ecuación cartesiana es y = b. Si se sustituye y por r sen 6, se tiene 


r sen 9 = b 



la cual es la ecuación polar de cualquier recta paralela al eje polar. Si b es 
positivo, la recta está por arriba del eje polar. Si b es negativo, la recta 
está por debajo del eje polar. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En la figura 13 se tiene la 
gráfica de la ecuación 

r sen 9=3 

mientras que en la figura 14 se muestra la gráfica de la ecuación 


FIGURA 13 


r sen 9 = -3 


< 
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1 

2 


n 


Ahora considere una recta paralela al eje j n o, equivalentemente, per¬ 



pendicular al eje polar. Si la recta pasa por el punto A, cuyas coordena¬ 
das cartesianas son (a, 0) y cuyas coordenadas polares son (a, 0), una 
ecuación cartesiana es * = a. Al sustituir x por r eos 8 se obtiene 

r eos 0 = a 

la cual es la ecuación de cualquier recta perpendicular al eje polar. Si a es 
positivo, la recta está a la derecha del eje | K. Si a es negativo, la recta está 
a la izquierda del eje \ n. 


K 


FIGURA 14 

\_ 

2 K r eos 9 - 3 



FIGURA 15 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 15 muestra la grá¬ 
fica de la ecuación 

r eos 8=3 

y la figura 16 presenta la gráfica de la ecuación 

r eos 8 = -3 ^ 

La gráfica de la ecuación 
r = C 

donde C es cualquier constante, es una circunferencia cuyo centro está en el 
polo y su radio es | C |. La misma circunferencia está dada por la ecuación. 

r = -C 



r = 4 


FIGURA 17 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 En la figura 17 se muestra la 

gráfica de la ecuación 
r = 4 

la cual es una circunferencia con centro en el polo y radio 4. La misma 
circunferencia está dada por la ecuación 

r = -4 

aunque el uso de esta ecuación no es común. ^ 

Como ocurre para la recta, la ecuación polar general de'una circunfe¬ 
rencia no es tan simple como la forrea cartesiana. No obstante, se tienen 
casos especiales en los que una ecuación de una circunferencia merece 
considerarse en forma polar. 

Si una circunferencia contiene al origen (el polo) y tiene su centro en el 
punto de coordenadas cartesianas (a, b), entonces una ecuación cartesiana de 
la circunferencia es 

x 2 + y 2 - 2ax - 2by = 0 

Una ecuación polar de esta circunferencia es 

(reos 8) 2 + (r sen 8) 2 - 2a(rcos 8) - 2i>(rsen 8) = 0 
r 2 (cos 2 8 + sen 2 8) -2arcos 8 - 2br sen 8=0 
r 2 - 2ar eos 8 - 2br sen 8 = 0 
r(r - 2a eos 8 - 2b sen 8) = 0 
r = 0 r - 2a eos 8 - 2b sen 8 = 0 

Como la gráfica de la ecuación r = 0 es el polo y el polo (r = 0 cuando 
8 = tan ~ l (-a/b)) está en la gráfica de r - 2a eos 8 - 2b sen 8=0, una 
ecuación de la circunferencia es 
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r = 2a eos 9 

FIGURA 18 


r = 2a eos 9 + 2 b sen 9 
Cuando b = 0, en esta ecuación, se tiene 

r = 2a eos 0 

Esta es una ecuación polar de la circunferencia de radio | a | unidades, tan¬ 
gente al eje \n, y con su centro en el eje polar o en su prolongación. Si 
a > 0, la circunferencia está a la derecha del polo como en la figura 18, y 
si a <0, la circunferencia se encuentra a la izquierda del polo. 

Si a = 0 en la ecuación r = 2a eos 9 + 2b sen 9, se tiene 

r = 2b sen 9 

la cual es la ecuación polar de la circunferencia de radio | b | unidades, con 
su centro sobre el eje | n o en su prolongación, y es tangente al eje polar. 
Si b > 0, la circunferencia está por arriba del polo, y si b < 0, la circun¬ 
ferencia se encuentra debajo del polo. 



► EJEMPLO 3 Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) r = 5 eos 9; (b) r = -6 sen 9. 

Solución 

(a) La ecuación 

r = 5 eos 9 

es de la forma r = 2a eos 9 con a = |. Por tanto, la gráfica es una cir¬ 
cunferencia concentro en el punto que tiene coordenadas polares (|, 0) y 
es tangente al eje | n. La gráfica se presenta en la figura 19. 

(b) La ecuación 

r = -6 sen 9 


r = 5 eos 9 

FIGURA 19 


es de la forma r = 2b sen 9 con b = -3. La gráfica es una circunfe¬ 
rencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares (3, | n) y 
es tangente al eje polar. La figura 20 muestra la gráfica. A 



r = -6 sen 6 


Resumen de ecuaciones polares de rectas 
y circunferencias 


C, a y b son constantes 


0 = c 

Recta que contiene al polo; forma un ángulo 
de C radianes con el eje polar. 

r sen 9 = b 

Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar 
si b > 0; debajo del eje polar si b < 0. 

r eos 9 = a 

Recta paralela al eje jtr, a la derecha del eje 
¿Tt si a > 0; a la izquierda del eje ¿ K si 
a < 0. 

r = C 

Circunferencia; centro en el polo; radio C. 

r = 2a eos 9 

Circunferencia; radio | a |; tangente al eje \ n\ 
centro en el eje polar o en su prolongación. 

r = 2b sen 9 

Circunferencia; radio | b \; tangente al eje po¬ 
lar; centro en el eje | n o en su prolongación. 


FIGURA 20 
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Antes de discutir otras gráficas polares, se establecerán los siguientes 
criterios de simetría, los cuales pueden demostrarse a partir de la definición de 
simetría de una gráfica dada en la sección del apéndice A.2. 


Criterios de simetría 


Una gráfica es 

(i) simétrica con respecto, al eje polar si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (r, - 8) o (-r, K - 0); 

(ii) simétrica con respecto al eje 1 n si se obtiene una ecuación equiva¬ 
lente cuando (r, 0) se sustituye por (r, n - 8) o (-r, -8); 

(Ui) simétrica con respecto al polo si se obtiene una ecuación equivalente 
cuando (r, 8) se sustituye por (-r, 0) o (r, n + 8). 


Tabla 1 


6 

r 

0 

-1 

~ 71 

1 - V3 

1” 

0 


1 

i* 

2 

\* 

1 + V3 

n 

3 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la gráfica de la ecuación 

r = 4 eos 26 

se aplicarán los criterios de simetría con respecto al eje polar, al eje ¿ n y 
al polo. 

Para el criterio de simetría con respecto al eje polar, se sustituye 
(r, 6) por (r, -6) y se obtiene r = 4 cos(-20), la cual es equivalente a 
r = 4 eos 26. Por tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje polar. 

Para el criterio de simetría con respecto al eje ^ n, se sustituye (r, 6) 
por (r, n - 6) en la ecuación dada y se obtiene r = 4 eos {2{n - 6)) o, 
equivalentemente, r — 4 eos {2n - 20), que equivale a r = 4 eos 26. Por 
tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje | n. 

Para el criterio de simetría con respecto al polo, se sustituye (r, 8) 
por (-r, 8) y se obtiene -r = 4 eos 28, la cual no es equivalente a la ecua¬ 
ción dada. No obstante, también debe determinarse si el otro conjunto 
de coordenadas funciona. Al sustituir (r, 8) por (r, n + 8) se obtiene r = 4 
cos(2 (n + 0)) o, equivalentemente, r = 4 cos(27T + 28), que equivale a 
r = 4 eos 28. Por tanto, la gráfica es simétrica con respecto al eje polo. A 

Cuando se dibuja una gráfica polar, a fin de determinar si contiene al 
polo se sustituye 0 por r en la ecuación y después se resuelve para 8. 


V EJEMPLO 4 


Dibuje la gráfica de la ecuación 



FIGURA 21 


r = 1-2 eos 8 

Solución Como se obtiene una ecuación equivalente cuando se sustituye 
(r, 8) por (r, - 0), la gráfica es simétrica con respecto al eje polar. 

Si r = 0, se obtiene eos 8 = ^, y si 0 < 0 < n, entonces 0 = \n. 
Así, el punto (0, i tt), el polo, está en la gráfica. La tabla 1 presenta las 
coordenadas de algunos otros puntos de la gráfica. A partir de estos puntos 
se dibuja la mitad de la gráfica; el resto se dibuja teniendo en cuenta su si¬ 
metría con respecto al eje polar. La gráfica se muestra en la figura 21. 4 

En la figura 21, la gráfica se ha dibujado en un sistema de coordena¬ 
das polares. En los ejercicios 51 a 60 se le pedirá que dibuje algunas gráfi¬ 
cas polares en un sistema de coordenadas polares. 

El teorema siguiente muestra cómo definir una gráfica polar mediante 
una par de ecuaciones paramétricas. 
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9.3.1 Teorema 


La gráfica de la ecuación polar r - f(6) está definida por-las ecua¬ 
ciones paramétricas 

x = /(r)cos t y y = /(Osen t 

Demostración Sea (x, y) la representación cartesiana de un punto P 
cuya representación polar es (r, 9). Entonces 


r- 1-2 eos 6 

FIGURA 22 




FIGURA 23 


x = r eos 6 y y = r sen 9 

Como r = /(©), se tiene 

x - f(9) eos 9 y y = f(9) sen 9 

Al sustituir ©por t de modo que el parámetro sea /, se tiene 

r = /(Ocos t y y = /(Osen r ■ 

Las ecuaciones paramétricas del teorema 9.3.1 son utilizadas por algu¬ 
nas computadoras y graficadoras para trazar gráficas polares. Otras grafi- 
cadoras permiten trazar una gráfica polar directamente de la ecuación 
r = f(9) empleando el modo polar de la graficadora. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para trazar la gráfica del 

ejemplo 4 en la graficadora, se utilizan las ecuaciones del teorema 9.3.1, 
como f(9) = 1 - 2 eos 9, se consideran 

x = (1 - 2 eos Ocos/ y y = (1 - 2 eos Osen r 

Con la graficadora en modo paramétrico y de radianes, y 0 á / < 2/r, se eli¬ 
ge [-3, 3] por [-2, 2] como rectángulo de inspección y obteniéndose la grá¬ 
fica mostrada en la figura 22, la cual es acorde con la curva de la figura 21.4 

La gráfica polar del ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 9 se deno¬ 
mina limaron, palabra francesa que proviene del latín Umax que significa 
caracol. Un caracol (o limaron) es la gráfica de una ecuación de la forma 

r = a ± b eos 9 o r = a + b sen 9 

donde a > 0 y b > 0. Existen cuatro tipos de caracoles que dependen de la 
razón a¡b. 


Tipos de caracoles 


De la ecuación r = a + b eos 6, donde a > 0 y b >. 0; 

1. 0 < - < i Caracol con lazo. Vea la figura 23(a). 

b 

2. - = 1 Cardioide (forma de corazón). Vea la ftgjira 23(b). 

b 

3. 1 < - < 2 Caracol con hendidura. Vea la figura 23(c). 

b 

4. 2 S - Caracolconve*o(sinhendidura).Vealafigura23(d). 


Más adelante en esta sección, cuando se estudien las rectas tangentes 
horizontales y verticales de gráficas polares, será evidente el por qué los 
caracoles del tipo 3 tienen una hendidura y los del tipo 4 no. 
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FIGURA 23 


A partir de la ecuación de un caracol, también se puede determinar su 
simetría, y la dirección en la que apunta. 


Simetría y dirección de un caracol 


a > 0 y b > 0 


r = a + b eos 0 
r = a - b eos 0 
r = a + b sen 0 
r = a - b sen 0 


Simetría con respecto al eje polar; apunta hacia 
la derecha. 

Simetría con respecto al eje polar; apunta hacia 
la izquierda. 

Simetría con respecto al eje 1 7t\ apunta hacia 
arriba. 

Simetría con respecto al eje jTT, apunta hacia 
abajo. 



[-9, 9] por [-6, 6] 


r = 3 + 2 sen 9 

FIGURA 24 



[-7.5,7.5] por [-5, 5] 
r - 2 + 2 eos 9 

FIGURA 25 



[-6, 6] por [-4, 4] 
r = 2 - sen 9 

FIGURA 26 


► EJEMPLO 5 Para cada uno de los caracoles siguientes, de¬ 
termine el tipo, su simetría y la dirección en la que apunta, además trace el 
caracol: (a) r = 3 + 2 sen 0; (b) r = 2 + 2 eos 0; (c) r = 2 - sen 6. 

Solución 

(a) La ecuación r = 3 + 2 sen 0 es de la forma r = a + b sen 6 con 

a = 3 y b = 2. Como | | y 1 < ^ < 2, la gráfica es un cara¬ 

col con hendidura. Es simétrico con respecto al eje \n y apunta 
hacia arriba. Se traza la gráfica en el rectángulo de inspección de 
[-9, 9] por [-6, 6] y se obtiene el caracol de la figura 24. 

(b) La ecuación r = 2 + 2 eos 8 es de la forma r = a + b eos 6 con 

a = 2 y b = 2. Como | = 1, la gráfica es una cardioide. Es si¬ 
métrica con respecto al eje polar y apunta hacia la derecha. Se traza 
la cardioide en el rectángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] 
como se muestra en la figura 25. 

(c) La ecuación r = 2 - sen 8 es de la forma r = a - b sen 8 con a = 2 

y b = 1. Como | = 2, la gráfica es un caracol convexo. Es simétrico 

con respecto al eje \ n y apunta hacia abajo. La gráfica se presenta en 
la figura 26. ^ 

La gráfica de una ecuación de la forma 
r = a eos n8 o r — a sen nd 
es una rosa, que tiene n hojas si n es impar y 2 n hojas si n es par. 


► EJEMPLO 6 


Describa y trace la ecuación 


r = 4 eos 28 

Solución La ecuación es de la forma r = a eos n8, donde n es igual 
a 2. Como n es par, entonces la gráfica es una rosa de cuatro hojas. La lon¬ 
gitud de cada hoja es 4. En el ejemplo ilustrativo 8, se demostró que la grá¬ 
fica es simétrica con respecto al eje polar, al eje | n y al polo. La gráfica 
contiene al polo debido a que cuando r = 0 se tiene 
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[-7.5, 7.5] por [-5, 5] 
r ~ 4 eos 26 

FIGURA 27 


eos 20 = 0 

de donde se obtiene, para 0 < 6 < 2k, 

0 = {k 6 = \n 0=| ti 6 = \n 

Se traza la gráfica en el rectángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por 
[-5, 5] como se muestra en la figura 27. La gráfica concuerda con la des¬ 
cripción. 4 

Observe que si en la ecuación para una rosa se toma n = 1, resulta 
r = a eos 0 o r = a sen 0 



[-42, 42] por [-28, 28] 
r = e e > e 

FIGURA 28 


las cuales son ecuaciones de una circunferencia. Por tanto, una circunfe¬ 
rencia puede considerarse como una rosa de una hoja. 

Otras gráficas polares que a menudo se presentan son las espirales 
(consulte los ejercicios 37 a 40) y las lemniscatas (vea los ejercicios 41 a 
44). La gráfica del ejemplo siguiente se denomina espiral de Arquímedes. 


W EJEMPLO 7 Describa y trace la ecuación 
r = 0 0 £: 0 

Solución Observe primero que la gráfica no es simétrica con respecto 
a los ejes ni respecto al polo. Además, conforme 0 crece, también lo hace r. 
Cuando r = 0, 0 = 0; de modo que el polo está en la gráfica. Cuando 
0 = nn, donde n es cualquier número entero, la gráfica intersecta al eje 
polar o a su prolongación, y cuando 0 = i nn , donde n es cualquier nú¬ 
mero entero impar, la gráfica intersecta al eje |ioa su prolongación. Se 
traza la gráfica en el rectángulo de inspección de [-42, 42] por [-28, 28], 
como se muestra en la figura 28, la cual concuerda con la descripción. M 


Una fórmula para determinar la pendiente de una recta tangente a una 
gráfica polar la proporciona el teorema siguiente. 


9.3.2 Teorema 


Si m es la pendiente de la Fecta tangente a la gráfica de r = /(0) en el 
punto (r, 0), entonces 

sen 0 + r eos 0 

_ _ da 

m i 

eos 0 -j? - r sen 0 
da 

Demostración Del teorema 9.3.1, la gráfica de r = f{9) está definida 
por las ecuaciones paramétricas 

x = f(6) eos 0 y y = /(0)sen 0 

en donde 0es el parámetro. De la fórmula (4) de la sección 9.1, se tiene 

dy 

dy _ d6 
dx dx 
d6 

f'{6) sen 0 + /(0) eos 0 
f'(6) eos 0 + /(0)(-sen 0) 
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Al sustituir dyjdLx por m,f(9) por r y f'(9) por drjdO, se obtiene 
sen 0 + r eos 0 

m = -^- ■ 

cos & -L\ - r sen 0 

de 

• 

La fórmula del teorema 9.3.2 puede emplearse para determinar dónde 
una gráfica polar tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Esta infor¬ 
mación es útil cuando se dibujan gráficas polares. El procedimiento se mues¬ 
tra al aplicarlo, a dos de los caracoles del ejemplo 5, en el siguiente ejemplo 
ilustrativo y en el próximo ejemplo. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 El caracol del ejemplo 5(c) 
tiene la ecuación 

r = 2 - sen 9 

Con este valor de r y dr¡dO - -cos 9, por el teorema 9.3.2, se tiene 

sen 0(-cos 9) + (2 - sen 9) cos 9 
cos 0(-cos 9) - (2 - sen 9) sen 9 

-sen 9 cos 9 + 2 cos 9 - sen 9 cos 9 
-eos 2 9-2 sen 9 + sen 2 9 

2 cos 9-2 sen 9 cos 9 
-(1 - sen 2 9) - 2 sen 9 + sen 2 9 

2 cos 0(1 - sen 9) ,.. 

2 sen 2 9 - 2 sen 9 - 1 


Las rectas tangentes horizontales de este caracol ocurren cuando m = 0. 
Así, se iguala a cero el numerador de (4) y se resuelve para 9. 



2 cos 0(1 - sen 9) = 0 
cos 9 = 0 1 - sen 9 = 0 

9 = i7T 9 = \n sen 0 = 1 

0 = 5 *: 

Por tanto, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos (1, ^ n) 
y (3, | tí). Las rectas tangentes verticales ocurren cuando el denominador 
de (4) es cero y el numerador es diferente de cero. Al resolver la ecuación 
que resulta se obtiene 


2 sen 2 0-2 sen 0 - 1 
sen 0 

sen 0 = 1.3660 
no hay solución 


= 0 

_ -b ± Vó 2 - 4ac 
2a 

2 + V4 + 8 
4 

sen 0 = -0.3660 
0 - 3.51 0 - 5.91 


En consecuencia, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos que 
tienen coordenadas polares (2.37, 3.51) y (2.37, 5.91). La figura 29 muestra 
el caracol y las rectas tangentes horizontales y verticales. A 
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W EJEMPLO 8 Determine los puntos en los que el caracol del 
ejemplo 5(a) tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibuje la gráfica 
y muestre sus rectas tangentes. 

Solución El caracol tiene la ecuación 

r = 3 + 2 sen 0 

Con este valor de r y dr/dO = 2 eos 6, por el teorema 9.3.2, se tiene 

_ sen 0(2 eos 0) + (3 + 2 sen 8) eos 6 • 

m eos 9(2 eos 0) - (3 + 2 sen 9) sen 9 

_ 2 sen 6 eos 8 + 3 eos 6 + 2 sen 6 eos 6 

2 eos 2 6 - 3 sen 0 - 2 sen 2 6 

_ _ 4 sen 6 eos 9 + 3 eos 6 _ 

2-2 sen 2 0 - 3 sen 6 - 2 sen 2 6 

_ eos 9(4 sen 6 + 3) 

4 sen 2 6 + 3 sen 6 - 2 

A fin de determinar las rectas tangentes horizontales se iguala el numerador 
de (5) a cero. Al resolver para 6 se tiene 

eos 9 (4 sen 9 + 3) = 0 

eos 6=0 4 sen 0+3=0 

0 = \k 9 = \n sen 0 = -1 

6 = 3.99 6 = 5.44 

De este modo, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos 
(5, \k\( 1, ^), (|,3.99) y (|,5.44). 

Las rectas tangentes verticales se determinan al igualar a cero el de¬ 
nominador de (5). Al resolver la ecuación resultante se obtiene 

4 sen 2 0 + 3 sen 0-2 = 0 


S e„ 0 = ± . ~ 4ac 

2a 



r = 3 + 2 sen 0 

FIGURA 30 


_ -3 + V41 
8 

sen 0 = 0.4254 sen 0 = -1.1754 

0 = 0.44 0 = 2.70 no hay solución 

Por tanto, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos de coorde¬ 
nadas polares (3.85, 0.44) y (3.85, 2.70). 

La figura 30 muestra el caracol y las rectas tangentes horizontales y 
verticales. A 

Observe en la figura 30 que el caracol tiene una hendidura. Este hecho 
se manifiesta debido a las cuatro rectas tangentes horizontales. El caracol 
de la figura 29 no tiene hendidura; sólo tiene dos rectas tangentes hori¬ 
zontales. 
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En los ejercicios 1 a 4, ubique los puntos que tienen el con¬ 
junto dado de coordenadas polares. 


1. 

(a) 

(3, i*) 

(b) 

(2, | zr) 

(c) 

(1, *) 


(d) 

(4, frr) 

(e) 

(5, U*) 



2. 

(a) 

(4, i K) 

(b) 

(3, §*) 

(c) 

(1, ¡tt) 


(d) 

(2, \7t) 

(e) 

(5, f ti) 



3. 

(a) 


(b) 

(3.-1*) 

(c) 

(-1. ¿*) 


(d) 

(-3, §*) 

(e) 

(-2,-2*) 



4. 

(a) 

(5,-frr) 

(b) 

(2,-2*) 

(c) 

(-5, \k) 


(d) 

(-2, \n) 

(e) 

(-4.-Í*) 




En los ejercicios 5 y 6, obtenga las coordenadas cartesia¬ 
nas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares se 
indican. 

5. (a) (3, ir) (b) (V2,-|*) 

(c) (-4, \k) (d) (-1,-2*) 

6. (a) (-2,-±») (b) (-1, \n) 

(c) (2,-2*) (d) (2, |tt) 

En los ejercidos 7 y 8, obtenga un conjunto de coordenadas 
polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas rectan¬ 
gulares se proporcionan. Considere r > 0 y 0 < 9 < 2 *. 

7. (a) (1,-1) (b) (-V3.1) 

(c) (2,2) (d) (-5,0) 

8. (a) (3,-3) (b) (-1, V3) 

(c) (0,-2) (d) (-2.-2V3) 

En los ejercicios 9 a 12, obtenga una ecuación cartesiana de la 
gráfica que tiene la ecuación polar indicada. 

9. (a) r 2 = 2 sen 29 (b) r 2 - eos 9 

10. (a) r 2 eos 29 =10 (b) r 2 = 4 eos 20 

11. (a) reos 0 = -1 (b) r = --- 

2- 3 sen 6 

12. (a) r - 2 sen 30 (b) r = -—- 

3- 2 eos 0 

En los ejercicios 13 a 20, dibuje la gráfica de la ecuación. 

13. (a) 0 = i * (b) r = I* 

14. (a) 0 = \n (b) r = |* 

15. (a) 0 = 2 (b) r = 2 


16. (a) 0 = -3 (b) r = -3 

17. (a) r eos 0 = 4 (b) r = 4 eos 0 

18. (a) r sen 0 = 2 (b) r = 2 sen 0 

19. (a) r sen 0 = -4 (b) r = -4 sen 0 

20. (a) r eos 0 = -5 (b) r = -5 eos 0 

En los ejercicios 21 a 30, determine el tipo de caracol, su sime¬ 
tría y la dirección en la que apunta. Trace el caracol. 

21. r = 4(1 — eos 0) 22. r = 3(1 - sen 0) 

23. r = 2(1 + sen 0) 24. r = 3(1 + eos 0) 

25. r = 2 - 3 sen 0 26. r = 4 - 3 sen 0 

27. r - 3-2 eos 0 28. r = 3 - 4 eos 0 

29. r — 4 + 2 sen 0 30. r = 6 + 2 eos 0 

En los ejercicios 31 a 50, describa y trace la gráfica de la 
ecuación. 

31. r = 2 sen 30 32. r = 4 sen 50 

33. r = 2 eos 40 34. r = 3 eos 20 

35. r = 4 sen 20 36. r = 3 eos 30 

37. r = e 9 (espiral logarítmica) 

38. r = e 9 ^ (espiral logarítmica) 

39. r = ¿(espiral recíproca) 

40. r = 20 (espiral de Arquímedes) 

41. r 2 = 9 sen 20(lemniscata) 

42. r 2 = 16 eos 20(lemniscata) 

43. r 2 = -25 eos 20(lemniscata) 

44. r 2 = -4 sen 20 (lemniscata) 

45. r = 2 sen 0 tan 0 (cisoide) 

46. r 2 = 80 (espiral de Fermat) 

47. r = 2 sec 0 - 1 (concoide de Nicómedes) 

48. r = 2 esc 0 + 3 (concoide de Nicómedes) 

49. r = | sen 20 | 50. r = 2 | cos0 | 

51. Las gráficas polares pueden dibujarse en papel polar en el 
que utiliza un sistema de coordenadas polares como se 
muestra en la figura 21. Construya un sistema de estos con 
regla, compás y transportador. En este sistema dibuje la 
gráfica de r = l + 4 sen 0. 

52. Siga las instrucciones del ejercicio 51 para la gráfica de 
r = 2 + eos 0. 

En los ejercicios 53 a 60, determine los puntos en los que la 
gráfica tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibu¬ 
je la gráfica y muestre sus rectas tangentes. Para los dibujos 
puede emplear un sistema de coordenadas polares tal como el 
sugerido en el ejercicio 51. 
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54. r = 2 + eos 0 
56. r = 3-2 sen 0 ***’ 

58. r = 2 sen 30 
60. r 2 = 9 eos 20 

63. 

En los ejercicios 61 a 64, trace las gráficas de las dos ecuacio¬ 
nes en el mismo rectángulo de inspección. Después utilice los ¿5 
procedimientos intersección (intersect), o rastreo y aumento 
(trace y zoom-in), para aproximar a dos dígitos significativos 
las coordenadas cartesianas rectangulares de los puntos de 
intersección de las gráficas. En la sección 9.4 se estudia un 
método analítico para obtener los puntos de intersección de 
gráficas polares. 


53. r = 4 + 3 sen 0 
55. r = 4 - 2 eos 0 
57. r = eos 20 
59. r 2 = 4 sen 20 


2 eos 0 
2 sen 0 

I r = 2 sen 30 f r = 2 eos 20 

64. 

I r = 4 sen 0 [ r = 2 sen 0 

Explique por qué existe una correspondencia uno-a-uno 
entre la posición de un punto en el plano y sus coordenadas 
cartesianas rectangulares, pero no existe dicha correspon¬ 
dencia para las coordenadas polares del punto. En su 
explicación muestre dos puntos como ejemplos: uno en el 
primer cuadrante y el otro en segundo cuadrante. 


r = 3 


r = 2(1 + eos 0) 


62. 


9.4 LONGITUD DE ARCO Y ÁREA DE UNA REGIÓN 
PARA GRÁFICAS POLARES 


La fórmula del teorema 9.2.3 para la longitud de arco L de una curva C, 
cuyas ecuaciones paramétricas son x = f(t) y y = g(t), desde el punto 
(/(a), g(a)) al punto (/(¿>), g(b)) es 

L = í V I/'(0] 2 + [£'(OI 2 dt 

Ja 

donde /’ y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Al sustituir f'(t) 
por dx/dt y g'(t) por dyjdt , esta fórmula se transforma en 



Suponga que se desea obtener la longitud de arco de una curva C cuya 
ecuación polar es r = F(6). Si (x, y) es la representación cartesiana de un 
punto P de C y (r, 6) es una representación polar de P, entonces del teorema 
9.3.1, las ecuaciones paramétricas de C, donde des el parámetro, son 

x = F(0) eos 6 y y = F(6) sen 0 (2) 

Por tanto, si F' es continua en el intervalo cerrado [a, /}], la fórmula para la 
longitud de arco de C se obtiene a partir de (1) considerando t = 6 , de 
modo que 



De las ecuaciones paramétricas (2), 

= F'(6) eos 6 - F(0)sen 0 y = F'(0)sen 0 + F(0) eos 0 

da da 

De donde, 

(~|) 2 + = (F'(0)cos 9 - F(0)sen O) 2 + (F\0) sen 0 + F(0)cos 9) 2 
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r = 2(1 + eos 8) 

FIGURA 1 


El miembro derecho de esta ecuación puede simplificarse de manera que 

(%í + = [FW)|Í + ' <4 > 

En el ejercicio 50 se le pedirá que verifique esta ecuación. Al sustituir de (4) 
en (3) y reemplazar F'(8) por dr/dd y F(8) por r, se obtiene la fórmula si¬ 
guiente para la longitud de arco de una gráfica polar: 

<5 > 


► EJEMPLO I 

r = 2(1 + eos 6). 


Calcule la longitud de arco de la cardioide 


Solución La cardioide se muestra en la figura 1. Para calcular la longi¬ 
tud de la curva completa se permite que 8 tome los valores de 0 a 2 n o 
puede emplearse la simetría de la curva y obtenerse la mitad de la longitud 
considerando que 8 toma los valores de 0 a n. 


dr 

Como r = 2(1 + eos 8), ^ = -2 sen 8. Al sustituir en (5), integrar 
de 0 a n y multiplicar por 2 se tiene 


L = 2 


j’F 

-4Í\í 

Jo 


-2 sen#) 2 + 4(1 + eos#) 2 dO 


sen 2 0 + 1 + 2 eos 9 + eos 2 9 d9 


4V2 Vi + eos 9 d9 


• K 

Jo 


A fin de evaluar esta integral, se utiliza la identidad eos 2 -‘0 = 
|(1 + eos 8), de modo que Vi + eos 9 = V21 eos - ? 8\. Puesto.que 0 < 
8 < n, 0 < |0 < i#; entonces eos > 0. Por tanto, Vi + eos 8 = 
-Í2 eos ~8. Así, 


L = 4V2Í V2cos 10 d8. 
JO 


= 16 sen f 8 


Jo 


= 16 


Como sucedió con las fórmulas anteriores para la longitud de arco, la 
fórmula para la longitud de arco de una gráfica polar conduce, la mayoría 
de las veces, a una integral definida difícil o imposible de evaluar me¬ 
diante el segundo teorema fundamental del Cálculo. Sin embargo, la grafi- 
cadora proporciona un valor aproximado, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 
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1-6, 6¡ por [-4,4] 
r = 2 - sen 6 

FIGURA 2 


► EJEMPLO 2 Obtenga la longitud de arco del caracol 
r = 2 - sen 9 

Solución Este caracol se trazó en el ejemplo 5(c) de la sección 9.3. La 
figura 2 muestra su gráfica. De (5), 



En la graficadora se obtiene 

NINT(V5 - 4 sen 0,0, 2n) = 13.36489322 

De modo que, con cinco dígitos significativos, la longitud del caracol es 
13.365. ◄ 


A continuación se desarrollará un método para calcular el área de una 
región acotada por dos rectas que pasan por el polo, y una gráfica polar. 

Sea / una función continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, ¡3]. 
Sea R la región limitada por la curva cuya ecuación es r = f(0) y por las 
rectas 9 = ay 9 = /}. La región R es la región AOB mostrada en la figura 3. 
Considere una partición A de [a, (i\ definida por 

a = 9 q < 9 t < 9¡ <...< 9¡_, < 9, < ... < 9 n _¡ < 9„ = P 

De este modo se tienen n subintervalos de la forma [0 ( _], 0¡], i = 1, 
2, .... n. Sea w¡ un valor de 6 en el i'-esimo subintervalo [0,_i, 0¡], Vea la 
figura 4, donde el í-ésimo subintervalo se muestra junto con 9 = w¡. La me¬ 
dida en radianes del ángulo entre las rectas 6 = 0¡_¡ y 9 = 9¡ se denota 
por A ¡9. El número de unidades cuadradas del área del sector circular de 
radio /(vv¡) unidades y ángulo central de medida A ¡9 radianes está dada por 

FIGURA 3 \ [/(w,-)] 2 A ¡0 

Existe un sector circular como este para cada uno de los n subinterva¬ 
los. La suma de las medidas de las áreas de estos n sectores circulares es 




i[/(K-,)] 2 A,e + 5 [/(w 2 )] 2 A 2 0 + ... + i[/ÍH' i )] 2 A,e + ... + i[/K)] 2 A„0 
la cual puede expresarse, empleando la notación sigma, como 

¿|[/(w,)] 2 A,0 (3) 

i=l 

Sea || A || la norma de la partición Agesto es, j| A || es la medida del 
más grande A ¡9. Entonces, si A unidades cuadradas es el área de la región R, A 
es el límite de la suma de Riemann (6) cuando || A || tiende a 0, el cual es 
una integral definida como se establece en el teorema siguiente. 
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9.4.1 Teorema 


Sea R la región limitada por las rectas 9 = ay 6 = p y la curva cuya 
ecuación es r = f(9), donde /es continua y no negativa en el inter¬ 
valo cerrado [ce, /?]. Entonces, si A unidades cuadradas es el área de la 
región /?, 


„ljm £l[/(w ( )] 2 A,0 

m-»o ¡rí 2 


rf> 

= 2 i 1 


um 1 de 


W EJEMPLO 3 Calcule el área de la región limitada por la car- 
dioide del ejemplo 1: r = 2 + 2 eos 9. 

Solución La región junto con un elemento de área se muestra en la figu¬ 
ra 5. Como la gráfica es simétrica con respecto al eje polar, se consideran 
los límites para 9 de 0 a 7T, que determinan el área de la región acotada por 
la curva que se encuentra arriba del eje polar. Después, el área de la región 
completa se obtiene al multiplicar esa área por 2. Así, si A unidades cuadra¬ 
das es el área requerida, entonces 


A = 2 lím Y 1(2 + 2 eos w,) 2 A¡9 
INI-o ftf 2 


(2 + 2 eos O) 2 dQ 


-*fj 

= 4 í (1 + 2 eos 9 + eos 2 9) d9 

Jo 

= 4 [9 + 2 sen 9 + \9 + f sen 2é>j 
= 4 (tt + 0+ ÍTT+0-0) 


= 6 n 



r = 2 + 2 eos 9 


< 


FIGURA-5 


Ahora considere la región acotada por las rectas 9 = ay 9 = P y las 
dos curvas cuyas ecuaciones son r = f(9) y r = g(9), donde / y g son 
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continuas en el intervalo cerrado [a, /}] y /( 6) > g(0) en [a, /}]. Vea 
la figura 6. Se desea calcular el área de esta región. Para este fin, se conside¬ 
ra una partición del intervalo [a, /}] con w¡ como valor de 0 en el i-é simo 
subintervalo [<?,■_], 8¡]. La medida del área de un elemento es la diferencia de 
las medidas de las áreas de los sectores circulares: 

i[/(w i )] 2 A,e - |[g(w í )] 2 A f 0 = 2 ([/(w,.)] 2 - [g(w ¿ )] 2 ) A,e 

La suma de las medidas de las áreas de los n elementos está dada por 

i™ t 2 [(/(w,)] 2 - [giw^Aid 


En consecuencia, si A unidades cuadradas es el área deseada de la región, se 
tiene 


A = lim £ i[(/K)] 2 - [gK)] 2 ) A,0 

||aH-*o (m j 

Como f y g son continuas en [a, /}], también lo es/ - g; por tanto, el límite 
existe y es igual a una integral definida. Así, 

ffi 

A = (lf(0)] 2 - ls(O)l 2 )d0 


► EJEMPLO 4 Calcule el área de la región dentro de la circunfe¬ 
rencia r = 3 sen 6 y fuera del caracol r = 2 - sen 0. 

Solución Primero se determinan los puntos de intersección de las dos 
curvas. Al igualar los miembros derechos de las dos ecuaciones, se tiene 

3 sen 6 = 2 - sen 6 
sen 6 = | 

6 = \n 6 = ¿Ti 

o o 

En la figura 7 se muestra la curva y la región junto con un elemento de área. 


r=/(0) 



g(6) — 2 - sen 6 

FIGURA 7 


770 CAPÍTULO 9 ECUACIONES PARAMÉTRICAS, CURVAS PLANAS Y GRÁFICAS POLARES 


Si se considera /(0) = 3 sen 0 y g(8) = 2 - sen 8, entonces la ecua¬ 
ción de la circunferencia es r = f(8) y la ecuación del caracol es r = g(8). 

En lugar de tomar los límites de í n a | n se empleará.la propiedad de 
simetría con respecto al eje i n, por lo que se considerarán los límites de i 7ra 
\n,y luego se multiplicará por 2. Entonces, si A unidades cuadradas es el 
área de la región dada. 


A = 2 lím £ ¿([/(w,)] 2 - [g(w,)] 2 ) A¡8 


rx/2 

= 2.1 , 

Jn/ 6 


(imv - [gm l )de 


rni¿ 

= [9 sen 2 8 - (2 - sen0) 2 ] d8 

Jnl6 


= 8 J 

Jn 

-«/ 

Jn 


ni 2 

n/6 

n¡2 


rn/2 rn¡2 

sen 2 ddd + 4 sen 8d8 - 4 I dd 
Jn/6 Jn¡b 


(1 - eos 26) dd + 


= 40-2 sen 20-4 eos 0-40 

-¡nl2 

= -2 sen 20-4 eos 0 ,, 

Jn/6 


4 eos 0-40 

nl2 
n/6 


ni 2 
n/6 


= (-2 sen n - 4 eos í n) - (-2 sen - 4 eos ~ n) 
= 2- ‘ V3 + 4- ÍV3 
= 3V3 


◄ 


En el ejemplo anterior, se determinaron los puntos de intersección de las 
dos gráficas polares al resolver las dos ecuaciones simultáneamente. Este 
procedimiento no siempre proporciona todos los puntos de intersección, 
como ocurre cuando se trata con ecuaciones en coordenadas cartesianas, 
Debido a que un punto tiene un número ilimitado de conjuntos de coorde¬ 
nadas polares, es posible tener, como intersección de dos gráficas polares, 
un punto para el cual no haya un solo par de coordenadas polares que satis¬ 
faga las dos ecuaciones. Esta situación se muestra en el ejemplo ilustrati¬ 
vo siguiente. 



[-3, 3] por [-2, 2] 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 8 muestra las grá¬ 
ficas de la rosa de cuatro hojas r = 2 sen 20 y de la circunferencia r = 1, 
trazadas en el mismo rectángulo de inspección de [-3, 3] por [-2, 2], Observe 
que las gráficas se intersectan en ocho puntos. 

Al resolver las dos ecuaciones simultáneamente se tiene 

2 sen 20 = 1 
sen 2 0=| 

En consecuencia. 


r - 2 - sen 26 y r - 1 

FIGURA 8 


\ n 

20 = 


20 = 


20 = 



0 = 

Yi n 

0 = 

Ti* 

0 = 

íí* 
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Por tanto, se han obtenido cuatro puntos de intersección: (1, ^ K '), (1, ^n), 
(1, n) y (], Los otros cuatro puntos se obtienen al considerar otra 
forma de la ecuación de la circunferencia r = 1; esto es, s.e toma la ecua¬ 
ción r = -1, la cual es una ecuación de misma circunferencia. Si se resuel¬ 
ve esta ecuación simultáneamente con la ecuación de la rosa de cuatro hojas, 
se tiene 

sen 29 = -¿ 

Entonces resulta 

26 = \it 26 = '-¡ti 26 = |f7T 26 = f n 

6 = 0 = {i* 6 = jftr 6 = 

De esta forma se obtienen los puntos: (-1, ¡¿tí), (-1, j^;r), (-1, }f;r) y 
(-1, 7i). Incidentalmente, (-1, ~7i) también puede expresarse como 

(1, ?r), (-1, y|/r) puede escribirse como (1, tí), (-1, j|;r) puede expre¬ 

sarse como (1, yí k ) y (“1, § 7T) puede escribirse como (1, j^rr). 

La figura 9 muestra las dos gráficas dibujadas en un sistema de coor¬ 
denadas polares, donde los ocho puntos de intersección se han indicado 
mediante sus coordenadas polares. A 


r = 2 sen 20 y 


r = 1 


FIGURA 9 



Si traza las dos gráficas del ejemplo ilustrativo anterior en el modo si¬ 
multáneo de la graficadora, observará que el segundo grupo de cuatro pun¬ 
tos no se obtienen al mismo tiempo debido a que las dos gráficas no tienen 
el mismo valor de 6 para estos puntos. 

Al trazar dos gráficas polares se indicará el número de puntos de in¬ 
tersección, las coordenadas polares de estos puntos no siempre se obtienen 
fácilmente mediante los procedimientos de rastreo y aumento (trace y 
zoom-in) de la graficadora. Sin embargo, se tiene un método general para 
determinar los puntos de intersección analíticamente. El método está basado 
en el hecho de que si una ecuación de una gráfica polar es r = f(6), enton¬ 
ces la misma curva está determinada por 
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(-1)" r = /(0 + nn) 
donde n es cualquier número entero. 


(7) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere las gráficas del 

ejemplo ilustrativo 1. La gráfica de la ecuación r = 2 sen 20 también tiene 
la ecuación (tomando n = 1 en (7)) 

(-l)r = 2 sen 2(0 + n) » -r — 2 sen 20 

Si se considera n = 2 en (7), la gráfica de r = 2 sen 20 también tiene la 
ecuación 

(— 1 ) 2 r = 2 sen 2(0 + 2 n) » r = 2 sen 20 

la cual es la misma que la ecuación original. Al tomar cualquier otro núme¬ 
ro entero n, se obtiene r = 2 sen 20 o r = -2 sen 20. La gráfica de la 
ecuación r = 1 también tiene la ecuación, tomando n = 1 en (7), r = -1. Si 
se consideran otros valores enteros de n en (7), aplicada a la ecuación 
r = 1, proporcionan r = 1 o r = -1. ^ 

Otra observación necesaria acerca de las intersecciones es la siguien¬ 
te. Como (0, 0) representa el polo para cualquier 0, se puede determinar si 
el polo es un punto de intersección considerando r = 0 en cada ecuación 
y resolviendo para 0. 


Método general para determinar todos los puntos 
de intersección de las gráficas polares de las 
ecuaciones r f[0) y r g[u) 


1. Utilice (7) para determinar todas las distintas ecuaciones de las 
gráficas: 

r = /,(0), r = / 2 (0), r = / 3 (0).... (8) 

r = gi(0), r = g 2 (0), r = g } (8), ... (9) 

2. Resuelva cada una de las ecuaciones (8) simultáneamente con cada 
una de las ecuaciones (9). 

3. Verifique si el polo es un punto de intersección considerando r,,= 0 
en cada ecuación, de modo que 

m = 0 y g( 8 ) = 0 



FIGURA 10 


Si cada una de estas ecuaciones tiene solución para 0, no necesaria¬ 
mente la misma, entonces el polo pertenece a las dos gráficas. . i 


W EJEMPLO 5 Calcule el área de la región dentro de la rosa de 
cuatro hojas r - 2 sen 20 y fuera de la circunferencia r = 1. 

Solución En el ejemplo ilustrativo 1, se determinaron los ocho puntos 
de intersección de las dos gráficas y se dibujaron en la figura 9. A partir de la 
figura observe que, debido a la simetría, un cuarto del área requerida se 
obtiene considerando los límites para 0 de a ~ Tí. Esta región y un 
elemento de área se muestran en la figura 10. Así, si A unidades cuadradas 
es el área requerida, entonces 
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A = 4 lím Yi[(2sen 2w,) 2 - j(l) 2 ]A,-0 

INI->o ^ 2 

= 4 - ^ (4 sen 2 20 - l)d6 

¿ Jnt 1 

= 2 j 

Jttli 

= 2 J 

■>id 


i= , 

• 5tt/12 
4^12 
■ 5?r/12 
4^12 
• 5ít/12 


(2 - 2 eos 40 - 1) d0 


(1-2 eos 40) d0 


= 2J0 - i sen 40]^ 


= 2|-á- 7T - ^ sen ^ /r - ^ 7T + ^ sen 


5*/12 
tt/12 

/t — ^ acu ^ /t — yj ' r 2 »cu ^ 7r] 

= 2[‘ n - > (-¿ V3) + Í(iV3)| 

= \n + 


◄ 


EJERCICIOS 9.4 


En los ejercicios 1 a 4, utilice la fórmula de la longitud de arco 
para determinar la longitud de la circunferencia que tiene la 
ecuación polar dada. 

1. r = 5 eos 0 2. r = 4 sen 0 

3. r = a, a > 0 4. r = a sen 0, a > 0 

En los ejercicios 5 a 12, calcule la longitud de arco exacta de 
la gráfica polar indicada. 

5. La curva completa r = 4 + 4 eos 6 

6. La curva completa r = 1 - sen 0 

7. La curva completa r = 3 eos 2 i 0 

8. r = 30; de 0 = 0 a 0 = 2 K 

9. r = e 19 -, de 0 = 0 a 0 = 4 

10. r = 30 2 ; de0=Oa0=7T 

11. r = 2 sen 3 lftde0=Oa0 = 6)t 

3 

12. r = sen 2 ift de 0 = 0 a í = |7T 

En los ejercicios 13 a 20, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado a cuatro dígitos significativos de 
la longitud de arco de la gráfica polar dada. 

13. El caracol r = 3 + eos 0. 

14. El caracol r = 3 - 2 sen 0. 

15. El lazo del caracol r = 2-3 sen 0. 

16. El lazo del caracol r = 1+2 eos 0. 

17. Una hoja de la rosa r = 2 sen 30. 


18. Una hoja de la rosa r = 3 eos 40 

19. La lemniscata r 2 = 25 eos 20 

20. La lemniscata r 2 = 4 sen 20 

En los ejercicios 21 a 26, calcule el área exacta de la región 
limitada por la gráfica de ecuación . 

21. r = 3 eos 0 22. r = 2 - sen 0 

23. r = 4 eos 30 24. r = 4 sen 2 i 0 

25. r 2 = 4 sen 20 26. r = 4 sen 2 0cos 0 

27. Obtenga el área de la región acotada por la gráfica de la 
ecuación r = 0 desde 0 = 0 hasta 0 = | n. 

28. Calcule el área de la región limitada por la gráfica de la 
ecuación r = e 9 y las rectas 0 = 0 y 0 = 1. 

En los ejercicios 29 a 32, determine el área de la región aco¬ 
tada por un lazo de la gráfica de la ecuación. 

29 r = 3 eos 20 30. r = 4(1 - 2 eos 0) 

31. r = 1 + 3 sen 0 32. r = 4 sen 30 


En los ejercicios 33 a 36, calcule el área de la intersección de 
las regiones limitadas por las gráficas de las dos ecuaciones. 


33. 


35. 


r = 2 

r = 3 - 2 eos 0 

r = 3 sen 20 
r = 3 eos 20 


34. 


36. 


r = 4 sen 0 
r = 4 eos 0 

r 2 = 2 eos 20 
r = 1 
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En los ejercicios 31 a 40, obtenga el área exacta de la región 
dentro de la gráfica de la primera ecuación y fuera de la grá¬ 
fica de la segunda ecuación. 


í r = 3 ir 2 = 4 sen 20 

\ r = 3(1 - eos 0 ) [ r = -íl 


í r = 2 sen 0 

39. \ 40. 

[ r = sen 0 + eos 0 


r = 4 sen 0 
r = 2 


41. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in¬ 
tersección del caracol r - 1+4 eos 0 y la circunfe¬ 
rencia r = 1. 

(b) Calcule el área de la región dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

42. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in¬ 
tersección del caracol r = 1 - 3 sen 0 y la circunfe¬ 
rencia r = 1. 

(b) Calcule el área de la región dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

43. (a)Determine las coordenadas de todos los puntos de in¬ 
tersección de la rosa r = 4 eos 29 y la circunferencia 
r = 2. 

(b) Calcule el área de la región dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

44. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in¬ 
tersección de la rosa r = 2 sen 26 y la circunferencia 
r = 2 sen 6. 


(b) Calcule el área de la región dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

45. La cara principal de una corbata de moño corresponde a la 
región acotada por la gráfica de la ecuación r 2 — 4 eos 20. 
¿Cuánto material se requiere para cubrir dicha cara? 

46. Determine el valor de a para el cual el área de la región li- 
ifiitada por la cardioide r = a( 1 - eos 9) es 9n unidades 
cuadradas. 

47. Calcule el área de la región barrida por el radio vector de 
la' espiral r = aO durante su segunda revolución y que 
no lo fue durante su primera revolución. 

48. Obtenga el área de la región barrida por el radio vector de 
la espiral del ejercicio 47 durante su tercera revolución y 
que no lo fue durante su segunda revolución. 

49. Determine el área de la región dentro de la cardioide 
r = a( 1 + eos 9) y que se encuentra fuera de la circun¬ 
ferencia r = 2a eos 9. 

50. Verifique la ecuación (4). 

51. Suponga que un compañero de clases calcula el área de la 
región del ejercicio 49 como 

/•2 it 

i a 2 I [(1 + eos 9) 2 - 4cos 2 0]d0 

Jo 

¿Cómo explicaría el error de su compañero? 


9.5 TRATAMIENTO UNIFICADO DE LAS SECCIONES CÓNICAS 
Y ECUACIONES POLARES DE LAS CÓNICAS 


Tal vez estudio las cónicas en un curso de matemáticas previas al Cálculo 
donde cada una de los tres tipos de cónicas se definió en forma separada. Para 
una revisión o primer contacto con esa forma de estudiar las cónicas, refié¬ 
rase a las secciones del apéndice A.4 a A.8 Un enfoque alternativo de es¬ 
tudio consiste en iniciar con una definición que proporcione una propiedad 
común de las cónicas y después presentar cada una de las cónicas como 
caso especial de la definición general. Esta definición se establece en el 
siguiente teorema. La constante positiva e del enunciado del teorema se 
denomina excentricidad de la cónica. 


9.5.1 Teorema 


Una sección cónica puede definirse como el conjunto de todos ios pun¬ 
tos P del plano tales que la razón de la distancia no dirigida de P a un 
punto fijo a la distancia no dirigida de P a una recta fija, la cual no con¬ 
tiene al punto fijo, es una constante positiva e. Además, si e = 1, la 
cónica es una parábola; si 0 < e < i, es una elipse; y si e > 1, es 
una hipérbola. 
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i 



FIGURA 1 


Demostración Si e = 1, se observa al compara la dfinición de una 
parábola como conjunto de puntos que equidistan de un foco y una directriz 
(definición A.4.1) con el enunciado de este teorema, que el conjunto es 
una parábola que tiene el punto fijo como su foco y la recta fija como su 
directriz. 

Suponga ahora que e / 1, Primero se obtendrá una ecuación polar del 
conjunto de los puntos descritos. Considere que F denota el punto fijo y l 
representa la recta fija. Se toma el polo como F y el eje polar y su prolonga¬ 
ción perpendicular a l. En primer lugar se considerará el caso en el que la 
recta l está a la izquierda del punto F. Sean D el punto de intersección de l 
con la prolongación del eje polar, y d la distancia no dirigida de F a /. Refié¬ 
rase a la figura 1. Sea P(r, 9) cualquier punto del conjunto a la derecha de 
/ y en el lado terminal del ángulo de medida 0. Dibuje las perpendiculares 
PQ y PR al eje polar y a la recta /, respectivamente. El punto P está en el 
conjunto descrito si y sólo si 

| FP | = e\~RP\ (1) 

Como P está a la derecha de /, RP > 0; de modo que | RP | = RP. Además, 
| FP | = r porque r > 0. Así, de (1), 

r = e(RP) (2) 

Sin embargo, RP = DQ, y como DQ = DF + FQ, se tiene 

RP = d + r eos 9 


Al sustituir esta expresión para RP en (2) resulta 
r = e(d + r eos 9) 

Si se resuelve la ecuación anterior para r, se obtiene 

_ ed 
1 - e eos 9 


(3) 


A fin de obtener una representación cartesiana de esta ecuación, primero se 
reemplaza eos 9 por xjr. Así, 


r 


r - ex 

r - ex = ed 

r = e(x + d) 

Ahora se sustituye r por ± yx 2 + y 2 y resulta 
+^¡x 2 + y 2 = e(x + d) 

Al elevar al cuadrado ambos miembros de esta ecuación se tiene 

x 2 + y 2 = e 2 x 2 + 2e 2 dx + e 2 d 2 
y 2 + x 2 (\ - e 2 ) = 2e 2 dx + e 2 d 2 

Como e 1, se puede dividir cada miembro de esta ecuación entre 1 - e 2 
para obtener 


2 _ 2 e 2 d 

l - .2 


1 

1 - e 2 


e 2 d 2 


x + 


1 - e 2 
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Si se completan cuadrados para los términos que contienen x, al agregar 
e 4 d 2 /( 1 - e 2 ) 2 en los dos miembros de la ecuación anterior, resulta 




; y 2 = 


Al dividir ambos miembros de esta ecuación entre e 2 d 2 ¡( 1 - e 2 ) 2 se ob¬ 
tiene una ecuación de la forma 


(* ~ A + y 2 _ } 
e 2 d 2 e 2 d 2 
(1 - e 2 ) 2 1 - e 2 

donde 


h = 


e 2 d 
1 - e 2 


Ahora considere 


e 2 d 2 
(1 - e 2 ) 2 


donde a > 0 


( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 


Entonces (4) puede expresarse como 

(x-h) 2 ^ y 2 = 
a 2 a 2 (1 - e 2 ) 

Si 0 < e < 1, entonces a 2 ( 1 - e 2 ) > 0 y puede considerarse 
b 2 = <a 2 (l - e 2 ) donde 0 < e < 1 
Al sustituir de (8) en (7), se tiene 


( 7 ) 

( 8 ) 


(*- h) 2 y 2 

a 2 b 2 

la cual es una ecuación de una elipse que tiene su eje principal sobre el eje x 
y su centro en (h, 0), donde h > 0. 

Si e > 1, entonces a 2 (e 2 - 1) > 0, de modo que puede considerarse 

b 2 = a\e 2 - 1) donde e > 1 ( 9 ) 

Si se sustituye de esta ecuación en (7), se obtiene 

(x - h) 2 _ ¿ 
a 2 b 2 

la cual es la ecuación de una hipérbola que tiene su eje principal sobre el 
eje x y su centro está en ( h , 0), donde h < 0. 

De manera similar se puede deducir una ecuación de una cónica central 
(una elipse o una hipérbola) de (1), cuando e * 1, si la recta / está a la derecha 
del punto F y éste en el polo. En este caso en lugar de la ecuación (3) se tiene 


1 + e eos 0 

La deducción de la ecuación (10) se deja como ejercicio (vea el ejercicio 33). 

También se puede deducir una ecuación de una cónica central a partir 
de (1) cuando e ^ 1 si la recta / es paralela el eje polar y el punto F está en 
el foco. En este caso, en lugar de la ecuación (3) se obtiene 
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r 


ed 

l ± e sen 0 


ai) 


donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distancia no dirigida 
entre F y l. El signo más se toma cuando l está arriba de F, el signo menos 
se considera cuando l esta debajo de F. Las deducciones de (11) se dejan 
como ejercicios (vea los ejercicios 34 y 35). 

Se pueden invertir los pasos (1) a (7). Así, si P es cualquier punto de 
una cónica central, entonces la ecuación (1) se satisface. 

Por tanto, se concluye que una cónica puede definirse mediante el con¬ 
junto de puntos descrito. ■ 


En las secciones A.7 y A.8 del apéndice, se define la excentricidad e de 
una cónica central mediante la ecuación 

e = — <=> c = ae 

a 

A fin de demostrar que el número e del enunciado del teorema 9.5.1 satisface 
esta ecuación para unaelipse, se sustituyede (8) en laecuación c 2 = a 2 - b 2 \ 
para mostrar que la misma ecuación se satisface para una hipérbola, se susti¬ 
tuye de (9) en la ecuación c 2 = a 2 + b 2 . Para una elipse se tiene 

c 2 = a 2 - a 2 ( 1 - e 2 ) 
y para una hipérbola resulta 

c 2 = a 2 + a\e 2 - 1) 

En ambos casos se obtiene 


c - ae 


En la demostración del teorema 9.5.1 se probó que cuando la cónica es 
una parábola, el punto fijo F mencionado en el teorema es el foco de la pa¬ 
rábola, y la recta fija es su directriz. En el ejercicio 40, se le pedirá que 
demuestre que el punto F es uno de los focos cuando se tiene una cónica 
central. Si (7) es una ecuación de una elipse, entonces F es el foco de la 
izquierda; y si (7) es la ecuación de una hipérbola, F es el foco de la derecha. 

Considere ahora la forma estándar de una ecuación cartesiana de una 
cónica central que tiene su eje principal sobre el eje x y su centro en el'origen: 


a 2 (1 - e 2 ) 


= 1 


( 12 ) 


La recta fija mencionada en el teorema 9.5.1 es la directriz de la cónica cen¬ 
tral correspondiente al foco en F. Cuando la cónica definida por la ecuación 
(12) es una elipse, la directriz correspondiente al foco ubicado en (-c, 0) 
o, equivalentemente (~ae, 0), tiene la ecuación 


x - -ae - d 

De (6), cuando 0 < e < d = a{l - e 2 )je, de modo que la ecuación de 
la directriz se transforma en 



e 



directriz 
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De manera semejante, cuando la cónica definida por (12) es una hipérbola, 
la directriz correspondiente al foco ubicado en (c, 0) o, equivalentemente 
(ae, 0), tiene la ecuación 

x = ae - d 


Otra vez, de (6), cuando e > 1, d = a(e 2 - l)/e, de modo que la ecuación 
anterior de la directriz puede expresarse como 



y 



0 < e < 1 

FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


En consecuencia, se ha demostrado que si (12) es una ecuación de una 
elipse, un foco y su directriz correspondiente son (-ae, 0) y x = -a/e; y si 
(12) es la ecuación de una hipérbola, un foco y su directriz correspondiente 
son (ae, 0)-y x = a/e. 

Como (12) contiene sólo potencias pares de x y y, su gráfica es simétri¬ 
ca con respecto a los ejes x y y. Por tanto, si existe un foco en (-ae, 0) que 
tiene una directriz correspondiente cuya ecuación es x = -a/e, entonces, 
por simetría, existe también un foco en (ae, 0) que tiene una directriz 
correspondiente de ecuación x = a/e. De igual manera, para un foco ubi¬ 
cado en (ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuación x = a/e, tam¬ 
bién existe un foco en(-ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuación 
x = -a/e. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


9.5.2 Teorema 


La cónica central que tiene la ecuación 

i + = i (,3 > 

donde a > 0, tiene un foco en (-ae, 0), cuya directriz correspondiente es 
x = -a/e, y un foco en (ae,0), cuya directriz correspondiente es x = a/e. 

Las figuras 2 y 3 muestran dibujos de la gráfica de (13) junto con los 
focos y directrices para los casos respectivos de una elipse y una hipérbola. 


► EJEMPLO 1 

ecuación 



La elipse del ejemplo 1 de la sección A.7 tiene la 


(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta elipse, (b) Dibuje la 
elipse y muestre las directrices y los focos. También elija cualesquiera tres 
puntos P de la elipse y dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son 
las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz correspondiente. 
Observe que la razón de estas distancias es e. 


Solución 

(a) A partir de la ecuación de la elipse, a = 5 y b = 4. Para una elipse, 
c 2 = a 2 - b 2 \ por lo que c = 3. Como e = c/a, e = 3/5. Debido a 
que a/e = 25/3, se infiere, por el teorema 9.5.2, que la directriz co¬ 
rrespondiente al foco ubicado en (3, 0) tiene la ecuación x = 25/3, y la 
directriz correspondiente al foco (-3, 0) tiene la ecuación x = -25/3. 
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1W| _ 3 

IK/’I 5 

FIGURA 4 


(b) La figura 4 muestra la elipse, las directrices y los focos, así como tres 
puntos Pj, P 2 y p 3 de la elipse. Para cada uno de estos puntos, 

m _ 3 4 

n*p| 5 


► EJEMPLO 2 

la ecuación 



La hipérbola del ejemplo 1 de la sección A.8 tiene 


(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta hipérbola, (b) Dibu¬ 
je la hipérbola y muestre las directrices y los focos. También elija cuales¬ 
quiera tres puntos P de la hipérbola y dibuje los segmentos de recta cuyas 
longitudes son las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz 
correspondiente. Observe que la razón de estas distancias es e. 



M .5 

m 3 


FIGURA 5 


Solución 

(a) A partir de la ecuación de la hipérbola, a = 3 y b = 4. Para una hipér¬ 
bola, c 2 = a 1 + ¿ 2 ; por loquee = 5. Como e = c/a, e = 5/3. Debido 
a que a/e = 9/5, se concluye, por el teorema 9.5.2, que la directriz 
correspondiente al foco ubicado en (5, 0) tiene la ecuación x = 9/5, y 
la directriz correspondiente al foco (-5, 0) tiene la ecuación x = -9/5. 

(b) La figura 5 muestra la hipérbola, las directrices y los focos, así como 
tres-puntos P j, P 2 y p i de la hipérbola. Para cada uno de estos puntos 

© _ 5 4 

l«*l 3 

En la demostración del teorema 9.5.1 se mostró que los tres tipos de 
cónicas tienen ecuaciones polares de la misma forma. Cuando un foco está 
en el polo y la directriz correspondiente es perpendicular o paralela al eje 
polar, una ecuación de la cónica es de la forma (3), (10) u (11). Por tanto, se 
tiene el teorema siguiente. 


9.5.3 Teorema 


Los números e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distancia 
no dirigida entre el foco y la directriz correspondiente de una cónica. 


(i) Si un foco de la cónica está en el polo y la directriz correspondiente 
es perpendicular al eje polar, entonces una ecuación de la cónica es 


r 


ed 

1 ± e eos 0 


(14) 


donde el signo más se toma cuando la directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, está a la derecha del foco, y se considera 
el signo menos cuando dicha directriz está a la izquierda del foco, 
(ii) Si uri foco de la cónica está en el polo y la directriz correspondiente 
es paralela al eje polar, entonces una ecuación de la cónica es 



ed 

1 ± e sen 0 


(15) 


donde el signo más se toma cuando la directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, está arriba del foco, y se considera el 
signo menos cuando dicha directriz está debajo del foco. 
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FIGURA 6 


► EJEMPLO 3 Una parábola tiene su foco en el polo y su vérti¬ 
ce en el punto (4, n). Obtenga una ecuación polar de la parábola y una ecua¬ 
ción de la directriz. Dibuje la parábola y muestre su directriz. Verifique la 
gráfica en la graficadora. 


Solución Como el foco está en el polo y el vértice en (4, tt), el eje 
polar y su prolongación coinciden con el eje de la parábola. Además, el vér¬ 
tice está a la izquierda del foco; de modo que la directriz también está a la 
izquierda del foco. En consecuencia, una ecuación de la parábola es de 
la forma (14) con el signo menos. Puesto que el vértice está en (4, n), 
\ d = 4; por lo que d = 8. La excentricidad e es igual a 1, por tanto, se ob¬ 
tiene la ecuación 


r = 


8 

1 - eos 0 


Una ecuación de la directriz está dada por r eos 9 = -d, y como d = 8, 
esta ecuación es r eos 9 = -8. 

La figura 6 muestra la parábola y la directriz. En la graficadora se ob¬ 
tiene la misma gráfica. ^ 


► EJEMPLO 4 


Una ecuación de una cónica es 


r 


5 

3 + 2 sen 0 


eje 3^ 



FIGURA 7 


Identifique la cónica, obtenga la excentricidad, escriba una ecuación de la 
directriz correspondiente al foco, ubicado en el polo, y determine su vértice. 

Solución Al dividir entre 3 el numerador y el denominador de la fracción 
dada en la ecuación se obtiene 


/ — . 

1 + j sen 0 

la cual es una ecuación de la forma (15). con signo más. La excentricidad 
e = §. Como e < 1, la cónica es una elipse. Debido a que ed = §, 
d = | + |; de donde d = -. El eje | n y su prolongación coinciden con 
el eje principal de la elipse. La directriz correspondiente al foco, ubica¬ 
do en el polo, está arriba del foco, y una ecuación de ella es r sen 6 = f. 
Cuando 6 = ¿n, r = 1; y cuando 0 = \n, r = 5. Por tanto, los vértices 
están en (1, \n) y (5, § n). 

La elipse se muestra en la figura 7. En la graficadora se obtiene la 
misma curva. ^ 


► EJEMPLOS El eje polar y su prolongación coinciden con el 
eje principal de una hipérbola que tiene un foco en el polo. La directriz 
correspondiente está a la izquierda del foco. Si la hipérbola contiene al punto 
(1, § tt) y e = 2, obtenga (a) una ecuación polar de la hipérbola, (b) los vér¬ 
tices, (c) el centro, (d) una ecuación de la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo, (e) Dibuje la hipérbola y verifique la gráfica en la gra¬ 
ficadora. 


Solución Una ecuación de la hipérbola es de la forma (14) con el 
signo menos, donde e = 2. Entonces se tiene 
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r = M 
1 - 2 eos 8 


(a) Como el punto ( 1 , | n) está en la hipérbola, entonces sus coordenadas 
satisfacen la ecuación. Por tanto, 


de donde se obtiene d = 1. En consecuencia una ecuación de la hipér¬ 
bola es 



(b) 


(c) 

(«0 

(e) 


FIGURA 8 


r 


2 

1 - 2 eos 8 


( 16 ) 


Los vértices son los puntos de la hipérbola para los cuales 6 = 0 y 
6 = n. De (16), cuando 9 = 0, r = -2; y cuando 8 = n, r = f. En 
consecuencia, el vértice izquierdo Vi está en el punto (-2, 0), y el vér¬ 
tice derecho V 2 está en el punto (~, Jt). 

El centro C de la hipérbola es el punto del eje principal ubicado a la 
mitad entre los dos vértices. Este es el punto (|, n). 

Una ecuación de la directriz correspondiente al foco ubicado en el 
polo está dada por r eos 6 = -d. Como d = 1, entonces esta ecua¬ 
ción es reos 6 = -1. 

Como una ayuda para graficar hipérbola, primero se dibujan las dos 
asíntotas. Estas son las rectas que pasan por el centro de la hipérbola 
que son paralelas a las rectas 8 = 81 y 8 = 82, donde 8\ y 82 son los 
valores de 8 en el intervalo [0, 2 n) para los cuales r no está definido. 
De (16), r no está definido cuando 1 - 2 eos 8 = 0. Por tanto, 8 \ = i re 
y 82 = § n. La figura 8 muestra la hipérbola, así como las dos asín¬ 
totas y la directriz correspondiente al foco ubicado en el polo. En la 
graficadora se obtiene la misma gráfica. A 


EJERCICIOS 9.5 


En los ejercicios 1 a 8 (a), determine la excentricidad, los fo¬ 
cos, y las directrices de la cónica central, (b) Dibuje la cónica 
y muestre los focos y las directrices. También elija cuales¬ 
quiera tres puntos P (en diferentes cuadrantes) de la cónica y 
dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son las distan¬ 
cias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz corres¬ 
pondiente. Observe que la razón de estas distancias es e. 


1. 4x 2 + 9v 2 = 36 
3. 25x 2 + 4y 2 = 100 
5. 4x 2 - 25y 2 = 100 
7, 16jc 2 - 9y 2 = 144 


2. 4* 2 + 9y 2 = 4 
4. 16* 2 + 9y 2 = 144 
6. x 2 - 9y 2 = 9 
8. 4y 2 - x 2 = 16 


En los ejercicios 9 y 10, la ecuación polar representa una 
cónica que tiene un foco en el polo. Identifique la cónica. 


9. (a) r 


(c) r = 


eos 9 
5 


4 - eos 6 


(b) r = 
(d) r 


4 + 5 sen 6 
4 

1 + sen jt 


10. (a) r 
(c) r 


1 


1 - sen 6 

3 

2 + 4 eos 9 


(b) r = 
(d) r = 


3 + sen 6 . 
5 

1 - eos tt 


En los ejercicios 11 a 22, la gráfica de la ecuación es una cóni¬ 
ca que tiene un foco en el polo, (a) Determine la excentricidad; 
(b) identifique la cónica; (c) escriba una ecuación de la di¬ 
rectriz correspondiente al foco ubicado en el polo; y (d) dibuje 
la curva y verifique la gráfica en la graficadora. 


11. r = 


13. r = 
15. r = 
17. r = 


2 

12. 


4 

1 - eos 9 


1 + eos 6 

5 

14. 


4 

2 + sen 6 


1 - 3 eos 6 

6 

16. 


1 

3-2 eos 9 


2 + sen 9 

9 

18. 


1 

5-6 sen 9 


1 - 2 sen 9 
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19. r = 


10 

7-2 sen 8 


20 . 


7 

r = - 

3 + 4 eos 8 


21. r = 


10 

4+5 eos 8 


22. r 


1 

5-3 sen 8 


En los. ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuación de la cónica 

que tiene un foco en el polo y satisface las condiciones dadas. 

23. Parábola; vértice en (4, | ti). 

24. Elipse; e = { ; vértice correspondiente en (4, ti). 

25. Hipérbola; e = \ ; r eos 8 = 9 es la directriz correspon¬ 
diente al foco ubicado en el polo. 

26. Hipérbola; vértices en (1, |^)y(3, \ti). 

27. Elipse; vértices en (3, 0) y (1, ti). 

28. Parábola; vértice en (6, ¿ ti). 

29. (a) Obtenga una ecuación polar de la hipérbola que tiene 
un foco en el polo y la directriz correspondiente está a la 
izquierda de este foco, si el punto (2, ^ ti) pertenece a 
la hipérbola y e = 3. (b) Escriba una ecuación de la direc¬ 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo. 

30. (a) Obtenga una ecuación polar de la hipérbola para la cual 
e = 3 y que tiene la recta r sen 8 = 3 como directriz 
correspondiente al foco ubicado en el polo, (b) Obtenga 
las ecuaciones polares de las dos rectas que pasan por el 
polo que son paralelas a las asíntotas de la hipérbola. 

31. Calcule el área de la región dentro de la elipse 
r = 6/(2 - sen 8) y ubicada arriba de la parábola 
r = 3/(1 + sen 8). 

32. Para la elipse y la parábola del ejercicio 31, calcule el área 
de la región dentro de la elipse y debajo de la parábola. 

33. Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje prin¬ 
cipal coincide con el eje polar y su prolongación, tiene 
un foco en el polo, y su directriz correspondiente está a la 
derecha del foco, es r = ed¡( 1 + ecos 8). 

34. Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje 
principal coincide con el eje ^ it y su prolongación, tiene 


un foco en el polo y su directriz correspondiente está arriba 
del foco, es r = e<¿/( 1 + e sen 8). 

35. Demuestre que una ecuación de una cónica, cuyo eje prin¬ 
cipal coincide con el eje j ti y su prolongación, tiene un 
foco en el polo, y su directriz correspondiente está debajo 
del foco, es r = e<¿/( 1 - e sen 8). 

36. Demuestre que la ecuación r - k esc 2 - 8, donde k es 
una constante, es una ecuación de una parábola. 

37. Un cometa se desplaza en una órbita parabólica alrededor 
del Sol, siendo éste el foco de la parábola. Cuando el co¬ 
meta está a 80 millones de millas del Sol, el segmento 
de recta desde el Sol hasta el cometa forma un ángulo de 
| K rad con el eje de la órbita, (a) Obtenga una ecuación 
de la órbita del cometa, (b) ¿Qué tanto se acerca el cometa 
al Sol? 

38. La órbita de un planeta tiene la forma de una elipse cuya 
ecuación es r = p/( 1 + e eos 6), donde el polo está en 
el Sol. Determine la medida promedio de la distancia del 
planeta desde el Sol con respecto a 8. 

39. Un satélite se desplaza alrededor de la Tierra en una órbi¬ 
ta elíptica que tiene al centro de la Tierra como un foco y 
una excentricidad de |. La menor distancia del satélite a 
la Tierra es de 300 mi. Determine la mayor distancia que 
puede separarse el satélite de la Tierra. Suponga que el 
radio de la Tierra es de 4000 mi. 

40. Muestre que el punto F mencionado en la demostración 
del teorema 9.5.1 es uno de los focos cuando la cónica es 
una elipse o una hipérbola. Sugerencia: utilice (7), la cual 
es la ecuación cartesiana de una cónica central que tiene 
su centro en ( h , 0), considere el valor de h de la ecua¬ 
ción (5), el valor de a de la ecuación (6) y el hecho de 
que c = ae. 

41. Demuestre que si a es el ángulo entre las asíntotas de una 
hipérbola de excentricidad e, entonces 

a = 2 tan" 1 -Je 2 - 1 

42. Describa cómo cambia la forma de una cónica conforme 
la excentricidad toma los valores siguientes: 0.01, 0.10, 
0.50, 0.99, LOO, 4l , 1.50, 2.00. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 9 


1. ¿Cómo se obtiene una ecuación cartesiana de la gráfica 5. 
de un par de ecuaciones paramétricas'! 

2. ¿Cómo se puede representar la gráfica de una función 6. 
mediante un conjunto de ecuaciones paramétricas? 

3. Si x = f(t) y y = g(t), ¿cómo se calcula dyjdx y 
d 2 y¡dx 1 2 Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

4. ¿Cómo se determinan las rectas tangentes horizontales 
y verticales de la gráfica de un par de ecuaciones pa¬ 
ramétricas? 


¿Qué es una cicloide'! Defina una cicloide mediante un 
par de ecuaciones paramétricas. 

¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una curva 
plaja definida mediante las ecuaciones paramétricas 
x = f(t) yy = g(r)? 

7. Coloque un sistema de coordenadas polares y un siste¬ 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares en el mismo 
diagrama y muestre las relaciones entre los dos conjuntos 
de coordenadas. 
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8 . Si un punto P tiene coordenadas polares (r, 0), donde 
r > 0 y (I < 9< i7t, muestre otros dos conjuntos 
de coordenadas polares de P, un conjunto para el cual 
r < 0 y el otro con r > 0. 

9. Responda la sugerencia 8 si r < 0 y ? 7t < 9 < n. 

10. ¿Cdmo se obtiene una ecuación cartesiana de una gráfica 
a partir de su ecuación polar ? 

11. Escriba una ecuación polar de (a) una recta que contiene al 
polo, (b) una recta paralela al eje polar, y (c) una recta 
paralela al eje 1 n. Dibuje cada una de las rectas. 

12. Escriba una ecuación polar de (a) una circunferencia cuyo 
centro esté en el polo, (b) una circunferencia tangente al 
eje ~7ty que su centro este en el eje polar (c), una circunfe¬ 
rencia tangente al eje polar cuyo centro esté en el eje | n. 
Dibuje cada una de las circunferencias. 

13. Defina la gráfica de la ecuación polar r = f(S) mediante 
un par de ecuaciones paramétricas. Invente un ejemplo 
que ilustre la respuesta. 

14. Escriba una ecuación polar de cada uno de los tipos de 
caracol y dibuje los caracoles. 

15. Escriba una ecuación polar de (a) una rosa de tres hojas 
y (b) una rosa de cuatro hojas. Dibuje las rosas. 


16. ¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una gráfica 
polar? 

17. ¿Cuál es la fórmula para el área de una región limitada por 
gráficas polares? 

18. ¿Qué es lo más difícil de obtener, puntos de intersección de 
gráficas polares o puntos de intersección de gráficas 
cartesianas? 

19. Establezca la definición que proporciona una propiedad 
común de las cónicas relacionada con la excentricidad e. 
¿Cómo determina el valor de e el tipo de cónica? 

20. Escriba la ecuación de una elipse cuyo foco esté en el polo 
y para la cual la directriz correspondiente es perpendicular 
al eje polar si (a) la directriz está a la derecha del foco y 
(b) la directriz está a la izquierda del foco. Dibuje cada 
una de las elipses. 

21. Escriba la ecuación de una hipérbola cuyo foco esté en el 
polo y para la cual la directriz correspondiente es parale¬ 
la al eje polar si (a) la directriz está arriba del foco y (b) la 
directriz está debajo del foco. Dibuje cada una de las 
hipérbolas. 

22. Escriba la ecuación de una parábola cuyo foco estén el 
polo y (a) la directriz correspondiente sea perpendicular 
al eje polar, (b) la directriz correspondiente sea paralela al 
eje polar. Dibuje cada una de las parábolas. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 9 


En los ejercicios l a 4, (a) dibuje la gráfica de las ecuacio- 9 . (a) (2, 3 ji) 

nes paramétricas y verifiquela en la graficadora; (b) obtenga 

una ecuación cartesiana de la gráfica. ^ - i ^ 


(b) (-3, ¡7t) 
(b) (- 1 , itr) 


1 . x = 2 - t,y = 2t 

2 . x = t 2 , y = t 3 + 1 

3. x = 2t 3 ,y = 3/ 2 - 4 

4. x = 4 eos t - 2, y = 4 sen t + 3 


En los ejercicios 5 y 6, calcule — y 

- . d* 

parametro. 


dy d 1 y 


dx 2 


sin eliminar el 


9t 2 - l,y = 3r + 1 6. x = e 2 '.y = «T 3 ' 


En los ejercicios 7 y 8, obtenga ecuaciones de las rectas tan¬ 
gentes horizontales y verticales, y después dibuje la gráfica 
del par de ecuaciones paramétricas dadas. 


x = 12 — 
2at 2 


t 2 , y = 12 1 - 
2at 3 


1 + t 2 

(la cisoide de Diocles) 


y = -=-j, a > 0 
1 + t 2 




En los ejercicios 9 y 10, localice el punto que tiene el conjunto 
de coordenadas polares dado; después obtenga otros dos con¬ 
juntos de coordenadas polares del mismo punto; uno con el 
mismo valor de r y el otro con un r de signo opuesto. 


En los ejercicios ll y 12, obtenga las coordenadas cartesia¬ 
nas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares se 
proporcionan. 


11 . (a) (l, \n) (b) ( 2 , -1 n) 

(c) (4, \tt) (d) (-3, i jt) 

12. (a) (5, k) (b) (-2, |tr) 

(c) (-V 2 ,i>r) (d) ( 1 , |n) 


En los ejercicios 13 y 14, obtenga un conjunto de coordena¬ 
das polares del punto cuyas coordenadas cartesianas rectan¬ 
gulares se proporcionan. Considere r > 0 y 0 < 9 < 2)t. 


13. (a) (-4,4) 
(c) (0,6) 

14. (a) (-4,0) 
(c) (-2,-2) 


(b) (1,-V3) 

(d) (-2 V3, - 2 ) 

(b) (V3, 1 ) 

(d) (3, -3 V3) 


En los ejercicios 15 a 18, obtenga una ecuación polar de la 
gráfica que tiene la ecuación cartesiana indicada. 

15. 4x 2 - 9 y 2 = 36 16. 2xy = 1 

17. x 2 + y 2 — 9x + 8 y — 0 18. y 4 = x 2 (a 2 - y 2 ) 
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En los ejercicios 19 a 22, obtenga una ecuación cartesiana de la 
gráfica que tiene la ecuación polar indicada. 

19. r 2 sen 20 = 4 20. r( 1 - eos 0) = 2 

21. r 2 = sen 2 0 22. r = a tan 2 # 


En los ejercicios 23 a 26, dibuje la gráfica de la ecuación. 


23. (a) 0 = I/r 

4 

24. (a) 0 = = 

25. (a) r eos 0 = 3 

26. (a) r sen 0 = 6 


(b) r = 4 

(b) r = | 

(b) r = 3 eos 0 

(b) r = 6 sen 0 


En los ejercicios 27 a 32, determine el tipo de caracol, su si¬ 
metría y la dirección en la que apunta. Trace el caracol en la 
graficadora. 

27. r = 3 + 2 eos 9 28. r — 2 + 3 sen 9 

29. r = 2(1 - eos 9) 30. r = 3(1 + sen 9) 

31. r = 1-2 sen 9 32. r = 2 - eos 0 

£n los ejercicios 33 a 38, describa y trace la gráfica de la 
ecuación en la graficadora. 

33. r - 3 sen 29 34. r = 3 eos 2 9 

35. r = .J\cos d\ 36. r = |sen20| 

37. r 2 = -sen 26 38. r 2 = 16 eos 0 

39. Describa y trace cada una de las siguientes ecuaciones: 
(a) rd = 3 (espiral recíproca); (b) 3r = 0 (espiral de 
Arquímedes). 

40. Muestre a mano que las ecuaciones r = 1 + sen 0 y 
r = sen 0 - 1 tienen la misma gráfica. Después verifique 
las gráficas en la graficadora. 

41. Obtenga la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones paramétricas x = 2- /yy = f 2 deí = 0 
a í = 3. 

42. Calcule la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones paramétricas x = t 2 y y = í 3 de l = 1 a 
i = 2. 

43. Obtenga la longitud de arco exacta de la cardioide 
r = 4(1 - sen 0). 

44. Determine la longitud de arco exacta de la gráfica polar 
r = 3 sec 0 de 0 = 0 a 0 = 2 jt. 

45. Calcule el área de la región limitada por (a) el lazo del ca¬ 
racol r = 4(1 +2 eos 0), y (b) la parte exterior del lazo 
del caracol. 

46. Obtenga el área de una de las hojas de la rosa r = 2 sen 30. 

47. Determine el área de la región dentro de la gráfica de 
r = 2a sen 0 y fuera de la gráfica de r = a. 

48. Calcule el área de la región dentro de la gráfica de la 
lemniscata r 2 = 2 sen 20 y fuera de la gráfica de la cir¬ 
cunferencia r = 1. 


49. Determine el área de la región barrida por el radio vector 
de la espiral logarítmica r = e ke , donde k > 0, conforme 
0 varía de 0 a 2 K. 

50. Calcule el área de la intersección de las regiones acotadas 
por las gráficas de las dos ecuaciones r = a eos 0 y 
r = a( 1 - eos 0), donde a > 0. 

51. Obtenga una ecuación polar de la circunferencia que tiene 
su centro en ( r 0 , 0 O ) y un radio de a unidades. Suge¬ 
rencia: aplique la ley de los cosenos al triángulo cuyos 
vértices están en el polo, (r 0 , 0 O ) y (r, 0). 

52. Calcule el área de la región limitada por un lazo de la 
curva r = a sen «0, donde n es cualquier número entero 
positivo. 

En los ejercicios 53 a 56, la ecuación corresponde a una cóni¬ 
ca que tiene un foco en el polo, (a) Calcule la excentricidad: 
(b) identifique la cónica; (c) escriba una ecuación de la direc¬ 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo; (d) dibuje 
la curva. 


2 

54. r = 

5 

2 - sen 0 

3 + 3 sen 0 

4 

56. r = 

4 

2 + 3 eos 0 

3-2 eos 0 


En los ejercicios 57 a 60, obtenga una ecuación polar de la 

cónica que satisface las condiciones, y dibuje la gráfica. 

57. Un foco ubicado en el polo; vértices en (2, k) y (4, 7i). 

58. Un foco ubicado en el polo; un vértice en (6, Jx);c = |. 

59. Un foco ubicado en el polo; un vértice en (3, | Jt)\ e = 1. 

60. La recta r sen 9 — 6 es la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo y e = |. 

En los ejercicios 61 a 64, utilice NINT para obtener un valor 

aproximado a cuatro dígitos significativos de la longitud de 

arco de la curva indicada. 

61. x = 2 f 3 , y — t — 2; de / = 2 a í = 3 

62. x — e‘, y — eos í; de t = -i*a I = -K 

2 2 

63. El caracol completo r = 4-2 sen 0. 

64. Una hoja de la rosa r = 4 eos 30. 

65. La órbita del planeta Mercurio alrededor del Sol tiene la 
forma de una elipse con el Sol como uno de sus focos, un 
semieje mayor de 36 millones de millas, y una excentri¬ 
cidad de 0.206. Obtenga (a) la distancia mínima a la que 
Mercurio se acerca al Sol, (b) la distancia máxima po¬ 
sible entre Mercurio y el Sol. 

66. Un satélite se desplaza alrededor de la Tierra en una órbita 
elíptica que tiene a la Tierra en uno de sus focos y una 
excentricidad de j. La distancia mínima a la que el satéli¬ 
te se acerca a la Tierra es de 200 mi. Obtenga la distancia 
máxima a la que el satélite estará de la Tierra. Suponga 
que el radio de la Tierra es de 4000 mi. 

67. Un cometa que se desplaza en una órbita parabólica al¬ 
rededor del Sol tiene a éste como el foco F de la parábola. 
Se efectúa una observación del cometa cuando está en el 
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punto Pj, a 15 millones de millas del Sol, y se realizó una 
segunda observación cuando estaba en Pj, a 5 millones de 
millas del Sol, Los segmentos de recta FP¡ y FP 2 son 
perpendiculares. Con esta información existen dos posi¬ 
bles órbitas para el cometa. Determine la distancia mínima 
entre el cometa y el Sol en cada órbita. 

68 . Si la distancia entre las dos directrices de una elipse es 
tres veces la distancia entre los focos, determine la 
excentricidad. 

69. Obtenga una ecuación polar de la parábola que contiene 
el punto ( 2 , A 7 t), cuyo foco está en el polo y cuyo vértice 
se encuentra en la prolongación del eje polar. 

70. Calcule el área de la región acotada por las dos parábolas 
r = 2/(1 - eos 9) y r = 2/(1 + eos 9). 

71. Una cuerda focal es un segmento de recta que pasa por 
un foco y tiene sus extremos en la cónica. Demuestre que 
si dos cuerdas focales de una parábola son perpendicu¬ 
lares, entonces la suma de los recíprocos de las medidas 
de sus longitudes es una constante. Sugerencia: utilice 
coordenadas polares. 

72. Una cuerda focal es dividida en dos segmentos por el 
foco. Demuestre que la suma de los recíprocos de las me¬ 


didas de las longitudes de los dos segmentos es la misma, 
sin importar que cuerda se tome. Sugerencia: utilice coor¬ 
denadas polares. 


73. Una epicicloide es la curva descrita por .un punto P de la 
circunferencia de radio b que rueda externamente so¬ 
bre circunferencia fija de radio a. Si el origen está en el 
centro de la circunferencia fija, A(a, 0) es uno de los pun¬ 
tos en los que el punto P hace contacto con la circunfe¬ 
rencia fija, B es el punto móvil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parámetro t es la medida en radianes 
del ángulo AOB, demuestre que las ecuaciones paramé¬ 
tricas de la epicicloide son 


x - (a + b) eos t - b eos 


a + b r 
b 


(a + b ) sen f - b sen Í ----P t 


74. Trace en la graficadora la epicicloide del ejercicio 73 si 
(a) a = 4 y b = 2 para t £ [-7T, n]\ (b) a = 24 y 
b = 3 para t € [-2jt, 27i]\ (c) a = 8 y b = 3 para 
/ £ [-4/r, 4 jt], Dibuje lo que se muestra en la pantalla 
de la graficadora. 



Vectores, rectas, 
planos y superficies 
en el espacio 




\\S\ON mUNMNNfc 


I estudio sobre vectores presentado en este 
capítulo es un enfoque moderno y sirve como 
■■p introducción tanto desde el punto de vista del 
álgebra lineal como del análisis vectorial clásico. En las 
secciones 10.1 y 10.2 se definen los vectores como pares 
ordenados y ternas ordenadas de números reales, respec¬ 
tivamente. En estas secciones así como en las secciones 
10.3 y 10.5 se realizan operaciones con vectores efec¬ 
tuando operaciones algebraicas entre sus coordenadas. 
Las aplicaciones de los vectores tratan sobre física, 
ingeniería, navegación y geometría. 

En este capítulo se incluyen los temas de geometría 
analítica sólida debido a que su estudio se simplifica al 
emplear vectores. Estos temas, se presentan en las seccio¬ 
nes 10.4 y 10.6, entre ellos se estudian planos, rectas, 
cilindros, superficies de revolución y las superficies 
k cuádricas. 


10.1 Vectores en el plgno 

10.2 Vectores en el espacio 
tridimensional 

10.5 Producto punto 
10.4 Planos y rectas en R* 
10¿5 Producto cruz 
10*6 Superficies 
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10.1 VECTORES EN EL PLANO 



Las aplicaciones matemáticas con frecuencia se relacionan con magnitudes 
que poseen tanto cantidad (o intensidad) como dirección. Un ejemplo de ta¬ 
les magnitudes es la velocidad. Así, la velocidad de un avión tiene cantidad (la 
rapidez con que éste vuela) y dirección, la cual determina su curso. Otros 
ejemplos de dichas magnitudes son la fuerza , el desplazamiento y la acele¬ 
ración. Los físicos e ingenieros entienden por vector un segmento rectilíneo 
dirigido, y las magnitudes que poseen cantidad y dirección se denominan 
magnitudes vectoriales. En contraste, una magnitud que tiene cantidad pero 
no dirección se llama magnitud escalar. Ejemplos de magnitudes escalares 
son la longitud, el área, el volumen, el costo, la utilidad, y la rapidez. El estudio 
de los vectores recibe el nombre de análisis vectorial. 

El análisis vectorial puede estudiarse en forma geométrica o analítica. Si 
el estudio es geométrico, primero se define un segmento rectilíneo dirigido 
(o brevemente segmento dirigido) como un segmento de recta que parte 
desde un punto P y llega hasta un punto Q. y se denota por PQ. El punto P se 
llama punto inicial, y el punto Q se denomina punto terminal. Después, 
se dice que dos segmentos dirigidos son iguales si tienen la misma longitud 
y la misma dirección, y se escribe PQ = RS (consulte la figura 1). El segmento 
dirigido PQ se llama vector de P a Q. Un vector se denota por una sola letra 
en tipo negro tal como A. En algunos libros, se emplea una sola letra en tipo 
claro y con una flecha encima para denotar un vector, por ejemplo A. Cuando 
trabaje con vectores, puede usar esa notación o A a fin de distinguir el sím¬ 
bolo para un vector del símbolo para un número real. 

Al continuar con el aspecto geométrico del análisis vectorial, observe 
qué si el segmento dirigido PQ es el vector A, y PQ = RS, entonces el seg¬ 
mento dirigido RS también es el vector A. Por esto se considera que un vector 
permanece sin cambio si se mueve paralelamente a sí mismo. Con esta 
interpretación de vector, se puede suponer, por conveniencia, que cada vector 
tiene su punto inicial en algún punto de referencia fijo. Si se considera este 
punto como el origen del sistema coordenado cartesiano rectangular, entonces 
un vector puede definirse analíticamente en términos de números reales. Tal 
definición permite el estudio del análisis vectorial desde un punto de vista 
puramente algebraico. 

En este libro se emplea el estudio analítico, mientras que la interpreta¬ 
ción geométrica se utiliza con fines ilustrativos. Un vector en el plano se de¬ 
nota por un par ordenado de números reales y la notación ( x, y) se emplea en 
lugar de (x, y) para evitar la confusión entre vector y punto. V 2 es el conjunto 
de todos los pares ordenados (x, y). 


10.1.1 Definición de vector en el plano 


Un vector en el plano es un par ordenado de números reales {x, y). 
Los números x y y son las componentes del vector (x, y). 


De esta definición, dos vectores (aj, af) y (b t , bf) son iguales si y sólo 
si a\ = b\ y a 2 = b 2 . 

Existe una correspondencia entre los vectores (x, y) del plano y los pun¬ 
tos (x, y) del plano. Sea el vector A el par ordenado de números reales 
{a ], a 2 ). Si A es el punto (a¡, a 2 ), entonces el vector A puede representarse 
geométricamente por el segmento dirigido O A. Este segmento dirigido es 
una representación del vector A. Cualquier segmento dirigido a OA también 
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y 

¡ (2.3) 



(. h.k ) 

FIGURA 2 


es una representación del vector A. La representación particular de un vector 
con su punto inicial en el origen se denomina representación de posición 
del vector. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El vector (2, 3} tiene como 
su representación de posición el segmento dirigido desde el origen hasta el 
punto (2, 3). La representación del vector (2, 3) cuyo punto inicial es (h, k ) 
tiene como punto terminal (h + 2, k + 3); consulte la figura 2. 4 

El vector (0, 0) se denomina vector cero y se denota por 0; esto es, 

0 = < 0 , 0 ). 

Cualquier punto es una representación del vector cero. 


10.1.2 Definición de módulo* y dirección de un vector 


El módulo de un vector A, denotado por || A ||, es la longitud de 
cualquiera de sus representaciones, y la dirección de un vector di¬ 
ferente del vector cero es la dirección de cualquiera de sus repre¬ 
sentaciones. 


10.1.3 Teorema 


Si A es el vector (a t , a 2 ), entonces |j A [[ = -Jai 2 + a 2 2 

Demostración De la definición 10.1.2, ||a|| es la longitud de cualquiera 
de las representaciones de A, entonces || A || será la longitud de la representa¬ 
ción de posición de A, la cual es la distancia del origen al punto (aj, a 2 ). De 
la fórmula de la distancia entre dos puntos, se obtiene 

|| A || = V(«i - O) 2 + (aj - W 

I r\ 

= V°1 + a 2 ■ 

Observe que |j A || es un número no negativo y no un vector. Del teo¬ 
rema 10.1.3, se tiene ||0|| = 0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si A = (-3, 5), entonces 
|| A || = V(-3) 2 + 5* 

= V32 4 

► EJEMPLO 1 Sean A el vector (-4, 5) y P el punto (6, -2). 
(a) Dibuje la representación de posición de A y también la representación par¬ 
ticular de A que tiene a P como su punto inicial, (b) Determine el módulo 
de A. 

Solución 

(a) Sea A el punto (-4, 5). La figura 3 muestra el segmento dirigido O A, el 
cual es la representación de posición del vector A. Sea PQ la representa- 


*N. del T. Otros nombres para el módulo de un vector son magnitud, intensidad y tamaño. 





10.1 VECTORES EN EL PLANO 789 


V 



P( 6,-2) 

FIGURA 3 


ción particular del vector A que tiene a P como su punto inicial. Si 
Q = (x, y), entonces 

x - 6 = -4 y + 2 = 5 
x = 2 y = 3 

Por tanto, Q = (2, 3) y PQ se muestra en la figura 3. 

(b) Del teorema 10.1.3, 

|| A || = V(-4) 2 + 52 

= V4l 4 

El ángulo director de cualquier vector diferente del vector cero es el 
ángulo 0 medido desde la parte positiva del eje x en el sentido contrario al 
giro de las manecillas del reloj hasta la representación de posición del vector. 
Si 0 se mide en radianes, entonces 0 < 0 < 2n. Si A = a 2 ), entonces 


tan 0 = — si rq ^ 0 (1) 

a \ 

Si uj = 0 y a 2 > 0, entonces 0 = '-tt, si nj = 0 y a 2 < 0, entonces 
0 = | n. Las figuras 4 a 6 muestran el ángulo director 0 para vectores es¬ 
pecíficos cuyas representaciones de posición están dibujadas en ellas. 


y (a,,a 2 ) (,a v a 2 ) y 



FIGURA 4 FIGURA 5 FIGURA 6 


► EJEMPLO 2 Determine la medida en radianes del ángulo 
director de cada uno de los siguientes vectores; (a) (-1, 1); (b) (0,-5); 

(c) O, -2). 

Solución Las representaciones de posición de los vectores de (a), (b) y 
(c) se muestran en las figuras 7, 8 y 9, respectivamente. 



FIGURA 7 


FIGURA 8 


FIGURA 9 
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(a) tan 0 = - 1 , y < 0 < n\ de modo que 0 = |jt. 

(b) tan 6 no existe, y a 2 <0; por lo que 6 = 1 7r. 

(c) tan 0 = -2, y | n < 6 < 2 n\ por tanto 0 = tan - '(-2) + 2 n\ es decir, 

0 = 5.176. 4 

Observe que si A = (a¡, a 2 ) y 0es el ángulo director de A, entonces 
a¡ = || A || eos 0 y a 2 = {| A j| sen 0 (2) 

Refiérase a la figura 10, donde el punto (a¡, a 2 ) está en el primer cuadrante. 

Si el vector A = (aj, a 2 ), entonces la representación de A cuyo punto ini¬ 
cial es (x, y) tiene como punto terminal al punto (x + a¡, y + a 2 ). De esta 
manera, un vector puede considerarse como una traslación del plano en sí 
mismo. La figura 11 muestra cinco representaciones del vector A = (a|, a 2 ). 
En cada caso A traslada el punto (x¡, y¿) en el punto (x¡ + a\,y¡ + a 2 ). 
y 



FIGURA 11 


>' 



r EJEMPLO 3 Suponga que P es el punto (-1, 8) y Q es el pun¬ 
to (3, 2). Determine el vector A que tiene a PQ como una representación. 
Dibuje PQ y la representación de posición de A. 

Solución La figura 12 muestra el segmento dirigido PQ. Sea el vector 
A = (aj, a 2 ). Como PQ es una representación del vector A, el vector A tras¬ 
lada el punto P(-l, 8) al punto Q( 3, 2). Pero el vector (a t , a 2 ) traslada el 
punto (-1, 8) al punto (-1 + a\, 8 + a 2 ). Así, 

-1 + ai = 3 8 + ¿t 2 — 2 

a i=4 a 2 = -6 

Por tanto, A = (4,-6). La figura 12 también muestra la representación de 
posición de A. 4 

La definición siguiente proporciona el método para sumar dos vectores. 


10.1.4 Definición de la suma de vectores 


La suma de los vectores A = (ai,a 2 ) y B = (¿|, b 2 ) es el vector 
A + B definido por 

A + B = (tf| + ¿tj, fl 2 + ¿? 2 ) 


FIGURA 12 






10.1 VECTORES EN EL PLANO 791 


V 



0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si a = (3,-i) y B = _ 

(-4, 5), entonces 

A + B = (3 + (-4), -1 + 5) 

= H,4) « 

La interpretación geométrica de la suma de dos vectores se muestra en 
la figura 13. Sean A = {a\, a 2 ) y B = (b u b 2 ), y sea P el punto (x, y). Enton¬ 
ces A traslada el punto P al punto (x + a h y + a 2 ) = Q. El vector B 
traslada el punto Q al punto «x + a¡) + b t , (y + a 2 ) + b 2 ) o, equivalen¬ 
temente, (* + (a\ + ¿|), y + (a 2 + b 2 )) = i?. Además, 

A + B = (aj + b¡, fl 2 + b 2 ) 


En consecuencia, el vector A + B traslada el punto P al punto (x + (ai + ¿> |), 
v + (a 2 + b 2 )) = R. Así, en la figura 13, PQ es una representación de A, 
QR es una representación del vector B, y PR es una representación de A + B. 
Las representaciones de los vectores A y B son lados adyacentes de un para- 
lelogramo, y la representación del vector A + B es una diagonal del paralelo- 
gramo. Esta diagonal se denomina resultante de los vectores A y B. La regla 
para la adición de vectores también se conoce como la ley del paralelogramo. 

La fuerza es una magnitud vectorial donde la cantidad se expresa en unida¬ 
des de fuerza y el ángulo director se determina mediante la dirección de la fuerza. 
En física se demuestra que dos fuerzas aplicadas a un objeto en un punto par¬ 
ticular pueden reemplazarse por una fuerza equivalente, la cual es su resultante. 


y 



► EJEMPLO 4 Dos fuerzas de 200 Ib y 250 Ib forman un ángulo 
de | k entre sí y están aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine 
(a) la intensidad o módulo de la fuerza resultante, y (b) el ángulo que forma 
la resultante con la fuerza de 200 Ib. 

Solución Consulte la figura 14, donde los ejes se han elegido de modo 
que la representación de posición de la fuerza de 200 Ib coincida con la parte 
positiva del eje x. El vector A denota esta fuerza, por lo que A = (200, 0). El 
vector B representa la fuerza de 250 Ib. De las fórmulas (2), si 
B = (¿ij, b 2 ), entonces 

= 250 eos | n b 2 = 250 sen i n 

= 125 = 216.5 


Así, B = (125, 216.5). La fuerza resultante es A + B, por lo que 

A + B = (200,0) + (125,216.5) 

= (325,216.5) 


(a) || A + B || = MV5) 2 + (216.5) 2 

= 390.5 

(b) Si des el ángulo que el vector A + B forma con el vector A, entonces 


tan 6 


216.5 

325 


tan 6 = 0.6662 


6 = 0.5877 


4 
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10.1.5 Definición del negativo de un vector 


Si A = (a], a 2 ), entonces el negativo de A, denotado por - A, es el 
vector 

• 

Si el segmento dirigido PQ es una representación del vector A, entonces 
el segmento dirigido QP es una representación de -A. Cualquier segmento 
dirigido paralelo a PQ, que tenga la misma longitud de PQ y sentido contrario 
al de PQ, es también una representación de - A. Refiérase a la figura 15. 


10.1.6 Definición de la diferencia de dos vectores 


La diferencia de los vectores A y B, denotada por A - B, es el vector 
que se obtiene al sumar A al negativo de B; es decir, 

A - B = A + (-B) 


Así, si A = ( 01 , 02 ) yB = <¿>], ¿> 2 )’ entonces -B = y 

A - B = (a| - ¿],02 - ¿ 2 ) 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 s¡ a = <4 -2> y b = 

(6, -3), entonces 



v 



FIGURA 17 


A - B = (4, -2) - (6, -3) 

= (4,-2) + (-6,3) 

= (- 2 , 1 ) ◄ 
A fin de interpretar geométricamente la diferencia de dos vectores, con¬ 
sidere que las representaciones de los vectores A y B tienen el mismo punto 
inicial. Entonces el segmento dirigido desde el punto terminal de B al pun¬ 
to terminal del segmento dirigido de la representación de A es una repre¬ 
sentación del vector A - B. Esto obedece la ley del paralelogramo 
B + (A - B) = A. Consulte la figura 16. 

El ejemplo siguiente, que involucra la diferencia de dos vectores, trata 
acerca de la navegación aérea. La velocidad al aire (o con respecto al aire) de 
un avión es su velocidad con relación a la velocidad del aire en que navega, 
y la velocidad a tierra (o con respecto a la tierra ) es su velocidad conside¬ 
rada desde el suelo. Cuando hay viento, la velocidad del avión relativa al 
suelo es la resultante del vector que representa la velocidad del aire y el vector 
que representa la velocidad del avión relativa al aire. En navegación, el curso 
de un barco o un avión es el ángulo medido en grados en el sentido en que 
giran las manecillas del reloj desde el norte a la dirección en la que se encamina 
la nave. El ángulo se considera positivo aunque se recorre en el sentido del 
giro de las manecillas del reloj. 


► EJEMPLO 5 Un avión puede volar a 300 mi/h. Si el viento, 
sopla hacia el este a 50 mi/h, ¿cuál debe ser el enfilamiento del avión para que 
el curso sea de 30 o ? ¿Cuál será la velocidad a tierra del avión si vuela en 
este curso? 

Solución Refiérase a la figura 17, la cual muestra las representaciones de 
posición de los vectores A y B así como una representación de A - B. El 
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FIGURA 18 


vector A representa la velocidad a tierra del avión sobre un curso de 30°. El - 
ángulo director de A es 60°. El vector B representa la velocidad del viento. 
Como B tiene una intensidad de 50 y un ángulo director de 0°, entonces 
B = (50, 0). El vector A - B representa la velocidad del avión al aire; así, 

|| A - B || = 300. Sea 6 el ángulo director de A - B. De la figura 17 se 
obtiene el triángulo mostrado en la figura 18. Al aplicar la ley de los senos a 
este triángulo, se tiene 


sen <j> 
50 

sen <$> 
sen <$> 


sen 60° 
300 

50 sen 60° 
300 
0.1433 


= 8.3° 


Por tanto, 

0 = 60° + 8.3° 
= 68.3° 


Si se aplica otra vez la ley de los senos al triángulo de la figura 18, se tiene 

INI = 300 

sen(180° - 0 ) sen 60° 

II * H _ 300 sen 111.7° 

11 11 sen 60° 

|| A || = 322 


y 



Conclusión: El enfilamiento del avión debe ser 90° - 9, el cual es 21.7°, y 
si el avión vuela en este curso, su velocidad a tierra será de 322 mi/h. 4 

Suponga que P es el punto (a 1; a 2 ) y Q es el punto (b\, b 2 ). Se emplea¬ 
rá la notación V(PQ) para denotar el vector que tiene al segmento dirigido PQ 
como una representación. Consulte la figura 19, la cual muestra representa¬ 
ciones de los vectores V(PQ), V(OP) y \(OQ). Observe que 

V(PQ) = V( 0 < 2 ) - V(OP) 

y(PQ) = {b h b 2 ) - (a h a 2 ) 


V(PQ ) = {b\ - a u b 2 - a 2 ) 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Si P es el punto (- 6 , 7) y Q 

es el punto (2, 9), entonces 

y(PQ) = (2 - (- 6 ), 9-7) 

= (8,2) « 

Otra operación con vectores es la multiplicación escalar (o multiplica¬ 
ción por un escalar) que implica el producto de un vector y un escalar (un 
número real). 
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10.1.7 Definición del producto de un vector 
y un escalar 


Si c es un escalar y A es el vector {ay, a 2 ), entonces el producto de 
c y A, denotado por cA, es el vector definido por 

cA = c(ay, a 2 ) 

= (cay,ca 2 ) 




[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si A = (4, -5), entonces 

3A = -3(4, -5) 

= <12,-15) ◄ 

En el ejercicio 45 se le pedirá que demuestre que si A es cualquier vector 
y c es cualquier escalar, entonces 

0(A) - 0 y c(0) = 0 

El módulo del vector cA se calcula como sigue: 

|| cA || = \¡(cay) 2 + ( ca 2 ) 2 
= -Je 2 (ay 2 + a 2 2 ) 

= + a 2 2 

= kll|A|| 

Por tanto, el módulo de cA es el valor absoluto de c por el módulo de A. 

La interpretación geométrica del vector cA se presenta en las figuras 20 y 
21. Si c > 0, entonces cA es un vector cuya representación tiene una longi¬ 
tud de c veces el módulo de A y tiene la misma dirección de A; un ejemplo 
de esto se muestra en la figura 20, donde c = 3. Si c < 0, entonces cA es 
un vector cuya representación tiene una longitud que es | c | veces el módulo 
de A y posee dirección opuesta a la de A. Esta situación se muestra en la 
figura 21, donde c = -j. 

El teorema siguiente proporciona las leyes que satisfacen las operacio¬ 
nes de adición vectorial y multiplicación por un escalar de vectores de V 2 . 


10.1.8 Teorema 


Si A. B y C son tres vectores cualesquiera de V 2 ,y cyd son dos escalares 
cualesquiera, entonces la adición vectorial y la multiplicación por un 
escalar satisfacen las siguientes propiedades: 

(i) A + B = B + A (ley conmutativa) 

(ii) A + (B + C) = (A + B) + C (ley asociativa) 

(iii) Existe un vector 0 en V 2 para el cual A + 0 = A 

(existencia del idéntico aditivo ) 

(iv) Existe un vector -A en V 2 tal que A + (-A) = 0 
(existencia del inverso aditivo o negativo ) 

(v) (cd )A = c(dA) (ley asociativa) 

(vi) c {A + B) = cA + cB (ley distributiva) 

(vii) (c + d) A = cA 4 dA. (ley distributiva) 

(viii) 1(A) = A (existencia del idéntico multiplicativo escalar) 
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Demostración Se presentarán las demostraciones de (i) y (vi), las demás 
se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 46 a 50). En la demostración 
de (i) se utiliza la propiedad conmutativa para los números reales, y en la de¬ 
mostración de (vi) se emplea la propiedad distributiva para los números rea¬ 
les. Sean A = ( a\,ai¡ yB = (b\,b 2 ). 

Demostración de (i) Demostración de (vi) 

A + B = <tf|, a 2 > + ( b \. h) c(A + B)= c((a,,a 2 ) + <f»i,* 2 )) 

= ( a i + b i ,a 2 + b 2 ) = c((í 2 ) + b\,a 2 + b 2 )) 

- (b 1 + a i<b 2 + a 2 ) = (c(fl| + b ] ),c(a 2 + b 2 )) 

= (b t ,b 2 ) + (a\,a 2 ) = { ca¡ + cb¡,ca 2 + cb 2 ) 

= B + A = (ca\, ca 2 ) + ( cb\,cb 2 ) 

= c{ai,a 2 ) + c(b h b 2 ) 

= cA + cB ■ 

El teorema 10.1 .8 es muy importante debido a que cualquier ley alge¬ 
braica para las operaciones de adición vectorial y multiplicación por un esca¬ 
lar en V 2 se puede deducir a partir de las ocho propiedades establecidas en el 
teorema. Estas leyes son semejantes a las leyes de la aritmética de números 
reales. Además, en álgebra lineal, un espacio vectorial real se define como 
un conjunto de vectores junto con el conjunto de números reales ( escalares ) y 
las dos operaciones de adición vectorial y multiplicación por un escalar que 
satisfacen las ocho propiedades presentadas en el teorema 10 . 1 . 8 . 


10.1.9 Definición de espacio vectorial real 


Un espacio vectorial real V es un conjunto de elementos, llamados 
vectores, junto con el conjunto de números reales, denominados esca¬ 
lares, con dos operaciones llamadas adición vectorial y multipli¬ 
cación por un escalar, tal que para cada par de vectores A y B en V y 
para cualquier escalar c, se definen los vectores A + B y cA de modo 
que las propiedades (i)-(viii) del teorema 10.1.8 se cumplan. 

De esta definición, V 2 es un espacio vectorial. 

Ahora se considerará un vector arbitrario de V 2 y se expresará en una 
forma especial: 

(a,,í¡ 2 > = (a\, 0) + (0, a 2 > 

<a,,a 2 > = 0> + a 2 <0, 1> (3) 

Debido a que el módulo de cada uno de los dos vectores (1,0) y (0, 1) es 
una unidad, se les conoce como vectores unitarios. A continuación se pre¬ 
senta la notación para estos dos vectores unitarios: 

¡ = (i,o) j = < 0 , 1 ) 

Con estas notaciones, se tiene de (3) 

{a u a 2 ) = fl)i + a 2 j (4) 

La representación de posición de los vectores i y j se muestra en la figu¬ 
ra 22. La ecuación (4) establece que cualquier vector de V 2 puede escribirse 
como una combinación lineal de i y j. De esta proposición y del hecho de que 
i y j son independientes (es decir, sus representaciones de posición no son 
colineales), se dice que los vectores i y j forman una base para el espacio 
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y 



vectorial V-¿. Refiérase al ejercicio 52 para un ejemplo de una base que consiste 
de vectores no unitarios. El número de elementos de una base de un espacio vecto¬ 
rial se denomina dimensión del espacio vectorial. Por tanto,- V 2 es un espacio 
vectorial bidimensional o de dos dimensiones. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 De (4), 


(3, -4) = 3i - 4j 4 

Sean A el vector (a¡, a 2 ) y 6 el ángulo director de A. Observe la figu¬ 
ra 23, donde el punto (a¡, a 2 ) está en el segundo cuadrante y se muestra la re¬ 
presentación de posición de A. Como A = a¡i + a 2 j, a¡ = || A || eos 6 , 
y a 2 = ]| A || sen 6 , entonces se puede escribir 


A = || A || eos 6 i + || A || sen 0j 


A = || A ¡| (eos 6 i + sen 6 j) 


(5) 


Esta ecuación expresa el vector A en términos de su módulo, del coseno y del 
seno de su ángulo director, y de los vectores unitarios i y j. 


► EJEMPLO 6 


Exprese el vector (-5, -2) en la forma (5). 


y 



Solución Vea la figura 24, la cual muestra la representación de posición 
del vector (-5, -2). Al calcular el módulo y el coseno y seno del ángulo di¬ 
rector, se tiene 

|| (-5, -2)|| = V (-5) 2 + (-2) 2 
= -\/29 

5 2 

eos 6 = — j= y sen 0 = -—= 

V29 V29 

Por tanto, de (5), 


(-5, -2) = 





◄ 


10.1.10 Teorema 


Si el vector A = a¡i + ajj es diferente del vector cero, entonces 
el vector unitario U que tiene la misma dirección y el mismo sentido de 
A está definido por 


U = 




Demostración Se demostrará que el vector U es un vector unitario que 
tiene la misma dirección de A. 



U = 


1 


A || 


(flli + a 2 j ) 
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* ' 


I T 

sjO] + ^2 

= M 


= i 



Como || U || = 1, U es un vector unitario, y debido a que U es igual al pro¬ 
ducto de un escalar positivo y el vector A, la dirección y el sentido de U son 
los mismos que los de A. ■ 


^ EJEMPLO 7 Dados A = 3i + j y B = -2i + 4j, obtenga 
el vector unitario que tiene la misma dirección de A - B. 

Solución 

A - B = (31 + j) - (-21 + 4j) 

= 5i - 3j 

Así, 

|| A - B || = v'5 2 + (~3) 2 
= V34 


Por el teorema 10.1.10, el vector unitario requerido es 

U = —^-i - 3 j 

V34 V34 J 


◄ 


EJERCICIOS 10.1 


En los ejercicios 1 a 4, (a) dibuje la representación de posición 
del vector A y también la representación particular que pasa 
por el punto P. (b) Calcule el módulo de A. 

1. A = <3, 4); P = (2, 1) 

2. A = <-2, 5); P = (-3,4) 

3. A = (e,-í);P = (-2,-e) 

4. A = <4, 0); P = (2, 6), 

En los ejercicios 5 y 6, obtenga la medida exacta en radianes 
del ángulo director del vector. En el inciso (c) aproxime la me¬ 
dida a centesimos de radián. 

5. (a) <1, -1> (b) <-3,0) (c) <5, 2) 

6. (a) M,l> (b) (0, 4) (c) (-3, 2) 

En los ejercicios 7 a 10, obtenga el vector A que tiene al seg¬ 
mento dirigido PQ como una representación. Dibuje PQ y la 
representación de posición de A. 

7. P = (3, 7); Q = (5, 4) 8. P = (5, 4); Q = (3, 7) 

9. P = (-5, -3); Q = (0, 3) 

10. P = (-V2.0);2 = (0,0) 

En los ejercicios 11 a 14, determine el punto S de modo que 
PQ y RS sean representaciones del mismo vector. 

11. P = (2,5); Q = (1,6);/? = (-3,2) 

12. P = (-2, 0); Q = (-3, -4); R = (4, 2) 


13. P = (0, 3); Q = (5, -2); R = (7,0) 

14. p = (-1,4); Q = (2,-3);/? - (-5,-2) 

En los ejercicios 15 y 16, calcule la suma del par de vectores e 
ilústrela geométricamente. 

15. (a) (2, 4>, (-3, 5> ' (b) (-3, 0>, (4, -5> 

16. (a) <0, 3>,<-2, 3> - (b) <2,3>,<-V2,-l> 

En los ejercicios 17 y 18, reste el segundo vector del primero e 
ilustre la diferencia geométricamente. 

17. (a) <-3, -4>, <6, 0> (b) <1, e>, <-3, 2e> 

18. (a) (0, 5>, (2, 8} (b) (3. 7), (3.7> 


En los ejercicios 19 y 20, determine el vector o el escalar si 
A = (2,4), B = (4, -3> y C = (-3,2). 

19. (a) A + B (b) || C - B || (c) || 7A - B || 

20. (a) A - B (b) || C || (c) |¡ 2A + 3B || 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga el vector o el escalar si 
A = 2i + 3j y B = 4i - j. 

21. (a) 5A (b) -6B (c) A + B (d) || A + B || 

22. (a) -2A (b) 3B (c) A - B (d) || A - B || 


23. (a) || A || + ||B|| 
(c) |¡ 5A - 6B || 

24. (a) |¡ A || - ||B|| 
(c) |¡ 3B - 2A || 


(b) 5A - 6B 
(d) || 5A || - || 6B | 
(b) 3B - 2A 
(d) || 3B || - || 2A | 
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En los ejercicios 25 y 26, A — -4i + 2j, B = -i + 3j > 
C = Si - j. 

25. Obtenga: (a) 5A - 2B - 2C; (b) || 5A - 2B - 2C ||. 

26. Determine: (a) 3B - 2A- C; (b) || 3B - 2A - C ||. 

En los ejercicios 27 y 28, A = 81 + 5j y B = 3i - j. 

27. Determine un vector unitario que tenga la misma dirección 
que A + B. 

28. Obtenga un vector unitario que tenga la misma dirección 
que A - B. 

En los ejercicios 29 a 32, exprese el vector dado en la forma 
r(cos 0i + sen Qj), donde r es el módulo y 0 es el ángulo di¬ 
rector. También obtenga un vector unitario que tenga la misma 
dirección. 

29. (a) 3i - 4j (b) 2i + 2j 

30. (a) 8i + 6j (b) 2 45 i + 4j 

31. (a) -4! + 4 V3 j (b) -I6i 

32. (a) 3i - 3j (b) 2j 

33. Si A = -2i + j, B = 3i - 2j y C = 5i - 4j, de¬ 

termine los escalares h y k tales que C = h A + k B. 

34. Si A = 5i - 2j, B = -4i + 3j y C = -6i + 8j, 
determine los escalares h y k tales que B = hC - k\. 

35. Si A = i — 2j, B = -2i + 4j y C = 7i - 5j, demues¬ 
tre que C no puede expresarse en la forma h\ + kb, 
donde h y k son escalares. 

36. Dos fuerzas de 340 Ib y 475 Ib forman entre sí un ángulo 
de 34.6° y se aplican a un objeto en el mismo punto. 
Calcule (a) el módulo o intensidad de la fuerza resultante, 
y (b) el ángulo que forma la resultante con la fuerza de 
475 Ib con aproximación de décimos de grado. 

37. Dos fuerzas de 60 Ib y 80 Ib forman entre sí un ángulo de 
30° y se aplican a un objeto en el mismo punto. Obtenga 
(a) el módulo o intensidad de la fuerza resultante, y (b) el 
ángulo que forma la resultante con la fuerza de 60 Ib 
con aproximación de grados. 

38. Una fuerza de 22 Ib y otra de 34 Ib se aplican a un objeto 
en el mismo punto y forman un ángulo 9 entre sí. Si la 
fuerza resultante es de 46 Ib, determine 9 con aproxi¬ 
mación de grados. 

39. Una fuerza de 112 Ib y otra de 84 Ib se aplican a un objeto 
en el mismo punto, y la fuerza resultante es de 162 Ib. 
Determine el ángulo formado por la resultante y la fuer¬ 
za de 112 Ib con aproximación de décimos de grado. 

40. Un avión tiene una velocidad al aire de 350 mi/h. Para que el 
curso real del avión sea el norte, su enfilamiento debe ser 
340°. Si el viento sopla del oeste, (a) ¿cuál es la rapidez 
del viento? (b) ¿Cuál es la velocidad a tierra del avión? 

41. En un avión que tiene una velocidad al aire de 250 mi/h, el 
piloto desea volar hacia el norte. Si el viento sopla hacia 
el este a 60 mi/h, (a) ¿cuál debe ser el enfilamiento del 
avión? (b) ¿Cuál sería la velocidad a tierra si el avión volase 
en este curso? 


42. Una lancha puede desplazarse a 15 nudos con respectc^al 
agua. En un río, cuya corriente es de 3 nudos hacia el oeste, 
la lancha tiene un enfilamiento hacia.el sur. ¿Cuál es la 
velocidad de la lancha con respecto a tierra y cuál es su 
curso? 

43. Un nadador con una velocidad de nado de 1.5 mi/h con 
respecto al agua, parte de la ribera sur de un río y se dirige al 
norte directamente a través del río. Si la corriente del río 
fluye hacia el este a 0.8 mi/h, (a) ¿en qué dirección va el 
nadador? (b) ¿Cuál es la velocidad del nadador con respec¬ 
to a tierra? (c) Si la distancia a través del río es de 1 milla, 
¿qué tan lejos, río abajo, el nadador alcanza la otra orilla? 

44. Suponga que el nadador del ejercicio 43 desea llegar al 
punto ubicado directamente al norte a través del río. (a) ¿En 
qué dirección debe dirigirse el nadador? (b) ¿Cuál será la 
velocidad respecto a tierra del nadador si elige esta 
dirección? 

45. Demuestre que si A es cualquier vector y c es cualquier 
escalar, entonces 0(A) = 0yc(0) = 0. 

46. Demuestre el teorema 10.1.8(ii). 

47. Demuestre el teorema 10.1,8(iii) y (viii). 

48. Demuestre el teorema 10.1.8(iv). 

49. Demuestre el teorema 10.1.8(v). 

50. Demuestre el teorema 10.1.8(vii). 

51. Sean A = (2, -5>, B = (3, 1) y C = <-4, 2>. 

(a) Calcule A + (B + C) e ilustre geométricamente. 

(b) Calcule (A + B) + C e ilustre geométricamente. 

52. Se dice que dos vectores son independíenles si y sólo si 
sus representaciones de posición no son colineales. Ade¬ 
más, se dice que dos vectores A y B forman una base para 
el espacio vectorial V 2 si y sólo si cualquier vector de V 2 
puede expresarse como una combinación lineal de A y B. 
Se puede demostrar un teorema qué establece que dos 
vectores forman una base para el espacio vectorial V 2 si 
son independientes. Muestre que este teorema se cumple 
para los dos vectores (2,5) y (3,-1) haciendo lo si¬ 
guiente: (a) verifique que los vectores son independientes 
mostrando que sus representaciones de posición no son 
colineales; y (b)verifique que los vectores forman una 
base al mostrar que cualquier vector a,i + a 2 j puede 
expresarse como c(2i + 5j) + d{ 3i - j), donde c y d 
son escalares. Sugerencia: exprese c y d en términos de 
«i y a 2 . 

53. Consulte las dos primeras oraciones del ejercicio 52. Se 
puede demostrar un teorema que afirma que dos vecto¬ 
res forman una base para el espacio vectorial V 2 sólo si son 
independientes. Muestre que este teorema se cumple para 
los vectores (3, -2) y (—6, 4) efectuando lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son dependientes (es decir, 
no son independientes) probando que sus representacio¬ 
nes de posición son colineales; (b) verifique que los vec¬ 
tores no forman nna base tomando un vector particular y 
demostrando que no puede expresarse en la forma 
c(3i - 2j) + d(- 6i + 4j), donde c y d son escalares (es 
decir, no generan el espacio vectorial). 
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54. Un conjunto de vectores V], V 2 , Vj, ..., V„ se dice que es 
linealmente dependiente si y sólo si existen escalares 
k¡, k 2 , k 2 , . . .. k„, no todos cero, tales que 

*lV, + k 2 \ 2 + *3 V 3 ' • • + *n V n = ® 

Demuestre que si Vj = 3i - 2j, V 2 = i + 4j y V 3 = 
2i + 5j, entonces V h V *2 y V 3 son lineaJmente dependientes. 

55. Sean PQ una representación del vector A, QR una re¬ 
presentación del vector B, y RS una representación del 


vector C. Demuestre que si PQ , QR y RS son los lados de 
un triángulo, entonces A + B + C = .0. 

56. Demuestre analíticamente la desigualdad del triángulo 
para vectores: 

II A + B || < || A || + || B || 

57. Explique la diferencia entre magnitud vectorial y magnitud 
escalar. 


10.2 VECTORES EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 


z 



Hasta ahora se han tratado el espacio numérico unidimensional R, la recta 
numérica, y el espacio bidimensional R 2 , el plano numérico. Se identificaron 
los números reales de R con los puntos de un eje horizontal y los pares de nú¬ 
meros reales de R 2 con los puntos de un plano geométrico. Ahora, antes de 
extender el concepto de vector a tres dimensiones, se discutirá el espacio 
numérico tridimensional. 


10.2.1 Definición de espacio numérico tridimensional 


El conjunto de todas las temas ordenadas de números reales recibe 
el nombre de espado numérico tridimensional, y se denota por R 3 . 
Cada tema ordenada (x. y, z) se denomina punto del espacio numé¬ 
rico tridimensional. 


/„ / 

' ,.i; —r* 



X 

Sistema coordenado derecho 


FIGURA 2 


z 


y 



Con el fin de representar R 3 en un espacio geométrico tridimensional, se 
consideran las distancias dirigidas de un punto a tres planos mutuamente 
perpendiculares. Los tres planos se forman al tomar tres rectas perpen¬ 
diculares entre sí, las cuales se intersectan en un punto llamado origen y de¬ 
notado por O. Estas rectas, denominadas ejes de coordenadas , se designan 
como el eje x, eje y y eje z. Por lo común los ejes x y y se consideran en 
un plano horizontal, y el eje z vertical. El sentido positivo, elegido en cada 
eje como se muestra en la figura I, proporciona un sistema coordenado 
derecho. Este nombre se deriva del hecho de que si se coloca la mano dere¬ 
cha de modo que el dedo índice apunte en la dirección positiva del eje x, y 
el dedo medio apunte hacia el sentido positivo del eje y, entonces el pulgar 
apuntará en la dirección positiva del eje z. Observe la figura 2. Los tres ejes 
determinan tres planos coordenados : el plano xv que contiene a los ejes x 
y y, el plano xz que contiene a los ejes x y z, y el plano yz que contiene a los 
ejes y y Z, como se muestra en la figura 3. 

Una tema ordenada (x, y, z) se asocia con cada punto P del espacio 
geométrico tridimensional. La distancia dirigida de P al plano yz es la coor¬ 
denada x, su distancia dirigida al plano xz es la coordenada y, y la coorde¬ 
nada z es la distancia dirigida de P al plano xy. Estas tres coordenadas se 
denominan coordenadas cartesianas rectangulares de P, y existe una 
correspondencia uno a uno, denominada sistema coordenado cartesiano 
rectangular, entre las temas ordenadas de números reales y los puntos del 
espacio geométrico tridimensional. En consecuencia, se identifica R 3 con 
el espacio geométrico tridimensional. En la figura 4 se muestran los puntos 
(2, 3, 4) y (4, -2, -5). Los tres planos coordenados dividen al espacio en 


FIGURA 3 
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• (4,-2,-5) 

FIGURA 4 



Recta paralela al plano xy 

FIGURA 7 


ocho partes denominadas octantes. El primer octante es aquel en el que las 
tres coordenadas son positivas. 

Una recta es paralela a un plano si y sólo si la distancia desde cualquier 
punto de la recta al plano es constante. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una recta paralela al plano 

yz, otra paralela al plano xz, y otra más paralela al plano xy, se muestran en 
las figuras 5, 6 y 7, respectivamente. 4 



Recta paralela al plano yz 


Recta paralela al plano xz 


FIGURA 5 


FIGURA 6 


El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la discusión anterior. 


10.2.2 Teorema 


(i) Una recta es paralela al plano yz si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x. 

(II) Una recta es paralela al plano xz si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y. 

(iii) Una recta es paralela al plañó xy si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada z. 

Como caso especial, se consideran todas las rectas que están en un plano 
dado como paralelas al plano. En este caso, la distancia de cualquier punto de 
una de estas rectas al plano es cero. 

En el espacio tridimensional, si una recta es paralela a cada uno de dos 
planos que se intersectan, entonces la recta es paralela a la recta de intersec¬ 
ción de los dos planos. También, si una recta dada es paralela a una segunda 
recta, entonces la recta dada es paralela a cualquier plano que contenga a la 
segunda recta. El teorema siguiente se infiere de estos dos hechos geomé¬ 
tricos y del teorema 10.2.2. 


10.2.3 Teorema 


(i) Una recta es paralela al eje x si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y y la misma coordenada z. 

(ii) Una recta es paralela al eje y si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada z. 
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Recta paralela al eje x 


(iii) Una recta es paralela al eje z si y sólo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada y. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una recta paralela al eje x, 

otra paralela al eje y, y otra más paralela al eje z, se presentan en las figuras 
8, 9, y 10, respectivamente. 4 

Las fórmulas para determinar la distancia de un punto a otro de una 
recta paralela a uno de los ejes coordenados se obtienen a partir de la defi¬ 
nición de distancia dirigida dada en la sección A.2 del apéndice, y se establecen 
en el teorema siguiente. 


FIGURA 8 


z 



Recta paralela al eje y 


10.2.4 Teorema 


(i) Si A(x|, y, z) y B(x 2 , y, z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje x, entonces la distancia dirigida de A a B, denotada por Afí, 
está dada por 

AB = x 2 - X] 

(ii) Si C(x, >’]. z) y D(x, y 2 , z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje y, entonces la distancia dirigida de C a D, denotada por CD, 
está dada por 

CD = y 2 - y i 

(iii) Si E(x, y, z |) y Fix, y, z 2 ) son dos puntos de una recta paralela al 
eje z, entonces la distancia dirigida de £ a F, denotada por EF, 
está dada por 


FIGURA 9 


EF - z 2 - Z) 


Z 



FIGURA 10 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La distancia dirigida PQ 

del punto P( 2, -5, -4) al punto Q{ 2, -3, -4) está dada por el teorema 
10.2.4(i¡): 

PQ = (-3) - (-5) 

= 2 ◄ 

El teorema siguiente proporciona una fórmula para determinar la 
distancia no dirigida entre dos puntos cualesquiera del espacio tridi¬ 
mensional. 


10.2.5 Teorema 


La distancia no dirigida entre los puntos P\(x\,y h z\) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) 
está dada por 


\P\P 7 \ = >/(*2 - V) 2 + 2 ~ iVi) 2 + (Z2 ~ Zl) 2 

Demostración Se construye un paralelepípedo rectangular que tiene a P\ 
y P 2 como vértices opuestos y caras paralelas a los planos coordenados (consulte 
la figura 11). 
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FIGURA 11 


Por el teorema de Pitágoras, 

|/y^| 2 = |7yi| 2 + \aF 2 \ 2 

Como 

|pÍa | 2 = \T^b \ 2 + |ba | 2 

se obtiene, al sustituir de esta ecuación en (1), 

\P ^\ 2 = \p¡b \ 2 + \BÁ \ 2 + \JF 2 \ 2 

Si se aplica el teorema 10.2.4(¡), (ii) y (iii), a los lados rectos se obtiene 

\P\Pl\ 2 = ( x 2 - *l ) 2 + (y2 ~ >’i ) 2 + (z 2 - Z ]) 2 
| P\Pl | = y( x 2 - X\ ) 2 + (y2 - y \) 2 + (Z2 - Z ]) 2 


(1) 


► EJEMPLO I 

P(-3, 4,-1) y 0(2, 5,-4). 


Calcule la distancia no dirigida entre los puntos 


Solución Del teorema 10.2.5, 


|P0| = y(2 + 3) 2 + (5 - 4) 2 + (-4 + l) 2 

= V35 4 

La fórmula de la distancia entre dos puntos de /? 3 es una extensión de la 
fórmula para la distancia entre dos puntos de R 2 . Cabe hacer notar que la dis¬ 
tancia dirigida entre dos puntos x¡ y *2 de R está dada por 

1*2 “ *1 I = - * i ) 2 

Las fórmulas para determinar las coordenadas del punto medio de un seg¬ 
mento de recta se deducen al considerar los triángulos congmentes que 
se forman, y proceder de manera análoga al caso de dos dimensiones. Estas 
fórmulas se establecen en el teorema siguiente y la demostración se deja 
como un ejercicio (refiérase al ejercicio 18). 


10.2.6 Teorema 


Las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extre¬ 
mos son P\{x],y\, Z|) y >2’ Z 2 ) están dadas por 

- _ x¡ + x 2 _ _ yi + y2 — _ z¡ + z 2 

2 y ~ 2 Z ~ 2 


10.2.7 Definición de la gráfica de una ecuación en R 3 


La gráfica de una ecuación en R 3 es el conjunto de puntos (x, y, zj 
cuyas coordenadas son números que satisfacen la ecuación. 

Una superficie es la gráfica de una ecuación en /? 3 . La esfera es un ejemplo 
de una superficie. 
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FIGURA 12 


10.2.8 Definición de esfera 


Una esfera es el conjunto de todos los puntos del espacio, tridimensio¬ 
nal que equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro 
de la esfera y la medida de la distancia constante se llama radio. 


10.2.9 Teorema 


Una ecuación de la esfera de radio r y centro en (h , k, I ) es 

(x - h) 1 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = r 2 (2) 

Demostración Denote punto (h, k, /) por C (vea la figura 12). El punto 
P(x, y , z) es un punto de la esfera si y sólo si | CP | = r; es decir, 

■JTx - h) 2 +~[y - W T U ~ D 2 = r 

Al elevar al cuadrado los dos miembros de esta ecuación se obtiene el resultado 
requerido. ■ 


Si el centro de la esfera está en el origen, entonces h = 0, k = 0 y 
/ = 0; por lo que una ecuación de esta esfera es 

X 2 + y 2 + z 2 = r 1 


Si se desarrollan los cuadrados de (2) y se reagrupan los términos se tiene 
x 2 + y 2 + z 2 - 2hx - 2 ky - 2 lz + (h 2 + k 2 + I 2 - r 2 ) = 0 
Esta ecuación es de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 0 (3) 

donde G, H. I y J son constantes. La ecuación (3) se denomina forma ge¬ 
neral de la ecuación de la esfera, mientras que (2) recibe el nombre de forma 
centro-radio. Como toda esfera tiene un centro y un radio, su ecuación 
puede expresarse en la forma centro-radio, y por tanto, en la forma general. 
Cualquier ecuación de la forma (3) puede presentarse en la forma 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - l) 2 = K (4) 

donde 

h = -i G k = -i H 1 = -1/ K = \(G 2 + H 2 + I 2 - 4 J) 

Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 19. 

Si K > 0, entonces (4) tiene la forma de la ecuación (2); de modo que 
la gráfica de la ecuación es una esfera que tiene su centro en (h, k, l) y radio vTf . 
Si K = 0, la gráfica de la ecuación es el punto (h, k, /). Si K < 0, entonces 
la gráfica es el conjunto vacío debido a que la suma de los cuadrados de 
tres números reales es no negativa (es decir, es mayor que o igual a cero). Este 
resultado se establece en el teorema siguiente. 


T 0.2.10 Teorema 


La gráfica de cualquier ecuación de segundo grado en x, y y z. de la 
forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 0 
es una esfera, un punto o el conjunto vacío. 
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► 


EJEMPLO 2 Determine la gráfica de la ecuación 
x 2 + y 2 + z 2 - 6x - 4y + 2z = 2 



FIGURA 13 


y 


Solución Si se reagrupan los términos y se completan los cuadrados 
se tiene 

x 2 - 6x + 9 + y 2 - 4y + 4 + z 2 + 2z + 1 = 2 + 9 + 4+ 1 
(x - 3) 2 + (y - 2 ) 2 + (z + l ) 2 = 16 

La gráfica es una esfera que tiene su centro en (3, 2, -1) y radio 4. M 

La figura 13 muestra la esfera del ejemplo 2. 


W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación de la esfera que tiene 
los puntos A(-5, 6 , -2) y 5(9, -4, 0) como los extremos de uno de sus 
diámetros. 


Solución El centro de la esfera es el punto medio del segmento de rec¬ 
ta AB. Sea este punto C(x, y, I). Por el teorema 10.2.6 se tiene 


x 


9-5 

2 


= 2 


-4+6 
?= - 2 ~ 

= 1 


z = 


0-2 

2 


= -1 


De modo que C es el punto (2, 1,-1). El radio de la esfera es | CB \. En 
consecuencia, 

r = -¡(9 - 2) 2 + (-4 - l) 2 + (0 + l) 2 
= V75 


Por tanto, del teorema 10.2.9, una ecuación de la esfera es 

(x - 2) 2 + (y - l ) 2 + (z + l ) 2 = 75 
x 2 + y 2 + z 2 — 4x - 2y + 2z - 69 = 0 ◄ 

En la sección 10.1 se definió un vector en el plano como un par orde¬ 
nado de números reales. Ahora se extenderá esta definición a un veeitor en el 
espacio tridimensional. 


10.2.11 Definición de vector en el espacio 
tridimensional 


Un vector en el espacio tridimensional es una tema ordenada de nú¬ 
meros reales (x, y, z). Los números x, y y z se denominan compo¬ 
nentes del vector (x, y, z). 

Se dice que los vectores (a¡, 02 , a-¡) y (b\, ¿ 2 , ¿ 3 ) son iguales si y sólo 
si a, = b u a 2 = b 2 y a 3 = b-¡. 

El conjunto de todas las temas ordenadas {x, y , z), donde x, y y z son 
números reales, se denota por V 3 . Del mismo modo que para los vectores de 
V 2 , un vector de V 3 puede representarse mediante un segmento dirigido. Si 
A = (a|, a 2 , a 2 ), entonces el segmento dirigido que tiene su punto inicial en 
el origen y su punto terminal en el punto (a\,a 2 ,a 2 ) recibe el nombre de 
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FIGURA 15 


representación de posición de A. Un segmento dirigido que tiene su punto 
inicial en (jc, y, z) y su punto terminal en el punto ( x + a\, y + a 2 , z + 03 ) 
es también una representación del vector A. Consulte la figura-14. 

El vector cero es el vector (0, 0, 0) y se denota por 0. Cualquier punto 
es una representación del vector cero. 

El módulo de un vector es la longitud de alguna de sus representa¬ 
ciones. Si el vector A = <aj, a 2 , 03), el módulo de A se denota por || A ||, y 

|| A || = ^eq 2 + a 2 2 + ÍJ 3 2 

La dirección de un vector diferente del vector cero de V 3 está deter¬ 
minada por tres ángulos llamados ángulos directores del vector. 


10.2.12 Definición de ángulos directores de un vector 


Los ángulos directores de un vector diferente del vector cero son los 
tres ángulos que tienen la menor medida en radianes no negativa a, P 
y y medidos a partir de los ejes x, y y z, respectivamente, hasta la 
representación de posición del vector. 

La medida en radianes de cada ángulo director de un vector es mayor 
que o igual a 0 y menor que o igual a 7t. Los ángulos directores del vec¬ 
tor A = (ai, a 2 , « 3 ), cuyas medidas en radianes son a, ¡i y y, se muestran en la 
figura 15. En esta figura, las componentes de A son números positivos, y los 
ángulos directores de este vector tiene medidas en radianes positivas me¬ 
nores que | n. En la figura se observa que el triángulo POR es un triángulo 
rectángulo y 

a, 

eos a = tt — 

l|A 

Puede demostrarse que la misma fórmula se cumple si j ic < a < Jt. 
De igual manera pueden deducirse fórmulas para eos P y eos y, obteniéndose 


eos a = ~-~r eos 0 = -pj eos y = (5) 

NI II A || II A || 

Los tres números eos a, eos p y eos y se denominan cosenos directores 
del vector A. El vector cero no tiene ángulos directores, y, en consecuencia, 
tampoco cosenos directores. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se determinarán el módulo 

y los cosenos directores del vector A = (3, 2, - 6 ). 

|| A || = VÜi) 2 " + (2 ) 2 + (- 6) 2 
= 7 

De las fórmulas (5), 

eos a = | eos p = 3 eos y = -1 4 

Si el módulo de un vector y sus cosenosriirectores se conocen, entonces el 
vector está determinado de manera única debido a que de (5) 

o\ = || A || cosa a 2 = ||A||cosj3 a 3 = || A || eos y ( 6 ) 
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Los tres cosenos directores de un vector no son independientes entre 
sí, como lo muestra el siguiente teorema. 


10.2.13 Teorema 


Si eos a, eos P y eos y son los cosenos directores de un vector, entonces 
eos 2 a + eos 2 ¡3 + eos 2 y = 1 

Demostración Si A = a 2 , a 2 ), entonces los cosenos directores de A 

2 2 2 
a j ü'i ¿23 

W + ÑF + lRF 

fl| 2 + q 2 2 + Q3 2 

l|A || 2 

|| a || 2 
|| a || 2 

1 ■ 

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificará el teorema 
10.2.13 para el vector del ejemplo ilustrativo 4 


están dados por (5), de modo que 
eos 2 a + eos 2 p + eos 2 y = 


eos 2 a + eos 2 p + eos 2 y = (| ) 2 + ( 2 ) 2 + (- * ) 2 

= ± + ± + “ 

49 T « T 49 

= 1 ◄ 

El vector A = (aj, a 2 , a 3 ) es un vector unitario si || A || = 1, y de las 
ecuaciones (5), las componentes de un vector unitario son sus cosenos 
directores. 

Las operaciones de adición, sustracción y multiplicación por un escalar 
en V 3 se definen de manera similar a las definiciones correspondientes para 
vectores de V 2 . 

Si A = (a h a 2 ,aj) yB = {b\,b 2 , bj) y c es un escalar, entonces 

A + B = (£3) + b\, ü 2 + b 2 , U 3 + bj ) “A = £ 2 ), — £ 23 , “£ 23 ) 

A - B = A + (-B) cA = c(£ 2 ], a 2 , a 2 ) 

= (£ 2 ) - b\ , a 2 - b 2 , £ 2 3 - ¿ 3 ) = (c£ 2 |, ca 2 , ca 2 ) 


► EJEMPLO 4 Dados A = (5, -2, 6) y B = (8, -5, -4), 
calcule A + B, A - B, 3A y -5B. 

Solución 

A + B = (5 + 8, -2 + (-5), 6 + (-4)) 

= (13, -7, 2) 

A - B = (5 - 8, -2 - (-5), 6 - (-4)) 

= (-3,3, 10) 

3A = 3(5,-2, 6) -5B = -5(8,-5,-4) 

= (15,-6,18) =(-40,25,20) 


4 
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FIGURA 16 
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FIGURA 17 




i’ 



La interpretación geométrica de la suma de dos vectores de V 3 es sente- 
jante a aquélla para vectores de V 2 . Refiérase a la figura 16. Si P es el punto 
(x. y, z), A = (a i, a2- £¡3) y PQ es una representación de A,'entonces Q es el 
punto (x + flj, y + a 2 ,z + a 3 ). Sean B = (b i% b 2 , b 3 ) y QR una representa¬ 
ción de B, entonces (x + (a\ + b¡), y + (a 2 + b 2 ), z + (a 3 + ¿3)) es el 
punto R. Por tanto, PR es una representación del vector A + B, y se cumple 
la ley del paralelogramo. 

La diferencia de dos vectores de V 3 también se interpreta geométrica¬ 
mente de manera semejante como se hace en V 2 . Consulte la figura 17. Se 
puede obtener una representación del vector A - B al elegir las representa¬ 
ciones de A y B de modo que tengan el mismo punto inicial. Entonces, una 
representación del vector A - B es el segmento dirigido del punto terminal 
de la representación de B al punto terminal de la representación de A. 

La figura 18 muestra los puntos P(a t , a 2 , a 3 ) y Q(b j, b 2 , b 3 ). y los seg¬ 
mentos dirigidos PQ, OP y OQ. Observe que 

\(PQ) = \(OQ) - V(ÓP) 

= (b\,b 2 ,b 3 ) - (a u a 2 ,a 3 ) 

Por tanto. 


\(PQ) ~ (b\ - a h b 2 ~ a 2 ,b 3 - a 3 ) 


¡> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 19 muestra el 

segmento dirigido PQ, donde P es el punto (1, 3, 5) y Q es el punto (2,-1, 4). 
Por tanto, 

\(PQ) = <2 - 1,-1 - 3,4 - 5) 

= <L -4,-1) ◄ 


Suponga que A = e s diferente del vector cero y que tiene 

los cosenos directores eos a, eos p y eos y y que c es cualquier escalar. En¬ 
tonces cA = (ca\, CQ 2 , ca 3 ); y si eos cq, eos fi\ y eos ^ son los cosenos 
directores de cA, entonces, de las ecuaciones (5), se tiene 


COS «1 

eos cq 

eos cq 


cd] 

Mi 

c ai 

MI|A|| 

-——-eos a 

M 


eos J3] 
eos f}\ 
eos fi\ 


ca 2 

Mí 

c a 2 

kl IIA || 

COS p 


cos yi = 

eos Yi = 

cos j\ - 


ca 3 

Mí 

C ^3 

MllAjí 
-^cos y 


(7) 


De modo que si c > 0, entonces, de las ecuaciones (7), los cosenos direc¬ 
tores de cA son los mismos que los cosenos directores de A. Si c < 0, los 
cosenos directores de cA son los negativos de los cosenos directores de A. 
Por tanto, si c es un escalar diferente de cero, entonces el vector cA es un vector 
cuyo módulo es | c j veces el módulo de A. Si c > 0, cA tiene la misma dirección 
que A. Si c < 0, el sentido de cA es el opuesto al de A. 

Las operaciones de adición vectorial y multiplicación por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 3 satisfacen las propiedades enunciadas en el 
teorema 10.1.8; se le pedirá que las demuestre en los ejercicios 47 y 48. 


FIGURA 19 
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A partir de este hecho y de la definición 10.1.9, V 3 es un espacio vectorial 
real. Los tres vectores unitarios 

i = ( 1 , 0 , 0 ) j = ( 0 , 1 , 0 ) k = ( 0 , 0 , 1 ) 

forman una base para el espacio vectorial V 2 debido a que cualquier vector 
(«1 , a 2 , « 3 ) puede expresarse en términos de ellos como sigue: 

{ai, a 2 , a 3 ) = a](l, 0 , 0 ) + a 2 (0, 1 , 0 ) + a 3 ( 0 , 0 , l) 

En consecuencia, si A = (a|, a 2 , 03 ), también se puede escribir 

A — «j i + ü 2 j + a 3 k ( 8 ) 

Ahora bien, como hay tres elementos en una base, V 3 es un espacio vectorial 
tridimensional. 

Si se sustituye de ( 6 ) en ( 8 ) se tiene 
A = || A || eos ai + || A || eos pi + || A || eos yk 

A = | A || (eos ai + eos pi + eos y k) (9) 

Esta ecuación permite expresar cualquier vector diferente de cero en 
términos de su módulo y de sus cosenos directores. 


r EJEMPLO 5 Exprese el vector del ejemplo ilustrativo 4 en 
términos de su módulo y de sus cosenos directores. 

Solución En el ejemplo ilustrativo 4, A = (3, 2, -6) y se obtuvo 
|| A || = 7, eos a = ^ eos p = i y eos y = -!j. En consecuencia, de (9), 

A = 7 (|i + - <k) ◄ 


10.2.14 Teorema 


Si A = í¡]¡ + a 2 j + a 3 k es diferente del vector cero, entonces el 
vector unitario U que tiene la misma dirección que A está determinado 
por 


U = 





k 


La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teo¬ 
rema 10.1.10 para un vector de V 2 y se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 55). 


► EJEMPLO 6 Dados los puntos R( 2, -1, 3) y 5(3, 4, 6 ), obten¬ 
ga el vector unitario que tiene la misma dirección que V(/?5). 

Solución 

\(RS) = (3 - 2,4 - (-1), 6 - 3) || V(RS) || = 

= i + 5j + 3k = V35 
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Por tanto, por el teorema 10.2.14, el vector unitario pedido es 


U = 


1 

V35 


i + 


5 

V35 


J + 


3 

v'35 


◄ 


Las operaciones con vectores, tales como la adición y la multiplicación 
por un escalar, así como la determinación del módulo de un vector y de un 
vector unitario que tenga la misma dirección que un vector dado, pue¬ 
den efectuarse en algunas computadoras y calculadoras. Refiérase al manual de 
usuarios correspondiente a fin de conocer el método para realizar ciertas 
operaciones vectoriales. 


EJERCICIOS 10.2 


En los ejercicios I a 5, los puntos A y B son vértices opuestos 
de un paralelepípedo que tiene sus caras paralelas a los pla¬ 
nos coordenados. En cada ejercicio, (a) dibuje la figura, 
(b) obtenga las coordenadas de los otros seis vértices, (cjcalcule 
la longitud de la diagonal AB. 

1. 4(0,0,0); BO, 2, 3) 2. 4(1, 1, 1); 8(3, 4, 2) 

3. 4(—1, 1,2); B(2, 3,5) 

4. 4(2, -1,-3); 8(4, 0-1) 

5. 4(1.-1,0); ,8(3, 3, 5) 

6 . El vértice opuesto al rincón de una sala está a 18 pie al 
este, 15 pie al sur y 12 pie por arriba del primer rincón, (a) 
Dibuje la figura; (b) determine la longitud de la diagonal 
que une dos vértices opuestos; (c) obtenga las coordena¬ 
das de los ocho vértices de la sala. 

En los ejercicios 7 a 11, determine (a) la distancia no diri¬ 
gida entre los puntos 4 y B, y (b) el punto medio de! segmento 
de recta que une a 4 con B: 

7. 4(3,4, 2); 8(1, 6 , 3) 

8 . 4(4,-3, 2); 8(-2, 3,-5) 

9. 4(2,-4, 1); 8 ( ¿,2,3) 

10. A(-2,-± .5); 8(5, 1,-4) 

11. 4(-5, 2, 1); 8(3, 7, -2) 

12. DemuestrequelostrespuntosO, -1,3), (2,1,7) y (4,2,6) 
son los vértices de un triángulo rectángulo, y calcule 
su área. 

13. Se dibuja una recta que pasa por el punto ( 6 , 4, 2) y que 
es perpendicular al plano yz. Obtenga las coordenadas de 
los puntos de la recta que están a una distancia de 10 uni¬ 
dades del punto (0, 4, 0). 

14. Resuelva el ejercicio 13 si la recta sé dibuja perpendicular 
al plano xy. 

15. Demuestre que los tres puntos (-3,2,4), (6,1,2) y 
(-12,3,6) son colineales empleando la fórmula de la 
distancia. 

16. Determine los vértices del triángulo cuyos lados tienen los 
puntos medios en (3, 2, 3), (-1,1,5) y (0, 3,4). 


17. Para el triángulo que tiene vértices 4(2, -5, 3), B(-l, 7, 0) 
y C(-4, 9, 7) calcule (a) la longitud de cada lado, y (b) 
los puntos medios de cada lado. 

18. Demuestre el teorema 10.2.6. 

19. Demuestre que cualquier ecuación de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 0 
puede expresarse en la forma 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (Z - /) 2 = K 

En los ejercicios 20 a 25, determine la gráfica de Ia ecuación. 

20. x 2 + y 2 + z 2 - 8 y + 6 z - 25 = 0 

21. x 1 + y 2 + z 2 - 8 x + 4y + 2z - 4 = 0 

22. x 2 + y 2 + z 2 - x - y - 3z + 2 = 0 

23. x 2 + y 2 + z 2 - 6 z + 9 = 0 

24. x 2 + y 2 + z 2 - 8 jt + lOv -4 z + 13 = 0 

25. x 2 + y 2 + z 2 - 6 * + 2y - 4z + 19 = 0 

En los ejercicios 26 a 28, obtenga una ecuación de la esfera 

que satisface las condiciones indicadas. 

26. Uno de sus diámetros es el segmento de recta que tiene 
extremos en ( 6 , 2, -5) y (-4, 0, 7). 

27. Es concéntrica con la esfera que tiene la ecuación 
x 2 + y 2 + z 2 - 2y + 8 z - 9 = 0, y tiene radio 3. 

28. Contiene los puntos (0,0,4), (2, 1,3) y (0,2,6) y su 
centro se encuentra en el plano yz. 

En los ejercicios 29 a 34, A = (1.2,3), B = (4, -3, -1), 

C = (-5, -3,5) y D = (-2, 1,6). 

29. Calcule (a) A + 5B. (b) 7C - 5D; (c) || 7C || - || 5D ||; 
(d) || 7C ¡| - || 5D ||. 

30. Calcule (a) 2A - C; (b) || 2A || - || C ||; 

(c)4B + 6C - 2D;(d) j| 4B |j + || 6C || - || 2D |j. 

31. Calcule (a) C + 3D - 8 A; (b) || A || || B || (C - D). 

32. Calcule (a) 3A - 2B + C - I2D; 

(b) || A || C - || B || D. 
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33. Determine los escalares ay b tales que 

a( A + B) + b(C + D) = 0 

34. Determine los escalares a, b y c tales que 

aA + bB + cC = D 

En los ejercicios 35 a 38, determine los cosenos directores del 
vector \’l P ] P 2 ) y verifique las respuestas al mostrar que la 
suma de sus cuadrados es 1. 

35. P,(3,-l.-4); P 2 (7, 2,4) 

36. P,(-2, 6, 5); P 2 (2,4, I) 

37. P,(4, -3, -1); P 2 (~2, -4, -8) 

38. P,(l, 3, 5); P 2 (2, -1,4) 

39. Utilice los puntos P¡ y P 2 del ejercicio 35 y obtenga el 
punto 2 tal que V(P|P 2 ) = 3 \(P¡Q). 

40. Utilice los puntos P l .y P 2 del ejercicio 38 y obtenga el 
punto R tal que \(P¡R) = -2 \(P 2 R). 

41. Dados P|(3, 2, -4) y P 2 (- 5, 4,2), determine el punto 
P } tal que 4\(P¡P 2 ) = -3V(P^Pj). 

42. Dados P¡( 7,0, -2) y P 2 ( 2. -3,5), determine el punto 
P 3 tal que V(jV¡- 3 ) = 5 \(P^P 3 ). 

En los ejercicios 43 y 44, exprese el vector en términos de 
su módulo y de sus cosenos directores. 

43. (a) -6i + 2j + 3k (b) -2i + j - 3k 

44. (a) 2i - 2j + k (b) 3¡ + 4j - 5k 

En los ejercicios 45 y 46, obtenga el vector unitario que tiene 
la misma dirección de \(P l P 2 ). 

45. (a) P,(4,-1,-6) y /> 2 (5, 7,-2) 

(b) (P¡(-2, 5, 3) y P 2 (- 4,7,5) 

46. (a) P,(3, 0, -I) y P 2 (-3, 8,-1) 

(b) P,(-8, -5, 2) y P 2 (-3, -9, 4) 

En los ejercicios 47 y 48, demuestre la propiedad si A, B y C 
son tres vectores cualesquiera de V 3 y c es cualquier escalar. 

47. (a) A + B = B + A (ley conmutativa) 

(b) Existe un vector 0 en V 3 para el cual A + 0 = A 
(existencia del idéntico aditivo). 

(c) Existe un vector -A en V 3 tal que A + (-A) = 0 
(existencia del negativo). 

(d) c(A + B) = cA + cB (ley distributiva). 

48. (a) A + (B + C) = (A + B) + C (ley asociativa). 

(b) (cd)A = c(dA) (ley asociativa). 

(c) (c -l- d)A = cA + dA (ley distributiva). 

(d) 1 (A) = A 


49. Demuestre mediante geometría analítica que las cuatro dia¬ 
gonales que unen los vértices opuestos de un paralelepípedo 
se bisectan mutuamente. 

50. Si P, Q, R y S son cuatro puntos del espacio tridimensional 
y A, B, C y D son los puntos medios de PQ, QR, RS y SP, 
respectivamente, demuestre mediante geometría analítica 
que ABCD es un paralelogramo. 

51. Demuestre mediante geometría analítica que las cuatro 
diagonales de un paralelepípedo rectangular tienen la 
misma longitud. 

52. Se dice que tres vectores en V 3 son independientes si y 
sólo si sus representaciones de posición no están en un 
plano; también se dice que tres vectores, E■. E 2 y E 3 , 
forman una base para el espacio vectorial V 3 si y sólo si 
cualquier vector de V 3 puede expresarse como una 
combinación lineal de E|, E 2 y E 3 . Se puede demostrar 
un teorema que establece que tres vectores forman una 
base para el espacio vectorial V 3 si son independientes. 
Muestre que este teorema se cumple para los tres vec¬ 
tores (1,0,0), (1, 1,0) y (1, 1, 1) haciendo lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son independientes demos¬ 
trando que sus representaciones de posición no son co- 
planares; (b) verifique que los vectores forman una base 
probando que cualquier vector A puede expresarse como 

A = r(l, 0, 0) + í (1, 1,0) + t(l, 1, I) (10) 

donde r, s y t son escalares, (c) Si A = (6, -2, 5), deter¬ 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se 
cumple (10). 

53. Consulte el ejercicio 52. (a)Verifique que los vectores 
(2,0, 1), (0,-1,0) y (1, -1, 0) forman una base para V 3 al 
demostrar que cualquier vector A puede expresarse como 

A = r (2. 0, 1) + *(0,-1,0) + r < 1, —1,0) (11) 

donde r, s y t son escalares, (b) Si A = (-2, 3, 5), deter¬ 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se cum¬ 
ple (11). 

54. Refiérase al primer enunciado del ejercicio 52. Se puede 
demostrar un teorema que afirma que tres vectores de V 3 
forman una base para el espacio V 3 sólo si son indepen¬ 
dientes. Muestre que este teorema es válido para los tres 
vectores F, = (1, 0, 1), F 2 = (I, 1,1) y F 3 = (2, 1, 2), 
realizando lo siguiente: (a) Verifique que F|, F 2 y F 3 no 
son independientes al demostrar que sus representa¬ 
ciones de posición son coplanares; (b) verifique que los 
vectores no forman una base probando que no todo vec¬ 
tor de V 3 puede expresarse como una combinación lineal 
de F|, F 2 y F 3 (es decir, no generan el espacio vectorial). 

55. Demuestre el teorema 10.2.14. 

56. Si las medidas en'radianes de los ángulos directores de 
un vector son iguales, ¿cuál es la medida de cada uno? 
Explique cómo llegó a la respuesta. 
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10.3 PRODUCTO PUNTO 


Hasta este momento se han definido las siguientes operaciones con vecto¬ 
res: adición, sustracción y multiplicación de un vector por un escalar. El resul¬ 
tado de cada una de estas operaciones es un vector. A continuación se definirá 
la operación en la que se multiplicarán dos vectores, denominada producto 
punto , la cual tiene como resultado un escalar y no un vector. 


10.3.1 Definición de producto punto 


El producto punto de dos vectores A y B, denotado por A • B, se 
define como sigue: 

(i) Si A = (a i, a 2 ) y B = (b¡, b 2 ) son dos vectores de V 2 , entonces 

A • B = a\b\ + a 2 b 2 

(ii) Si A = (fl|, üi, a 2 ) y B = {b¡, b 2 , b 2 ) son dos vectores de V3, 
entonces 

A • B = a\b\ + a 2 b 2 * 


En ocasiones el producto punto recibe el nombre de producto interior o, 
producto escalar, no debe confundirse con la multiplicación escalar (mul¬ 
tiplicación por un escalar) la cual es el producto de un escalar y un vector. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(-i, 4), entonces 

Si A = <2, -3) y B = 

AB = <2,-3)-<-i,4> 


= (2) (-i) + (-3) (4) 

= -13 

◄ 

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

B = (-5, 3, -2), entonces 

Si A = (4, 2, -6) y 

A • B = <4, 2, -6) • <-5, 3, -2) . 


= 4(-5) + 2(3) + (-6) (-2) 

= -2 

◄ 

Los productos puntos que contienen los vectores unitarios i, j y k son 
útiles y pueden verificarse fácilmente (consulte los ejercicios 5 y 6): 

i - i = 1 j * j = 1 k • k = 

i * j = 0 i-k = 0 j-k = 

1 

0 

El teorema siguiente afirma que el producto punto es conmutativo y 
que se distribuye con respecto a la adición vectorial. 

1 10.3.2 Teorema j 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , entonces 


(i) A • B = B • A (ley conmutativa) 

(ii) A • (B + C) = A • B + A • C (ley distributiva) 
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Las demostraciones se dejan como ejercicios (refiérase a los ejercicios 7 y 8 ). 
Como A • B es un escalar, la expresión (A • B) • C carece de signifi¬ 
cado. En consecuencia, no se considera la asociatividad del producto punto. 
En el teorema siguiente se presentan otras leyes del producto punto. 


10.3.3 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , y c es cualquier 
escalar, entonces 

(i) c(A • B) = (cA) • B 

(ii) 0 • A = 0 

(iii) A • A = || A || 2 


y 



FIGURA 2 


Las demostraciones se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 
9 y 10). 

Ahora se considerará el significado de ángulo entre dos vectores , el 
cual conduce a otra expresión para el producto punto de vectores. 


10.3.4 Definición del ángulo entre dos vectores 


Sean A y B dos vectores diferentes del vector cero. 

(t) Si A no es un múltiplo escalar de B y si OP es la representación 
de posición de A y OQ es la representación de posición de B, 
entonces el ángulo entre los vectores A y B es el ángulo de me¬ 
dida positiva entre OP y OQ e interior al triángulo determinado 
por O, P y Q. 

(ii) Si A = cB, donde c es un escalar, entonces si c > 0, el ángulo 
entre los vectores mide 0 radianes; y si c < 0 , entonces el án¬ 
gulo entre los vectores mide n radianes. 

El símbolo empleado para denotar el ángulo entre dos vectores tam¬ 
bién se utiliza para representar la medida del ángulo. De la definición, si 0 es 
la medida en radianes del ángulo entre dos vectores, entonces 0 < 0 < n. La 
figura 1 muestra el ángulo 0 entre los vectores A y B (donde A no es un 
múltiplo escalar de B) de V 2 , y la figura 2 muestra el ángulo cuando los vec¬ 
tores pertenecen a V 3 . 



10.3.5 Teorema 


Si 6 es el ángulo entre los vectores A y B, diferentes del vector cero, 
entonces 

A • B = || A || || B || eos 6 

Demostración La figura 3 muestra la representación de posición OP de A, 
la representación de posición OQ de B, la representación PQ de B - A, y 
el ángulo 6 en el origen, dentro del triángulo POQ. De la ley de los cose¬ 
nos, se tiene 


FIGURA 3 


eos 6 = 


2 


B - a || 2 


( 1 ) 
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Al aplicar las propiedades del producto punto, de los teoremas 10.3.2 y 
10.3.3, resulta 

|| B - A || 2 = (B - A) - (B - A) 

= (B - A) • B - (B - A) • A 

= B • B - A • B - B • A + A • A 

= |j B || 2 - 2A • B + || A || 2 (2) 


Si se sustituye de (2) en (1), se obtiene 


eos 9 = 


eos 6 = 


|1A|P + IIB|| 2 - (IIB|| 2 - 2AB + ||A|p) 

2 ||a||||b|| 

2A • B 

2||a||||b|| 


A • B = || A || || B || eos 9 m 

El teorema 10.3.5 afirma que el producto punto de dos vectores es el 
producto de los módulos de los vectores y el coseno del ángulo entre ellos. 


► EJEMPLO 1 


Dados los vectores 


A = 6¡ - 3j + 2k y B = 2i + j - 3k 


determine eos 9 si 9 es el ángulo entre A y B. 


Solución Primero se calcula A • B, || A ¡| y j| B ||. 


A-B = (6,-3, 2)-(2, 1,-3} || A || 

= 12-3-6 
= 3 


V36 + 9 + 4 || B 

V49 

7 


VÍ + 1 + 9 
VT4 


Del teorema 10.3.5, 


eos 9 = 


A • B 

l|A||||B|| 


3 

7VT4 


◄ 


En la sección 10.1 se dijo que si dos vectores diferentes del vector cero 
son múltiplos escalares uno del otro, entonces tienen la misma dirección o 
direcciones opuestas. Este hecho conduce a la siguiente definición. 


10.3.6 Definición de vectores paralelos 


Se dice que dos vectores son paralelos si y sólo si uno de los vectores es 
múltiplo escalar del otro. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Los vectores (3,-4, 8) y 

(j,-1, 2) son paralelos debido a que (3,-4, 8) = 4(^,-1,2). 4 

Si A es cualquier vector, entonces 0 = 0A; de modo que, de la defini¬ 
ción 10.3.6, el vector cero es paralelo a cualquier vector. 
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Se te pedirá como ejercicio que demuestre el hecho de que dos vectores 
diferentes del vector cero son paralelos si y sólo si la medida en radianes del 
ángulo entre ellos es 0 o n (consulte el ejercicio 49). 

Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero,'entonces, por el 
teorema 10.3.5, 

eos 6=0 si y sólo si A • B = 0 
Como 0 < 6 < n, se infiere de esta proposición que 

6 = | n si y sólo si A • B = 0 
En consecuencia se tiene la definición siguiente. 


10.3.7 Definición de vectores ortogonales 


Se dice que dos vectores A y B son ortogonales (o perpendiculares) 
si y sólo si A • B = 0. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Los vectores (-4, 5, 0) y 

(10, 8 . 3) son ortogonales ya que 

(-4. 5,0) *(10, 8.3) = (-4)(10) + (5)(8) + (0)(3) 

= 0 ◄ 

Si A es cualquier vector, 0 • A = 0, y por tanto, el vector cero es orto¬ 
gonal a cualquier vector. 


► EJEMPLO 2 Dados A = 3i + 2j y B = 21 + ífej, donde k 
es un escalar, determine (a) k tal que A y B sean ortogonales; (b) k tal que A 
y B sean paralelos. 


Solución 

(a) Por la definición 10.3.7, A y B son ortogonales si y sólo si A • B = 0; 
es decir, 

(3)(2) + 2(k) = 0 
k = -3 



^FIGURA 4 


(b) De la definición 10.3.6, A y B son paralelos si y sólo si existe algún 
escalar c tal que (3, 2) = c(2, A); esto es, 

3 = 2c y 2 = ck 

Al resolver estas dos ecuaciones simultáneamente se obtiene k = 5 . 4 


► EJEMPLO 3 Demuestre, empleando vectores, que los puntos 
A(4, 9, 1), B(-2, 6 , 3) y C( 6 , 3, -2) son vértices de un triángulo rectángulo. 

Solución El triángulo CAB se muestra en la figura 4. De la figura se 
observa que el ángulo en A puede ser un ángulo recto. Se obtienen \(AB) y 
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VC4C) y si el producto punto de estos dos vectores es cero, entonces el ángulo 
en A es un ángulo recto. 

V(Á£) = <-2 -4,6 - 9,3 - 1) V(ÁC) = <6 - 4,3 - 9,-2 - 1) 
= <-6,-3, 2) = <2,-6,-3) 

V(AB) • V(AC) = <-6, -3, 2) • <2, - 6, -3) 

= -12 + 18-6 
= 0 



FIGURA 5 


Conclusión: V(AB) y V(AC) son ortogonales; de modo que el ángulo 
en A es un ángulo recto, y por tanto, el triángulo CAB es un triángulo rec¬ 
tángulo. ^ 

Una interpretación geométrica del producto punto se obtiene a partir de 
la proyección escalar de un vector sobre otro. Observe la figura 5, donde OP y 
OQ son las representaciones de posición de los vectores A y B. respecti¬ 
vamente. El punto R es el pie de la perpendicular de Q a la recta que contiene 
a OP. La proyección escalar de B sobre A es el módulo del vector que tiene a 
OR como su representación de posición. 


B 



j¡ B || eos 9 > 0 
(a) 


B 



j| B || eos 6 < 0 
(b) 

FIGURA 6 


10.3.8 Definición de la proyección escalar 
de un vector sobre otro 


Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero, entonces la 
proyección escalar de B sobre A se define como || B || eos 8, donde 
8 es el ángulo entre A y B. 

Observe que la proyección escalar puede ser positiva o negativa, depen¬ 
diendo del signo de eos 6. 

Del teorema 10.3.5, 

A ' B = || A || <|| B ¡j eos 6) (3) 

De modo que el producto punto de A y B es el módulo de A multiplicado por 
la proyección escalar de B sobre A. Consulte las figuras 6(a) y (b). Como el 
producto punto es conmutativo, A ■ B también es igual al módulo de B mul¬ 
tiplicado por la proyección escalar de A sobre B. 

Si B = b \i + ¿2Í + b^k, entonces 

i • B = ¿>| j * B = ¿ 2 k • B = ¿3 

En consecuencia, del producto punto de B y uno de los vectores unitarios 
i, j o k, se obtiene la componente de B en la dirección de ese vector unitario. Con 
el fin de generalizar este resultado, sea U cualquier vector unitario, entonces de 
(3), si 6 es el ángulo entre U y B, 

U B = || U || || B || cos0 
= || B || eos 6 

Por tanto, U • B es la proyección escalar de B sobre U, a la cual se le llama 
componente del vector B en la dirección de U. De manera más general, la com¬ 
ponente de un vector B en la dirección de un vector A es la proyección es¬ 
calar de B sobre un vector unitario en la dirección de A. 

El teorema siguiente puede emplearse para calcular la proyección escalar 
de un vector sobre otro. 
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10.3.9 Teorema 


La proyección escalar del vector B sobre el vector A es 

A-B 

II A || 


Demostración Déla definición 10.3.8, la proyección escalar de B sobre 
A es || B || eos 9, donde 0 es el ángulo entre A y B. Del teorema 10.3.5, 


A || || B || eos 6 = A-B 


|| B || eos 9 


A-B 

|| a|| 


Consulte otra vez la figura 5. Si C es el vector que tiene a OR como su 
representación de posición, entonces C se denomina vector proyección de 
B sobre A. Para determinar C, se multiplica || B || eos 9 por el vector uni¬ 
tario que tiene la misma dirección de A. Así, 



(|| B || eos 8)-A- • 

II A II 

||A || (|| B || eos 8) A 



(del teorema 10.3.5) 


Este resultado se establece en el siguiente teorema. 


10.3.10 Teorema 


El vector proyección del'vector B sobre el vector A es 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 1; para los 

vectores 


A = 6i - 3j + 2k y B = 2¡ + j - 3k 
se calculó A-B = 3 y || A || = 7. 

La componente de B en la dirección de A es la proyección escalar de B 
sobre A, la cual, del teorema 10.3.9, es 


A-B 3 



Del teorema 10.3.10, el vector proyección de B sobre A es 


¿(6i - 3J + 2k) 

J_ i + A k 

49 49 J 49 


◄ 


A = 
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► EJEMPLO 4 Sean los vectores 
A = -5¡ + j y B = 4i + 2j 

Determine: (a) la proyección escalar de B sobre A; (b) el vector proyección 
de B sobre A. (c) Muestre en una figura las representaciones de posición de 
A, B y el vector proyección de B sobre A. 

Solución Primero se calcula A • B y || A ||. 

A • B = <—5, 1) • <4, 2) || A || = V(-5) 2 + l 2 

= -20 + 2 = V26 

= -18 


(a) Del teorema 10.3.9, la proyección escalar de B sobre A es 

A • B = _18_ 

NI ^26 

(b) Del teorema 10.3.10, el vector proyección de B sobre A es 



-i(-5¡ + J) 
-£(-5i + j) 


y 



(c) La figura 7 muestra las representaciones de posición de A, B y C. don-, 
de C es el vector proyección de B sobre A. 4 


► EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto P( 4, 1, 6) a la recta 
que pasa por los puntos 4(8, 3, 2) y B(2, -3, 5). 

Solución La figura 8 muestra el punto P y la recta que pasa por A y B. 
El punto M es el pie de la perpendicular a la recta que pasa por Ay B trazada 
desde P. Sean d unidades la distancia | PM \. Así, por el teorema de Pitágoras, 

d = V|Áp| 2 - |a^F (4) 


A fin de aplicar (4) se necesita calcular | AP |, la cual es el módulo de \(AP) 
y \AM\, que es la proyección escalar de \(AP) sobre V(AB). Prim'ero se 
determinan V(AP) y V(AB). 


z 



V(AP) = <4 - 8, 1 - 3, 6 - 2) 
= <-4,-2,4) 


V(Afl) = <2 - 8, -3 - 3, 5 - 2) 
= <-6, -6, 3) 


Se obtiene |AP| al calcular || \(AP) ||, y se calcula | AM | mediante el teore¬ 
ma 10.3.9 con A = V(Áfl) y B = V(ÁP). 


|AP| = || V(AP) |) \am\ = 

= VM) 2 + (~2) 2 + 4 2 
= V36 


V(AB)- V(AP) 
l|V(ÁB)|| 

<-6, -6, 3) • <-4, -2, 4) 
V(- 6) 2 + (-6) 2 + 3 2 

24 + 12 + 12 

V8T 


= 6 


48 

9 


FIGURA 8 
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Si se sustituyen estos valores de | AP \ y \ AM | en (4) resulta 

d = V6 2 - (f ) 2 
- 

- | -m * 

En la sección 6.4 se dijo que si una fuerza constante de F libras mueve 
un cuerpo una distancia de d pies a lo largo de una recta y la fuerza actúa en 
la dirección de movimiento, entonces si W es el número de libras-pie del 
trabajo realizado por la fuerza, W = Fd. Sin embargo, suponga que la fuer¬ 
za constante no está dirigida a lo largo de la recta de movimiento. En este 
caso los físicos definen el trabajo realizado como el producto de la compo¬ 
nente de la fuerza a lo largo de la recta de movimiento, por el desplazamien¬ 
to. Si un objeto se mueve de un punto A a un punto B , se denomina vector 
de desplazamiento, el cual se denota por V(A5), al vector que tiene a AB 
como una representación. De modo que si el módulo de un vector F de 
fuerza constante se expresa en libras y la distancia de A a B se expresa en 
pies, y 6 es el ángulo entre los vectores F y \(AB), entonces si W es el nú¬ 
mero de libras por pie del trabajo realizado por la fuerza F que mueve un 
cuerpo de A a B, 

W = (|| F || eos 6) || V(ÁS) || 

= || F || || V(Áfl) || eos 6 
= F • V(Afl) 


► EJEMPLO 6 Suponga que una fuerza F tiene una intensidad 
de 6 Ib y la medida del ángulo que indica su dirección es i Trrad. Calcule el 
trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una recta desde 
el origen al punto P{1, 1), donde la distancia se mide en pies. 

Solución La figura 9 muestra las representaciones de posición de F y 
\(OP). Como F = (6 eos ¿tr, 6 sen ¿tr) y V(ÓP) = (7, 1), entonces si 
W lb-pie es el trabajo realizado, 

W = F • \(OP) 

FIGURA 9 = {6 eos g n, 6 sen x -n) • (7, 1) 

= <3V3,3> • <7, 1) 

= 21 V3 + 3 
= 39.37 

Conclusión: El trabajo realizado es aproximadamente 39.37 lb-pie. Á 

Los vectores tienen representaciones geométricas independientes del 
sistema coordenado utilizado. Debido a esto, el análisis vectorial puede em¬ 
plearse para demostrar ciertos teoremas de geometría plana como se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 


y 



► EJEMPLO 7 Demuestre mediante análisis vectorial que las 
alturas de un triángulo coinciden en un punto. 

Solución Sea ABC un triángulo que tiene alturas AP y BQ que inter- 
sectan en el punto S. Dibuje la recta que pasa por C y S, y que intersecta el 
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c 



lado AB en el punto R. Se desea demostrar que RC es perpendicular a AB 
(vea la figura 10). 

Sean AB, BC, AC, AS, BS y CS representaciones de vectores. Consi¬ 
dere que el vector \(AB) tiene al segmento dirigido AB como una repre¬ 
sentación. De manera semejante sean V(BC), \(AC), \(AS), \(BS) y V(CS) 
los vectores que tienen al segmento dirigido entre paréntesis como una re¬ 
presentación. 


Como AP es una altura del triángulo, 


V(ÁS) • V(SC) = 0 

(5) 

También, como BQ es una altura del triángulo. 


V(' BS) • V(AC) = 0 

(6) 


Con el proposito de probar que RC es perpendicular a AB se demostrará 
que V(CS) ■ V(AB) = 0. 

V(C§) • V(ÁB) = V(CS) • [V(ÁC) + V(CB)] 

= V(CS) • V04C) + V(CS) • V(CB) 

= [V(CB) + V(BS)] • V(AC) + [V(CÁ) + V(AS)] • V(CB) 

= V(CB) • V(AC) + \(BS) • V(AC) + V(C4) • V(Cñ) + V(AS) • V(Cñ) 

Al sustituir V(C4) por-V(AC) y al utilizar (5) y (6) se obtiene 

V(CS) • \(AB) = \(CB) • \(ÁC) + 0 + [-V(A?)] • \(CB) + 0 

= 0 


Conclusión: Las alturas AP, BQ y CR son concurrentes, es decir, coinci¬ 
den en un punto. A 


EJERCICIOS 10.3 


En los ejercicios I a 4, calcule A • B. 

1. (a) A = (-1, 2), B = (-4, 3) 

(b) A = 2¡ - j, B = ¡ + 3j 

2. (a) A = <},-*), B = <f. í) 

(b) A = —2¡, B = -i + j 

3. (a) A = <f, H>’ B = <M'Í> 

(b) A = 3j - 2k, B = i + j - 3k 

4. (a) A = <4, 0, 2,), B = <5, 2, -1) 

(b) A = 3i - 2j + k; B = 6i + 7j + 2k 

5. Demuestre que i • i = 1, i • k = 0, y j • k = 0. 

6. Demuestre que j • j = 1, k • k = 1, e i • j = 0. 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre el teorema para vectores 
de V 3 . 

7. Teorema 10.3.2(i) 8. Teorema 10.3.2(ii) 

9. Teorema 10.3.3(i) 10. Teorema 10.3.3(ii), (iii) 

En los ejercicios 11 y 12, si 0 es el ángulo entre A y B, calcule 
eos 0. 

11. (a) A = <4, 3), B = <1, -1) 

(b) A = 5i - 12j, B = 4i + 3j 


12. (a) A = (-2, -3), B = <3, 2) 

(b) A = 2i + 4j, B = -5j 

13. Determine el valor de k tal que la medida en radianes 
del ángulo entre los vectores del ejemplo 2 sea | k. 

14. Sean A = ki - 2j y B = li + 6j, donde k es un esca¬ 
lar. Obtenga el valor de k tal que A y B sean ortogonales. 

15. Sean A = 5 i - k¡ y B = li + 6j, donde k es un esca¬ 
lar. Obtenga el valor de k tal que (a) A y B sean ortogo¬ 
nales, y (b) A y B sean paralelos. 

16. Determine el valor de k tal que los vectores del ejercicio 
14 tengan direcciones opuestas. 

17. Si A = -8i + 4j y B = 7i - 6j, calcule (a) la proyec¬ 
ción escalar de A sobre B, y (b) el vector proyección de 
A sobre B. 

18. Para los vectores del ejercicio 17, (a) obtenga la proyec¬ 
ción escalar de B sobre A, y (b) el vector proyección de 
B sobre A. 

19. Determine la componente del vector A = 5i - 6j en la 
dirección del vector B = 7¡ + j. 

20. Para los vectores A y B del ejercicio 19, calcule la com¬ 
ponente de B en la dirección de A. 
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En los ejercicios 21 a 26, A = (-4, -2,4); B = {2, 7, -1); 
C = < 6 , -3, 0) v D = <5, 4, -3). 

21. Obtenga (a) A ■ (B + C); (b) (A • B)(C • D); (c) A • D - 

B • C; (d) (D ■ B)A - (D • A)B. 

22. Obtenga (a) A ■ B + A ■ C; (b) (A • B)(B • C); 
■ (c) (A • B)C + (B • C)D: (d) (2A + 3B) • (4C - .D). 


23. Calcule (a) eos 9 si 9 es el ángulo entre A y C; (b) la 
componente de C en la dirección de A; (c) el vector pro¬ 
yección de C sobre A. 


24. Determine (a) eos 9 si.0 es el ángulo entre B y D; (b) la 
componente de B en la dirección de D; (c) el vector pro¬ 
yección de B sobre D. 


25. Obtenga (a) la proyección escalar de A sobre B; (b) el vec¬ 
tor proyección de A sobre B. 

t Calcule (a) la proyección escalar de D sobre C; (b) el 
vector proyección de D sobre C. 

Calcule la distancia del punto (2, -1, -4) a la recta que 
■ pasa por los puntos (3, -2, 2) y (-9,-6, 6 ). 

Determine la distancia del punto (3,2, 1) a la recta que 
pasa por los puntos (1, 2, 9) y (-3,- 6 ,-3). 


29. Pruebe, empleando vectores, que los puntos (2, 2, 2), 
(2, 0, 1), (4, 1,-1) y (4, 3, 0) son los vértices de un rec¬ 
tángulo. 


realizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el 
punto (0, -2) hasta el punto (0, 5). La distancia se mide 
en pies. 

39. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensidad 
3e 9 Ib y su dirección está determinada por el ángtilo 
cuya medida en' radianes es ^ K. Determine el trabajo rea¬ 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el ori¬ 
gen hasta el punto (-4, -2). La distancia se mide en pies. 

40. Dos fuerzas representadas por los vectores F] y F 2 ac¬ 
túan sobre una partícula ocasionando que se desplace a 
lo largo de una recta desde el punto (2, 5) hasta el punto 
(7, 3). Si F, = 3¡ - j y F 2 = -4i + 5j, y si las intensi¬ 
dades de las fuerzas se miden en libras y la distancia en 
pies, calcule el trabajo realizado por las dos fuerzas al 
actuar juntas. 

41. Si una fuerza tiene la representación vectorial F = 
3i - 2j + k, calcule el trabajó realizado por la fuerza al 
desplazar un objeto a lo largo de una recta desde el puntó 
P |(-2, 4, 3) hasta el punto P 2 ( 1, -3, 5). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 

42. Si una fuerza tiene la representación vectorial F = 
5i - 3k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al des¬ 
plazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
P|(4, 1, 3) hasta el punto P 2 (-5, 6 , 2). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 


0 

0 


Demuestre, utilizando vectores que los puntos (2, 2, 2), 
(0, 1, 2), (-1, 3, 3) y (3, 0, 1) son los vértices de un 
paralelogramo. 

Determine el área del triángulo cuyos vértices son 
(-2, 3,1), (1,2, 3) y (3, -1,2). 

Demuestre,'empleando vectores, que los puntos (-2. 1, 6 ), 
(2, 4, 5) y (-1, -2, 1) son los vértices de un triángulo 
rectángulo, y determine el área del triángulo. 


33. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre¬ 
sentación cuyo puntó inicial sea el punto (2, 4), y que 
sean tangentes a la parábola y =' jr 2 en ese punto. 


34. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre¬ 
sentación cuyo punto inicial sea el punto (2,4), y que 
sean normales a la parábola y = x 2 en ese punto. 

35. Si A = 3¡ + 5j - 3k, B = -i - 2j + 3k y C = 
2i - j + 4k, obtenga la componente de B en la direc¬ 
ción A - 2C. 


36. Calcule los cosenos de los ángulos del triángulo que tie¬ 
ne vértices en A(0,0, 0), S(4, -1, 3) y C(l, 2, 3). 

37. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi¬ 
dad de 8 Ib y su dirección está determinada por el ángulo 
cuya medida en radianes es | n. Determine el trabajo rea¬ 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto (a) a lo largo 
del eje x desde el origen hasta el punto ( 6 , 0 ), y (b) a lo 
largo del eje y desde el origen hasta el punto (0, 6 ). La 
distancia se mide en pies. 


43. El vector F representa una fuerza que tiene una intensi¬ 
dad de 10 Ib, y los cosenos directores de' F son 
eos a = i-x/6 y eos ¡3 = Si la fuerza desplaza un 
cuerpo a lo largo de una recta desde el origen hasta el 
punto (7, -4, 2), calcule el trabajo realizado. La distancia 
se mide en pies. 

A y B son vectores diferentes del vector cero, de¬ 
muestre que el vector A - cB es ortogonal a B si 
c = A • B/|| B II 2 . 


^ m 


45. Si A = 12i + 9j - 5k y B = 4i + 3j - 5k, emplee 
el resultado del ejercicio 44 para determinar el valor del 
escalar c de modo que el vector B - cA sea ortogonal 
a A. 


46. Para los vectores del ejercicio 45, utilice el resultado del 
ejercicio 44 a fin de calcular el valor del escalar d de 
modo que el vector A - dB sea ortogonal a B. 

47. Demuestre que si A y B son dos vectores cualesquiera, en¬ 
tonces los vectores || B 1| A + || A ¡| B y || B || A - ||a||b 
son ortogonales. 

48. Demuestre que si.A y B son dos vectores cualesquiera 
diferentes del vector cero y C = ¡| B || A + || Á || B, en¬ 
tonces el ángulo entre A y C tiene la misma medida en 
radianes que el ángulo entre B y C. 

49. Demuestre que dos vectores diferentes del vector cero 
son paralelos si y sólo si la medida en radianes del ángulo 
entre ellos es Ojo 7r. 


38. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 50. Demuestre, mediante análisis vectorial, que las medianas, 

dad de 10 Ib y su dirección está determinada por el ángu- de un triángulo son concurrentes, es decir coinciden en 

lo cuya medida en radianes es | n. Calcule el trabajo un punto. 
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51. Demuestre, mediante análisis vectorial, que el segmento de 
recta que une los puntos medios de dos lados de un triángulo 
es paralelo al tercer lado y sü longitud es la mitad de 
la longitud del tercer lado. 

52. Demuestre, mediante análisis vectorial, que el segmento 
de recta que une los puntos medios de los lados no parale¬ 
los de un trapecio es paralelo a los lados paralelos del 
trapecio y su longitud es la mitad de la suma de las longi¬ 
tudes de los lados paralelos. 

53. La ley de refracción de Snell trata sobre la luz que atra¬ 
viesa de un medio,-tal como el aire, a otro medio más 
denso, tal como el agua. La ley establece que la parte del 
rayo luminoso que pasa por el medio más denso será 
refractado (“desviado”) hacia la normal. Observe la figura 
adjunta donde d¡ es el ángulo de, incidencia y 0 2 es el, 
ángulo de refracción. De la ley de Snell, 

sen 9¡ = ¡j sen d 2 


57. Demuestre la ley del paralelogramo: si A y B son dos 
vectores cualesquiera, entonces 

II a + B || 2 + ||A - B || 2 = 2 || A ||- + 2 || B || 2 

¿Cuál es la interpretación geométrica de esta identidad? 

Sugerencia: observe la figura adjunta que muestra el para¬ 
lelogramo determinado por las representaciones de los 
vectores A y B. 



donde fi es el índice de refracción del medio más denso. De¬ 
muestre que si A es un vector unitario a lo largo del rayo in¬ 
cidente, B es un vector unitario a lo largo del rayo refractado, 
F es un vector unitario en la interface y N es el vector normal 
unitario en la interfáce como se muestra en la figura, entonces 

A • F + /tB • F = O ' 


Ángulo de incidencia 

\ 

Rayo incidente 


Aire 


' Interfáce 


t J? ’ vAgua 
Rayo refracfado 


&■> 


’ Ángulo de refracción- 1 ' 


54. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz: si 
A y B son dos vectores cualesquiera, entonces 

IA '„B | < || A || || B || 

donde la igualdad se cumple si y sólo si existe un escalar c 
tal que A = cB, es decir, A y B son paralelos. 

55. Demuestre el siguiente teorema: si A y B son dos vecto¬ 
res cualesquiera, entonces 

||A + B|| 2 = || A || 2 + 2A-B + || B || 2 

Sugerencia: utilice el teorema 10.3.3(iii). 

56. Demuestre el teorema de Pitágoras: 

II a + B || 2 = || A || 2 + |J B || 2 

si y sólo si A y B son ortogonales. Sugerencia: utilice la 
identidad del ejercicio 55. 


58. Demuestre la identidad de polarización: si A y B son dos 
vectores cualesquiera, entonces 

||a + B || 2 - ||A - B || 2 = 4A-B 

¿Cuál es la interpretación geométrica de esta identidad? 
Sugerencia: consulte la figura del ejercicio 57. 

59. En la teoría electromagnética, en ocasiones es necesario 
realizar lo siguiente: si E y H son dos vectores dados, es¬ 
criba E como la suma de dos vectores E, y E-, tales que 
E, sea paralelo a H y E 2 sea ortogonal a H. Defina E, 
y E 2 en esta situación. 

60. La notación vectorial junto con el producto punto pueden 
„ emplearse para almacenar datos. Por ejemplo, suponga 

que una compañía de inversiones vende acciones de los 
tipos X, Y y Z. Seán a¡. a 2 'y a¡ las componentes del vector 
A, respectivamente, las cantidades de acciones X, Y y Z 
vendidas un día específico. Sean j, y j 3 las compo¬ 
nentes del vector S. respectivamente, las cantidades de 
dólares de los precios de venta de las acciones X, Y y Z en 
ese día. Entonces, si R dólares es el ingreso total obtenido 
por las tres acciones en ese día. R = A • S. Calcule el 
ingreso total obtenido por la venta de las tres acciones 
cada día de la semana, donde A y S se proporcionan en la 
tabla 1. Nota:- puesto que una compañía no está limitada 
a comerciar sólo tres acciones, este ejemplo puede 
generalizarse para comercializar n acciones donde los 
vectores A y S tiene cada uno n .componentes, de modo que 
A ='. <rq, a 2 , a 3 , . . . , a„) y S = <.5,. j 2 , s 3 , .... s n ), y 

A • S = rq.tj + a 2 .s 2 + a 3 .s 3 + ... + a„s n 


Tabla ¡ 


Día 

A 

s 

Lunes 

(250. 180, 310) 

<25.50, 16.80, 54.55) 

Martes 

(185.210,215) 

(27.50, 14.60,61.25) 

Miércoles 

(400. 120. 180) 

(21.20.21.50,66.50) 

Jueves 

<355, 165, 200) 

<23.40. 18.50, 62.30) 

Viernes 

(370. 145, 240) 

(22.60. 19.10.61.75) 
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10.4 PLANOS Y RECTAS EN R 3 

La gráfica de una ecuación en dos variables, x y y, es una curva en R 2 . 
El tipo de curva más simple es una recta cuya ecuación general es 
Ax + By + C = 0, la cual es una ecuación de primer grado. En R 2 , la grá¬ 
fica de una ecuación en tres variables, x,yyz, es una superficie. En la sección 
10.2 se estudió una superficie particular, la esfera, y en la sección 10.6 se 
tratarán otras superficies. En esta sección se concentrará la atención en la 
superficie más simple, el plano , y aprenderá que una ecuación de un plano 
es de primer grado en tres variables. También sabrá que las rectas en R 3 
se definen mediante pares de ecuaciones, en los que cada ecuación representa a 
un plano que contiene a la recta. 


X 


z 

♦ 



FIGURA 1 


y 


10.4.1 Definición de plano 


Si N es un vector dado diferente del vector cero y P 0 es un punto 
dado, entonces el conjunto de todos los puntos para los cuales \(PqP) 
y N son ortogonales define al plano que pasa por Pq y tiene a N 
como vector normal. 


La figura 1 muestra una porción del plano que pasa por Pq(x 0 , y 0 > Zo) y 
la representación del vector normal N cuyo punto inicial es P 0 . 

En geometría analítica plana se puede obtener una ecuación de una recta 
si se conocen un punto de la recta y su dirección (pendiente). De manera aná¬ 
loga, en geometría analítica sólida puede determinarse una ecuación de un 
plano conociendo un punto del plano y la dirección de un vector normal. 


10.4.2 Teorema 


Si P(^xq, y 0 , z 0 ) es un punto de un plano y {a, b, c) es un vector normal 
al plano, entonces una ecuación del plano es 


a(x - xq) + b(y - y Q ) + c (z - Zq) = 0 


Demostración Refiérase a la figura 1, donde N = {a, b , c). Sea P(x, y, z) 
cualquier punto del plano. \(P Q P) es el vector que tiene a PqP como una 
representación; de modo que 


V(P 0 P) = <* - x 0 , y - y 0 > z - zo) (!) 

De la definición 10.4.1 y del hecho de que el producto punto de dos vectores 
ortogonales es cero se tiene 

V(7y>) • {a, b, c) = 0 

De (1) y de la ecuación anterior se obtiene 

a(x - xq) + b(y - y 0 ) + c(z - z o) = 0 

la cual es la ecuación deseada. ■ 


^ EJEMPLO I Obtenga una ecuación del plano que contiene al 
punto (2, 1, 3) y tiene al vector 31 - 4j + k como un vector normal. 
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Solución Del teorema 10.4.2, donde (x 0 , yo, Zo) es el punto (2, 1, 3) y _ 
(a, b, c) es el vector (3, -4, 1), se tiene como una ecuación del plano 

3U - 2) - 4(y - 1) + (z - 3) = 0 

3x - 4y + z - 5 = 0 4 


10.4.3 Teorema 


Si a, b y c no son Cero a la vez, la gráfica de una ecuación de la forma 
ax + by+cz + d = 0 

es un plano y (a, b, c) es un vector normal al plano. 

Demostración Suponga que b 0. Entonces el punto (0, -d/b, 0) está 
en la gráfica de la ecuación debido a que sus coordenadas satisfacen la 
ecuación. La ecuación dada puede expresarse como 

a(x - 0) + b jy + + c(z - 0) = 0 

la cual, por el teorema 10.4.2, es la ecuación de un plano que pasa por el 
punto (0, -d/b, 0) y para el cual (a,b,c) es un vector normal. Esto de¬ 
muestra el teorema si b ^ 0. Un argumento similar es válido si b = 0 y 
a * 0, o bien, r # 0. ■ 

Las ecuaciones de los teoremas 10.4.2 y 10.4.3 se denominan ecuacio¬ 
nes cartesianas del plano. La ecuación del teorema 10.4.2 es análoga a la 
forma punto-pendiente de una ecuación de una recta en dos dimensiones. 
La ecuación del teorema 10.4.3 es la ecuación general de primer grado en 
tres variables y se le llama ecuación lineal. 

Un plano está determinado por tres puntos no colineales, por una recta y 
un punto fuera de ella, por dos rectas que se intersectan, o por dos rectas 
paralelas. 


► EJEMPLO 2 Determine una ecuación del plano que pasa por 
los puntos P{ 1, 3, 2), 0(3,-2, 2) y R( 2, 1, 3). 

Solución Del teorema 10.4.3, la gráfica de la ecuación lineal 

ax + by + cz + d = 0 (2) 

es un plano. Si esta ecuación es satisfecha por las coordenadas de los puntos 
P, Q y R, entonces el plano los contendrá. Al sustituir x, y y z en (2) por las 
coordenadas de los tres puntos se tienen las ecuaciones 

a + 3b + 2c + d = 0 

3a - 2b + 2c + d = 0 

2a + b + 3c + d = 0 

Si se resuelve este sistema de ecuaciones para a. b y c en términos de d, se 

obtiene 

a = -grf b = -\d c = ¡jd 
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Plano: 2x + 4y + 3z = 8 

FIGURA 2 



Plano: 3x + 2y - 6z = 0 


Al sustituir a, b y c en (2) por estos valores resulta 
-\dx - \dy + tdz + d = 0 

Si se multiplican los dos miembros de esta ecuación por -9¡d, se obtiene 
5x + 2y-z-9 = 0 

la cual es la ecuación requerida. 4 

Para dibujar un plano a partir de su ecuación, conviene determinar los 
puntos en los que el plano intersecta a cada uno de los ejes coordenados. La 
coordenada x del punto en el que el plano corta al eje x se denomina 
intercepción x del plano; la coordenada y del punto en el que el plano inter¬ 
secta al eje y se llama intercepción y de) plano; y la intercepción z del plano 
es la coordenada z del punto en el que el plano intersecta al eje z. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se desea dibujar el plano 

que tiene la ecuación 
2x + 4y + 3z = 8 


FIGURA 3 


z 



Plano: x - 3 

FIGURA 4 



Plano: >• = 5 

FIGURA 5 


Al sustituir cero por y y z se obtiene x = 4; de modo que la intercepción x 
del plano es 4, Las intercepciones y y z se obtienen de manera similar; ellas 
son 2 y respectivamente. Al localizar estas intercepciones y al unir¬ 
las con rectas se obtiene la figura 2. Observe que sólo una porción del plano 
se muestra en la figura. 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de dibujar el plano que 

tiene la ecuación 

3x + 2y - 6z = 0 

primero observe que debido a que la ecuación se satisface cuando x, y y z 
son cero, el plano intersecta a cada uno de los ejes en el origen. Si x = 0 
en la ecuación anterior, se obtiene y - 3z = 0, la cual es una recta en el 
plano yz; ésta es la recta de intersección del plano yz con el plano dado. 
De igual manera, la recta de intersección del plano xz con el plano dado se 
obtiene al considerar y = 0, de lo que resulta x - 2z = 0. Al dibujar cada 
una de estas dos rectas y el segmento de recta desde un punto de una de las 
rectas hasta otro punto de la otra recta, se obtiene la figura 3. 4 

En el ejemplo ilustrativo 2, la recta del plano yz y la recta del plano xz 
se denominan trazas del plano dado en los planos yz y xz, respectivamente. 
La ecuación x = 0 es una ecuación del plano yz ya que el punto (x, y, z) está 
en el plano yz si y sólo si x = 0. De manera semejante, las ecuaciones 
y = 0 y z = 0 son ecuaciones de los planos xz y xy, respectivamente. Un 
plano paralelo al plano yz tiene una ecuación de la forma x = k, donde k es 
una constante. La figura 4 muestra el plano que tiene ecuación x = 3. Un 
plano paralelo al piano xz tiene una ecuación de la forma y = k, y un plano 
paralelo al plano xy tiene una ecuación de la forma z = k. Las figuras 5 y 6 
muestran los planos que tienen las ecuaciones y = 5 y z = 6, respectivamente. 
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6 



Plano: z = 6 

FIGURA 6 



Ángulo entre dos planos 


FIGURA 7 



FIGURA 8 


10.4.4 Definición de ángulo entre dos planos 


Un ángulo entre dos planos se define como el ángulo entre los vec¬ 
tores normales de los planos. 


Existen dos ángulos entre dos planos. Si uno de estos ángulos es 9, en¬ 
tonces el otro es el suplemento de 6. La figura 7 presenta dos planos y los 
dos ángulos entre ellos. 


► EJEMPLO 3 Determine la medida en radianes del ángulo 
agudo entre los planos 

5* - 2y + 5z - 12 = 0 y 2x + y - 7z + 11 = 0 

Solución Sean N¡ un vector normal al primer plano y N 2 un vector 
normal al segundo plano. Entonces 

N, = 5i - 2j + 5k y N 2 = 2¡ + j - 7k 


De la definición 10.4.4, el ángulo entre dos planos es el ángulo entre N| y 
N 2 . Así, del teorema 10.3.5, si Q es la medida en radianes de este ángulo, 
entonces 


eos 9 = 


Ni'N; 

Hn,í!||n 2 || 


(5,-2, 5)- (2, 1,-7) 

V25 + 4 + 25 V4~+ I + 49 

10-2-35 
V54 V54 


27 

54 



Por tanto, 0 = \k. El ángulo agudo entre los dos planos es el suplemento 
de 9, el cual es 1 n. ^ 


10.4.5 Definición de planos paralelos 


Dos planos son paralelos si y sólo si sus vectores normales áon 
paralelos. 


Recuerde que dos vectores son paralelos si y sólo si uno de los vectores 
es un múltiplo escalar del otro. Así, de la definición 10.4.5, si se tiene un 
plano con un vector normal N| y otro plano con un vector normal N 2 , en¬ 
tonces los dos planos son paralelos si y sólo si 

N, = *N 2 

donde k es una constante. La figura 8 muestra dos planos paralelos y repre¬ 
sentaciones de algunos de sus vectores normales. 


10.4.6 Definición de planos perpendiculares 


Dos planos son perpendiculares si y sólo si sus vectores normales 
son ortogonales. 






826 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 



I 


FIGURA 9 



Plano perpendicular al plano xy 

FIGURA 10 



De esta definición y del hecho de que dos vectores son ortogonales ¿i y 
sólo si su producto punto es cero, se infiere que dos planos, cuyos vectores 
normales son N) y N 2 , son perpendiculares si y sólo si 

N, • N 2 = 0 (3) 


► EJEMPLO 4 Determine una ecuación del plano que contenga 
al punto P( 4, 0, -2) y sea perpendicular a cada uno de los planos 

x - y + z - 0 y 2.r + y - 4z - 5 = 0 

Solución Sea M el plano requerido y (a, b, c), a ^ 0, un vector nor¬ 
mal de M. Sea A/| el plano que tiene la ecuación x - y + z = 0. Por el 
teorema 10.4.3, un vector normal de A/| es (1, -1, 1). Como M y M\ son 
perpendiculares, entonces de (3) 

(a, b, c) • (1,-1, 1) = 0 

a - b + c = 0 (4) 

Sea A/ 2 el plano que tiene la ecuación 2x + y - 4z - 5 = 0. Un vector 
normal de A/ 2 es (2, 1, -4). Puesto que M y Aí 2 son perpendiculares, 

(a, b , c) • (2, 1, -4) = 0 
2a + b - 4c = 0 

Si se resuelve esta ecuación y (4) simultáneamente para b y c en términos 
de a, se obtiene b = 2a y c = a. Por tanto, un vector normal de M es 
(a, 2a, a). Como P( 4, 0, -2) es un punto de M , entonces, del teorema 10.4.2, 
una ecuación de M es 

a(x - 4) + 2 a(y - 0) + a(z + 2) = 0 

Puesto que a ^ 0, se divide entre a y se reducen los términos semejantes 
para obtener 

,r + 2y + z- 2 = 0 


Plano perpendicular al plano vz 

FIGURA II 


ax + cz + d - 0 z 



La figura 9 muestra los tres planos y el punto P. • 4 

Considere ahora el plano que tiene la ecuación ax + by + d = 0 y el 
plano xy cuya ecuación es z = 0. Entonces (a, b, 0) y (0, 0, 1), son vecto¬ 
res normales a estos planos respectivamente. Como (a, b, 0) • (0, 0, 1) = 0, 
los dos planos son perpendiculares. Esto significa que un plano cuya ecua¬ 
ción no contenga término en z, es perpendicular al plano xy. La figura 10 
ilustra este hecho. De manera semejante puede concluirse que un plano 
cuya ecuación no contenga término en x es perpendicular al plano yz (consul¬ 
te la figura 11), y que un plano cuya ecuación no contenga término en y es 
perpendicular al plano xz (refiérase a la figura 12). 

Los vectores pueden emplearse para calcular la distancia de un punto 
a un plano. El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 


► EJEMPLO 5 


Calcule la distancia del punto (1,4, 6) al plano 


FIGURA 12 


2*-y + 2z+ 10 = 0 
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Solución Sea P el punto (1, 4, 6) y elija cualquier punto Q del plano. 
Por simplicidad se elige el punto Q como el punto donde el plano intersecta 
al eje x, esto es, el punto (-5, 0, 0). El vector que tiene a PQ como una 
representación está dado por 

\(PQ) = -6i - 4j - 6k 


Un vector normal al plano dado es 
N = 2i - j + 2k 


El negativo de N también es un vector normal al plano dado y 


P( 1,4, 6) 



S(-5.0,0) 


FIGURA 13 


-N = -2¡ + j - 2k 

No se tiene seguridad de cuál de los dos vectores, N o -N, forma el ángulo 
menor con el vector X(PQ). Sea N' uno de estos dos vectores, N o -N, que 
forman un ángulo de medida 9 < con \(PO). La figura 13 muestra 
una porción del plano dado que contiene al punto Q(-5, 0, 0), la represen¬ 
tación del vector N' que tiene su punto inicial en Q, el punto P(l, 4, 6), el 
segmento dirigido PQ y el punto R, el cual es el pie de la perpendicular de P 
al plano. Con el fin de simplificar no se han incluido los ejes coordenados en 
esta figura. La distancia | Rp | es la distancia requerida, la cual se denota 
por d. Como d es una distancia no dirigida, entonces es no negativa. En la 
figura 13 se observa que d es el valor absoluto de la proyección escalar de 
\(PQ) sobre N r . De este modo, por el teorema 10.3.9, se tiene 


, = | N' • X(PQ) 

IIn'II 


Debido a que se tiene el valor absoluto del producto punto en el numerador 
y el módulo de N' en el denominador, se puede sustituir N' por N, para 
obtener 


¿ = |N’- \(PQ) 

IIn'II 


• z 



FIGURA 14 


(2, -1, 2) • (-6, -4, -6)| 

V 4 + 1 + 4 

j— 12 + 4 - 12| 

V9 

_ 20 4 
3 

Ahora se estudiarán las rectas en R 3 . Sea L una recta que pasa por el 
punto dado P(x 0 , y 0 , z 0 ) y que es paralela a la representación del vector dado 
R = (a, b, c ). La figura 14 muestra a L y la representación de posición de R. 
La recta L es el conjunto de puntos P(x, y, z) tales que \(P 0 P) es paralelo a 
R. Así, P está en L si y sólo si existe un escalar t diferente de cero tal que 

V(Poñ = íR 


Como X(PqP) = (x - xq, y - y 0 , z - ZoX a P art ' r de la ecuación anterior 
se obtiene 


(x - x 0 , y - y 0 , z - Z 0 ) = t(a, b, c) 
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de donde se deduce que 

x - x 0 = ta y - y 0 = tb z ~ Zq = te 
x = x 0 + ta y = y 0 + tb z = Zq + te 


( 5 ) 


z 



FIGURA 15 


Si t representa a cualquier número real, entonces P puede ser cualquier 
punto de L. Por tanto, las ecuaciones (5) representan a la recta L: estas 
ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas de la recta. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De las ecuaciones (5), las 
ecuaciones paramétricas de la recta L, paralela a la representación del 
vector R = (11, 8, 10) y que contiene al punto (8, 12, 6), son 

x = 8 + llí y = 12 + 8r z = 6 + lOr 
La figura 15 muestra la recta y la representación de posición de R. A 

Si ninguno de los números a, b o c es cero, se puede eliminar t de las 
ecuaciones (5) para obtener 


x - x 0 _ y - y 0 _ z - zq 
abe 


( 6 ) 


Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones simétricas de la recta. 
Las ecuaciones (6) son equivalentes al sistema de ecuaciones 

b(x - x 0 ) = a(y - y 0 ) 
c(x - xq) = a(z - lo) 
c(y - y 0 ) = b(z - zq) 

En realidad, estas tres ecuaciones no son independientes ya que cualquiera 
de ellas puede deducirse de las otras dos. Cada una de estas ecuaciones es 
una ecuación de un plano que contiene a la recta L representada por las 
ecuaciones (6). Cualesquiera dos de estos planos tiene como su intersección 
a la recta L\ en consecuencia, cualesquiera dos de las ecuaciones definen 
la recta. Sin embargo, un número ilimitado de planos contienen a ,1a recta 
dada, y como dos cualesquiera de ellos determinarán la recta, entonces un 
número ilimitado de pares de ecuaciones representan a la recta. 

El vector R = {a, b, c) determina la dirección de la recta que tiene las 
ecuaciones simétricas (6), y los números a, b y c se denominan números 
directores (o parámetros directores) de la recta. Cualquier vector paralelo a 
R tiene el mismo sentido o el opuesto al de R; en consecuencia, dicho vector 
puede emplearse en lugar de R en la explicación anterior. Puesto que las com¬ 
ponentes de cualquier vector paralelo a R son proporcionales a las componen¬ 
tes del vector R, entonces cualquier conjunto de números proporcionales a 
a, b y c también sirven como un conjunto de números directores. Un conjunto 
de números directores de una recta se escriben entre corchetes como [a, b , c]. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVOS Si [2, 3, -4] representa un 
conjunto de números directores de una recta, entonces otros conjuntos de 
números directores para la misma recta son [4, 6,-8], [1, |, -2] y 

[2/V29, 3/V29, -4/V29]. ◄ 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Un conjunto de números di- - 

rectores de la recta del ejemplo ilustrativo 3 es [11,8, 10], y la recta contiene 
al punto (8, 12, 6). Así, de (6), las ecuaciones simétricas de esta fecta son 

;c-8y-12_z-6 ^ 

11 _ 8 - 10 


^ EJEMPLO Ó Obtenga dos conjuntos de ecuaciones simétricas 
de la recta que pasa por los puntos (-3, 2, 4) y (6, 1, 2). 


i 



Recia: üi = = 

9 -I -2 

FIGURA 16 


Solución Sean P¡ el punto (-3, 2, 4) y P 2 el punto (6, 1, 2). Entonces, 
la recta requerida es paralela a las representaciones del vector V(PiP 2 ), de 
modo que las componentes de éste constituyen un conjunto de números direc¬ 
tores de la recta. Así, V(P|P 2 ) = (9, -1, -2). Considerando P 0 como el punto 
(-3, 2, 4) se tienen, de (6), las ecuaciones 

* + 3 = y ~ 2 = z - 4 
9 -1 -2 

Otro conjunto de ecuaciones simétricas de esta recta, obtenidas al consi¬ 
derar Po como el punto (6, 1,2), es 

x - 6 _ y - 1 _ z - 2 
9 -1 -2 

La figura 16 muestra esta recta y los puntos P\ y P 2 de la recta. 4 

Si uno de los números a,.b o c es cero, no pueden emplearse las ecua¬ 
ciones simétricas (6). Sin embargo, suponga que b = 0 y que ay c son dife¬ 
rentes de cero. Entonces, las ecuaciones de la recta son 


X 



y 


Recta paralela al plano xz 

FIGURA 17 




y y = yo 


Una recta que tiene estas ecuaciones simétricas está contenida en el plano 
y = yo y en consecuencia es paralela al plano xz. La figura 17 muestra di¬ 
cha recta. 


W EJEMPLO 7 Considere los planos 

x + 3y-z~9=0 y 2* - 3y + 4z + 3 = 0 

Para la recta de intersección de estos dos planos, determine (a) un conjunto 
de ecuaciones simétricas, (b) un conjunto de ecuaciones paramétricas, y (c) 
los cosenos directores de un vector cuya representación sea paralela a ella. 

Solución 


(a) Un conjunto de ecuaciones simétricas es de la forma (6). A fin de obtener 
esta forma se resuelve el par de ecuaciones dadas para x y y en términos 
de z. Los cálculos son: 

x + 3y - z - 9 = 0 2x + 6y - 2z - 18 = 0 

2x - 3y + 4z + 3 = 0 (+) 2x " 3y + 4z + 3=0 (-) 

9y - 6z - 21 = 0 


3jc 


+ 3z - 6 = 0 

x = -z + 2 


7 

3 
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Ahora se resuelve cada ecuación para z, obteniéndose 



De modo que el conjunto de ecuaciones simétricas es 
x - 2 y ~ 3 z - 0 

-i ~ 1 i 



(b) Un conjunto de ecuaciones paramétricas se obtiene al considerar cada 
una de las razones del inciso (a) igual a í, de donde resulta 



x = 2 - 3t y - 1 + 2t Z=3í 

(c) A partir de las ecuaciones simétricas del inciso (a), un conjunto de núme¬ 
ros directores de la recta es [-3, 2, 3], Por tanto, el vector (-3, 2, 3) tiene 
su representación paralela a la recta. Como V( _ 3) 2 + 2 2 + 3 2 = 42% ^ 
los cosenos directores de este vector son 

3 „ 2 3 ^ 

eos a = —¡= eos B = -== eos y = -s= ^ 

422 y 422 ' 4 22 


► EJEMPLO 8 Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el 
punto (1,-1, 1) y que es perpendicular a la recta 


3x = 2 y = z 

(7) 

y paralela al plano 


O 

>1 

1 

>> 

+ 

* 

(8) 

Solución Sea [a, b, c] un conjunto de números 
pedida. Las ecuaciones (7) pueden expresarse como 

directores de la recta 

O 

1 - 

tv 

II 

o 

1 - 

II 

o 

1 - 

H 


3 2 


las cuales son las ecuaciones simétricas de la recta. Un conjunto de números 
directores de esta recta es [ ■. |, 1], Como la recta pedida es perpendicular 
a esta recta, se infiere que los vectores (a, b, c) y í, 1) son ortogonales. 

Por tanto. 

(a, b, c) • <1, i, 1) = 0 


ia + ±b + c = 0 

(9) 


Un vector normal al plano (8) es (1, l, -l). Puesto que la recta requeri¬ 
da es paralela a este plano, la recta debe ser perpendicular a las representa¬ 
ciones del vector normal. En consecuencia, los vectores (a, b, c) y (1, 1, -1) 
son ortogonales; así, 


{a, b, c) - <1, 1,-1) = 0 
a + b - c = 0 
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Si se supone que c ^ 0, se resuelve esta ecuación y (9) simultáneamente 
para a y b en términos de c, de donde resulta a = 9c y b = -8c. Entonces, 
la recta pedida tiene el conjunto de números directores [9c, -8c, c] y contie¬ 
ne al punto (1,-1, 1). Por tanto, las ecuaciones simétricas de la recta son 


x - 1 _ y + 1 _ z - 1 
9c -8c c 

x - 1 _ y + 1 _ z - 1 
9 -8 " 1 


◄ 


En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de rectas oblicuas 
(o cruzantes), las cuales son dos rectas que no están contenidas en un 
mismo plano. 


► EJEMPLO 9 Si / 1 es la recta que pasa por A(l, 2, 7) y 
B(-2, 3, -4), y ¡2 es la recta que pasa por C(2, -1,4) y D( 5, 7, -3), demuestre 
que /] y Ij son rectas oblicuas. 

Solución Para demostrar que dos rectas no están en un mismo plano se 
probará que ellas no se intersectan y que no son paralelas. Las ecuaciones 
paramétricas de una recta son 

x = xq + ta y = y 0 + tb Z = + te 


donde [a, b, c] es un conjunto de números directores de la recta y (xq, yo> zo) 
es cualquier punto dicha recta. Como \(AB) =' (-3, 1, -11). un conjunto de 
números directores de /] es [-3, 1, -11]. Si se toma A como el punto P 0 , se 
tienen como ecuaciones paramétricas de I¡ 

x = I - 3 1 y = 2 + t z = 7 - 11 1 (10) 

Debido a que V(CD ) = (3, 8, -7) y L contiene al punto C, las ecuaciones 
paramétricas de ¡2 son 


x = 2 + 3s y = -1 + 8s z = 4-7s . (11) 



L i :x=]~3r y-2 + f 2 = 7-11/ 
L 2 ' x = 2 + 3s y = -1 + 8j z = 4 - Is 

FIGURA 18 


Puesto que los conjuntos de números directores no son proporcionales, l\ y 
I 2 no son paralelas. Para que las rectas se intersecten, deben existir dos nú¬ 
meros t y s que proporcionen el mismo punto (x;, y¡, Z]) en los dos conjuntos 
de ecuaciones (10) y (11). Por tanto, al igualar los miembros derechos de las 
ecuaciones respectivas se obtiene 

1 - 3f = 2 + 3 j 

2 + t = — I + 8s 
7 - 11/ = 4 - 7j 

Si se resuelven las primeras dos ecuaciones simultáneamente se obtienen 
s = fj y t = Este conjunto de valores no sastisface la tercera ecua¬ 
ción; en consecuencia, las rectas no se intersectan. De este modo, /] y / 2 son 
rectas oblicuas. 

La figura 18 muestra las rectas / ¡, que pasa por los puntos A y B, y 
que pasa por los puntos C y D. M 
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EJERCICIOS 10.4 


En los ejercicios I a 6, obtenga una ecuación del plano que 
contenga al punto P y tenga al vector N como vector normal. 

1. P( 3, 1, 2t N = (1, 2, -3) 

2. P(- 3, 2, 5); N = <6, -3. -2> 

3. P(0, -1, 2), N = <0, 1,-1> 

4. />(-l,8, J 3);N = <-7,-1, 1> 

5. P( 2, 1,-1); N = -i + 3j + 4k 

6. P(1,0,0);N = i + k 

En los problemas 7 y 8, determine una ecuación del plano que 
contenga los tres puntos. 

7. (3,4, 1), (1,7,1), (-1,-2, 5). 

8. (0,0, 2), (2,4, 1), (-2, 3, 3) 

En los ejercicios 9 a 14, dibuje el plano y obtenga dos vec¬ 
tores unitarios normales al plano. 

9. 2x - y + 2z - 6 = 0 

10. 4x - 4y + 2z - 9 - 0 

11. 4x + 3y - 12z = 0 -12. y + 2z - 4 = 0 

13. .3* + 2z - ó = 0 14. z = 5 

En los ejercicios 15 a 20. obtenga una ecuación del plano que 

satisfaga las condiciones indicadas. 

15. Perpendicular a la recta que pasa por los puntos (2, 2, -4) 

y (7, -1, 3), y contiene al punto (-5, 1, 2), 

16. Paralelo al plano 4x - 2y + z - I = 0 y contiene al 

punto (2, 6,-1). 

z - 7 = 0 y contiene 


'.\«j 17- Perpendicular al plano x + 3y 
^ a los puntos (2,0, 5) y (0, 2,-1). 

18. Perpendicular a cada uno de los planos x - y + z = 0 
,y2r + y-4z-5 = 0y contiene al punto (4, 0, -2), 

V - • ' 

^ 19. Perpendicular al plano yz, contiene al punto (2, 1, 1) y 
‘ forma un ángulo de eos -1 ^ rad con el plano 2x - y + 
2z - 3 = 0. 

20. Contiene al punto P(- 3, 5, -2) y es perpendicular a la 
. representación del vector Y(OP). 

En los ejercicios 27 a 23, determine el ángulo agudo entre los 
dos planos. 

21. 2x - y - 2z - 5 = 0 y 6x - 2y, + 3z + 8 = 0 

22. 2x - 5y + 3z 4 1 = 0 y y - 5z + 3 = 0 
‘Y 23. 3x + 4y = 0 y 4x -'ly + 4z - 6 = 0 

24. Calcule la distancia del plano 2x + 2y-z-.6=.0 
al punto (2, 2, -4). 

25. Obtenga la distancia del plano + 1 ly + 2z - 30 = 0 
v al punto (-2, 6, 3). 

Ntf¿6. Calcúlela distancia perpendicular entre los planos para- 
lelos 4x - 8y - z = -9 y 4x - 8y - z = 6. • 

27. Determine la distancia perpendicular entre los planes pa¬ 
ralelos 4y - 3z - 6 = 0 y 8y - 6z - 27 = 0. 

r 


28. Si a,b,yc son diferentes de cero, y son las intercepciones 
x, y y z, respectivamente, de un plano, demuestre que 
una ecuación del plano es 

í + l + 5 = 1 

■ abe 

Ésta es la forma de intercepción de la ecuación de un plano. 

En los ejercicios 29 a 36, obtenga ecuaciones paramétricas 
y simétricas para la recta que satisface las condiciones 
indicadas. 

29. Pasa por los dos puntos (1,2,1) y (5, -1, 1). 

30. Pasa por el punto (5, 3, 2) con números directores [4, 1,-1]. 

Ql) Pasa por el origen y es perpendicular a la recta 
j(x - 10) = i y = ^ z en su intersección. t 

32. Pasa por el origen y es perpendicular a las rectas que tienen 
pineros directores [4, 2, 1] y [-3, -2, 1], 

3. Perpendicular a las rectas que tiene números directores 
[-5, 1, 2] y [2, -3, -4] en el punto (-2, 0, 3). 

34. Pasa por el punto (-3, I, -5) y es perpendicular al plano 
4 jc - 2y + z - 7 = 0. 

35. Pasa por el punto (4, -5, 20) y es perpendicular al plano 

- *'■- 8 = °- 

)^36. Pasa por el punto (2, 0, -4) y es paralela a cada uno de los 
planos 2x + y- z='0yjc + 3y + 5z = 0. 

37. Obtenga un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta 

4j;-3y + z- 2 = 0 
2* + 5y-3z + 4 = 0 



38 .) Demuestre que las rectas 


* + I 
2 

.r - 3 
-2 

‘ coinciden. 


> + 4 _ z - 2 

' -5 3 

y + 14 = z - 8 
5 -3 


39. Demuestre que la repta ¿(x - 3) = |(y + 2) = |(z + 1) 

está contenida en el plano x - 2y + z = 6. 

40. Demuestre que la recta x + 1 = -^(y - 6) = z está 

contenida en el plano 3jc + y - z = 3. 

Los planos que pasan por una recta y son perpendiculares a los 
planos coordenados se denominan planos de proyección de la 
recta. En los ejercicios 41 a 44, determine las ecuaciones de 
los planos de proyección de la recta y dibuje la recta. 


41. 


42. 


43. 


3* - 2y + 5z - 30 = 0 
2x + 3y - 10z - 6 = 0 

x + y - 3z + 1 =0 
2x - y - 3z +'14 = 0 

j;-2y-3z + 6 = 0 
j; + y + z- l= 0 
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\JJV-S3. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(3, 6 , 4), que intersecta al eje z y es paralela al plano 
r - 3v + 57 - 6 = 0 


44 | 2 *-y + z- 7 = 0 
‘ 14* - y + 3z - 13 = O 

45. Calcule el coseno del ángulo menor entre el vector cuya 
representación es paralela a la recta x = 2y + 4, 
z = -y + 4, y el vector cuya representación es paralela 
a la recta * = y + 7, 2z = y + 2. 

j \úÍ 6 . Obtenga una ecuación del plano que contiene al punto 
( 6 , 2, 4) y a la recta i(jc - 1) = ¿(y + 2) = ^(z - 3) 

En los ejercicios 47 y 48, determine una ecuación del plano 
que contiene a las rectas indicadas que se intersectan. 


54. Calcule la distancia perpendicular del origen a la recta 

* = -2 + |r, y = 7 - ]¡t, z = 4 + _|r. 

55. Calcule la distancia perpendicular del punto (-1, 3, -1) a 
la recta * - 2z = 7, y = 1. 

56. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el origen, y es 
perpendicular a la recta * = y - 5, z = 2y - 3, e in- 

• tersecta a la recta y = 2x + \,z = x + 2. 


GT) = y — = 

-'4 -1 3 

Í3*+2y + z + 2 = 0 
U - y + 2 z - I = O 



49. Demuestre que las rectas 

Cf |3* - y - Z = o 

C [8* - 2y - 3z + 1 = 

\x - 3y +• z + 3 = O 
[3* - y- z + 5= 0 



Demuestre que las rectas 


* - 1 _ y - 2 _ j + i 
5 -2 -3 



x - 2 _ y + 1 _ z + 3 
1 -3 = 2 


son rectas oblicuas. 


58. 

Í^JyvtA^- 


Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(3, -4, —5) y que intersecta a cada una de las rectas obli¬ 
cuas del ejercicio 57. 




59. Demuestre que la distancia perpendicular entre los planos 
) paralelos ax + by + cz + d t = O y ax + by + cz + 


v- 


d 2 =; O está dada por 




son paralelas, y obtenga una ecuación del plano deter¬ 
minado por estas rectas. 

Demuestre que las rectas 


x +2 _ y - 1 
5 ~ -2 

* - 3 y + 4 
-5 2 


Z + 4 

z - 3 

-1 


son paralelas, y obtenga una ecuación ddl plano determi¬ 
nado por estas rectas. 

51. Calcule las coordenadas del punto de intersección de la 
recta j(* - 2)»= — i (y + 3) = ^(z - 1) y el plano 
y>, 5x - y +. 2 z - 12 = 0 . 

*) £52. Determine ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
V (1, -1, 1), es perpendicular a la recta 3x = 2y .= z, y es 
paralela al plano * + y - z'= 0 . 


|d| - (/2I 
Va 2 + b 2 + c 2 

60. Demuestre que la distancia no dirigida del plano 
•ax + ¿y + cz + d = 0 al punto (* 0 , y 0 , z 0 ) está de¬ 
terminada por 

\ax 0 + by 0 + cz¿ + d\ 

Va 2 + + c 2 ' 

61. ¿Cuáles son las ecuaciones paramétricas de una recta si 
los dos números directores ay b son cero? 

62. Describa cómo se emplean los 'vectores para determinar 
la distancia de un punto aun plano. 

63. Describa cómo se emplean los vectores para determinar 
la distancia de un punto a una recta eñ W 3 . 


10.5 PRODUCTO CRUZ 



El producto cruz, operación vectorial para vectores de V 3 , tiene aplicaciones en 
la geometría, el movimiento planetario, la electricidad, el magnetismo y la me¬ 
cánica. A continuación se estudiará esta operación junto con sus propiedades. 

Si A y B son dos vectores no paraleles, entonces las representaciones de 
( los dos vectores con el mismo punto inicial determinan un plano como s’c 
indica en la figura 1. El resultado del próducto cruz de A y B es un vector 
cuyas representaciones son perpendiculares a este plano. 


FIGURA 1 
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10.5.1 Definición de producto cruz 


Si A = (a¡, a 2 , flj) y B = (b u b 2 , b 3 ), entonces el prpducto cruz 
de A y B, denotado por A X B, está dado por 

A X B = (a 2 b 3 — üi.h 2 , ci \b\ — ci | b 2 , ci\b 2 — ü 2 b | } 


Observe que esta definición trata sólo con vectores de V 3 . No existe el 
producto cruz para vectores de V 2 . El producto cruz también se denomina 
producto vectorial o producto exterior. La operación para obtener el pro¬ 
ducto cruz se llama multiplicación cruz o multiplicación vectorial. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si A = <2 i,-3> y b = 

(3, -1,4), entonces, de la definición 10.5.1, 

A X B = (2, 1,-3) X (3,-1,4) 

= <(1)(4) - (—3)(— 1 ), (-3)(3) - (2X4). (2)(-l) - (1)(3)> 

= <4 - 3,-9 - 8,-2 - 3) 

= (L-17,-5) 

= i - 17j - 5k ◄ 


Existe un recurso nemotécnico para recordar la fórmula del producto 
cruz, el cual emplea la notación de determinantes. Un determinante de se¬ 
gundo orden se define por la ecuación 


a b 
c d 


ad - be 


donde a,b,cyd son números reales. Por ejemplo, 

_2 5 = 3(5) - ( 6 )(—2) 

= 27 


Por tanto, la fórmula del producto cruz puede escribirse como 


A X B = 


a 2 

b 2 


a 3 

b 3 


fl l 

b\ 



a\ 

bi 


a 2 

b 2 


k 


El miembro derecho de la expresión anterior puede escribirse simbólica¬ 
mente como 


¡ j k 

ü\ Ü2 ^3 

b\ b 2 b 3 


la cual es la notación para un determinante de tercer orden. Sin embargo, ob¬ 
serve que el primer renglón contiene vectores y no números reales como se 
acostumbra en la notación de determinantes. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utiliza el recurso nemo¬ 
técnico que emplea la notación de determinantes para calcular el producto 
cruz de los vectores del ejemplo ilustrativo 1 . 
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FIGURA 2 


j 

k 




1 

-3 




-1 

4 




1 -3 

■1 4 

i - 

2 -3 

3 4 

j + 

2 1 

3 -1 


= K1X4) - (—3)(—1 )]i - [(2)(4) - (-3X3)] j + [(2X-D - U)(3)]k 
= i - 17j - 5k ◄ 


10.5.2 Teorema 


Si A es cualquier vector de V 3 , entonces 

(I I A X A = 0 
(II) 0 X A = 0 
(lli) A X 0 = 0 


Demostración de (i) Si A = {a\, « 2 , 03 ), entonces, por la definición 
10.5.1, 

A X A = (<32 <2 3 ~ a 3 a 2’ a 3 a \ ~ a ] a 3< a \ a 2 ~ a 2 a l) 

= (0,0,0) 

= o 

Las demostraciones de (ii) y (iii) se dejan como ejercicios (refiérase al ejer¬ 
cicio 13). ■ 

Al aplicar la definición 10.5.1 a pares de los vectores i, j y k se obtiene 
lo siguiente: 

iXi = 0 j X j = 0 kXk = 0 

iXj = k j X k = i k X i = j 

j X i = -k k X j = -i ¡ X k = -j 

Como ayuda para recordar los productos cruz anteriores, primero ob¬ 
serve que el producto cruz de cualquiera de los vectores unitarios i, j o k 
consigo mismo tiene como resultado el vector cero. Los otros seis produc¬ 
tos cruz pueden obtenerse de la figura 2 aplicando la siguiente regla: el 
producto cruz de dos vectores consecutivos, en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj, es el siguiente vector; y el producto cruz de dos vecto¬ 
res consecutivos, en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj es 
el negativo del siguiente vector. 

Puede demostrarse fácilmente que la multiplicación cruz de dos vecto¬ 
res no es conmutativa debido a que, en particular, i X j * j X i. Sin 
embargo, i X j = k y j X i = -k; de modo que i X j = -(j X i). En 
general, si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 , A X B = -(B X A), 
lo cual se establece y demuestra en el siguiente teorema. 


10.5.3 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 , entonces 
A X B = -{B X A). 
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Demostración Si A = (a|,a 2 > a 3 ) y B = (b\, b 2 , 63 ), entonces, por la 
definición 10.5.1, 

A X B — (ü 2 b 2 — ^ 3 ^ 2 ’ ^ 3^1 — ^ 163 , — ^ 2 ^l) 

= -1W>2 - «2*3, «1*3 - a^b\,a 2 b\ - a^b 2 ) 

= -(B XA) ■ 

La multiplicación cruz de vectores no es asociativa, como se muestra en 
el siguiente caso particular: 

i X (i X j) = i X k (i X i) X j = 0 X j 

= -j =0 

Así, 


¡ x (1 x j) * (i x i) x j 

La multiplicación cruz es distributiva con respecto a la adición vecto¬ 
rial, como se establece en el teorema siguiente. 


10.5.4 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 3 , entonces 
A X (B + C) = A X B t A X C 

Para demostrar este teorema considere A = {a¡,a 2 , a 2 ), B = 
{b\, b 2 , ¿ 3 ) y C = (q , c 2 , C 3 ), y después pruebe que las componentes del 
vector del miembro izquierdo de la ecuación son las mismas que las com¬ 
ponentes del vector del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejer¬ 
cicio (consulte el ejercicio 39). 


10.5.5 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 y c es un escalar, entonces 

(i) (cA) X B = A X (cB); 

(ii) (cA) X B = c(A X B). 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (refiérase al 
ejercicio 40). 

Los teoremas 10.5.4 y 10.5.5 pueden aplicarse para calcular el producto 
cruz de dos vectores empleando las leyes del álgebra, con tal que no se cam¬ 
bie el orden de los vectores en la multiplicación vectorial, lo cual está pro¬ 
hibido por el teorema 10.5.3. El ejemplo ilustrativo siguiente, muestra este 
procedimiento. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Calcule el producto cruz de 
los vectores del ejemplo ilustrativo 1 aplicando los teoremas 10.5.4 y 10.5.5. 

A X B = (2¡ + j - 3k) X (3i - j + 4k) 

= 6(i X i) - 2(i X j) + 8(i X k) + 3(j X i) - l(j X j) + 4(j X k) - 9(k X i) + 

3(k X j) - 12(k X k) 

= 6(0) - 2(k) + 8(-j) + 3(-k) - 1(0) + 4(i) - 9(j) + 3(-i) - 12(0) 

= -2k - 8j - 3k + 4i - 9j - 3i 

= i - 17j - 5k ◄ 
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El procedimiento del ejemplo ilustrativo 3 proporciona un método para 
calcular el producto cruz sin tener que recordar la fórmula de la definición 
10.5.1 o sin emplear la notación de determinantes. En realidad, no es nece¬ 
sario incluir todos los pasos mostrados, debido a que algunos de los pro¬ 
ductos cruz de los vectores unitarios pueden obtenerse inmediatamente de la 
figura 2 y la regla correspondiente. 

En ocasiones, en las aplicaciones de vectores se presentan dos triples 
productos. Uno es el producto A • (B X C), denominado triple producto 
escalar de los vectores A, B y C. De hecho, los paréntesis no son necesarios 
ya que A • B X C puede interpretarse sólo en una manera puesto que A • B 
es un escalar. 


10.5.6 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de Vj, entonces 
A-B X C = A X B C 

Este teorema puede demostrarse al considerar 

A = <fli,fl 2 . fl 3 > B = {b\, bj, ¿ 3 > C = (c],c 2 , c 3 > 

y después probar que el escalar del miembro izquierdo de la ecuación es 
igual al escalar del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 41). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se verificará el teorema 

10.5.6 para A = <1,-1, 2), B = (3, 4.-2) y C = (-5, 1,-4) 

B X C = (31 + 4j - 2k) X (-5i + j - 4k) 

= 3k - 12(—j) - 20(-k) - 16i + lOj - 2(—i) 

= -141 + 22j + 23k 
A - (B X C) = <1,-1, 2) • <-14,22,23) 

= -14 -22+46 
= 10 

A X B = (i - j + 2k) X (31 + 4j - 2k) 

= 4k - 2(—j) —3(—k) + 21 + 6j + 8(— i) 

= -6i + 8j + 7k 

(A X B) • C = (-6, 8, 7) • <-5, 1, -4) 

=30+8-28 
= 10 

Esto verifica el teorema para estos tres vectores. 4 

El triple producto A X (B X C) se denomina triple producto vectorial. 


10.5.7 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 3 , entonces 
A X (B X C) = (A • C)B - (A • B)C 

La demostración de este teorema es semejante a la demostración del 
teorema 10.5.6. Al emplear las componentes de los vectores A, B y C puede 
demostrarse que el vector del miembro izquierdo de la ecuación es el mismo 






838 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


que el vector del miembro derecho. Los cálculos se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 42). 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificará el teorema 
10.5.7 para los vectores A, B y C del ejemplo ilustrativo 4. Como B X C = 
-14i + 22j + 23 k, entonces 


A X (B X C) = 


i j k 

1 -1 2 

-14 22 23 


= —23i - 28j + 22k - 14k - 44i - 23j 
= —67i - 51 j + 8 k (1) 


A C = < 1, —1,2) * <-5, 1, -4> A B = <1, -1, 2> • <3, 4, -2) 

= -5-1-8 =3-4-4 

= -14 = -5 

Así, 

(A • C)B - (A • B)C = -14(3,4, -2> - (-5)<-5, l,-4> 

= (-42, -56, 28> - (25, -5, 20) 

= (-67,-51,8) 

= -671 - 51 j + 8k 

Al comparar este resultado con (1), el teorema 10.5.7 se ha verificado para 
estos tres vectores. ^ 

El teorema siguiente se emplea con el fin de tener una interpretación 
geométrica del producto cruz. 


10.5.8 Teorema 


Si. A y B son dos vectores cualesquiera de V¡ y 6 es el ángulo entre 
A y B, entonces 

IIA X B || = IA IIIB || sen 6 

Demostración Del teorema 10.3.3(iii), 

|| A X B || 2 = (A X B) • (A X B) (2) 

Con la notación U, V y W como vectores, del teorema 10.5.6, 

(U X V) • W = U • (V X W) 

Si en esta ecuación se considera U = A, V = ByW = AXB, se tiene 

(A X B) • (A X B) = A • [(B X (A X B)] 

Al aplicar el teorema 10.5.7 al vector que está entre corchetes en el miembro 
derecho se obtiene 

(A X B) • (A X B) = A • [(B • B)A - (B • A)B] 

= (A • A)(B • B) - (A • B)(A • B) 

= II A || 2 || B || 2 - (A • B ) 2 (3) 

Del teorema 10.3.5, si 6 es el ángulo entre A y B, entonces 
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FIGURA 3 


Al sustituir de esta ecuación en (3) se tiene 

(A X B) • (A X B) = || A j| 2 |1 B || 2 - ¡| A || 2 (| B j | 2 eos 2 0 

= ¡I A || 2 |¡ B || 2 (1 - eos 2 9) 

Ahora, si se reemplaza de (2) en la ecuación anterior, y puesto que 
1 - eos 2 9 = sen 2 9, resulta 

|| A X B || 2 = || A || 2 || B || 2 sen 2 9 

Puesto que 0 < 9 < n, entonces sen 9 > 0. Por tanto, se considera la raíz 
cuadrada de los dos miembros y se obtiene 

|| A X B || = || A ¡I! B || sen 9 m 

A continuación se considerará la interpretación geométrica de 
|| A X B ||. Sean PR una representación de A y PQ una representación 
de B. Entonces, el ángulo entre los vectores A y B es el ángulo en P del 
triángulo RPQ (refiérase a la figura 3). Sea 9 la medida en radianes de este 

ángulo. Por tanto, el área del paralelogramo que tiene a PR y PQ como 

lados adyacentes es || A || || B || sen 9 unidades cuadradas debido a que la 
altura del paralelogramo tiene longitud || B |¡ sen 9 unidades y la longitud de 
la base es || A || unidades. De modo que por el teorema 10.5.8, || A X B || 
unidades cuadradas es el área de este paralelogramo. 


z 



W EJEMPLO 7 Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices 
en P(l, -2, 3), Q(4, 3, -1), R( 2, 2, 1) y S(5, 7, -3) es un paralelogramo, y 
determine su área. 

Solución La figura 4 muestra el cuadrilátero PQSR. 

V(PQ) = (4 - 1, 3 + 2, -1 - 3) V(PR) = (2 - 1, 2 + 2, 1 - 3) 
= (3,5,-4) = (1,4,-2) 

\(R$) = (5 - 2,7 - 2,-3 - 1) V(gS) = (5 - 4, 7 - 3,-3 + 1) 
= <3, 5,-4) =(1,4, -2) 

Como \{PQ) = \(RS) y V(PR) = V(QS), se deduce que PQ es paralelo a 
RS y PR es paralelo a QS. Por tanto, PQSR es un paralelogramo. 

Sean A = V(PR) y B = \(PQ); entonces 


A X B = (i + 4j - 2k) X (3i + 5j - 4k) 

= 3(i X i) + 5 (i X j) - 4(i X k) + 12(j X i) + 20(j X j) - 16(j X k) - 

6 (k X i) - 10(k X j) + 8(k X k) 

= 3(0) + 5(k) - 4(-j) + 12(—k) + 20(0) - 16(i) - 6(j) - 10(-i) + 8(0) 

= -6i - 2j - 7k 


De este modo, 

|| A X B || = /36 + 4 T49 
= V89 

Conclusión: El área del paralelogramo es y'89 unidades cuadradas. 4 


10.5.9 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V 3 , A y B son paralelos si y sólo si 
A X B = 0. 
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Demostración Si A o B es el vector cero, entonces del teorema 10.5.2 V 
A X B = 0. Como el vector cero es paralelo a cualquier vector, entonces el 
teorema se cumple. 

Si ninguno de los dos vectores es el vector cero, entonces || A || * 0 y 
|| B || 0. Por tanto, por el teorema 10.5.8, || A X B ¡¡ = 0 si y sólo si sen 
6=0. Como || A X B || = 0 si y sólo si A X B = 0, y sen 6 = 0 
(0 < 6 < n) si y sólo si 6 = 0 o 6 = k, se puede concluir que 

A X B = 0 si y sólo si 6 = 0 o 6 = n 

Sin embargo, dos vectores diferentes del vector cero son paralelos si y sólo 
si la medida en radianes del ángulo entre los dos vectores es 0 o n, de lo cual 
se deduce el teorema. ■ 


10.5.10 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V 3 , entonces el vector A X B es or¬ 
togonal tanto a A como a B. 

Demostración Del teorema 10.5.6, 

A'AXB = AXA'B 

Del teorema 10.5.2(i), A X A = 0. Por tanto, de la ecuación anterior, 

A-A X B = 0-B 

= 0 

Como el producto punto de A y A X B es cero, entonces A y A X B son 
ortogonales. También del teorema 10.5.6, 

AXBB = ABXB 

Otra vez, al aplicar el teorema 10.5.2(i) se tiene B X B = 0: así, de la 
ecuación anterior, 

A X B • B = A ■ 0 

= 0 

Por tanto, puesto que el producto punto de A X B y B es cero. A X B y B son 
ortogonales, demostrándose así el teorema. ■ 

Del teorema 10.5.10 se puede concluir que si las representaciones de 
los vectores A, B y A X B tienen el mismo punto inicial, entonces la repre¬ 
sentación de A X B es perpendicular al plano formado por las representa¬ 
ciones de A y B. 


► EJEMPLO 2 Dados los puntos P(-l, -2, -3), Q(— 2, 1, 0) y 
R(0, 5, 1), determine un vector unitario cuyas representaciones sean perpen¬ 
diculares al plano que pasa por P, Qy R. 

Solución Sean A = V(PQ) y B = ViPR). Entonces, 

A = (-2 + 1, 1 + 2, 0 + 3) B = (0 + 1 , 5 + 2, 1 + 3) 

= (-1,3,3) = (1,7,4) 
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El plano que pasa por P, Q y R es el plano formado por PQ y PR, los 
cuales son, respectivamente, representaciones de los vectores A y B. Por 
tanto, cualquier representación del vector A X B es perpendicular a este 
plano. Al calcular este producto se tiene 

A X B = (-i + 3j + 3k) X (i + 7j + 4k) 

= -91 + 7j - lOk 

El vector deseado es un vector unitario paralelo a A X B. Para determinar 
este vector unitario, se aplica el teorema 10.2.4 y se divide A X B entre 
|| A X B ||, obteniéndose 

A X B _9 _ t 1 . 10 fc ^ 

|| A x B |¡ V230 V230 V230 

Los dos ejemplos siguientes muestran cómo el producto cruz puede apli¬ 
carse para obtener la ecuación de un plano. Estos ejemplos contienen la 
misma información de los ejemplos 2 y 4 de la sección 10.4. 


W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación del plano que pasa por los 
puntos P(l, 3, 2), g(3, -2, 2) y R(2, 1, 3). 

Solución Sean \{QR) = -i + 3j + k y \{PR) = i - 2j + k. Un vec¬ 
tor normal al plano requerido es el producto cruz \(QR) X \(PR), el cual es 

(-i + 3j + k) X (i - 2j + k) = 5i + 2j - k 

De modo que si P 0 = (1,3, 2) y N = (5, 2,-1), del teorema 10.4.2, una ecua¬ 
ción del plano es 

5(x - 1) + 2(y - 3) - (z - 2) = 0 
5* + 2y - z * 9 = 0 

Este resultado concuerda con el del ejemplo 2 de la sección 10.4. 4 


^ EJEMPLO 4 Obtenga una ecuación del plano que contiene al 
punto (4, 0, -2) y es perpendicular a cada uno de los planos 


.(-) , + z = 0 y 2j+y-4z-5 = 0 

Solución Por el teorema 10.4.3, un vector normal al plano x - y + 
z = 0 es (1, -1, 1), y un vector normal al plano 1x + y - 4z - 5 = 0 es 
(2, 1, -4). De modo que un vector normal al plano indicado es ortogonal 
tanto a (1, -1, 1) como a (2, 1, -4). Por el teorema 10.5.10, tal vector es 


(1,-1, 1) X (2, 1, -4) 


1 

2 


j k 
-1 1 
1 -4 


= 31 + 6j + 3k 

El plano señalado contiene al punto (4, 0, -2) y tiene a (3, 6, 3) como 
vector normal. Del teorema 10.4.2, una ecuación de este plano es 

3(x - 4) + 6(y - 0) + 3(z + 2) =? 0 
x + 2y + z- 2 = 0 

Esta ecuación concuerda con la obtenida en el ejemplo 4 de la sección 10.4. 4 
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Una interpretación geométrica del triple producto escalar se obtiene al 
considerar un paralelepípedo cuyas aristas son PQ, PR y PS, y tomar 
A = \(PQ),B = V(PR) yC = V (PS). Consulte la figura 5. El vector A X B 
es un vector normal al plano determinado por PQ y PR. El vector -(A X B) 
también es un vector normal a este plano. No se tiene seguridad de cuál de los 
dos vectores, A X B o -(A X B), forma con C el menor ángulo. Sea N 
uno de estos dos vectores que forma con C el ángulo menor, cuya medida en 
radianes es 6 < i n. Entonces, las representaciones de N y C que tienen su 
punto inicial en P están del mismo lado del plano determinado por PQ y PR, 
como se muestra en la figura 5. El área de la base de este paralelepípedo es 
|| A X B || unidades cuadradas. Si h unidades es la longitud de la altura del 
paralelepípedo, y si V unidades cúbicas es el volumen de este paralelepípedo, 
entonces 

V = || A X B || h (4) 

Ahora considere el producto punto N ■ C. Por el teorema 10.3.5, 

N-C = || N lili C || eos 6 
Pero h = || C || eos 0 ; por lo que 

N-C = || N || * (S) 

Como N es A X Bo -(A X B), || N || = || A X B ||. Así, de (5), 

N- C = || A X B || A 
Al comparar esta ecuación y (4) se tiene 
' V = N • C 

En consecuencia, se concluye que la medida del volumen del paralelepípe¬ 
do es (A X B) • C o -(A X B) • C; es decir, 


z 



FIGURA 6 


V = | A X B • C | 


► EJEMPLO 5 Calcule el volumen del paralelepípedo que tiene 
vértice^ en P( 5,4,5), 0(4,10,6), R( 1,8,7) y S( 2,6,9) y aristas PQ, 
PR y PS. 

Solución La figura 6 muestra el paralelepípedo. Sea A = \(PQ), en¬ 
tonces A = (-1,6, 1). Sea B = \(PR), entonces B = (-4,4,2). Sea 
C = \(PS), entonces C = (-3, 2, 4). Así, 

A X B = (-i + 6 j + k) X (—4i + 4j + 2k) 

= 8 i - 2 j + 20 k 


Por tanto, 

A X B • C = (8, -2, 20) • (-3, 2, 4) 

= -24 - 4 + 80 
= 52 

Conclusión: El volumen del paralelepípedo es de 52 unidades cúbicas. A 



10.5 PRODUCTO CRUZ 843 



FIGURA 7 


► EJEMPLO 6 Calcule la distancia entre las dos rectas oblicuas 
/| y l 2 del ejemplo 9 de la sección 10.4. 

Solución La recta /j contiene a los puntos .4(1,2, 7) y B(-2, 3,-4), 
mientras que la recta l 2 contiene a los puntos C(2, -1,4) y D( 5, 7, -3). Como 
l\ y l 2 son rectas oblicuas, existen planos paralelos y P 2 que contienen a las 
rectas y l 2 , respectivamente. Observe la figura 7. Sean d unidades la dis¬ 
tancia entre los planos P\ y P 2 . La distancia entre l\ y l 2 también es d uni¬ 
dades. Un vector normal a los dos planos es 


N = V(AB) X V(C/J) 


Sea U un vector unitario en la dirección de N. Entonces 


U = y {AS) X V(CP) (6) 

||V(AB) X V(CD)|| 

Ahora tome dos puntos, uno en cada plano (por ejemplo B y C). Entonces la 
proyección escalar de V(CB) sobre N es V(CB) • U, y 

d = | V(CB) • U | (7) 

A continuación se realizarán los cálculos. 


\(AB) = <-2 - 1,3 - 2,-4 - 7) V(CD) = (5 - 2, 7 + 1,-3 - 4) 
= <-3, 1,-11) =<3,8,-7) 


Así, 


V(AB) X V(CD) = 


i j k 
-3 1-11 

3 8-7 

27(31 - 2j - k) 


Por tanto, de (6), 

* 

v = 27(31 - 2j - k) 

2 l + i 2 ) 

u= vk (3i - 2j - k) 

Además, 

V(CB) = (-2 -2,3 +-1,-4 - 4) 
V(CB) = (-4,4, -8) ' 


Si se sustituye de esta ecuación y de (8) en (7), se tiene 

1 


d = 


<-4,4,-8 )- -t=<3,-2,-1> 

vl4 


1 

VÍ4 

12 

V14 

3121 


- 12-8 + 8 


(8) 


◄ 
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Esta sección se concluye con una aplicación del producto cruz a la me¬ 
cánica. En ella se calcula el vector torque. Refiérase a la figura 8 , donde "el 
vector de fuerza F, que tiene la representación QP, se aplica en el punto P de 
un objeto situado a lo largo de OP. F ocasiona que el objeto rote alrededor 
de una recta perpendicular al plano determinado por OP y QP. El vector 
torque, cuya representación de posición es OT, es el momento de F al¬ 
rededor de O; y proporciona la intensidad (o módulo) y dirección de la re¬ 
sultante de rotación generada por F. Este vector torque está definido por 

V(07) = \(OP) X F 


FIGURA 8 



V EJEMPLO 7 Una fuerza F, cuya intensidad es de 15 Ib, se 
aplica en un ángulo de 40° en el extremo derecho P de una barra de 5 pie de 
longitud, como se indica en la figura 9. Calcule el módulo del vector tor¬ 
que inducido por F en el extremo izquierdo O. 

Solución La intensidad, o módulo, del vector torque está dada por 
|| \(OP) X F ||, y por el teorema 10.5.8, 

|| \(ÓP) X F || = || \{ÓP) || || F || sen 40° 

= (5)(15) sen 40° 

= 48.21 

Conclusión: La intensidad del vector torque es de 48.21 pie-lb. 4 


EJERCICIOS 10.5 


En los ejercicios I a 12, A = (1, 2, 3), B = <4, -3, -1), 
C = (-5, -3, 5), D = (-2, 1,6>, E = <4, 0, -7>, y F = <0, 2, 1). 

1. Obtenga A X B. 2. Calcule D X E. 

3. Determine (C X D) • (E X F). 

4. Obtenga (C X E) • (D X F). 


5. Verifique el teorema 10.5.3 para los vectores A y B. 

6. Verifique el teorema 10.5.4 para los vectores A, B y C. 

7. Verifique el teorema 10.5.5(i) para A y B, y c = 3. 

8. Verifique el teorema 10.5.5(ii) para A y B, y c = 3. 

9. Verifique el teorema 10.5.6 para los vectores A, B y C. 

10. Verifique el teorema 10.5.7 para los vectores A, B y C, 

11. Calcule (A + B) X (C - D) y (D - C) X (A + B), 
y verifique que son iguales. 

12. Determine || A X B || || C X D ||. 

13. Demuestre el teorema I0.5.2(ii) y (iii). 

14. Sean los vectores unitarios A = |i+ ^j- ^k y 
B = - ^i + |j + i k. Si 6 es el ángulo entre A y B, 
calcule sen 6 en dos formas: (a) utilice el producto cruz 
(teorema 10.5.8); (b) emplee el producto punto y una iden¬ 
tidad trigonométrica. 

15. Siga las instrucciones del ejercicio 14 para los dos vec¬ 
tores unitarios 


J_ . _ J_ . J_ 
1 ' V3 J + V3 


B 


1 . _5__ 

3V3' 3V3 


+ 


1 

3V3 


k 


16. Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices en 
(-2, 1, -1), (1, 1, 3), (-5, 4, 0) y ( 8 , 4, -4) es un paralelo- 
gramo y obtenga su área. 

17. Demuestre que el cuadrilátero que tiene vértices en 
(1, -2, 3). (4, 3, -1). (2, 2, 1) y (5, 7, -3) es un paralelo- 
gramo y calcule su área. 

18. Obtenga el área del paralelogramo PQRS si \(PQ) = 
3i - 2j y \(PS) = 3j + 4k. 

19. Determine el área del triángulo que tiene vértices en 
(0, 2, 2), ( 8 , 8 , -2) y (9, 12,6). 

20. Calcule el área del triángulo que tiene vértices en (4, 5, 6 ), 
(4,4, 5) y (3, 5, 5). 


En los ejercicios 21 y 22, utilice el producto cruz para obtener 

una ecuación del plano que pasa por los tres puntos indicados. 

21. (-2,2,2), (- 8 , 1,6), (3,4,-1). 

22. (2, 3,0), (2,0,4), (0,3,4). 

23. Realice el ejercicio 18 de la sección 10.4 empleando el 
producto cruz. 

24. Determine un vector unitario cuyas representaciones sean 
perpendiculares al plano que contiene a PQ y Pfc si PQ es 
una representación del vector i + 3j - 2k y PR es una 
representación del vector 2 i — j — k. 








10.5 PRODUCTO CRUZ 845 


En los ejercicios 25 a 27, obtenga un vector unitario cuyas 
representaciones sean perpendiculares al plano que pasa por 
los puntos P, Q y R. 

25. P( 5, 2, -1), 0(2,4 -2), P(1 1, I, 4) 

26. P(- 2, 1, 0), (2(2, -2, -1), R(- 5, 0, 2) 

27. P(l,4, 2), <2(3, 2,4), K(4, 3, I) 


35. Si 6 es el ángulo entre los vectores A y B de V 3 , demues¬ 
tre que 


tan 6 


A X B 


A • B 

36. Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 


28. Obtenga el volumen del paralelepípedo que tiene aristas 
PQ, PR y PS si los puntos P, Q, R y S son, respectiva¬ 
mente, (1,3, 4), (3, 5, 3), (2, I, 6) y (2, 2, 5). 

29. Calcule el volumen del paralelepípedo PQRS si los vec¬ 
tores \(PQ), \(PR) y V(PS) son, respectivamente, 
i + 3j + 2k, 2i + j - k e i — 2j + k. 

30. Obtenga una ecuación del plano que contenga a los pun¬ 
tos terminales de las representaciones de posición de los 
vectores 2i - j + 3k, -i + j + 2k y 5i + j - k. 

En los ejercicios 31 y 32, calcule la distancia perpendicular 

entre las dos rectas oblicuas. 

ti x ~ 1 _ y ~ 2 _ z + ] 


A ■ (A X B) = 0 

«37. Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 
(A - B) X (A + B) = 2(A X B) 

38. Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R 3 y sean ÓP, 
OQ y OR las representaciones de posición de los vec¬ 
tores A, B y C, respectivamente. Demuestre que las re¬ 
presentaciones del vector AXB + BXC+CXA 
son perpendiculares al plano que contiene a los puntos 
P,QyR. 

39. Demuestre el teorema 10.5.4. 

40. Demuestre el teorema 10.5.5. 


X 

+ 2 

y + 1 

z - 3 


4 

2 

-3 

32. - 

¡ 

+ 1 

2 

y + 2 

-4 

z - 1 
-3 

x^ 

- 1 _ 

y - 1 

_ z + I 


5 

3 

2 


33. En la figura adjunta, un tornillo en el punto Q se gira al 
aplicar en el punto P una fuerza F de 25 Ib en un ángulo 
de 70° con respecto a la llave, la cual mide 8 pulg de lon¬ 
gitud. Calcule la intensidad (o módulo) del vector torque 
generado por la fuerza en el tomillo. 


41. Demuestre el teorema 10.5.6. 

42. Demuestre el teorema 10.5.7. 

43. Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R 3 y sean 
OP, OQ y OR las representaciones de posición de los 
vectores A, B y C, respectivamente. Demuestre que la 
distancia del origen al plano determinado por los tres 
puntos está dada por 

| A • B X C| 

|I(B - A) X (C - A)]| 



44. Sean OP la representación de posición del vector A, OQ 
la representación de posición de B, y OR la represen¬ 
tación de posición de C. Demuestre que el área del 
triángulo PQR es | ||(B - A) X (C - A) ||. 

* 45. SiA.ByC son vectores de V 3 , demuestre que 
(A X B) X C = (C • A)B - (C ■ B)A 


34. Una fuerza F de 30 Ib en la dirección hacia abajo se aplica 
en un punto P, que es el extremo izquierdo de la palan¬ 
ca de la engrapadora mostrada en la figura adjunta. La 
longitud de la palanca es de 6 pulg y, en reposo, la pa¬ 
lanca forma un ángulo de 10° con la base horizontal de la 
engrapadora en el punto Q. Obtenga la intensidad (o mó¬ 
dulo) del vector torque ejercido por F en Q. 


46. Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre la identidad 
de Jacob! 

AX(BXC) + BX(CXA) + CX(AXB) = 0 
Sugerencia : aplique el teorema 10.5.7 a cada término. 

47. Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre que 

(A X B) X C = A X (B X C) 



si y sólo si B X (C X A) = 0. 

Sugerencia: aplique la identidad de Jacobi del ejerci¬ 
cio 46. 

48. Describa las interpretaciones geométricas del producto 
cruz, del triple producto escalar y el triple producto vec¬ 
torial. 
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10.6 SUPERFICIES 


Hasta este momento se han tratado dos tipos de superficies, ei plano y la es¬ 
fera. El propósito de esta sección es estudiar otras superficies que desem¬ 
peñan un papel importante en el estudio del Cálculo de funciones de más de 
una variable, en los capítulos 12 y 14. 

Una superficie está representada por una ecuación en tres variables si las 
coordenadas de cada punto de la superficie satisfacen la ecuación, y si cada 
punto cuyas coordenadas verifican la ecuación pertenece a la superficie. Un 
tipo de superficie es el cilindro , el cual se estudiará a continuación. 


10.6.1 Definición de cilindro 


Un cilindro es una superficie generada por una recta que se mueve a 
lo largó de una curva plana de tal manera que siempre permanece pa¬ 
ralela a una recta fija que no está contenida en el plano de la curva 
dada. La recta que se mueve se denomina generatriz del cilindro, y la 
curva plana dada se llama directriz del cilindro. Cualquier posición de 
una generatriz recibe el nombre de regladura del cilindro. 


El estudio de cilindros se limitará a aquellos que tengan una directriz en 
uno de los planos coordenados y regladuras perpendiculares a ese plano. Si 
las regladuras de un cilindro son perpendiculares al plano de la directriz, se 
dice que el cilindro es perpendicular al plano. 

El bien conocido cilindro circular recto es aquel cuya directriz es una 
circunferencia y cuyas regladuras son paralelas al eje del cilindro. 


X 


y 


Cilindro: x 2 + y 2 - 4 

FIGURA 1 



0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra un ci¬ 
lindro circular recto cuy a directriz es* 2 + y 2 = 4, la cual está en el plano xy, 
y cuyas regladuras son paralelas al eje z. En la figura 2 se tiene un cilindro 
cuya directriz es la parábola y 2 = 8*, contenida en el plano xy, y cuyas re¬ 
gladuras son paralelas al eje z- Este cilindro se denomina cilindro para¬ 
bólico. Un cilindro elíptico se muestra en la figura 3; su directriz es la 
elipse 9x 2 + 16y 2 = 144, la cual está en el plano xy, y sus regladuras son 
paralelas al eje z. La figura 4 muestra un cilindro hiperbólico que tiene 
como directriz a la hipérbola 25.v 2 - 4y 2 = 100, contenida en el plano xy, 
y sus regladuras son paralelas al eje z. 4 

z z 



FIGURA 3 


FIGURA 2 


4 
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y = fU) • 


FIGURA 5 


z 



y = /W 

FIGURA 6 


Considere ahora el problema de obtener una ecuación de un cilindro 
que tiene una directriz en un plano coordenado y que sus regladuras son pa¬ 
ralelas al eje coordenado que no está contenido en ese plano. Para ser espe¬ 
cíficos, considere la directriz en el plano xy y las regladuras paralelas al 
eje z. Refiérase a la figura 5. Suponga que una ecuación de la directriz en el 
plano xy es y = /(;t). Si el punto Cjcq, >’q, 0) del plano xy satisface esta 
ecuación, entonces cualquier punto de la forma (* 0 , yo,del espacio 
tridimensional, donde z es cualquier número real, satisfará la misma ecua¬ 
ción debido a que z no aparece en la ecuación. Los puntos que tienen repre¬ 
sentaciones (* 0 , yo, z) están ubicados en una recta paralela al eje z que pasa 
por el punto (jc 0 , y 0 , 0). Esta recta es una regladura del cilindro. En conse¬ 
cuencia, cualquier punto cuyas coordenadas t y y satisfagan la ecuación 
y = f[x), estará en el cilindro. Recíprocamente, si el punto P{x, y, z) per¬ 
tenece al cilindro (vea la figura 6 ), entonces el punto (x, y, 0 ) está en la di¬ 
rectriz del cilindro la cual yace en el plano xy, y en consecuencia, las 
coordenadas xy y de P satisfacen la ecuación y = /(y). Por tanto, si y = /(;t) 
se considera como una ecuación de la gráfica en el espacio tridimensional, 
entonces la gráfica es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al eje z, y el 
cual tiene como directriz a la curva y = f(x) contenida en el plano z = 0. Se 
tiene una explicación semejante cuando la directriz está en alguno de los 
otros planos coordenados. Los resultados se resumen en el teorema siguiente. 


10.6.2 Teorema 


En el espacio tridimensional, la gráfica de una ecuación en dos de las 
tres variables x, y, y z es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al 
eje asociado con la variable que falta y cuya directriz es una curva en 
el plano asociado con las dos variables que aparecen en la ecuación. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 10.6.2, una 

ecuación del cilindro circular recto de la figura 1 es x 2 + y 2 = 4, consi¬ 
derada como una ecuación en R 3 . De manera semejante, una ecuación del 
cilindro parabólico de la figura 2 es y 2 = 8 x, considerada también como 
una ecuación en R 3 . La ecuación del cilindro elíptico de la figura 3 y del 
cilindro hiperbólico de la figura 4 son, respectivamente, 9x 2 + 16y 2 = 144 
y 25.x 2 - 4y 2 = 100, las dos consideradas como ecuaciones en R 3 . 4 



X 


Cilindro: y = ln z 


La sección transversal de una superficie en un plano es el conjunto de 
todos los puntos de la superficie que están en el plano dado. Si un plano es 
paralelo al plano de la directriz del cilindro, entonces la sección transversal 
del cilindro es congruente a su directriz. Por ejemplo, la sección transver¬ 
sal del cilindro elíptico de la figura 3 en cualquier plano paralelo al plano xy 
es una elipse. 


► EJEMPLO I Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) y = lnz;(b)z 2 = x 3 

Solución 

(a) La gráfica es un cilindro cuya directriz, que yace en el plano yz, es la 
curva y = ln z y cuyas regladuras son paralelas al eje x. La gráfica se 
muestra en la figura 7. 


FIGURA 7 
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Cilindro: z 2 = jr 3 

FIGURA 8 


z 


FIGURA 9 



(b) La gráfica es un cilindro cuya directriz está en el plano xz y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje y. Una ecuación de la directriz es z 2 = Jf 3 . 
La figura 8 muestra la gráfica de este cilindro. 4 


10.6.3 Definición de superficie de revolución 


Si una curva plana se gira alrededor de una recta fija que está en el 
plano de la curva, entonces la superficie así generada se denomina 
superficie de revolución. La recta fija se llama eje de la superficie de 
revolución, y la curva plana recibe el nombre de curva generatriz 
(o revolvente). 

La figura 9 muestra una superficie de revolución cuya curva generatriz 
es la curva C del plano yz y cuyo eje es el eje z. Una esfera es un ejemplo 
particular de una superficie de revolución ya que la esfera puede generarse 
al girar una semicircunferencia alrededor de un diámetro. Otro ejemplo de 
superficie de revolución es un cilindro circular recto para el cual la curva 
generatriz y el eje son rectas paralelas. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Una esfera generada al girar 

la semicircunferencia y 2 + z 2 = r 2 , z > 0 , alrededor del eje y se muestra 
en la figura 10. La figura 11 muestra el cilindro circular recto para el cual la 
curva generatriz es la recta z = k del plano xz y su eje es el eje x. 4 

* 

z 

; 

t 




FIGURA 12 


FIGURA 10 FIGURA 11 

A continuación se obtendrá la ecuación de una superficie generada al 
girar alrededor del eje y la curva del plano yz que tiene la ecuación bidi- 
mensional 

z = f(y) <D 

Refiérase a la figura 12. Sea P(x, y, z) cualquier punto de la superficie de 
revolución. Por P, se pasa un plano perpendicular al eje y, y Q( 0, y, 0) deno¬ 
ta el punto de intersección de este plano con el eje y. Sea Pq(0, y, zq) el punto 
de intersección del plano con la curva generatriz. Como la sección transver¬ 
sal de la superficie con el plano que pasa por P es una circunferencia, P está 
en la superficie si y sólo si 


QP I 2 = \QPo\ 


2 
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Debido a que | QP \ = 


X 2 + Z 2 = z 0 2 


+ X y I Q p o I = zo. se obtiene de esta ecuación 
Vi< 

^ ( 2 ) 


El punto Pq está en la curva generatriz; por lo que sus coordenadas 
deben satisfacer (1). Por tanto, 


zo = fty) 

De esta ecuación y de (2), el punto P está en la superficie de revolución si y 
sólo si 

x 2 + z 2 = [/(y)] 2 (3) 

Ésta es la ecuación deseada de la superficie de revolución. Puesto que (3) 
es equivalente a 

± V * 2 + z 2 = /(y) 

se puede obtener (3) al sustituir z por ± ^¡x 2 + j¡ 2 en (1). 

De manera similar se puede demostrar que si la curva del plano yz 
tiene la ecuación bidimensional 


y = g(z) (4) 

se gira alrededor del eje z, se obtiene una ecuación de la superficie de re¬ 
volución generada al sustituir y por + Jx 2 + y 2 en (4). Se tienen observa¬ 
ciones análogas cuando una curva en cualquier plano coordenado se hace 
girar alrededor de uno de los ejes coordenados de ese plano. En resumen, las 
gráficas de las ecuaciones siguientes son superficies de revolución que tiene 
el eje indicado: x 2 + y 2 = [F{z)] 2 —eje z; x 2 + z 2 = [F(y)] 2 —eje y; 
y 2 + z 2 = \F(x)] 2 —eje x. En cada caso, las secciones transversales de la 
superficie en planos perpendiculares al eje son circunferencias que tienen 
sus centros sobre el eje. 



Paraboloide de revolución y 2 +■ z 2 = 4* 


y 


FIGURA 13 


W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la superficie de revo¬ 
lución generada al girar alrededor del eje x la parábola y 2 = 4x del plano 
xy. Dibuje la superficie. 

Solución Si en la ecuación de la parábola se sustituye y por 
± ~Jy 2 + z 2 , se obtiene 

y 2 + z 2 = 4x 

La superficie se muestra en la figura 13. La misma superficie se genera si la 
parábola z 2 = 4x del plano xz se gira alrededor del eje x. M 

La superficie del ejemplo 2 se denomina paraboloide de revolución. 
Si se gira una elipse alrededor de uno de sus ejes, la superficie generada se 
llama elipsoide de revolución. Un hiperboloide de revolución se ob¬ 
tiene cuando una hipérbola se gira alrededor de un eje. La superficie del 
ejemplo siguiente se denomina cono circular recto. 


► EJEMPLO 3 Dibuje la superficie x 2 + z 2 - 4y 2 = 0, 
y > 0. 



850 CAPÍTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


z 



FIGURA 14 


Solución La ecuación dada es de la forma x 2 + z 2 = [/'Yy)] 2 ; porlo 
que su gráfica es una superficie de revolución que tiene al eje y como su 
eje. Al resolver la ecuación dada para y, se obtiene 

2y = ±yx 2 + z 2 

En consecuencia, la curva generatriz puede ser la recta 2y = x del plano xy, 
o la recta 2y = z del plano yz . Al dibujar las dos curvas generatrices posi¬ 
bles y empleando el hecho de que las secciones transversales de la superficie 
en planos perpendiculares al eje y son circunferencias cuyos centros están en 
el eje y, se obtiene la superficie mostrada en la figura 14. Observe que como 
y > 0, el cono tiene sólo un manto. 4 

Tal vez estudió en algún curso de matemáticas previas al Cálculo (en 
otro caso consulte la sección A. 10 del apéndice) que la gráfica de una ecua¬ 
ción de segundo grado en dos variables * y y, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


es una sección cónica. La gráfica de una ecuación de segundo grado en las 
tres variables x,yyz, 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + ¡z + J = 0 (5) 


se denomina superficie cuádrica. Los tipos más simples de superficies cuá- 
dricas son los cilindros parabólicos, elípticos e hiperbólicos, los cuales ya 
se han estudiado. Ahora se considerarán otros seis tipos de superficies 
cuádricas. En el estudio de cada una de estas superficies, se elegirán los 
ejes coordenados de modo que las ecuaciones resulten en su forma más sim¬ 
ple, y se hará referencia a las secciones transversales de las superficies en 
planos paralelos a los planos coordenados. Estas secciones transversales 
ayudan a visualizar la superficie. 



y 


Elipsoide 

FIGURA 15 


Elipsoide 



donde a, b y c son positivos. Consulte la figura 15. 

Si en (6) z se sustituye por 0, se obtiene la sección transversal del elip¬ 
soide en el plano xy , la cual es la elipse 



A fin de obtener las secciones transversales de la superficie en los planos 
z = k, se reemplaza z por k en la ecuación del elipsoide, de lo que se obtiene 



Si | k | < c, la sección transversal es una elipse y las longitudes de los 
semiejes decrece hacia cero conforme | k ¡ aumenta hacia el valor de c. Si 
| k | = c, la intersección del plano z =~k con el elipsoide consiste del único 
punto (0, 0, k). Si | k | > c, no existe intersección. La discusión es semejan¬ 
te si se consideran las secciones transversales formadas por planos paralelos 
a alguno de los otros dos planos coordenados. 
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z 



Hiperboloide elíptico de una hoja 

FIGURA 16 


z 





Hiperboloide elíptico de dos hojas 

FIGURA 16 


Los números a,b y c son las longitudes de los semiejes del elipsoide. Si 
dos cualesquiera de estos tres números son iguales, se obtiene un elipsoide 
de revolución, también denominado esferoide. Un esferoide para el cual el 
tercer número es mayor que los otros dos números iguales, se dice prolato 
(o alargado). Un esferoide prolato tiene la forma de un balón de fútbol 
americano. Un esferoide oblato (o achatado) se obtiene si el tercer número 
es menor que los dos números iguales. Si los tres números a, b y c de la ecua¬ 
ción de un elipsoide son iguales, entonces el elipsoide es una esfera. 

Hiperboloide elíptico de una hoja 


+ 



= 1 


(7) 


donde a, b y c son positivos. Refiérase a la figura 16. 

Las secciones transversales en los planos z = k son las elipses 



Cuando k - 0, las longitudes de los semiejes de la elipse son pequeñas y 
aumentan conforme | k | se incrementa. Las secciones transversales en los 
planos x = k son las hipérbolas 



Si | ír | < a, el eje transverso de la hipérbola es paralelo al eje y, y si 
| ir | > a, el eje transverso es paralelo al eje z. Si k = a, la hipérbola de¬ 
genera en dos rectas: 


De manera análoga, las secciones transversales en los planos y — k también 
son hipérbolas. El eje de este paraboloide es el eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolución para el cual el 
eje es la recta que contiene al eje conjugado. 

Hiperboloide elíptico de dos hojas 



= 1 


( 8 ) 


donde a. b y c son positivos. Consulte a la figura 17. 
Al sustituir z por k en (8) se obtiene 


_c 

a 




- 1 


Si | i: | < c, el plano z = ir no intersecta a la superficie; en consecuencia, 
no existen puntos de la superficie entre los planos z = -cyz = c. Si 
| ir | = c, la intersección del plano z = k con la superficie consiste del único 
punto (0, 0, ir). Cuando |ir | > c, la sección transversal de la superficie en el 
plano z = k t s una elipse, y las longitudes de los semiejes se incrementan 
conforme | k | aumenta. 
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Hiperboloide elíptico de una hoja 


25 100 + 4 

FIGURA 18 


Las secciones transversales de la superficie en los planos x = k son las 
hipérbolas 



cuyos ejes transversos son paralelos al eje z- De manera similar, las seccio¬ 
nes transversales en los planos y = k son las hipérbolas 



para las cuales sus ejes transversos también son paralelos al eje z- 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolución en el que el 
eje es la recta que contiene al eje transverso de la hipérbola. 

Cada una de las tres superficies cuádricas anteriores es simétrica con 
respecto a cada uno de los planos coordenados y también es simétrica 
con respecto al origen. Sus gráficas se denominan cuádricas centrales y sus 
centros están en el origen. 

La gráfica de cualquier ecuación de la forma 



donde a. b y c son positivos, es una cuádrica central. 


► EJEMPLO 4 


Dibuje la gráfica de la ecuación 


4x 2 - y 2 + 25z 2 = 100 
e identifique la superficie. 

Solución Al dividir ambos miembros de la ecuación entre 100 se obtiene 

„2 


25 


100 4 


= 1 


la cual es de la forma (7) con y y z intercambiadas. En consecuencia, la su¬ 
perficie es un hiperboloide elíptico de una hoja cuyo eje es el eje y. Las sec¬ 
ciones transversales en los planos y = k son las elipses 

* 2 z 2 k 2 

25 4 100 

Las secciones transversales en los planos x = k son las hipérbolas 

,2 v 2 k 2 

25 


21 

100 


= 1 - 


y las secciones transversales en los planos z = k son las hipérbolas 

_ kl 

25 100 ‘ 4 


La superficie se muestra en la figura 18. 


EJEMPLO 5 Dibuje la gráfica de la ecuación 
4* 2 - 25y 2 - z 2 = 100 


e identifique la superficie. 
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z 



Hiperboloide elíptico de dos hojas 



25 4 100 

FIGURA 19 


z 

t 



x 


Paraboloide elíptico 

FIGURA 20 


z 



Paraboloide hiperbólico 


Solución Si se dividen los dos miembros entre 100 se puede escribir la 
ecuación como 

* 2 y 2 z 2 _ . 

25 4 100 

la cual es de la forma (8) con xy z intercambiadas; de modo que la superficie 
es un hiperboloide elíptico de dos hojas, cuyo eje es el eje x. Las seccio¬ 
nes transversales en los planos x = k, donde |fc| > 5, son las elipses 



Los planos x = k, donde | k | < 5, no intersectan a la superficie. Las sec¬ 
ciones transversales en los planos y = k son las hipérbolas 



y las secciones transversales en los planos z = k son las hipérbolas 


25 



*1 

100 


La superficie requerida se muestra en la figura 19. 


◄ 


Las dos superficies siguientes se denominan cuádricas no centrales. 
Paraboloide elíptico 



(9) 


donde a y b son positivos y r / 0. La figura 20 muestra la superficie para 
c > 0. 

Al sustituir k por z en (9) se obtiene 



Cuando k = 0, esta ecuación se transforma en b 2 x 2 + a 2 y 2 = 0, .la cual 
representa un único punto, el origen. Si k * 0,y ky c tienen el mismo signo, la 
ecuación corresponde a una elipse. Por lo que se concluye que las secciones 
transversales de la superficie en los planos z = k, donde ky c tienen el mis¬ 
mo signo, son elipses y las longitudes de los semiejes se incrementa a medida 
que | k | aumenta. Si k y c tienen signos opuestos, los planos z = k no in¬ 
tersectan la superficie. Las secciones transversales de la superficie en los 
planos x = k y y = k son parábolas. Cuando c > 0, las parábolas abren 
hacia arriba, como se muestra en la figura 20; cuando c < 0, las parábolas 
abren hacia abajo. 

y Si a = b, la superficie es un paraboloide de revolución. 


Paraboloide hiperbólico 


y 

b 


2 

2 


( 10 ) 


donde ay b son positivas ye * 0. La superficie se muestra en la figura 21 para 
c > 0. 


FIGURA 21 
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Las secciones transversales de la superficie en los plano z = k, donde 
k 0, son hipérbolas que tienen sus ejes transversos paralelos al eje y si k 
y c poseen el mismo signo, y los ejes son paralelos al eje * si k y c tienen 
signos opuestos. La sección transversal de la superficie en el plano z = 0 
consiste de dos líneas rectas que pasan por el origen. Las secciones trans¬ 
versales en los planos x = k son parábolas que abren hacia arriba si 
c > 0, y abren hacia abajo si c < 0. Las secciones transversales en los 
planos y - k también son parábolas, abren hacia abajo si c > 0 y abren 
hacia arriba si c < 0. 



Paraboloide elíptico 


zi + ¿ 

16 4 


FIGURA 22 




Paraboloide hiperbólico 

__ ¿_ = X 

16 4 3 


► EJEMPLO 6 Dibuje la gráfica de la ecuación 
3y 2 + 12z 2 = 16* 
e identifique la superficie. 

Solución La ecuación dada puede escribirse como 

¿ x 

16 4 3 

la cual es de la forma de (9) con x y z intercambiadas. En consecuencia, la 
gráfica de la ecuación es un paraboloide elíptico cuyo eje es el eje *. Las 
secciones transversales en los planos x = k, donde k > 0, son las elipses 


r 

16 


Los planos x = k, donde k < 0, no intersectan la superficie. Las seccio¬ 
nes transversales en los planos y = k son las parábolas 12z 2 = 16* - 3 k 2 , 
y las secciones transversales en los planos z = k son las parábolas 3y 2 = 
16* - 12 k 2 . La figura 22 muestra el paraboloide elíptico. A 


► EJEMPLO 7 


3y 2 - 12z 2 = 16* 


Dibuje la gráfica de la ecuación 


e identifique la superficie. 

Solución La ecuación dada puede expresarse como 


r 

16 


la cual es de la forma de (10) con * y z intercambiadas. Por tanto, la superfi¬ 
cie es un paraboloide hiperbólico. Las secciones transversales en los planos 
* = k, donde k & 0 son las hipérbolas 


y_ 

16 


La sección transversal en el plano yz consiste de las dos rectas y = 2z 
y y = ~2z. En los planos z = k las secciones transversales son las pará¬ 
bolas 3y 2 = 16* + 12 k 2 \ en los planos y = k las secciones transversales 
son las parábolas 12z 2 = 3 k 2 - 16*. El paraboloide hiperbólico se muestra 
en la figura 23. ^ 


FIGURA 23 
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z 



Cono elíptico 

FIGURA 24 


z 

si 



-5 


Cono elíptico: -- — + — = 

25 100 4 

FIGURA 25 


Cono elíptico 


X 

a 


2 

2 


+ 



= 0 


( 11 ) 


donde a,b y c son positivos. Consulte la figura 24. 

La intersección del plano z = 0 con la superficie es un punto, el origen. 
Las secciones transversales de la superficie en los planos z = k, donde 
k * 0, son elipses, y las longitudes de los semiejes aumentan conforme k se 
incrementa. Las secciones transversales en los planos x = 0 y y = 0 son 
pares de rectas que se intersectan. En los planos x = k y y = k, donde k * 0, 
las secciones transversales son hipérbolas. 


► EJEMPLO 8 


Dibuje la gráfica de la ecuación 


4x 2 - y 2 + 25z 2 = 0 


e identifique la superficie. 

Solución La ecuación dada se puede escribir como 
x 2 y 2 z 2 

- -— + — = o 

25 100 4 

la cual es de la forma de (11) con y y z intercambiadas. Por tanto, la superficie 
es un cono elíptico que tiene al eje y como su eje. La superficie intersecta al 

plano y = 0 sólo en el origen. La intersección de la superficie con el plano 

x = 0 es el par de rectas que se intersectan y = ± 5 z, y la intersección con 

el plano z = 0 es el par de rectas que se intersectan y = ±2x. Las sec¬ 

ciones transversales en los planos y = k, donde k & 0, son las elipses 

x 2 ¿ _ k 2 - 

25 + 4 " 100 

En los planos x = k y z = k, donde k * 0, las secciones transversales 
son, respectivamente, las hipérbolas 

!sL y 1 x 2 _ k 2 

100 4 “ 25 y 100 25 4 

La superficie se presenta en la figura 25. 4 

La tabla 1 resume la discusión de los seis tipos básicos de superficies 
cuádricas. En dicha tabla se muestran dos gráficas para cada superficie. Una 
gráfica fue dibujada, y la otra fue trazada mediante un programa de 
computadora empleado para generar superficies. Muchos programas para 
trazar gráficas en computadora se encuentran disponibles, generalmente in¬ 
volucran muchos cálculos numéricos. Estos programas se denominan gra- 
ficadores matemáticos, los cuales se tratan con mayor detalle en la sección 
12.1, donde se presentarán diversas e intrincadas superficies que pueden ser 
trazadas mediante estos programas. 

La ecuación (5) es la ecuación general de segundo grado en x, y y z. 
Puede demostrarse que mediante una traslación y rotación de los ejes coor- 
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Superficie ciíúdrica 


Elipsoide 


íl + + £_ _ | 

a 2 b 2 c 1 ~ 


Hiperboloide elíptico 
de una hoja 


£Í . _ ¿ _ , 

a 2 b 2 c 2 ~ 


Hiperboloide elíptico 
de dos hojas 

ii_£Í_ vi 

•c 2 a 2 b 2 = 


Paraboloide elíptico 

z 

a 2 b 2 c 
c > 0 


Trazas en el plano indicado 


plano xy: 
z ~ |¿| < c: 
plano yz: 
x = |¿| < c: 
plano xz : 
v = I * I < c: 


Gráfica dibujada 


plano xy: 

Z - k: 

plano yz: 


Elipse 

Elipse 

Hipérbola 


x = k 

plano xz: 
y =k: 

Hipérbola 

Hipérbola 

Hipérbola 

plano xy: 

Ninguna 

Z = \k \ < c: 

Ninguna 

z = \k \ > c: 

Elipse 

plano y z: 

Hipérbola 

x = ¿t: 

Hipérbola 

plano xz: 

Hipérbola 

y - k: 

Hipérbola 

plano xy: 

Punto (origen) 

z = k > 0: 

Elipse 

Z ='k < 0: 

Ninguno 

plano y zr. 

Parábola 

x = k: 

Parábola 

plano jcz: 

Parábola 

y = k: 

Parábola 



plano xy: Dos rectas que 

se ¡ntersectan (en el origen) 
z - k * 0: Hipérbola 

plano y z: Parábola 

x = k: Parábola 

plano xz: Parábola 

y = k: Parábola 


plano xy: Punto (origen) 

z = k * 0: Elipse 

plano yz: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
x = k ^ 0: Hipérbola 

plano xz: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
y = k * 0: Hipérbola 



V f 


z 



z 





: - „ 
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dervados del espacio tridimencionai (cuyo estudio está más allá del alcance de 
este libro) esta ecuación puede reducirse a una de las dos formas siguientes: 

A* 2 + By 2 + Cz 2 + J = 0 ' (12) 

Ax 2 + By 2 + tz = 0 (13) 

Las gráficas de las ecuaciones de segundo grado serán uno de los seis 
tipos anteriores de cuádricas o bien, degenerarán en un cilindro, un plano, una 
recta, un punto o el conjunto vacío. 

Las superficies no degeneradas asociadas con ecuaciones de la forma 
(12) son las cuádricas centrales, mientras que aquéllas asociadas con ecua¬ 
ciones de la forma (13) son las cuádricas no centrales. A continuación se pre¬ 
sentan algunos casos degenerados: 

x 2 - y 2 = 0; dos planos, x - y = 0 y x + y = 0 
Z 2 = 0; un plano, el plano xy 
x 2 + y 2 = 0; una recta, el eje z 
x 2 + y 2 + z 2 - 0; un punto, el origen 
x 2 + y 2 + z 2 + 1 = 0; el conjunto vacío 


EJERCICIOS 10.6 


En los ejercicios I a 4, dibuje la sección transversal del ci¬ 
lindro dado en el plano indicado. 

1. 4x 2 + y 2 = 16; plano xy 

2. ' 4 z 2 - y 2 = 4; plano yz 

3. z = e x \ plano xz 4. x = | y |; plano xy 

En los ejercicios 5 a ¡2, dibuje el cilindro que tiene la ecua¬ 
ción indicada. 

5. 4x 2 + 9y 2 = 36 6. z = sen y 

7. y = | Z | 8. x 2 - z 2 = 4 

9. z = 2x 2 10. z 2 = 4y 2 

11. y = coshx 12. x 2 = y 3 

En los ejercicios 13 a 20. obtenga una ecuación de la superfi¬ 
cie de revolución generada al girar la curva plana alrededor 
del eje indicado. Dibuje la superficie 

13. x 2 = 4y en el plano xy, alrededor del eje y. 

14. x 2 + 4z 2 = 16 en el plano xz, alrededor del eje z. 

15. x 2 + 4z 2 = 16 en el plano xz, alrededor del eje x. 

16. x 2 = 4 y en el plano xy, alrededor del eje x. 

17. y = 3z en el plano yz, alrededor del eje y. 

18. 9y 2 - 4z 2 = 144 en el plano yz, alrededor del eje z. 

19. y = sen x en el plano xy, alrededor del eje x. 

20. y 2 = z 3 en el plano yz, alrededor del eje z. 

En los ejercicios 21 a 28. obtenga una curva generatriz y el 
eje para la superficie de. revolución dada. Dibuje la su¬ 
perficie. 

21. X 2 + y 2 + z 2 = 16 22. x 2 + z 2 = y 

23. x 2 + y 2 - z 2 = 4 24. y 2 + z 2 = e 2x 

25. x 2 + z 2 = |y| 


26. 4x 2 + 9y 2 + 4z 2 = 36 

27. 9x 2 - y 2 + 9z 2 = 0 28. 4x 2 + 4y 2 - z = 9 

29. En los incisos (a)-(f), relacione la ecuación con la super¬ 
ficie correspondiente, generada en computadora (i).—(vi), 
e identifique la superficie. 

(a) 9x 2 - 4y 2 + 36z = 36 

(b) 5x 2 - 2z 2 = 3y 

(c) 9x 2 - 4y 2 + 36z 2 = 0 

(d) 5x 2 + 2z 2 = 3y 

(e) 9x 2 + 4y 2 + 36z 2 = 36 

(f) 9x 2 - 4 y 2 - 36 z 2 = 36 
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(vi) 



41. x 2 + 16 z 2 = 4y - 16 42. 9 y 2 - 4z 2 + I8x = 0 

43. Obtenga los valores de k para los cuales la intersección del 
plano x + ky = 1 y el hiperboloide elíptico de dos 
hojas y 2 - x 2 - z 1 = 1 sea (a) una 'elipse, y (b) una 
hipérbola. 


44. Determine el vértice y el foco de la parábola que es la 
intersección del plano y = 2 y el paraboloide hiper¬ 


bólico —t -— 

16 4 


z 

9' 


45. Obtenga el vértice y el foco de la parábola que es la 
intersección del plano x - 1 y el paraboloide hiper- 

z 2 x 2 y 
bóüco -j - y = 

46. Calcule el área de la sección plana formada por la in¬ 
tersección del plano y = 3 y el sólido limitado por el 

x 2 y 2 z 2 

elipsoide — + 25 + = I. 

47. Demuestre que la intersección de la superficie x 1 - 
4y 2 - 9z 2 = 36 y el plano x + z = 9 es una circun¬ 
ferencia. 

48. Pruebe que la intersección del paraboloide hiperbólico 

y 2 ■ x 2 z 

-y = - y el plano z = bx + ay consiste de 

dos rectas que se cortan. 


En los ejercicios 49 a 51, utilice el método del rebanado para 
calcular el volumen del sólido. La medida del área de la re¬ 
gión limitada por la elipse que tiene semiejes a y b es nab. 


49. El sólido limitado por el elipsoide 
36x 2 + 9y 2 + 4z 2 = 36. 

50. El sólido limitado por el elipsoide 



51. El sólido limitado por el plano z = h, donde h > 0 ,y el 

x 2 y 2 z 

paraboloide elíptico —y + , donde c > 0. 

52. Dibuje la superficie de revolución generada al girar la 
tractriz 


En los ejercicios 31 a 42, dibuje la gráfica de la ecuación e 
identifique la superficie. 


31. 

4rt 2 + 9y 2 + z 2 

= 36 

32. 

4x 2 - 9y 2 - z 2 

33. 

4x 2 + 9y 2 - z 2 

= 36 

34. 

4x 2 - 9y 2 + z 2 

35. 

2 2 2 
x = y - z 


36. 

x 2 - y 2 + z 2 

37. 

x2 z 2 

36 + f5 = 4 >' 


38. 

y 2 x 2 

25 + 36 + ~ 

39. 

Jt 2 Z 2 Q 

36 ' 25• = 


40. 

x 2 = 2y + 4z 



alrededor del eje x. 

53. Describa cómo dibujaría la superficie cilindrica generada 
al girar la curva x = /(y) del plano xy alrededor del eje 
y. En su descripción jnvente un ejemplo de una curva 
particular x = f(y) e incluya la ecuación de la superficie 
cilindrica obtenida. 
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REVISIÓN DEL CAPÍTULO 10 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 10 


1. Defina un vector (i) en el plano, y (ii) en el espacio tri¬ 
dimensional. 

2. ¿Cómo se representan los vectores geométricamen¬ 
te? ¿Cómo determina cuándo dos representaciones de¬ 
notan el mismo vector? 

3. ¿Cómo se determina el módulo y la dirección de un vector 
en (i) V 2 , y (ii) Vy? Invente un ejemplo para cada caso. 

4. ¿Cómo se determina la suma y la diferencia de dos vec¬ 
tores en (i) V 2 , y (ii) V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

i. Interprete geométricamente la suma y la diferencia de dos 
vectores. 

6 . Defina el producto de un escalar c y un vector A en (i) V 7 , 
y (ii) V y Invente un ejemplo para cada caso. 

7. ¿Cuál es la relación entre cA y A si (i) c > 0, y 
(ii) c < 0? Invente un ejemplo para cada situación. 

8 . ¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por las operacio¬ 
nes de adición algebraica y multiplicación por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 2 y V 3 1 

9. ¿Cómo se expresa cualquier vector de (i) en V 2 en térmi¬ 
nos de los vectores i y j, y (ii) en V 3 en términos de los 
vectores i, j y k? Invente un ejemplo para cada caso. 

10. ¿Por qué i y j forman una base para el espacio vectorial 
V 2 , e i, j y k forman una base para el espacio vectorial V 3 ? 

11. ¿Cómo se expresa un vector (i) en V 2 en términos de su 
módulo y ángulo director , y (ii) en V 3 en términos de 
su módulo y sus cosenos directores ? Invente un ejemplo 
para cada situación. 

12. Escriba una ecuación que exprese la relación que satis¬ 
facen los cosenos directores de cualquier vector de V y 

13. ¿Cuál es la fórmula para la distancia no dirigida entre 
dos puntos de R 3 ? Invente un ejemplo. 

14. ¿Cuáles son las fórmulas para las coordenadas del punto 
medio de un segmento de recta entre dos puntos de R 3 ? 
Invente un ejemplo. 

15. Defina una esfera. ¿Cuál es la forma centro-radio de la 
ecuación de una esfera de radio r y centro (h, k, 1)1 In¬ 
vente un ejemplo. 

16. Defina el producto punto de dos vectores (i) en V 2 , y 
(ii) en V 3 1 Invente un ejemplo para cada caso. 

17. ¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
punto de dos vectores? 

18. Defina el ángulo entre dos vectores. 

19. ¿Cómo se utiliza el producto punto para calcular el ángulo 
entre dos vectores? Invente un ejemplo. 

20. ¿Cómo se emplea el producto punto para determinar si 
dos vectores son ortogonalesl Invente un ejemplo. 


21. Defina la proyección escalar de un vector sobre otro. 
¿Cuál es la fórmula para determinar la proyección escalar 
de un vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 

22. ¿Cuál es la fórmula para determinar el vector proyec¬ 
ción del vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 

23. Invente un ejemplo que muestre cómo se emplean los 
vectores para calcular la distancia de un punto P a una 
recta que pasa por los puntos A y B en R 3 . 

24. Invente un ejemplo que ilustre cómo calcular el trabajo 
realizado por una fuerza F que desplaza un objeto de un 
punto A hasta el punto B si la dirección de F no coinci¬ 
de con la recta de movimiento de A a B. 

25. Defina el plano que pasa por el punto Pg(x 0 , y 0 , z 0 ) y que 
tiene a N como un vector normal. Escriba una ecuación 
de este plano si N es el vector (a, b, c). Invente un ejemplo. 

26. Defina el ángulo entre dos planos. Invente un ejemplo. 

27. Invente un ejemplo de (i) dos planos paralelos, y (ii) dos 
planos perpendiculares. 

28. Invente un ejemplo que muestre cómo se utilizan los vec¬ 
tores para calcular la distancia de un punto a un plano. 

29. Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa 
por el punto Pq(x 0 , y 0 , Zq) y es paralela a la representación 
del vector (a, b, c). Escriba las ecuaciones simétricas de 
esta recta. 

30. Invente un ejemplo que ilustre cómo obtener las ecuacio¬ 
nes simétricas de una recta que pasa por dos puntos de R 3 . 

31. Defina el producto cruz de dos vectores. Escriba la no¬ 
tación de determinates empleada como un recurso ne- 
motécnico para recordar la fórmula del producto cruz. 
Invente un ejemplo. 

32. ¿Qué leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
cruz de dos vectores, y cuáles no? 

33. Escriba tres productos cruz que contengan al vector A y 
que tengan como resultado al vector cero. 

34. ¿A qué es igual el triple producto escalar de los tres vec¬ 
tores A, B y C? Invente un ejemplo. 

35. ¿A qué es igual el triple producto vectorial de los tres 
vectores A, B y C? Invente un ejemplo. 

36. Escriba la fórmula que permite expresar |[ A x B || en 
términos de || A ||, || B ||, y el ángulo entre A y B. 

37. Proporcione la interpretación geométrica de || A x B ||. 
Invente un ejemplo. 

38. ¿Cómo puede emplearse el producto cruz para determinar 
si dos vectores son paralelos? Invente un ejemplo. 

39. Invente un ejemplo que muestre cómo puede emplearse el 
producto cruz para obtener la ecuación de un plano que 
pasa por tres puntos de R 3 . 
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40. ¿En qué consiste la interpretación geométrica del triple 
producto escalar? Invente un ejemplo. 

41. Defina el término cilindro. 

42. Invente un ejemplo de una ecuación de un cilindro cuyas 
regladuras sean paralelas al (i) eje x, (ii) eje y, y 
(iii)eje z. Dibuje la superficie. 

43. Invente un ejemplo de una ecuación de una superficie de 
revolución cuya curva generatriz esté en el plano xy y 
cuyo eje sea (i) el eje x. y (ii) el eje y. Dibuje la superficie. 

44. Invente un ejemplo de una ecuación de un elipsoide y 
dibuje la superficie. 


45. Invente un ejemplo de una ecuación de un hiperboloide 
elíptico de una hoja y dibuje la superficie. 

46. Invente un ejemplo de una ecuación de un hiperboloide 
elíptico de dos hojas y dibuje la superficie. 

47. Invente un ejemplo de una ecuación de un paraboloide 
elíptico y dibuje la superficie. 

48. Invente un ejemplo de una ecuación de un paraboloide 
hiperbólico y dibuje la superficie. 

49. Invente un ejemplo de una ecuación de un cono elíptico y 
dibuje la superficie. 




► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 10 


En los ejercicios I a 18, considere A = 4i - 6 j, B = i + 7j 
y C = 9i - 5j. 

1. Calcule 3B - 7A. 2. Obtenga 5B - 3C. 

3. Obtenga || 3B - 7A ||. 4. Calcule j|5B - 3C ||. 

5. Calcule || 3B || - ¡| 7A ||. 6. Obtenga || 5B || - || 3C ||. 

7. Obtenga (A - B) • C. 8. Calcule (A • B). 

9. Determine un vector unitario que tenga la misma direc¬ 

ción que 2A + B. 

10. Calcule el vector unitario ortogonal a B. 

11. Encuentre los escalares h y k tales que A = AB + kC. 

12. Obtenga los escalares h y k tales que h\ + AB = -C. 

13. Determine la proyección escalar de A sobre B. 

14. Obtenga la proyección escalar de C sobre A. 

15. Calcule el vector proyección de A sobre B. 

16. Determine el vector proyección de C sobre A. 

17. Obtenga la componente de B en la dirección de A. 

18. Calcule eos a si a es el ángulo entre A y C. 

En los ejercicios 19 y 20, A = -2i + 5j y B = Ai - 2j. 

19. Determine h de modo que el ángulo entre A y B sea = tt. 

20. Demuestre que no existe h tal que el ángulo entre A y B 
sea' i n. 

En los ejercicios 21 a 30, A = -i + 3j + 2k, B = 2i + 

j - 4k, C = i + 2j - 2k, D = 3j - k y E = 5i - 2j. 

21. Obtenga 6 C + 4D - E. 22. Calcule 3A - 2B + C. 

23. Calcule D • B x C. 24. Obtenga(A x C) - (D x E). 

25. Obtenga || A x B || || D x E ||. 

26. Calcule 2B • C + 3D ■ E. 

27. Determine la proyección escalar de A sobre B. 

28. Obtenga la proyección escalar de C sobre D. 

29. Calcule el vector proyección de E sobre C. 

30. Determine el vector proyección de D sobre E. 


criba los paréntesis y determine el vector o escalar indicado si 
A = (3, -2, 4), B = (-5, 7,2) y C = <4, 6,-1). 

31. AB • C 32. A • BC 

33. A + B • C 34. B • A - C 

35. AXB-A + B- C 36. AXB-CXA 

37. Dibuje la gráfica de x = 3 en R, R 2 y /? 3 , 

38. Dibuje el conjunto de puntos que satisfacen las ecuacio¬ 
nes simultáneas jr = 6 y y = 3 en K 2 y R\ 

En los ejercicios 39 a 48, describa en palabras el conjunto de 
puntos de R- que satisfacen la ecuación o par de ecuaciones. 
Dibuje la gráfica. 



49. Dos fuerzas cuyas intensidades son de 50 Ib y 70 Ib for¬ 
man un ángulo de 60° entre sí y se aplican a un objeto en 
el mismo punto. Calcule (a) la intensidad de. la fuerza 
resultante, y (b) el ángulo que forman la resultante y 
la fuerza de 50 Ib, con aproximación de grados. 


50. Determine el ángulo entre dos fuerzas de 112 Ib y 136 Ib 
aplicadas a un objeto en el mismo punto si la fuerza re¬ 
sultante tiene una intensidad de 168 Ib. 


51. Una fuerza está representada por el vector F que tiene 
una intensidad de 30 Ib y un ángulo director de | ti rad. 
Si la distancia se mide en pies, calcule el trabajo realizado 
por la fuerza al desplazar una partícula a lo largo de una 
recta que va del punto (3, 6) al punto (-2, 7). 

52. El enfriamiento de un avión es de 107° y su velocidad al 
airees de 210 mi/h. Sí el viento sopla del oeste a 36 mi/h, 
¿cuál es (a) la velocidad a tierra del avión, y (b) su curso? 


En los ejercicios 31 a 36, existe sólo una forma para obtener 53. Se dibuja una recta que pasa por el punto (-3, 5, 1) y 
una expresión que tenga sentido al insertar paréntesis. Es- perpendicular al plano xz. Determine las coordenadas de 
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los puntos sobre esta recta que están a una distancia de 13 
unidades del punto (- 2 , 0 , 0 ). 

54. Determine una ecuación de la esfera que tiene como un 
diámetro al segmento de recta cuyos extremos son 
(3, 5,-4) y (-1,7,4). 

55. Obtenga una ecuación de la esfera concéntrica con la es¬ 
fera x 2 + y 2 + V + 4x + 2y - 6 z + 10 = 0 y que 
contiene al punto (-4, 2, 5). 

56. Demuestre que los puntos (4, 1, -1), (2, 0, I) y (4, 3, 0) 
son los vértices de un triángulo rectángulo, y calcule el 
área del triángulo. 

57. Determine una curva generatriz y el eje para la superficie 
de revolución que tiene la ecuación x 2 + z 2 = e 4y . 

58. Obtenga una ecuación de la superficie de revolución ge¬ 
nerada al girar la elipse 9x 2 4 4 z 2 = 36 del plano xz al¬ 
rededor del eje x. Dibuje la superficie. 

59. Determine el valor de c tal que los vectores 3i + cj - 3k 
y 5i - 4j 4 k son ortogonales. 

60. Demuestre que existen representaciones de los tres 
vectores A = 5i 4 j - 3k, B = i 4 3j - 2k, y 
C = -4i 4 2j 4 k, las cuales forman un triángulo. 

61. Dados los puntos A(5, 9, -3) y B(-2, 4, -5), obtenga 
(a) los cosenos directores de \(AB ), y (b) el vector uni¬ 
tario que tiene la dirección de \(AB). 

62. SiA = i 4 j - k,B = 21 - j 4 k,C = 3i - 2j 4 4k 
y D = 5i 4 6j - 8 k. determine los escalares a, b y c 
tales que aA 4 f»B 4 cC = D. 

63. Si A = (7, -1, 5) y B = (-2, 3. 1), determine (a) la pro¬ 
yección escalar de B sobre A, y (b) el vector proyección 
de B sobre A. 

64. Obtenga una ecuación del plano que contenga los pun¬ 
tos (1, 7, -3) y (3, 1, 2) y que no intersecta al eje x. 

65. Determine una ecuación del plano que pasa por los tres 
puntos (-1, 2, 1), (1, 4, 0) y (1, -1, 3) mediante dos mé¬ 
todos: (a) utilice el producto cruz; (b) sin emplear el 
producto cruz. 

66 . Obtenga una ecuación del plano que contiene al punto 
(7, -2, -5) y es perpendicular a la recta que pasa por los 
puntos (-3, 0, 4) y (3, 2, 1). 

67. Calcule la distancia del origen al plano que pasa por el 
punto (- 6 , 3, -2) y tiene al vector 51 - 3j 4 4k como 
un vector normal. 

68 . Obtenga dos vectores unitarios ortogonales a i - 3j 4 
4k y cuyas representaciones sean paralelas al plano yz. 

69. Determine la distancia del punto P(4, 6 , -4) a la recta 
que pasa por los dos puntos A(2, 2, I) y B( 4, 3, -1). 

70. Calcule la distancia del plano 9x - 2y 4 6 z 4 44 = 0 
al punto (-3, 2, 0). 

71. Si 9 es el ángulo entre los vectores A = 2 Í 4 j 4 ky 
B = 4i - 3j 4 5k, calcule eos 9 en dos formas: 
(a) emplee el producto punto; (b) utilice el producto cruz 
y una identidad trigonométrica. 


JC~1 y + 2 Z — 2 

72. Demuestre que las rectas —-— = —-— = ^ ■ ■ 

x - 2 y — 5 z - 5 . ... , 

y —-— = —^— = —-— son rectas oblicuas (o cru¬ 
zantes), y calcule la distancia entre ellas; 

73. Determine las ecuaciones simétricas y paramétricas de la 
recta que pasa por el origen y es perpendicular a cada una 
de las rectas del ejercicio 72. 

74. Obtenga las ecuaciones simétricas y paramétricas de la 
recta que pasa por los dos puntos (-3, 5, 2) y (1, -3, 4). 

x ~~ 2 y + 3 Z"“5 

75. Demuestre que las rectas —-— = -— = —-— 

jt + i y + 2 z-l . 

y —— = —— son comcidentes. 

—6 2 —o 

76. Determine una ecuación del plano que contiene a la recta 

j(* - 3) = -(y 4 5) = |(z 4 2) 
y al punto (5, 0, -4). 

77. Calcule el área de la sección transversal del elipsoide 



en el plano z = 4. 

78. Calcule el área del paralelogramo que tiene a las repre¬ 
sentaciones de posición de los vectores 2j - 3k y 5i 4 
4k como dos de sus lados. 

79. Calcule el volumen del paralelepípedo que tiene vértices 
en (1, 3, 0), (2, - 1 , 3), (-2, 2. -1) y (-1, 1. 2). 

80. Demuestre mediante análisis vectorial que las diagonales 
de un paralelogramo se bisectan mutuamente. 

En los ejercicios 81 y 82, considere 

A = eos ai 4 sen aj y B = eos /3i 4 sen ¡3} 

y refiérase a la figura adjunta. 



81. Emplee el producto punto de A y B para demostrar que 

cos(a - ¡3) = eos a eos ¡3 4 sen asen ¡3 

82. Utilice el producto cruz de A y B, con o como la compo¬ 
nente k de cada vector, para demostrar que 

| sen(a - [3) \ = | sen a eos ¡3 - eos a sen ¡3 \ 
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83. Si A es cualquier vector de V^, demuestre que 

A = (A • i)i + (A • j)j + (A • k)k 

84. Sean A y B vectores de V 3 , y c¡, c 2 y c 3 los cosenos di¬ 
rectores de A, y d } , d 2 y d 3 los cosenos directores de B. Si 


(A X B) ’ (C X D) = 


A • C 
B- C 


A -D 
B • D 


86 . Considere un triángulo ABC, si los puntos D. E y F 
están sobre los lados AB, BC y AC, respectivamente, y 


£i = £ 2 . _ £i \(AD) = ÍV(A£) \(BE) = iV(BC) 

d ! el-, d 3 —. —. 

V(CF) = % V(CA) 

demuestre que A y B son paralelos. ~ 

85. Si A, B, C y D son,vectores de V 3 , demuestre la iden- demuestre que \(AE) + \(BF) + \(CD) = 0. 

tidad de Lagrange 


. * 

Funciones vector 


N/\S\OH 


11.1 Funciones vectoriales y curvos 
en/? 3 

11.2 Cálculo de las funciones 
vectoriales 

11.3 Vectores tangente unitario 

y normal unitario, y longitud 
de arco como parámetro 

11.4 Curvatura 

11.5 Movimiento curvilíneo 



L as fundones vectoriales son aquellas cuyo 
dominio es un conjunto de números reales tales 
que su contradominio es un conjunto de vecto¬ 
res. Estas funciones se definen en la sección 11.1, donde 
también se estudian sus gráficas. Las gráficas de estas 
funciones son curvas, las cuales también pueden 
representarse mediante ecuaciones paramétricas. El 
Cálculo de las funciones vectoriales, tratado en la 
sección 1 1.2, se refiere a las derivadas e integrales 
indefinidas de estas funciones, y se verá que las defi¬ 
niciones y teoremas son semejantes a las del Cálculo de 
funciones reales. 

En las secciones restantes del capitulo se tratan 
aplicaciones de los vectores a la geometría, física e 
ingeniería. Las aplicaciones geométricas incluyen la 
longitud de arco, vectores tangentes y normales a una 
curva, y curvatura. En las aplicaciones de física e 
ingeniería se emplean los vectores para estudiar el 
movimiento de una partícula a lo largo de una 
curva, el cual se denomina movimiento curvilíneo. 
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11.1 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN R 3 

En la sección 9.1 se introdujeron las ecuaciones paramétricas al considerar 
una partícula que'se mueve en un plano de modo que las coordenadas (x, y) 
de su posición en cualquier instante t están determinadas por las ecuaciones 

x = f(t) y y = g(t) (1) 

Esta idea se puede extender al espacio tridimensional, donde las coordenadas 
(x, y, z) de la posición de la partícula en cualquier tiempo / están dadas por 
las tres ecuaciones paramétricas 

x = f(t) y = g(t) z = h(t) (2) 

Para cualquier posición de la partícula existe un vector y los puntos termina¬ 
les de las representaciones de posición de estos vectores determinan una cur¬ 
va recorrida por la partícula. Esta idea nos conduce a considerar una función 
cuyo dominio es un conjunto de números reales tal que su contradomino es 
un conjunto de vectores. A esta función se le llama función vectorial. 


11.1.1 Definición de función vectorial 


Sean/, g y h funciones reales de la variable real t. Entonces se define la 
función vectorial R por medio de 

m = m + + hw 

donde t es cualquier número real del dominio común de / g y h. En el 
plano, se define una función vectorial R mediante 

R(f) = /(f)i + g(t)i 

donde t pertenece al dominio común de/y g. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO I Sea R la función vectorial 

definida por 

R(f) = -v/T^i + (f - 3)->j + ln f k 

Si /(í) = ~Jt - 2, g(t) = (t - 3)~' y h(t) = ln f, entonces el dominio de R 
es el conjunto de valores de t para los cuales f(t), g(t) y h(t) están definidas. 
Como f(t) está definida para t > 2, g(t) está definida para todo número real 
diferente de 3, y h(t) está definida para todos los números positivos, el domi- 
nio de R es {t | t > 2, t * 3). 4 

La ecuación 

R(f) = f(')i + g(0j + Mr)k (3) 

se denomina ecuación vectorial la cual describe la curva C definida por las 
correspondientes ecuaciones paramétricas (2); esto es, una curva puede defi¬ 
nirse por medio de una ecuación vectorial o por un conjunto de ecuaciones 
paramétricas. Si en (3), h(t) = 0 para todo t del dominio de R, entonces la 
curva C yace en el plano xy y está definida por las correspondientes ecua¬ 
ciones paramétricas (1). Estas curvas se estudiaron en la sección 9.1. 
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V 



FIGURA 1 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La curva plana definida por 

la ecuación vectorial 

R(í) = (4 - r 2 )i + (r 2 + 4t)j 
también puede definirse por las ecuaciones paramétricas 
x = 4 - t 2 y y = t 2 + 4r 

En el ejemplo 5 de la sección 9.1 se dibujó esta curva obteniéndose la grá¬ 
fica mostrada en la figura 1 . A 

Una ecuación vectorial de una curva proporciona una dirección a la 
curva en cada punto. Esto es, si se piensa que la curva es descrita por una par¬ 
tícula, se puede considerar la dirección positiva a lo largo de la curva como 
la dirección en la que la partícula se mueve a medida que el parámetro t au¬ 
menta. En tal caso, t puede ser una medida del tiempo, de modo que al vector 
R(/) se le llama vector de posición. 

Al eliminar t de las ecuaciones paramétricas (2) se obtienen dos ecua¬ 
ciones en x, y y z, denominadas ecuaciones cartesianas de la curva C. La 
gráfica de cada ecuación cartesiana es una superficie, y C es la intersección de 
las dos superficies. Las ecuaciones de cualesquiera dos superficies que con¬ 
tienen a C pueden considerarse como las ecuaciones que definen a C. 


► 


EJEMPLO I Dibuje la curva que tiene la ecuación vectorial 


Tabla I 


{ 

X 

y 

z 

0 

2 

0 

0 


0 

2 


n 

-2 

0 

K 

!« 

0 

-2 

§* 

2 K 

2 

0 

2n 

¥ 

0 

2 

§* 

3 n 

-2 

0 

3 n 

V 

0 

-2 

i’ 

4 K 

2 

0 

4ji 



v 


FIGURA 2 


R(í) = 2 eos ti + 2 sen tj + tk 0 < t < 4n 

Solución Las ecuaciones paramétricas de la curva son 

x = 2 eos t y = 2 sen t z = t 

El parámetro i de las dos primeras ecuaciones se elimina al elevar al cuadra¬ 
do los dos miembros de estas ecuaciones y sumar los miembros corres¬ 
pondientes, obteniéndose 

x 2 + y 2 = 4 eos 2 t + 4 sen 2 t 
x 2 + y 2 = 4 

Por tanto, la curva está completamente contenida en el cilindro circular recto 
cuya directriz es la circunferencia x 2 + y 2 = 4 del plano xy y cuyas regla- 
duras (o posiciones de su generatriz) son paralelas al eje z. La tabla 1 pro¬ 
porciona conjuntos de valores de x, y y z para valores específicos de t. La 
figura 2 muestra la curva. A 


La curva del ejemplo 1 se denomina^hélice circular. Una hélice más 
general tiene la ecuación vectorial 

R(r) = a eos ti + b sen tj + cík (4) 


y ecuaciones paramétricas 

x = a eos í y = b sen í z = ct 


donde a, b y c con constantes diferentes de cero. Cuando a = b, la curva es 
una hélice circular. Para eliminar i de las dos primeras ecuaciones paramé¬ 
tricas se escriben dichas ecuaciones como 


y 2 

y p- 


sen 2 t 
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z 


X 



(a, 0,0) 

R(f) = a eos / i + b sen l j + ct k 


FIGURA 3 


z 



R(f) = t i + í 2 j + / 3 k, 0 < t £ 2 


FIGURA 4 



R(f) = 2 eos ti+ 2 sen íj+ík 0 <t<4n 
vista desde (16,0, 0) 


Al sumar los miembros correspondientes de estas dos ecuaciones se obtiene 



Por tanto, la curva definida por (4) está contenida completamente en el cilin¬ 
dro elíptico con regladuras paralelas al eje z y cuya directriz es una elipse 
del plano xy, (y ^tíyas^egladuríts sopi^araleíás aLeje z] como se muestra en la 
figura 3. {SpilC. ' 

Una curva que tiene la ecuación vectorial 
R(r) = ati + bt 2 j + cí 3 k 

donde a, b y c son constantes diferentes de cero, se denomina cúbica alabea¬ 
da, un caso particular de esta ecuación se presenta en el próximo ejemplo. 


► EJEMPLO 2 Dibuje la cúbica alabeada que tiene la ecuación 
vectorial 

R(r) = ri + r 2 j + r 3 k 0 < i < 2 
Solución Las ecuaciones paramétricas de esta cúbica alabeada son 

x = t y = t 2 z = t 3 

Al eliminar t de las dos primeras ecuaciones se obtiene y = x 2 , que es la 
ecuación de un cilindro que tiene como directriz una parábola del plano xy y 
sus regladuras son paralelas al eje z. Si se elimina t de las ecuaciones primera 
y tercera se obtiene z = x 3 , la cual es la ecuación de un cilindro con regla- 
duras paralelas al eje y y cuya directriz yace en el plano xz- La cúbica 
alabeada es la intersección de los dos cilindros. La figura 4 muestra los dos 
cilindros y la cúbica alabeada deí = 0aí = 2. M 


La hélice y la cúbica alabeada de los dos ejemplos anteriores se dibu¬ 
jaron de manera bastante simple. Sin embargo, el dibujo de la mayoría de las 
curvas tridimensionales es mucho más complicada. Afortunadamente, en esta 
época tecnológica, puede recurrirse a las computadoras y programas grafica- 
dores para trazar estas curvas. Con frecuencia los programas graficadores (o 
software para graficar) permiten la elección de puntos de vista desde donde 
se observa la curva con diferentes perspectivas. Las figuras 5(a)-(c) muestran 
la hélice del ejemplo 1, generada por el software Mathematica, vista desde 


z 




R(í) = 2 eos íi + 2 sen f j + /k 0 < t < 4 K R(r) = 2 eos /i + 2senfj + ík 0 </^ 4 ^ 
vista desde (0, 16,0) - vista desde (8, 16,8) 


FIGURA Sa 


FIGURA Sb 


FIGURA Se 
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z 



R(í) = fi + t 2 j + r 3 k 0<ií 2 iz 
vista desde (16,0,0) 


tres puntos diferentes del espacio. Las figuras 6(a)-(c) muestran la cúbica 
alabeada del ejemplo 2, también generada por Mathematica, vista desde los 
mismos tres puntos de las figuras 5(a)-(c). 

Se pueden realizar operaciones vectoriales con funciones vectoriales 
aplicando los procedimientos estudiados en el capítulo 10, y como se indica 
en la definición siguiente de estas operaciones. 


11.1.2 Definición de las operaciones con funciones 
vectoriales 


Dadas las funciones vectoriales F y G y las funciones reales fyg: 

(i) la suma de F y G, denotada por F + G, es la función vectorial 
definida por 

(F + G)(/) = F(í) + G(í) 


FIGURA 6a 



R(r) = (i + / 2 j + rk 0 < s < 2 
vista desde (0, 16,0) 

FIGURA 6b 



vista desde (8, 16,8) 

FIGURA 6c 


(ii) la diferencia de F y G, denotada por F - G, es la función vecto¬ 
rial definida por 


(ili) el 


¿V 


(F - G)(t) = F(f) - G</) 


do punto de F y G, denotado por F • G, es(la función^ 



G)(t) = F(r) • G(n 


(iv) el producto cruz de F y G, denotado por F X G, es la función 
vectorial definida por 

(F X GX0 = F(í) X G(f) 

(v) el producto de/(/) por F(f), denotado por/F, es la función vec¬ 
torial definida por ; 

(fFm = /(0F(f) 

(vi) la fundón compuesta de F y g, denotada por F o g, es la fun¬ 
ción vectorial definida por 

(F o g )(t) = FOKO) 


► EJEMPLO 3 Dada F(í) = sen 2r i + eos 2í j + Vük, 
G(í) = -eos 2íi + sen 2rj + -Jt k, y f(t) = t^ 2 , calcule: (a) (F + G)(í); 

(b) (F - G)(f); (c) (F • G)(f); (d) (F X G)(r); (e) (/F)(t); (f) (G o /)(r). 

Solución 


(a) (F + G)(r) = (sen 2 1 - eos 2r)i + (eos 2í + sen 2í)j + 2 v7 k 

(b) (F - G)(í) = (sen 2 1 + eos 2í)i + (eos 2 1 - sen 2r)j 

(c) (F • G)(í) = -sen 2í eos 2 1 + sen2ícos2í + Vf 2 
= t (porque t > 0) 

(d) (F X G)(í) = Vtcos2íi - A/^ícos2íj + sen 2 2ík +'cos 2 2ík - v7sen2íi - Vísen2íj 

= vi (eos 2í - sen2í)i - -ft (eos 2t + sen 2r)j + k 
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(e) (/F)(f) = í^ 2 sen2íi + r-^ 2 cos2/j + t 2 k 


(D (G o /)(/) = G(/(0) 

= -eos 2 t 3 ' 2 i + sen 2 f 3 ' 2 j 


+ r 3 ' 4 k 


◄ 


El límite de una función vectorial se define en términos de los límites de 
sus componentes reales. 


1 1.1.3 Definición del limite de una función vectorial 


Sea R una función vectorial cuyos valores de función están dados por 

R(fi = m + £(AÍ + Wfik 

Entonces el límite de R(f) cuando t tiende a a está definido por 
límR(f) = [ lím/(t)Ji + [ lim #(/)]j + [ lím h(/)]k 

/~*a t—*a i—*a t—*a 

si lím/(f), Hmg(r), y lím k(t) existen. 

t —> a t —*a /— ¥-a 


Por supuesto, esta definición también se aplica a las funciones vectoriales 

del plano al considerar la componente k como cero. 

z 



FIGURA 7 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si R(/) = eos / i + 2c j + 3k, 

límR(f) = (límcosr)i + (lím2e')j + (lím3)k 

/ ^0 ! —♦ 0 ! —>0 t —*0 

= i + 2j + 3k ◄ 


Considere la figura 7 a fin de obtener una interpretación geométrica de 
la definición 11.1.3, donde R(r) = f(t)i + p(f)j + h(i) k, lím/(f) = a\, 

límg(f) = a 2 , lím/i(/) = a 3 , yL = Oii + a 2 j + a 3 k. La función vectorial 

t—*a t—*a 

R define la curva C, la cual contiene a los puntos Q( f(j), g(t), h(t )) y 
P(a\, a 2 , « 3 ). Las representaciones de los vectores R y L son, respectiva¬ 
mente, OQ y OP. Conforme t se aproxima (1 z¡yR(f) tiende a L, de modo que 
el punto Q se aproxima al punto Palo largo de C. ’P 0 

Los límites de funciones vectoriales que corresponden a los teoremas de 
límites de funciones reales estudiados en el capítulo 1 , pueden demostrarse a 
partir de la definición 11.1.3. Se le pedirá que demuestre algunos de estos 
teoremas de límites en los ejercicios. 


11.1.4 Definición de continuidad de una función 
vectorial 


La función vectorial R es continua en el número a si y sólo si se satis¬ 
facen las tres condiciones siguientes; 

(i) R (a) existe; 

(ii) lím R(í) existe; 

t~*a 

(üi) límR(t) = Ría) 

t~*a 


De esta definición, una función vectorial es continua en el número a si y 
sólo si sus componentes reales son continuas en a. 
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► EJEMPLO 4 Determine los números en los que la siguiente 
función vectorial es continua: 


, 2 _ i 

R(t) = sen ti + ln tj + --—k 

Solución Puesto que sen t está definido para todos los números reales, 
ln t está definida sólo cuando t > 0, y (t 2 - 1 )/(r - 1) está definida en todo 
número real distinto de 1, el dominio de R es (t 1 1 > 0 y t ^ 1). Si a es 
cualquier número del dominio de R, entonces 


R(a) = sen ai + ln a j + (a + l)k 


lím R (t) = lím sen ti + lím ln tj + lím 

t —*a t *a t a t->a 



k 


= sen ai + ln aj + (a + 1 )k 


Así, lím R(f) = R (a), y R es continua en a. 

t—*a 

Por tanto, la función vectorial R es continua en cada número de su 
dominio. 4 


EJERCICIOS 11.1 


En los ejercicios 1 a 8, determine el dominio de la función 
vectorial. 

1. R(t) = i + y'T^lj 

2. R(í) = (f 2 + 3)i + j 

3. R(t) = (sen -1 r)i + ln(t + l)j 

4. R(t) = (eos -1 r)i + (sec~' f)j 

5. R(t) = -JT T~2i + -J4 - tj + cot tk 

6. R(t) = Vt 2 - 9i + ln|t - 3|j + (t 2 + 2f - 8)k 

7. R(t) = ln | sen /1 i + Vl6 - r 2 j + ln | / + 4 | k 

8. R(f) = tan ti + V4 - t 2 j + + ^ k 

En los ejercicios 9 a 12, calcule: (a) ( F + G)fí); (b) (F - G)(t); 
(c) (F • G)(t); (d) (F X G)(t). 

9. F(f) = (f + l)i + (f 2 - l)j + (f - I)k; 

G(f) = (t - l)i + j + (t + l)k 

10'. F(r) = (4 - t 2 )i + 4j - (4 - í 2 )k; 

G(t) = f 2 i + (/ 2 - 4)j - 4k 

11. F(t) = eos ti - senrj + rk; 

G(t) = sen ti + eos tj - tk 

12. F(f) = sec ti + tantj - 2k; 

G(t) = sec ti - tan f j + tk 

En los ejercicios 13 a 16, calcule: (a) (/F)(f); (b) (/G)(f); 
(c) (F o g)(í); (d) (G o g)(t). 

13. F y G son las funciones del ejercicio 9; 
f{t) = t - Ug(t) = / + 1. 

14. F y G son las funciones del ejercicio 10; 

m = 1/(2 - f):g(f) = 2 - f. 

15. F y G son las funciones del ejercicio 11; 

/(t) = sen t: g(t) = sen -1 t. 


16. F y G son las funciones del ejercicio 12; 

/(í) = eos í; g(t) - eos -1 t. 

En los ejercicios 17 a 24, calcule el límite indicado, si existe. 


17. R(f) = (í - 2)i + : 

t 2 - 1. , t + 1 ■ 


■j + rk; lím R(r) 
/—»2 


8 . R(í) = i -ii + L±-ij + |í + 1 |k; lím R(t) 

t + 1 t - 1 1 1 (->-! 


, . . sen t 

19. R(t) = sen ti + eos tj + 


k; lím R(í) 
t i—>o 


10. R(f) = 


1 - eos t . 


. + e'j + e 'k; lím R(í) 

t í->0 


11. R(t) = 1/- % + ^lLí£j + límR(t) 


12. R(t) = 


t - 2 t 2 - 1 t - 1 
_ 1 + COS t ; 1 - COS 2 ; t 2 


--. -r --j + -k; límR(f) 

1 - sen t 1 - eos í sen t :->o 


¡3. R(t) = e ,+ t i + e'-‘j + (1 + tj^'k; lím R(í) 

t—>0 

:4. R(r) = + + senh rj + coshrk; lím R(r) 

t t —»o 

ln los ejercicios 25 a 30, determine los números para los que 
3 función vectorial es continua. 


R(f) = t 2 i + ln(t - l)j + — 


26. R(t) = (t - l)i + —1— j + lf-|k 

e - 1 t - l 

27. R(í) = eos ti +~ sec tj + tan tk 

28. R(f) = sen trti - tan trtj + cot trtk 
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29. R(i) = f _l/ ' 2 i + ' 2 Í + k si / * 0 
[0 si i = 0 

sen_t I_Z_£°Ü j + LzjL k s¡ , * 0 

t t * t 

í - k si t ~ 0 

En lós ejercicios 31 a 42, dibuje la gráfica de la función 
vectorial. 

31. R(f) = r 2 i + (i + l)j 32. R(/) = 4-« + - j 

, f 2 ' 

33. R(r) = (í - 2)í + (/ 2 + 4)j 

34. R(r) = 3 cosh li + 5 senh rj 

35. R(í) = íi + (6 - 4r)j + (5 - 2r)k 

36. R(í) = (i + l)i + (2i - 3)j + (2t + 3)k 

37. R(i) = eos íi + sen íj + ík, 0 < r < 2n 

38. R(l) = 3 eos íi + 3 sen/j + 2rk, 0 < í < Alt 

39. R(f) = 2 cosí! + 3 sen t j + 4fk, 0 < / < 4 k 

40. R(0 = 4eos ti + sen /j + I/k, 0 < t < 2/r 

41. R(í) = 3f¡ + 2i 2 j + ik,0s/s2 

42. R(i) = íi + í 2 j + |i 3 k, 0 < f < 2 

En tos ejercicios 43 a 46, las figuras (a)-(c ) son gráficas, ge¬ 
neradas en una computadora, de la curva del ejercicio indi¬ 
cado, vista desde tres puntos diferentes del espacio. Relacione 
la gráfica con uno de los puntos de vista dados. 

43. Ejercicio 37; (0,0, 8), (0,8,0) y (4, 8,4). 





30. R(r) = 


44. Ejercicio 38; (0,0, 28), (0. 28, 0) y (14, 28, 14), 


y 



z 


25 


—i 

20 


N 

y 

15 

y 

V 

10 


N 

5 


> 

LLL 


(C) 

45. Ejercicio 41; (10, 0, 0), (-10, 0, 0) y (0, 0, 10). 


z 



z 


y 

(c) 
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46. Ejercicio 42; (15,0, 0), (-15, 0, 0) y (0, 0, 15). 


z 



(a) 

y 



12 
10 
8 
6 
4 
2 
0 

(c) 

En los ejercicios 47 a 49, demuestre el teorema de límites si 
V(t) y \(t) son funciones vectoriales tales que lím U (t) y 
lím \(t) existen. 

t—>a 

47. lím [U(/) + V (/)J = lím U(/) + lím V(/) 

/ t->a t -*a 

48. lím [U(/) • V (/)] = lím U(/) * lím V(/) 

t—*a l—*a t—>a 

49. lím [U(/) X V (/)] = lím U(/) X lím V(0 

t—ta I —ya t—*a 

50. Si/es una función real tal que lím/(/) existe y V es una 

l—>a 

función vectorial tal que lím V(/) existe, demuestre que 

t—*a 

lím/(f)V(r) = [ Hm/(í)][ lím V(/)]. 

t-,a t-ta t-,a 

51. Demuestre que si la función vectorial V es continua en 
un número a, entonces || V(r) || es continua en a. 

52. En lugar de la definición 11.1.3, el limite de una función 
vectorial puede definirse como sigue: el límite de R(/) 
cuando i tiende a a es el vector L si para cualquier 
e > 0 existe una 5 > 0 tal que 

si 0 < | f - a | < 5 entonces |) R(f) - L || < e 

Sin emplear las palabras límite, tiende o aproxima y sin 
utilizar símbolos tales como ( y S exprese en palabras 
lo que esto significa. 



11.2 CALCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 

El estudio de curvas y superficies mediante el Cálculo constituyen los temas 
principales de un curso de geometría diferencial, de la cual se presentará 
una breve introducción en las secciones 11.3 y 11.4; mientras que en la sec¬ 
ción 11.5, se aplicará el Cálculo al movimiento curvilíneo. En esta sección se 
prepara el terreno para estos temas. 

Las definiciones de derivadas e integrales indefinidas de funciones vec¬ 
toriales involucran las definiciones correspondientes para funciones reales, 
de igual manera en que se estudiaron en la sección 11.1 límites y continui¬ 
dad de estas funciones. En la siguiente definición de derivada, la expresión 

R(r + A t) - R«) 

A t 

se utiliza para indicar la división de un vector entre un escalar y significa 


i- [R(í + A t) - R(í)] 
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11.2.1 Definición de la derivada de una función 
vectorial 


Si R es una función vectorial, entonces la derivada de R es una fun¬ 
ción vectorial, denotada por R' y definida por 


R'(í) = 


li m R(* + At) ~ R(0 
A /-*0 Ai 


si este límite existe. 


La notación D,R(i) se emplea en ocasiones en lugar de R'(í). 

El teorema siguiente se deduce de la definición 11.2.1 y de la definición 
de la derivada de una función real. 


11.2.2 Teorema 


Si R es una función vectorial definida por 

R(t) = f{t) i + g(t)¡ + h(t)k 

entonces 

RÍO = /'(Oí + g'(t)i + h'(t)k 
si/'( 0 . gV) y h'(t) existen. 


Demostración De la definición 11.2.1 


RÍO = 


lím R(t + Ai) - R(i) 


lí m [/(? + Ai)i + g(t + AQj + h(t + Ai)kj - [/(i)i + g(f)j + h(t)k] 
A/-*0 Ai 


= lím 

Al —>0 


/(i + Ai) 


Ai 


i ím SÍL+M 


At 


^(0 lim hu + ,_ aí )-m k 

Al->0 Ai 


= /'(Oí + g'(0j + h'(t)k 


Z 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si R(0 = (2 + sen í)i + 

cosí] - í 2 k, entonces R'(í) = eos ti - sen íj - 2ik. ^ 

Al considerar las representaciones de los vectores R(i), R(i + At) y 
R'(i) se obtiene una interpretación geométrica de la definición 11.2.1. Refié¬ 
rase a la figura 1. La curva C es descrita por el punto terminal de la represen¬ 
tación de posición de R(r) conforme i toma todos los valores del dominio de 
R. Sea OP la representación de posición de R(i) y OQ la representación 
de posición de R(i + Ai). Entonces R(í + Ai) - R(0 es un vector para el 
cual PQ es una representación. Si el vector R(í + Ai) - R(i) se multiplica 
por el escalar l/Aí, se obtiene un vector que tiene la misma dirección y 
cuyo módulo es 1/ | Ai | veces el módulo de R(í + Ai) - R(i). Conforme 
Ai se aproxima a cero, el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C, y 
el vector [R(í + Ai) - R(i)]/Aí tiende a un vector que tiene una de sus re¬ 
presentaciones tangente a la curva C en el punto P. 
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Observe que para vectores del plano donde 

R(0 = /(O* + g( Oj 

la dirección de R'(í) está dada por 0(0 < 9 < 2n) donde tan 9 = g'(f)//’(f); 
esto es, con x = f(t) y y = g(t) 

dy 

tan 9 = 

dx 

dt 

Las derivadas de orden superior de funciones vectoriales se definen de 
manera similar a las derivadas de orden superior para funciones reales. De este 
modo, si R es una función vectorial, la segunda derivada de R, denotada por 
R"(f), está dada por 

R"(0 = AIR’(r)l 

La notación D , 2 R(í) puede emplearse en lugar de R”(f). Al aplicar el 
teorema 11.2.2 a R '(f), se tiene 

R”(0 = f'W + g'Xm + h"(t) k 

si g"(t) y h"(t) existen. 


!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 sí r ( í ) = (in r)i + Ij - 

- 5 - k, entonces 
f 2 

R’( f ) = Y - ¿-J + ^ y = -¿-I + p-j - < 


11.2.3 Definición de función vectorial diferenciable 
en un intervalo 


Se dice que una función vectorial R es diferenciable en un intervalo 
si R'(f) existe para todos los valores de t del intervalo. 

Los teoremas siguientes proporcionan fórmulas de diferenciación para 
funciones vectoriales. Las demostraciones se basan en el teorema 11.2.2 y los 
teoremas de diferenciación de funciones reales. 


11.2.4 Teorema La derivada de la suma de dos 
funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R + Q es diferenciable en el intervalo, y 

D, [R(f) + Q(r)] = D,R(0 + D,Q(f) 

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (consulte el ejerci¬ 
cio 29). 


► EJEMPLO 1 


Verifique el teorema 11.2.4 si 


R(f) = f 2 i + (f - l)j y Q(f) = sen fi + eos fj 
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Solución 

D,[R(f) + Q(f)l = D,([t 2 i + (í - l)j] + [sen /i + eos /j]) 

= D, [(/ 1 + sen f)i + (f — 1 + eos f)j] 

= (2 1 + eos í)i + (] - sen /)j 

.D f R(í) + D r Q(t) = D,[t 2 i + (/ - l)j] + £> r (sen íi + eos íj) 

= ( 2 íi + j) + (eos íi - sen íj) 

= (2 1 + eos í)i + (1 - sen í)j 

Por tanto, D r [R(/) + Q(r)] = D,R(í) + D,Q(/). ◄ 


11.2.5 Teorema La derivada del produelo punto 
de dos funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R • Q es diferenciable en el intervalo, y 

D,m) • Q(f)] = [D,R(í)l • Q(r) + R(f) • [D,Q(í)| 

Demostración Se demostrará el teorema para vectores de V 2 . La de¬ 
mostración para vectores de V 3 es, por supuesto, similar. Sean 

R(0 = /i (0¡ + si(0J y Q(0 = MW + s 2 (0j 

Entonces por el teorema 11.2.2, 

D,R(t) = /j'(í)i + gi'Wj D,Q(t) = f 2 \t) i + g 2 '(t)i 

RW • Q(0 = [/i(í)][/ 2 (01 + [g,(f)][g 2 (0] 

Por tanto, 

D,[R(r) • Q(í)] = [/ 1 XOH/ 2 W] + [/ 1 WK/ 2 XO] + [gi'W][g 2 (í)] + ki(í)][g 2 '(0] 

= f[/r(0][/ 2 (0] + [*i'(oi[* 2 (0]) + [[/i(í)][/ 2 ’(0] + [gi(í)][g 2 ’(0]} 

= [D,R(í)] • Q(í) + R(í) • [D,Q(0] - 


r EJEMPLO 2 Verifique el teorema 11.2.5 para las funciones 
vectoriales del ejemplo 1. 

Solución Las funciones son 

R(í) = í 2 i + (/ - l)j y Q(/) = sen íi + eos íj 

Así, R(í) • Q(/) = í 2 sen / + (í - 1) eos l. Por tanto, 

£> r [R(í) • Q(/)J = 2/sení + í 2 cosí + eos / + (/ - l)(-sen/) 

= (í + l)sení + (í 2 + l)cosí (1) 

Como £>,R(f) = 2/i + j y D,Q(l) = eos/i - sen íj, se tiene 

[D,R(/)] • Q(f) + R(í) • [D, Q(/)] 

= (2/i + j) • (sen/i + cos/j) + [/ 2 i + (/ - l)j] • (eos/i - sen/j) 

= (2/sen / + eos/) + [t 2 eos / - (f - l)sen/] 

= (/ + 1) sen r + (/ 2 + l)cos/ ,(2) 

Al comparar (1) y (2) se observa que se cumple el teorema 11.2.5 para estas 
funciones. ^ 
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11.2.6 Teorema La derivada del producto 

de una función real y una función vectorial 


Si R es una función vectorial diferenciable en un intervalo y fes una 
función real diferenciable en el intervalo, entonces 

DAummm = iDjvmt) +mo t m 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci¬ 
cio 30). 

El teorema siguiente que trata a la derivada del producto cruz de dos 
funciones vectoriales, es similar a la fórmula correspondiente para la deriva¬ 
da del producto de dos funciones reales; sin embargo, es importante mantener 
el orden correcto de las funciones vectoriales debido a que el producto cruz 
no es conmutativo. 


11.2.7 Teorema La derivada del producto cruz 
de dos funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables, entonces 
OíIR(f) X Q(t) = R'(r) X Q(r) + R(r) X Q'(f) 
para todos los valores de t para los cuales R'(r) y Q'(0 existen. 

La demostración de este teorema se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 31). 


11.2.8 Teorema La regla de la cadena 
para funciones vectoriales 


Suponga que F es una función vectorial, h es una función real y G es 

d<t> 

la función vectorial definida por G(r) = F(/i(í)). Si <f> = h(t) y — 
y D^G(t) existen, entonces D,G(t) existe y está dada por 

D, G(f) = [Z>* G(,)]^ 

La demostración, dejada como ejercicio (vea el ejercicio 32), se basa en 
el teorema 11,2.2 y la regla de la cadena para funciones reales. 


r EJEMPLO 3 Verifique el teorema 11.2.8 si las funciones F y h 
están definidas por 

F(<£) = <f ) 2 i + + ln<£k y h(t) = sen í 

Solución Con 4> = h(t) y G(í) = F(Mí)) 

4> = sen t y G(í) = sen 2 f4 + e sen 'j + ln sen ík 


Al calcular D r G(t) mediante el teorema 1 i .2.2, se obtiene 
D,G(t) = 2 sen reos /i + e sen ' eos rj + cot rk 


(3) 
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Ahora se calcula el miembro derecho de la ecuación del teorema 1 1.2.8. Pues¬ 
to que G(í) también puede expresarse como <fi 2 i + e^j + In k, se tiene 

Aiwa? - (w * ‘*i * |k)^ 

Pero <p = sen /; de modo que 

D¿[G(t)]^ = |2senri + c sen, j + —!—k|cosí 
v dt \ sen t / 

= 2senrcosri + e^'cosrj + cot/k 
De (3), el miembro derecho de esta ecuación es D¡G(t). Por tanto, 

D é [G<tn-^ = D,G(t) 

lo cual verifica el teorema 11.2.8 para estas funciones. A 

El teorema siguiente será empleado posteriormente. 


11.2.9 Teorema 


Si R es una función vectorial diferenciable en un intervalo y |j R(í) || 
es constante para toda t del intervalo, entonces los vectores R(f) y 
D, R(r) son ortogonales. 


Demostración Sea || R(r) || = k. Entonces por el teorema 10.3.3 (iii) 


R(r) • R(/) = k 2 


z 



Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a t y al aplicar 
el teorema 11.2.5 se obtiene 

[D,RM] * R(0 + R(f) * (D,R(í)] = 0 

2R(t) • D,R(r) = 0 

Como el producto punto de R(t) y Z3,R(í) es cero, se concluye, de la defini¬ 
ción 10.3.7, que R(í) y D,R(t) son ortogonales. ■ 

Observe la figura 2 para la interpretación geométrica del teorema 11.2.9. 
Debido a que el vector R(r) tiene módulo constante k, la representación de 
posición OP de R(f) tiene su punto terminal P en la circunferencia con centro 
en el origen y radio k. Por esta razón la gráfica de R es esta circunferencia, 
un cuarto de la cual se muestra en la figura 2 junto con OP y la representación 
PB de D,R(f). Como D¡R{t) y R(t) son ortogonales, entonces OP es per¬ 
pendicular a PB. 

A continuación se definirá la integral indefinida (o antiderivada) de una 
función vectorial. 


11.2.10 Definición de la integral indefinida 
de una función vectorial 


Si Q es la función vectorial determinada por 

Q(f) = m + g(t) j + Wí)k 
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entonces la integral indefinida de Q(t) está deñnida por 

0 Íf)dt = i [f(t)dt + j í g(t)dt + k í h(t) dt (4) 


Esta definición es consistente con la definición de la integral indefinida 
de una función real debido a que si se obtiene la derivada en los dos miem¬ 
bros de (4) con respecto a r, resulta 



Q(0 dt = i D, 


f(t)dt + j D t 


' 

g(t) dt + k D, 


* 

h(t)dt 


= ¡/(O + J*(f) + kh(t) 


De cada una de las integrales indefinidas del miembro derecho de (4) se ob¬ 
tiene una constante escalar arbitraria. Cuando cada uno de estos escalares se 
multiplica por i, j o k, resulta de la suma un vector constante arbitrario. Así, 


| Q(t) dt = R(r) + C 

donde D,R(r) = Q(r) y C es un vector constante arbitrario. 


► EJEMPLO 4 

derivada sea 


Determine la función vectorial más general cuya 


Q (t) = sen ri - 3 eos rj + 2 ík 
Solución Si D,R(l) = Q(t), entonces R(r) = I Q (t) dt; esto es, 


R(r) = i sen tdt- 3j eos t dt + k 2 1 dt 


= i(-cosí + C|) - 3j (sen t + C 2 ) + k(r 2 + C 3 ) 

= -eos ri - 3 sen rj + r 2 k + (Cji - 3C2j + C 3 k) 

= -eos ri - 3 sen rj + r 2 k + C 4 


^ EJEMPLO 5 Obtenga el vector R(r) para el cual 
D,R(r) = e“'i + e') + 3k y R(0) = i + j + 5k 

Solución 


R(r) = i 


e ’ dt + j \ e‘ dt + k 3 dt 


— i(-e 1 + C 1 ) + j(e f + C 2 ) + k(3r + C 3 ) 
Como R(0) = i + j + 5 k, entonces 

i + j + 5k = i(-l + C,) + j(l + C 2 ) + k(C 3 ) 
Por tanto. 


C] - 1 = 1 
C, = 2 


C 2 + 1 = 1 

c 2 = o 


C 3 = 5 
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En consecuencia, 

R(r) = (-<?-' + 2)1 + <?'j + (3/ + 5)k ◄ 

En la sección 9.2 se estudió el teorema 9.2.3 el cual establece que si C 
es una curva plana cuyas ecuaciones paramétricas son x = f(t) y y = g(t), 
donde/' y g’ son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si L unidades es la 
longitud de arco de C desde el punto (/(a), g(a)) hasta el punto (f(b), g(b)), 
entonces 


L = 


■ l 

2 „ 


iT/'(r )] 2 + íg’tt )] 2 dt 


Puesto que una ecuación vectorial de C es R(f) = /(f)i + g(í)j, esta ecua¬ 
ción puede escribirse como 


L = 



(5) 


W EJEMPLO 6 Calcule la longitud de arco descrito por el punto 
terminal de la representación de posición de R(r) conforme t se incrementa de 
1 a 4 si 

R(r) = e‘ sen ti + e 1 eos rj 

Solución 

R’(í) = (e‘ sen I + e' eos í)i + (e'cosf - <?' sen f)j 
¡| R'(r) || = ^(e 1 sen t + e l eos í) 2 + (e‘ eos t - e' sen t) 2 

- i/sen 2 t + 2 sen t eos t + eos 2 t + eos 2 t - 2 sen t eos í + sen 2 t 
= e'V2 

De la fórmula (5), 



= V2(e 4 - e) ◄ 

La longitud de arco de una curva en el espacio tridimensional puede 
definirse exactamente como se definió la longitud de arco de una curva plana 
en la definición 9.2.1. Además, si C es la curva que tiene ecuaciones paramé¬ 
tricas x = /(O, y = g(t), z = h(t) o, equivalentemente, tiene la ecuación 
vectorial 

R(í) = /(Oí + s(0j + Kt) k 

entonces se puede demostrar, en la misma forma en que se probó el teo¬ 
rema 9.2.3, el teorema siguiente. 
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11.2.11 Teorema 


Sea C la curva cuya ecuación vectorial es R(r) = /(í)i + g(r)j + 
/i(r)k, y suponga que /', g' y h' son continuas en el intervalo cerrado 
[a, b], Entonces si L es la longitud de arco de C desde el punto (/(a), 
g(a), h(a}) hasta el punto (f(b), g(b), h(b)), 


z 



R(r) = 2 eos ri + 2 sen rj + rk 0 £ r < 4x 

FIGURA 3 


L = 



dt 


► EJEMPLO 7 Calcule la longitud de arco de la hélice circular 
del ejemplo 1 de la sección 11.1: 

R(f) = 2 eos ri + 2 sen rj + fk 

desder = 0 hasta t = 4 n. 

Solución En la sección 11.1 se dibujó la hélice, la cual se muestra 
en la figura 3. De la ecuación vectorial dada, 

R'(r) = -2 sen ri + 2 eos rj + k 

De modo que, del teorema 11.2.11, 


L = 



■J(-2 sen r) 2 + (2 eos t) 2 + 1 dt 
V4 sen 2 t + 4 eos 2 r + 1 dt 
V5 dt 


= 4rrV5 
= 28.10 


◄ 


La integral definida del ejemplo anterior fue evaluada fácilmente, pero 
como se dijo en las discusiones sobre la longitud de arco, la mayoría de las 
veces sólo se puede aproximar el valor. Esta situación se presenta en los ejer¬ 
cicios 53 a 56, donde se le pedirá que emplee el procedimiento NINT en la 
graficadora a fin de obtener una aproximación de la longitud de un arco. 


EJERCICIOS 11.2 


En los ejercicios 1 a 10, calcule R '(t) y R"(%). 

1. R(r) = ri + ij 

2. R(r) = (r 2 - 3)i + (2r + l)j 


4. R(r) = (r 2 + 4)'‘i + VT^rj 

5. R(r) = e 2 'i + ln rj + r 2 k 

6. R(r) = eos 2 ri + tan rj + rk 


7. R(r) = tan 1 ri + sen 1 rj + eos 1 rk 

8. R(r) = (e 3 ' + 2)¡ + 2e 3 'j + 3 ■ 2'k 

9. R(r) = 5sen2ri - sec4rj + 4cos2rk 

10. R(r) = tan3ri + lnsenrj - | k 

En los ejercicios 11 a 14, obtenga D. |] R(r) ||. 

11. R(r) = (r - 1)¡ + (2 - r)j 

12. R(r) = (e' + l)i +■ (e 1 - 1)j 
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13. R(r) = sen3ri + cos3rj + 2e 3í k 

14. R(r) = Vr 2 + + V* 2 - U + rk 

En los ejercicios 15 a 18, verifique el teorema 11.2.4 para las 
funciones vectoriales indicadas. 

15. R{f) = (r 2 + e')i + (r - e 2 ')j; 

Q(r) = (r 3 + 2e‘)i - (3r + e 2 ')} 

16. R(r) = cos2ri - sen 2rj; Q(/) = sen 2 /i + cos2íj 

17. R(r) = 2 sen ri + eos rj - sen2rk; 

Q(r) = eos ri + 2 sen rj + k 

18. R(r) = e 3, i - 4e 3 'j - 2k; Q(í) = e‘i - e'j - 2e 4 'k 

En los ejercicios 19 a 22, verifique el teorema 11.2.5 para las 
funciones vectoriales del ejercicio indicado. 


En los ejercicios 45 y 46 haga lo siguiente: (a) obtenga una 
ecuación cartesiana de la curva descrita por el punto terminal de 
la representación de posición de R \t); (b) calcule R(r) • R'(r) 
e interprete el resultado geométricamente. 

45. R(r) - cosri + senrj 

46. R(r) = cosh ri - senh rj 

En los ejercicios 47 y 48, si a(t) es la medida en radianes del 
ángulo entre R(r) y Q(t), calcule D,a(t). 

47. R(r) = 3e 2, i - 4e 2, j y Q(r) = 6e 3 'j 

48. R(r) = 2ri + (r 2 - l)j y Q(r) = 3ri 

En los ejercicios 49 a 52, calcule la longitud exacta del arco 
desde t¡ hasta r 2 de la curva que tiene la ecuación vectorial 
dada. 


19. Ejercicio 15 20. Ejercicio 16 

21. Ejercicio 17 22. Ejercicio 18 

En los ejercicios 23 y 24, verifique el teorema 11.2.6 para las 
funciones dadas. 

23. f{t) = eos 2 ?; R es la función del ejercicio 9. 

24. f(t) = e l \ R es la función del ejercicio 8. 

En los ejercicios 25 y 26, verifique el teorema 11.2.7 para las 
funciones vectoriales dadas del ejercicio indicado. 

25. Ejercicio 17 26. Ejercicio 18 

En los ejercicios 27 y 28, verifique el teorema 11.2.8 para las 
funciones indicadas. 

27. F(<£) = <j >i + <f > 2 j + ln<£ky/z(r) = e l 

28. F(<¿) = sen <j>\ + eos 4> j + y h(t ) = sen 1 r 

29. Demuestre el teorema 11.2.4. 

30. Demuestre el teorema 11.2.6. 

31. Demuestre el teorema 11.2.7. 

32. Demuestre el teorema 11.2.8. 

En los ejercicios 33 a 40, obtenga la función vectorial más 
general cuya derivada tenga el valor de función indicado. 


33. 

tan ri - 


34. 

(r 2 - 9)i 

+ (2r - 5)j 

35. 

ln ri + 

ñ 

36. 

1 . 

4 + r 2 ' 

4 . 

1 - r 2 J 

37. 

e 3( i + . 

e~ 3, j - te 

• 3, k 38. 

3'i - 2'j 

+ e ( k 

39. 

tan ri + 

sec rj + 

ik 40. 

r 

r sen ri - 

reos rj + rk 

41. 

Si R'(r) 

= r 2 i + 

y R(3) = 2i - 

5j, calcule R(r). 

42. 

Si R'(r) 

= sen 2 ri 

+ 2 eos 2 rj 

yR(rr) = 

0, calcule R(r). 


43. SiR'(r) = e‘ sen ri + cosrj - e'kyR(O) = i - j + k, 
calcule R(r). 

44. Si R'(r) = ^ -j-- - i - tan rj + —-k y R(0) = 

4i - 3j + 5k, calcule R(r). 


49. R(r) = (r + l)i - r 2 j + (1 - 2r)k;r, = -l;r 2 = 2 

50. R(r) = sen2ri + eos 2rj + 2r 3 ^ 2 k; r, = 0; t 2 = 1 

51. R(r) = 4r 3 ^ 2 i - 3 sen rj + 3cosrk;rj = 0; r 2 = 2 

52. R(r) = r 2 i + (r + ^ r 3 )j + (r - |r 3 )k;rj = 0; r 2 = I 

En los ejercicios 53 a 56, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro dí¬ 
gitos significativos, de la longitud de arco de r¡ a r 2 de la 
curva que tiene la ecuación vectorial indicada. 

53. La cúbica alabeada R(r) = ri + r 2 j + r 3 k; t¡ = 0; 
r 2 = 2 

54. R(r) = e‘i + e'j + ln rk; t¡ = 1; t 2 = 2 

55. R(r) = eos ri + senrj + r 3 k; r, = -l;r 2 = 1 

56. R(r) = sen2ri + cos2rj + r^ 2 k; r, = 0; r 2 = 4 

57. Suponga que R y R' son funciones vectoriales definidas 
en un intervalo y que R' es diferenciáble en el intervalo. 
Demuestre que 

D, [R'(r) • R'(r)J = || R’(r) || 2 + R(r) • R"(r) 

58. Si ||R(r)|| = hit), demuestre que 

R(f) • R'(r) = {h{t)\[hm 

59. Si la función vectorial R y la función real /son diferencia- 
bles en un intervalo y f(t ) ^ 0 en el intervalo, demuestre 
que R//es también diferenciáble en el intervalo y 

f{t)R\t) - fV)R(t) 

t mi 2 

60. Demuestre que si A y B son vectores constantes y / y g 
son funciones integrables, entonces 

J [A/(r) + B g(t)\dt = A jf(t)dt + B jg(t)dt 

Sugerencia: exprese A y B en términos de i, j y k. 

61. Utilice el teorema 4.1.2 para funciones reales a fin de pro¬ 
bar el teorema siguiente que corresponde a funciones 
vectoriales: si R y Q son dos funciones vectoriales ta- 


R(r) 

/(O 
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les que R'(/) = Q'(t) para toda t en un intervalo /, en¬ 
tonces existe un vector constante K tal que R(r) = 
Q(f) + K para toda t en I. 

62. Emplee el teorema del ejercicio 61 para demostrar el si¬ 
guiente teorema que corresponde al teorema 4.1.3 para 
funciones reales: si F(/) es una antiderivada particular de 
R en el intervalo /, entonces cada antiderivada de R en / 
está dada por F(t) + C, donde C es un vector constante 
arbitrario. 

63. Dé una definición de la integral definida de una función 
vectorial de manera semejante a la de integral indefinida. 
Después utilice el primer teorema fundamental del cálculo 
(4.7.1) para demostrar el siguiente teorema que correspon¬ 
de a funciones vectoriales: si la función R es continua en 


el intervalo cerrado [a, b) y t es cualquier número de 
[a, b], entonces 



R(«) du = Rm 


64. Utilice los teoremas de los ejercicios 62 y 63 para demos¬ 
trar el teorema siguiente que corresponde al segundo teo¬ 
rema fundamental del cálculo (4.7.2): si la función R es 
continua en el intervalo cerrado |a. b\ y si F(r) es cual¬ 
quier antiderivada de R en [a, b], entonces 


• h 

J,, 


R(r) dt = F(¿>) - Fia) 


11.3 VECTORES TANGENTE UNITARIO Y NORMAL UNITARIO, 
Y LONGITUD DE ARCO COMO PARÁMETRO 


Ahora se asociarán a cada punto de una curva dos vectores, el vector tangen¬ 
te unitario y el vector normal unitario. Estos vectores aparecen en muchas 
aplicaciones de las funciones vectoriales, algunas de las cuales se tratarán en 
las dos secciones próximas. En esta sección y en las secciones siguientes de 
este capítulo, se supondrá que una curva tiene dirección (u orientación) deter¬ 
minada por los valores crecientes del parámetro. 


11.3.1 Definición de vector tangente unitario 


Si R(r) es el vector de posición de una curva C en un punto P de C el 
vector tangente unitario de C en P, denotado por T(r), es el vector 
unitario en la dirección de D,R(t) si D,R(t) * 0. 

Como el vector unitario en la dirección de D,R(t) está dado por 
D t R(t)l || D t R(t) ||, entonces 


T(í) = 


IIW)il 


(l) 


Del teorema 11.2.9, puesto que T(í) es un vector unitario, D,T(í) debe ser 
ortogonal a T(r). Mientras que D,T(t) no necesariamente es un vector unitario, 
el vector D,T(t)/ 1| D,T(t) || es unitario y tiene la misma dirección de D,T(í). 
Por tanto, D,T(t)j || D,T(r) || es un vector ortogonal a T(r), y se denomina 
vector normal unitario. 


11.3.2 Definición de vector normal unitario 


Si T(r) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto P.de C, 
el vector normal unitario, denotado por N(r), es el vector unitario en 
la dirección de D,1(t). 

De esta definición y de la discusión anterior, 

D,T(t) 

\\D,T«)\\ 


N(r) = 


( 2 ) 
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► EJEMPLO 7 

ecuación vectorial 


Calcule T(f) y N(t) para la curva que tiene te 
R(t) = U 3 - 30¡ + 3/ 2 j 


Dibuje una porción de la curva que contenga al punto donde t = 2 y las 
representaciones de T(2) y N(2) cuyo punto inicial es el punto para el cual 
t = 2. 


Solución 

D,R(r) = (3r 2 - 3)i + 6rj 


| D,R(01| = v(3 1 2 - 3) 2 + 36 1 2 
= V 9(/ 4 + 2 1 2 + 1 ) 

= 3(t 2 + 1) 


De (1), 


T( o = 1 - ;R(0 

llAR(oll 


i . 


2 1 


t ¿ + 1 


Al diferenciar T(r) con respecto a t se obtiene 
4í - T' 2 


D ' T(t) = (t 2 + ,) 2 


. . 2 - 2 . 
1 + -^- 7T J 

(t 2 + l) 2 


Por tanto, 


' Jp TT? 


- 8r ¿ + 4r 4 
(t 2 + l) 4 


¡ 4 + 81 2 +~4? 
\ ( t 2 + I ) 4 

;4(r 2 + l) 2 

\ (' 2 + D 4 


De (2), 

N(/) = 


r 2 + 1 


D, T«) 
|d,T(/)|| 

2t 


1 - t 2 


r 2 + 1 t 2 + 1 J 

Ahora se calcularán R(r), T(í) y N(f) para t = 2. 

R(2) = 2i + 12 j T(2) = f i + 

La curva y los vectores requeridos se muestran en la figura 


N(2) = f¡ - fj 


Debido a que los vectores tangente y normal unitarios son ortogonales, 
el ángulo entre ellos es 2 n. Por lo que del teorema 10.5.8, se tiene 

IIT(r) X N(r) || = || T(01| || N(t) || sen 2 n 


FIGURA I 
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z 




Plano 

rectificador 


Plano osculador 


FIGURA 3 


Por tanto, el producto cruz de T(í) y N(í) es un vector unitario y, por el teo¬ 
rema 10.5.10 es ortogonal tanto a T(í) como a N(í). Este vector, llamado 
vector binormal unitario y denotado por B(í), está definido por 

B(í) = T<r> X N(í) (3) 

Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T(í), N(í) y B(í) 
de una curva C reciben el nombre de triedro móvil (local, intrínseco o de 
Frenef) de C, el cual es importante en el estudio de desplazamientos en el es¬ 
pacio. Vea la figura 2. El triedro móvil también se conoce como sistema de 
referencia de Frenet, en honor al matemático francés Jean-Frederic Frenet 
(1816-1900). Los planos determinados por las representaciones de los tres 
vectores en un punto del espacio tienen nombres específicos. Como se indica 
en la figura 3, las representaciones de T(f) y N(í) en el punto P forman el 
plano osculador, las representaciones de T(f) y B(í) forman el plano recti¬ 
ficador, y las representaciones de N(í) y B(í) forman el plano normal. 


► EJEMPLO 2 Obtenga el triedro móvil en cualquier punto de 
la hélice circular 

R(í) = a eos íi + a sen íj + ík a > 0 

Solución Con 

D,R(t) = -a sen ti + a eos t j + k y || D,R(í) || = -Ja 2 + 1 
se obtiene de (1) 

T(í) = . ^ (-a sen ti + a eos íj + k) 

-Ja 2 + 1 

Con 


D,T(t) = *- (-a eos íi - a sen íj) y || D,T(t) || = 


-Ja 2 + 1 


-Ja 2 + 1 


se obtiene de (2) 


N(í) = 


-Ja 2, + 1 


(-a eos ti - a sen íj) 


-Ja 2 + 1 

= -eos íi - sen íj 
Al aplicar (3) resulta 


B(í) = - (-a sen ti + a eos íj + k) X (-eos íi - sen íj) 

-Ja 2 + 1 

= L=(seníi - eos íj + ak) ^ 

-Ja 2 + 1 

De la ecuación (1), el vector D,R(í) puede expresarse como un escalar 
por el vector tangente unitario como sigue: 
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FIGURA 4 


La figura 4 muestra una porción de la curva C junto con la representación de 
posición de R(í) y las representaciones de T(f) y D,R(t) cuyos puntos inf- 
ciales están en el punto P de C. 

Ahora se usara (4) para calcular D, 2 R(t). Ai aplicar el teorema 11.2.6, se tiene 

D, 2 R(t) = (D, || D,R(t) || )T(f) + || D,R(t) || (D,T(t)) (5) 

De (2), 

D,T(í) = || D,T{t) || N(r) 

Si se sustituye de esta ecuación en (5) resulta 

D 2 R(t) = (D, || D,R(t) || )T(r) + (|| D,R(i) |j || D,T(t) || )N(t| (6) 

Esta ecuación expresa el vector D 2 R(t) como un escalar por el vector tan¬ 
gente unitario más un escalar por el vector normal unitario. El coeficiente 
de T(/) del miembro derecho de (6) es la componente del vector D, 2 R(í) en 
la dirección del vector tangente unitario, mientras que el coeficiente de N(í) 
es la componente de D¡ 2 R(t) en la dirección del vector normal unitario. 

La figura 5 muestra la representación de posición de R(í) y la misma 
porción de la curva C que se muestra en la figura 4. También se muestran en 
la figura 5 las representaciones de los siguientes vectores, cuyos puntos ini¬ 
ciales están todos en el punto P de C: 


D, 2 R(t) T(í) (D r ||D,R(f)||)T(f) N(í) (|| D,R(í) || || D,T(f) || )N(f) 


z 



Observe que la representación del vector normal unitario N(í) está en el 
lado cóncavo de la curva. 

En ocasiones, como en la siguiente sección donde se calcula la curvatu¬ 
ra, es conveniente que el parámetro de una ecuación vectorial represente la 
longitud de arco. Por ejemplo, si una ecuación vectorial de la curva C es 

R(f) = /Mi + gWj + h(t) k 

entonces en lugar de t, puede emplearse como parámetro el número de uni¬ 
dades de la longitud de arco s desde un punto Po(f(to), g(to), h(t 0 )) de C, ele¬ 
gido arbitrariamente, al punto P(f(t), g(t), h(t)) de C. Considere que s 
aumenta conforme t crece, de modo que s es positivo si la longitud de arco se 
mide en la dirección de crecimiento de t y es negativa si se mide en la direc¬ 
ción opuesta. Por tanto, s es una distancia dirigida. A cada valor de s corres¬ 
ponde un solo punto P de C. En consecuencia, las coordenadas de P son 
funciones de s y í, a su vez, es una función de t, la cual, del teorema 11.2.11, 
está determinada por 


s 



D u R{u) || du 


Del primer teorema fundamental del Cálculo 


* = IWI 


(7) 


Al sustituir de (7) en (4) se obtiene 


D,R(f) = fT (t) 
at 


( 8 ) 
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Si el parámetro de la ecuación vectorial de C es s en lugar de r, se obtiene de 
esta ecuación, al considerar t = s y observando que dsjds = 1 

D s R(í) = T(s) 

Este resultado se establece como teorema. 


11.3.3 Teorema 


Si la ecuación vectorial de una curva C es 
R(s) = /(í)i + g(f)j + /i(j)k 

donde s unidades es la longitud de arco medida desde un punto par¬ 
ticular P 0 de C hasta el punto P, entonces el vector tangente unitario 
de C en P está dado por 

T(j) = D s R (s) 

si existe. 


Como se indicó en las secciones 9.2 y 11.2, la mayoría de las veces la 
fórmula para calcular la longitud de arco conduce a una integral definida 
para la que la integral indefinida correspondiente no puede evaluarse en for¬ 
ma cerrada, lo cual significa que sólo puede aproximarse la longitud de arco 
mediante técnicas numéricas o empleando el procedimiento N1NT en la 
graficadora. Problemas semejantes se presentan cuando se tiene una ecua¬ 
ción vectorial de una curva que contiene un parámetro t y se desea obtener 
una ecuación vectorial de la curva que tenga como parámetro la longitud de 
arco s. Esto es, generalmente no puede expresarse s en términos de t. Sin 
embargo, con frecuencia se puede calcular ds/dt a partir de la ecuación (7), 
la cual regularmente satisface los propósitos. 


► EJEMPLO 3 Dada la curva C cuya ecuación vectorial es 
R(í) = í 3 i + í 2 j + /k 
calcule ds/dt. 

Solución De (7), 

j t = IIW)|| 

= || 3r 2 i + 2tj + k || 

= V(3f 2 ) 2 + (2 O 2 +1 

= .. 9r 4 - 4r 2 - 1 ◄ 

Observe que para la curva del ejemplo anterior, si se desea expresar s en 
términos de t a partir de la ecuación 

— = V9r 4 + 4í 2 + 1 

dt 


se necesita evaluar la integral J V9 1 4 + 4í 2 + 1 dt. 
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En ocasiones puede expresarse .v en términos de t en un tiempo más o 
menos grande, como en el ejemplo siguiente, donde las componentes i y j son 
las mismas que en el ejemplo 3 pero la componente k es 2 en lugar de í. 

► EJEMPLO 4 Dado que una ecuación vectorial de la curva L es 
R(r) = r 3 i + r 2 j + 2k t > 0 

determine una ecuación vectorial de L que tenga a s como parámetro, donde 
s unidades es la longitud de arco a partir del punto donde / = 0. 

Solución Al derivar R(í) y calcular el módulo de D,R(0 se tiene 

D,R(t) = 3r 2 i + 2rj 
||D(R(í)|| = v'9r 4 + 4í 2 
= 4?^l9t 2 +~4 

= t^j9t 2 + 4 (porque? > 0) 

Por tanto, 

^ = t^9t 2 + 4 
dt 

s = f t49t 2 + 4 dt 


= ^j V9r 2 + 4(18 tdt) 

= ¿(9 í 2 + 4) 3 / 2 + C 

Como i = 0 cuando t = 0, se obtiene C = De modo que 
v = ±(9 r 2 + 4) 3 / 2 - i 

Al resolver esta ecuación para t en términos de i se tiene 

(9í 2 + 4)3/2 = 21s + 8 
9r 2 + 4 = (27 i + 8) 2 /3 


Como t > 0, 


+ 8)2/3 - 4 


Si se sustituye este valor de t en la ecuación vectorial de L se obtiene 
R(i) = l[(21s + 8) 2 / 3 - 4]3/2| + i[(27i + 8)2/3 _ 4 ]j + 2 k ◄ 


Debido a que D s R(s) = T(.í), y si R(.v) = /(.s)i + g(i)j + h(s) k, 

T(j) = f'(s)i + g'(i)j + h'(s)k 
Así, como T(f) es un vector unitario, 

[/'(s)] 2 + [g'Cri] 2 + [/i'(-s)] 2 = 1 - # (9) 


En el ejercicio 30 se le pedirá que utilice esta ecuación para verificar la res¬ 
puesta del ejemplo 4. 
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EJERCICIOS 11.3 


En los ejercicios 1 a 6, obtenga T(f) y N(í), y en t - t { , dibuje 
una porción de la curva y las representaciones de T(í|) y N(fi) 
que tienen punto inicial en t = t¡. 

1. R(r) = 3cosíi + 3senrj;í! = y tt 

2. R(r) = cos3fi + sen3fj;í] = írr 

3. R(r) = ln sen /i + rj, 0 < t < n\ í, = \k 

4. R(f) = f¡ - ln eos íj, - i k < t < ^ K\ í, = 0 

5. R(f) = (ir 3 - r)i + f 2 j;/) = 2 

6. R(r) = ¡t 2 i + i í 3 j; t¡ = 1 

En los ejercicios 7 a 10, calcule T(r) y N(r). 

7. R(r) = (sen t - t eos r)i + (eos t + t sen r)j + 2k 

8. R(r) = sen3ri - eos 3rj + 4rk 

9. R(r) = i + ir 2 j + i; 3 k, t > 0 

10. R(r) = e 1 eos íi + e l sen íj + e'k 

En los ejercicios 11 a 14, determine el triedro móvil de la 
curva en t = t¡. 

11. La curva del ejercicio 7; i, = |rr. 

12. La curva del ejercicio 8; í, = | K. 

13. La curva del ejercicio 9; r¡ = I. 

14. La curva del ejercicio 10; í| = 0. 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el triedro móvil en cual¬ 
quier punto de la curva. 

15. R (t) = eos 3 /i + sen 3 rj + 2k. 0 < r < ■ n 

16. R(r) = coshri + senhrj + rk 

En los ejercicios ¡7 a 22, obtenga ecuaciones de los planos 
osculador, rectificador y normal para la curva en t = t¡. 

17. La curva de los ejercicios 7 y 11; r, = \lt. 

18. La curva de los ejercicios 10 y 14; í, = 0, 

19. La curva de los ejercicios 9 y 13; t¡ = 1. 

20. La curva de los ejercicios 8 y 12; í| = ( K. 

21. La curva del ejercicio 15; r¡ = ijr. 

22. La curva del ejercicio 16; t¡ = 0. 

23. Utilice el resultado del ejemplo 2 para determinar el 
triedro móvil de la hélice circular 

R(f) = 2cosíi + 2sen/j + rk 


en el punto donde t = ^ n. Después obtenga las ecua¬ 
ciones de los planos osculador, rectificador y normal en 
ese punto. 

24. Calcule el coseno del ángulo entre los vectores R(2) y T(2) 
para la curva R (r) = 3r 2 i + (r 3 - 3r)j. 

25. Obtenga el coseno del ángulo entre los vectores R( i n) y 
T( i K) para la curva 

R(r) = 2 sen ri + sen2rj + cos3rk. 

26. Determine el coseno del ángulo entre el vector j y el vec¬ 
tor tangente unitario en el punto donde r = n de la curva 
R(r) = cos2ri - 3rj + 2sen2rk. 

27. Calcule la medida en radianes del ángulo entre los vec¬ 
tores Ni 1) y D, 2 R(1) para la curva R(r) = (4 - 3r 2 )i + 
(r 3 - 3r)j. 

En los ejercicios 28 y 29, para la curva dada, exprese la lon¬ 
gitud de arco s como una función de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 

28. La cicloide R(/) = 2(í - sen /)i + 2(1 - cosí)j. 

29. R(r) = ri + r 3/2 j 

30. Verifique la respuesta del ejemplo 4 empleando la ecua¬ 
ción (9). 

En los ejercicios 31 a 36, obtenga una ecuación vectorial de 
la curva que tiene la longitud de arco s como parámetro, 
donde s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la 
respuesta utilizando la ecuación (9). 

31. La curva del ejercicio 7. 

32. La curva del ejercicio 8. 

33. La curva del ejercicio 9. 

34. La curva del ejercicio 10. 

35. La curva del ejercicio 15. 

36. La curva del ejercicio 16. 

37. Demuestre que el vector tangente unitario de la hélice 
circular del ejemplo 2 forma un ángulo de medida cons¬ 
tante, en radianes, con el vector unitario k. 

38. Demuestre que si una partícula se mueve sobre una recta, 
el vector normal unitario no está definido. 


11.4 CURVATURA 


La curvatura es un concepto importante en el estudio de la geometría dife¬ 
rencial y del movimiento curvilíneo. Dicho concepto proporciona la tasa de 
variación (o cambio) de la dirección de una curva con respecto a la variación 
en su longitud. 

El estudio de la curvatura se inicia con una curva plana C, y se considera 
que 4> radianes es la medida del ángulo, medido en el sentido contrario al giro 
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y 



& 4 > > o Ai > o 

FIGURA 1 


y 



A<f> >0 As < O 


FIGURA 2 



A<f> <0 As > O 

FIGURA 3 


y 



A<f> <0 As < O 

FIGURA 4 


de las manecillas del reloj, desde la dirección del eje x positivo hasta la direc¬ 
ción del vector tangente unitario T(í) en el punto P de C. Refiérase a la figu¬ 
ra 1 la cual muestra el ángulo cj> y T(í), donde s unidades, es la longitud de 
arco a partir de un punto P 0 de C hasta P. En el punto Q de C, la medida en ra¬ 
dianes del ángulo que determina la dirección de T(í + Af) es 4> + A<£, y 
s + As unidades es la longitud de arco de Pq a Q. En la figura 1, tanto A(f> 
como As son números positivos. Las figuras 2, 3 y 4 muestran la situación 
cuando al menos uno de estos números es negativo. En las cuatro figuras, la 
longitud de arco de P a Q es | As | unidades, y la razón | A<f>¡As | parece una 
buena medida de lo que intuitivamente se consideraría como la curvatura 
promedio a lo largo del arco PQ. De este modo, una definición adecuada para 
la curvatura de una curva plana sería el número | dtfrlds |, el cual es el valor 
absoluto de la tasa de variación de <f> con respecto a la medida de la longitud 
de arco a lo largo de la curva. Mientras que este número es consistente con la 
noción intuitiva de curvatura para una curva plana, tal definición no sería 
adecuada para la curvatura de una curva en el espacio tridimensional debido 
a que no se asocia un solo ángulo </> con el vector tangente unitario. A fin de 
llegar a una definición que se aplique tanto a curvas de P 2 como de P 3 , se 
procederá a obtener una expresión para \d<f>¡ds\ en R 2 que también tenga 
significado para P 3 . 

Refiérase a la figura 5 donde C es una curva en P 2 . Primero se expresa 
T(í) en términos de <f>. Como |¡ T(í) || = 1, de la ecuación (5) de la sección 
10.1 se tiene 

T(í) = eos <f>i + sen <jj j 

Al diferenciar esta ecuación con respecto a </> se obtiene 


D^T( r) = -sen <¿i + eos ¡¿>j 
Así, 


( 1 ) 


HT(f)|| = 1 


( 2 ) 


de modo que D^T(í) es un vector unitario. 

Ahora se obtendrá una expresión para D s T(t), donde s unidades es la 
longitud de arco medida desde un punto de C elegido arbitrariamente hasta el 
punto P, y s se incrementa conforme t crece. De la regla de la cadena (teo¬ 
rema 11.2.8), 




| D¡l(t) || = 


D * TW ir 




Si en la ecuación anterior se reemplaza || || por 1, de acuerdo con (2), 

se obtiene 


|| D x T(t) || = 


d 

ds 


(3) 


Como || 0^(0 || tiene significado para curvas en P 3 así como en P 2 , se de¬ 
finirá lo que es la curvatura de una curva en un punto, y se definirá también 
el vector correspondiente o vector curvatura. 
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11.4.1 Definición de vector curvatura y curvatura 


Si T(í) es el vector tangente unitario a una curva C en un punto P, s es 
<t> la longitud de arco medida desde un punto P de C elegido arbitraria- 

\ - mente, y s crece conforme t se incrementa, entonces el vector cur¬ 

vatura de C en P , denotado por K(í), se define como 

K(t) = D,m 

La curvatura de C en P, denotada por K(t), es el módulo del vector 
curvatura; esto es 


FIGURA 5 


K(t) = || D s T(l) || 


Con el fin de obtener el vector curvatura para una curva particular con¬ 
viene tener una fórmula que exprese el vector curvatura en términos de las 
derivadas con respecto a t. De la regla de la cadena, 


D,T(í) = D S T(/)| 


ds 


De la ecuación (7) de la sección 11.3, — = 

dt 

D,m = [Ü V T(/)11| D,R(í) || 

D¡T(t) 


\ D¡ R(í) ||. Así, 


D s m = 


IarmII 


Al sustituir de esta ecuación en la fórmula para K(í) de la definición 11.4.1, se 
obtiene 


K(f) = 


AT(f) 

IIarcoII 


Como K(t) 


II K(r) II, la curvatura está dada por 


(4) 


m = 


^ EJEMPLO 1 Dada la circunferencia de radio a: 


ltAT(0ll 

HaríoII 


(5) 


R(í) = a eos ti + a sen íj a > 0 
determine el vector curvatura y la curvatura para cualquier valor de t. 

Solución 

AR(r) = -a sen ti + a eos tj ||ü,R(í)|| = yj(-a sen t) 2 + (a eos t) 2 

= a 

Por tanto, 

T(f) = ■ P r R ^ ) D,T(t) = -eos íi - sen rj 

IIa r (0|I 


AT(0 

A R (0|| 


-sen ti + eos íj 

eos t . _ sen r . 
a a ^ 
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En consecuencia, el vector curvatura y la curvatura están dadas por 


K(f) = - - eos ti - - sen tj 
a a 


m = || K(o | 


El resultado del ejemplo 1 afirma que la curvatura de una circunferencia 
es constante, lo cual es algo que se esperaba. Además, es el recíproco del radio. 


► EJEMPLO 2 

ecuación vectorial 


Calcule la curvatura de la curva que tiene la 


R(f) = t ~'i + 2 ln íj + 2rk 

Solución 


D,R(t) = -r 2 i + 2r'j + 2k ||i> ; R(0|| = ^(-r 2 ) 2 + (2r 1 ) 2 + 2 2 

= Vf“ 4 + 4 r 2 + 4 

= r 2 + 2 


T(f) = 


lAR(Oll 


-r 2 i + 2r‘j + 2k 
r 2 + 2 

-i + 2rj + 2r z k 

1 + 2f 2 


AT(f) 


lATWll = 


(1 + 2r 2 )(2j + 4rk) - 4r(-i + 2tj + 2t 2 k) 
(1 + 2 r 2 ) 2 

4ri + (2 - 4r 2 )j + 4rk 
(1 + 7t 2 ) 2 

J(4t) 2 + (2 - 4f 2 ) 2 + (4í) 2 


(1 + 2 í 2 ) 2 


m = 


V4 + 16r 2 + 16r 4 

(1 + lt 2 ) 2 

= 2VaT2r 2 ) 2 

(1 + 2 f 2 ) 2 
2 

1 + lt 2 

IIatíoII 
IIaríoII 
2 


_ 1 + lt 2 

r 2 + 2 
21 2 


(1 + 2 1 2 ) 2 


Como puede verse en el ejemplo anterior, la determinación de la curva¬ 
tura a partir de las fórmulas (4) y (5) puede ser larga y tediosa. El teorema 
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siguiente proporciona una fórmula más práctica para calcular la curvatura, Ja 
cual es más fácil aplicar que el procedimiento del ejemplo 2. 


11.4.2 Teorema 


Si R(r) es el vector de posición de la curva C, entonces la curvatura 
K(t) de C está determinada por 



'IIARCO x A 2 R(Ott 
llARCOll 


La demostración de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejercicio 
56). Aunque el producto cruz no está definido para vectores bidimensionales, 
la fórmula del teorema también puede aplicarse a curvas en R 2 consideran¬ 
do la componente k como 0. 


^ EJEMPLO 3 Aplique la fórmula del teorema 11.4.2 a fin de 
obtener la curvatura de la curva del ejemplo 2. 

Solución Una ecuación vectorial de la curva es 


R(f) = r 1 i + 2 ln fj 

+ 2rk 



D r R(f) = -r 2 i + 2í _1 j 
D, 2 R(í) = 2r 3 i - 2r 2 j 

j + 2k 
¡ 

llARWll = ■ 

r 2 + 2 


i 

j k 


D,R(r) X Ü, 2 R(/) = 

-r 2 

2í _1 2 



2 r 3 

-2r 2 0 



= 4r 3 j + 2r 4 k - 4r _4 k + 4r 2 i 
= 4r 2 i + 4r 3 j - 2r 4 k 

D r R(f) x D, 2 R(í) || = Vi6r 4 + l6r 6 + 4r 8 
= 2r 2 V4 + 4r 2 + r 4 
= 2r\2 + r 2 ) 


De la fórmula del teorema 11.4.2, 


m = 


2r~ 2 (2 + r 2 ) 
(ir 2 + 2) 3 
2 r 2 

(r 2 + 2) 2 

2t 2 

(1 + 2 f 2 ) 2 


◄ 


Compare la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 2, lo cual 
debe convencerle de la ventaja obtenida al emplear el teorema 11.4.2. 

Ahora suponga que la curva plana C tiene la ecuación vectorial 
R(r) = f{t )i + g(t)j y que en un punto particular Po(/( f o)> #( f o)) I a curvatu¬ 
ra es K(íq) ^ 0. Considere la circunferencia que tiene la curvatura cons¬ 
tante K(t 0 ), cuyo centro está en el lado cóncavo de C, y que es tangente a la 
curva C en P 0 . Del ejemplo 1, el radio de esta circunferencia es 1 ¡K(t 0 ). 
Esta circunferencia se denomina circunferencia osculatriz (o circunfe¬ 
rencia de curvatura) de C en P 0 , y su radio es el radio de curvatura, el cual 
se define formalmente a continuación. 
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11.4.3 Definición de radio de curvatura 


Si AT(fo) es la curvatura de la curva plana C en el punto P 0 , donde 
t = íq, y K(Iq ) * 0, entonces el radio de curvatura de C en P 0 > de¬ 
notado por p(t 0 ), se define como 


p(‘n) = 


1 

*('o) 


EJEMPLO 4 Para la curva C que tiene la ecuación vectorial 
R(0 = 2fi + (t 2 - l)j 


determine lo siguiente en el punto donde t = 1: (a) el vector tangente uni¬ 
tario; (b) la curvatura; (c) el radio de curvatura. Dibuje una porción de la 
curva, el vector tangente unitario y la circunferencia osculatriz para t = 1. 


Solución 


D,R(í) = 2i + 2/j ¡| D,R(t) || = 2 Vi + t 2 



Tabla 1 


t 

X 

y 

-2 

-4 

3 

-1 

-2 

0 

0 

0 

-1 

1 

2 

0 

2 

4 

3 


T(r) = 


A»0) 

|d,rmII 

i 


vr 


+ ri- 


vr 


+ r z 


D¡T(0 = - 
K(f) = 


(1 + t 2 ) 3/2 (1 + t 2 ) 3/2 

ATO) 


:a»0)II 

t 


i 


2(1 + t 1 ) 2 2(1 + t 2 ) 2 

m = ||K0)|| 


j 


y 4(i + t 2 ) 4 + 4(i + t 2 ) 4 
1 

2(1 + f 2 ) 3/2 

<a,T(l) - <b)x<l) -47i Wf>(')-4,r 2 

La figura 6 muestra una porción de la curva, el vector tangente unitario y la 
circunferencia osculatriz en í = 1. Para dibujar la curva se localizaron 
algunos puntos a partir de los valores de x y y proporcionados en la tabla 1 
cuando t toma los valores -2, -1,0, 1 y 2. También observe que la curva tie¬ 
ne una recta tangente horizontal en t = 0. 4 

Ahora se obtendrá una fórmula para calcular la curvatura de una curva 
plana a partir de las ecuaciones paramétricas de la curva: 


x = f(t) y y = g(t) 
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Como K(t) = | d0/ds |, primero se calcula dtfclds. 


d<t> 

d<t> = dt 
ds ds 
dt 

ds 

Con la suposición de que s se incrementa cuando t crece, — > 0. De 
modo que, Á ' 


d<j> 

d<t> _ ~df 

dy\ 2 
dt) 


ds 


( 6 ) 


Para calcular se observa que como 0 es la medida en radianes del án¬ 
gulo que indica la dirección del vector tangente unitario, 
dy 

tan 0 = dM- 
^ dx 

dt 


Al diferenciar implícitamente con respecto a t los dos miembros de esta ecua¬ 
ción se obtiene 


2 , d4> 
C ^~dt 


té) 

($) 

- 

(dy\ 

\dt) 

(í?) 


(dx\ 

[dt) 

2 


d4> 

~di 


dx\ f d 2 y\ _ ídy\ ¡d 2 x 
dt) [dt 2 ) \dt)[dt 2 . 



Debido a que sec 2 0=1+ tan 2 0, se tiene 
\2 


sec 2 0=1 + 


dy\ 
dt[ 
dx\ 2 
dt 


Si se sustituye esta expresión para sec 2 0 en (7) resulta 


(7) 
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► EJEMPLO 5 Calcule la curvatura de la curva C del ejemplo-4 
empleando la fórmula (8). 

2tyy = t 2 - 1, 


Solución Las ecuaciones paramétricas para C son x 
En consecuencia, 


dx , 
dt 

Por tanto, de (8), 


d~x 
dt 2 


= 0 


dy 

dt 


= 2t 


d 2 y 

ü 2 


= 2 


m = 


I 2(2) - 2r(0)| 

[(2) 2 +(2í) 2 ] 3/2 

_4_ 

(4 + 4 í 2 ) 3 / 2 

= _ 1 _ 4 

2(1 + t 2 ) 2 ' 2 

Suponga que la ecuación cartesiana de una curva se expresa en una de 
las formas y = F(x) o x = G(y). Se pueden emplear casos especiales de (8) 
para calcular la curvatura en tales situaciones. 

Si y = F(x) es una ecuación de la curva C, un conjunto de ecuacio¬ 
nes paramétricas de C es x = t y y = F(t). Entonces 


— = i 

dt 


d 2 x 

dt 2 


= 0 ^ = 


dy 

dt 


dy 

dx 


d 2 y 

dt 2 


d 2 y 

dx 2 


Al sustituir en (8) se obtiene 



d 2 y 



dx 2 


r 

ídv 

\2 ~ 

l' + (A 

J 


3/2 


(9) 


De manera semejante, si una ecuación de la curva C es x = G(y ), 



d 2 x 



dy 2 


' 

( dx 

j 2 1 

1 + 

[dy 

) J 


► EJEMPLO 6 


Si la ecuación de la curva C es 



calcule el radio de curvatura de C en el punto (1, 1) y dibuje la curva y la 
circunferencia de osculatriz en (1, 1). 

Solución 

dy _ __1_ ¿h _ _2_ 

dx x 2 dx 2 x 2 
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y 



Se calcula K a partir de (9) y después se obtiene p = \¡K. 


K = 



(x 4 + l ) 3 '' 2 
21 r 3 i 


= 2|,3[ 

(x 4 + I ) 3 / 2 

Por tanto, en (1, 1), p = 41 . La curva y la circunferencia osculatriz se mues¬ 
tran en la figura 7. ^ 


EJERCICIOS 11.4 


En los ejercicios la 6, para la curva y t) del ejercicio indicado 
de la sección 113, calcule la curvatura K y el radio de curva¬ 
tura p en el punto donde t = í|. Utilice la fórmula (5.) para 
obtener K. Dibuje una porción de la curva, el vector unita¬ 
rio tangente y la circunferencia osculatriz en t = t¡. 

1. Ejercicio 1 2. Ejercicio 2 3. Ejercicio 3 

4. Ejercicio 4 5. Ejercicio 5 6. Ejercicio 6 

En los ejercicios 7 a 10, para los ejercicios indicados de la 
sección 113, calcule la curvatura K aplicando la fórmula (5). 

7. Ejercicio 7 8. Ejercicio 8 9. Ejercicio 9 

10. Ejercicio 10 

En los ejercicios 11 a 14, utilice la fórmula del teorema 11.4.2 
para obtener la curvatura de la curva del ejercicio indicado 
de esta sección. 


11. Ejercicio 7 12. Ejercicio 8 13. Ejercicio 9 

14. Ejercicio 10 


En los ejercicios 15 y 16, aplique la fórmula del teorema 11.4.2 
para calcular la curvatura de la curva en el punto indicado. 

15. La cúbica alabeada R(r) = ti + í 2 j + í 3 k; el origen 

16. R(í) = e'i + e~'j + ík; t = 0 


En los ejercicios 17 y 18, obtenga la curvatura K empleando la 
fórmula (8). Después calcule K y p en el punto donde t = t¡, 
y dibuje una porción de la curva, el vector tangente unitario y 
la circunferencia osculatriz en t = l¡. 


18. x = e' + e~‘, y - e‘ - e~'\ ty = 0 


En los ejercicios 19 a 26, determine la curvatura K y el radio 
de curvatura p en el punto indicado. Dibuje una porción de la 
curva, una parte de la recta tangente y la circunferencia 


osculatriz en el punto dado. 
19. y = 2 -fx ; (0, 0) 

21. y = e x -, (0, I) 

23. x = sen y: ( ¿ , g n) 
25. x = 4y~~l-(2,5) 


20. y 2 = * 3 ;(i.í) 

22. y = In x; (e, 1) 

24. 4x 2 + 9y 2 = 36; (0, 2) 
26. x = tan y; (1, 


En los ejercicios 27 a 34, calcule el radio de curvatura en 
cualquier punto de la curva dada. 

27. y = sen -1 x 28. y = ln sec x 

29. 4x 2 - 9y 2 = 16 30. x = tan -1 y 

31. x 1/2 + y 1/2 = a il2 

32. R(í) = «'sentí + e'cosíj 

33. La cicloide x = a{t - sen í). y = a< 1 - eos t) 

34. La tractriz x = t - a tanh -, y = a sech - 

a a 

En los ejercicios 35 a 38, obtenga un punto de la curva dada 
en el que la curvatura es un máximo absoluto. 

35. y = e x 36. y = x 2 - 2x + 3 

37. R(í) = (2 1 - 3)i + (í 2 - l)j 38. y = senx 

39. El centro de la circunferencia osculatriz de la curva C 
en un punto P se denomina centro de curvatura en P. 
Demuestre que las coordenadas del centro de curvatura de 
C en P(x, y) están dadas por 



En los ejercicios 40 a 42, calcule la curvatura K, el radio de 
curvatura p y el centro de curvatura en el punto indicado. Di¬ 
buje la curva y la circunferencia osculatriz. 

40. y = ln x; (1, 0) 41. y = x 4 - x 2 ; (0, 0) 

42. y = eos x; (Jtr, i) 

En los ejercicios 43 a 46, determine las coordenadas del cen¬ 
tro de curvatura en cualquier punto. 

43. y 2 = 4 px - 44. y 3 = a 2 x 

45. R(f) = a eos ti + b sen t j 

46. R(f) = a eos 3 ti + a sen 3 fj 
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47. La figura adjunta muestra una rampa de salida curvada 
desde un camino recto y un sistema coordenado cartesia¬ 
no rectangular dispuesto de modo que la rampa comienza 
en el origen y el camino está sobre el eje x. La rampa coin¬ 
cide con la gráfica de y — j-x 4 desde el origen hasta el 
punto P(3, 1), y después con la circunferencia osculatriz 
de £sta gráfica en P. Determine el centro y radio de cur¬ 
vatura de la circunferencia. 


y 



48. Demuestre que la curvatura de una recta es cero en cada 
uno de sus puntos. 

49. Obtenga una ecuación de la circunferencia osculatriz 
de la curva y = e x en el punto (0, 1). 

50. Si una ecuación polar de una curva es r = F(0), demues¬ 
tre que la curvatura K está dada por la fórmula 



En los ejercicios 51 a 54, calcule la curvatura K y el radio de 

curvatura p en el punto indicado. Utilice la fórmula del ejer¬ 
cicio 50 para determinar K. 

51. r - 4 eos 20; 0 = ^ n 52. r - 1 - sen 0; 0 = 0 

53. r = asee 2 ^0; 0 = \k 54. r = a0 ; 0 = 1 

55. Demuestre que si R(f) es el vector de posición de la curva 
C, £(í) es la curvatura de C en un punto P, y s unidades es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C ele¬ 
gido arbitrariamente, entonces 

0,11(0 • o, 3 R(o = -WOJ 2 

56. Demuestre el teorema 11.4.2. 

57. Demuestre que la curvatura de la catenaria 

y = acosh(jc/o) 

en cualquier punto (x , y) de la curva es a¡y 2 . Dibuje la 
circunferencia osculatriz en el punto (0, a). Explique por 
qué la curvatura K es un máximo absoluto en (0, a) sin 
referirse a K '(x). 

58. Demuestre que la curvatura de la hélice circular 

R(0 = acosíi + asenfj + btV a > 0, b > 0 

es a¡(a 2 + b 2 ). Sugerencia: utilice la fórmula del teore¬ 
ma 11.4.2. 

59. A partir del resultado del ejericicio 58, determine la cur¬ 
vatura máxima para la hélice de ese ejercicio para un va¬ 
lor fijo de b. 

60. A partir del resultado del ejercicio 58, explique el efecto 
en la curvatura de la hélice si (i) b se incrementa para un 
valor fijo de a, y (ii) si a se disminuye para un valor fijo 
de b. 
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En las discusiones anteriores acerca del movimiento de una partícula, éste se 
restringió al movimiento rectilíneo. Ahora se considerará el movimiento de 
una partícula a lo largo de una curva, denominado movimiento curvilineo. 
Suponga que C es la curva cuya ecuación vectorial es 

R(0 = /(0 i + g(‘)j + h(t)k 

donde t denota el tiempo. Conforme t varía, el punto terminal P de OP des¬ 
cribe la curva C, de modo que la posición de una partícula, que se mueve a lo 
largo de C, en el tiempo t unidades es el punto P(f{t), g(t), h(t)). A continua¬ 
ción se definirán el vector velocidad y el vector aceleración. 


11.5.1 Definición de velocidad y aceleración 
en el movimiento curvilíneo 


Sea C la curva cuya ecuación vectorial es 


R(i) - m + g(t)j + h(t)k 






898 CAPÍTULO 11 FUNCIONES VECTORIALES 


Si una partícula se mueve a lo largo de C de modo que su posición en 
cualquier tiempo f unidades es el punto P(f(t), g(t), h(t)), entonces el 
vector velocidad V(f) y el vector aceleración A(í) en el punto P se de¬ 
finen como 



V(í) = R'(í) <=> V(f) = /'(/)i + g'(í)j + h\t) k 

Mt) = R"(0 o A(í) =/"(í)i + g"(t)¡ + h"{t) k o A(í) = V'(í) 

donde R”(í) existe. 

Puesto que la dirección de R'(í) en el punto P es la misma que la de la 
recta tangente a la curva en P, entonces el vector velocidad V(í) tiene esta 
dirección en P. 

El módulo o intensidad (o también magnitud) del vector velocidad, 
|| V(r) ]|, es una medida de la rapidez de la partícula. 

La figura 1 muestra las representaciones de los vectores velocidad y 
aceleración en el punto P de C. 


FIGURA 1 


► EJEMPLO I Una partícula se mueve a lo largo de la curva 
plana que tiene la ecuación vectorial 


R(í) = 4 eos ! íi + 4 sen i íj 


Calcule la rapidez de la partícula y el módulo del vector aceleración de la 
partícula a los í segundos si la distancia se mide en centímetros. Dibuje 
la trayectoria de la partícula y las representaciones de los vectores velocidad 
y aceleración en el punto donde í = ! n. 


Solución Al calcular V(í) y A(f) se tiene 


V(í) = R'(í) 

= -2 sen ! íi + 2 eos i íj 

V(í) || = ^2 sen 4í) 2 + (2 eos jí) 2 
= J4 sen 2 !- í + 4 eos 2 ! í 

V 2 2 

= 2 


ACO = V'(0 

= -eos ! íi - sen ! íj 

jj A(í) || = ^(- eos i í) 2 + (- sen f) 2 
= 1 


Por tanto, la rapidez de la partícula es constante e igual a 2 cm/j. El 
módulo del vector aceleración también es constante e igual a 1 cm/j 2 . 

Las ecuaciones paramétricas de C son 

x = 4 eos¿í y y = 4sen 2 í 0 < l < 4x 

Al eliminar el parámetro f de estas ecuaciones se obtiene la ecuación 
cartesiana 

x 2 + y 2 = 16 

la cual es la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y radio 4. 
Ahora se determinarán los vectores velocidad y aceleración en í = ! 7t. 

V( I zr) = -2seni?ri + 2cos 2 wj A(i^) = -cosi^i - sen 2 ?rj 

= -i + V3j = V3i - !j 
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FIGURA 2 


La dirección de V( 17t) está determinada por 
tan = - V3 | n < 0, < n 
y la dirección de A( |7t) está dada por 

tan 02 = n < < \n 

Así, 0] = | k y 02 = \n. La figura 2 muestra la trayectoria de la partícula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración que tienen 
punto inicial para el cual t = ^ n. A 

De manera semejante en que se simuló el movimiento rectilíneo, se pue¬ 
de simular el movimiento curvilíneo en el plano en la graficadora como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para observar el movimien¬ 
to de la partícula sobre la circunferencia del ejemplo 1, active la graficadora 
en modo paramétrico e introduzca las ecuaciones paramétricas de la circunfe¬ 
rencia. Para el rectángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], considere 
*mín = 0. Wx = y í step = 0.1. Oprima la tecla I trace I , después presione 
la tecla de avance a la izquierda y manténgala presionada hasta que el cursor 
esté en i = 0. Ahora presione la tecla de avance a la derecha y mantén¬ 
gala oprimida. El cursor representa la partícula que se desplaza a lo largo de 
la circunferencia. A 


► EJEMPLO 2 La posición de una partícula que se mueve en el 
plano, en el tiempo t unidades, está dada por la ecuación vectorial 


Tabla 1 


/ 

X 

.V 

0 

1 

0 

0.5 

2.25 

0.125 

1 

4 

1 

1.5 

6.25 

3.375 

2 

9 

8 


R(í) = (í 2 + 2í + l)i + í 3 j 0 < t < 2 

(a) Calcule V(í), A (t), || V(í) || y || A(f) ||. (b) Determine los vectores ve¬ 
locidad y aceleración en í = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la partícula 
e ilustre las representaciones de los vectores de velocidad y aceleración 
en de t = 1. (d) Simule el movimiento de la partícula en la graficadora. 
(e) Trace la trayectoria de la partícula en la graficadora activada en el 
modo punto. 


>' 



Solución 

(a) V(í) = R'(í) 

= (2 1 + 2)i + 3í 2 j 

|| V(f) || = ,¡(2t + 2) 2 + (31 2 ) 2 
= V9í 4 + 4í 2 + 8/ + 4 

(b) || V(l) || = 5 


A(0 = V'(t) 

= 2i + 6íj 

|| A(í) || = \4 + 36í 2 

|| A(l) || = V40 
= 6.32 


(c) Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la partícula son 


x = t 1 + 2t + 1 y y = í 3 


Se localizan algunos puntos (x, y) de la trayectoria a partir de los valores 
de la tabla 1. Al considerar estos puntos y la continuidad de las compo¬ 
nentes de R(í) se dibuja la trayectoria mostrada en la figura 3. Esta fi¬ 
gura también muestra las representaciones de V(l) y A(l). 


FIGURA 3 
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[0, 12] por [0, 8] 
x - t 2 + 2t + 1 y y = r 3 


FIGURA 4 



[0, 12] por [0, 8] 
jr = r 2 +2í+l y y = r 3 

FIGURA 5 


(d) A fin de simular el movimiento en la graficadora, ésta se activa en modo 
paramétrico y se introducen las ecuaciones paramétricas del inciso (c). 
Para el rectángulo de inspección de [0, 12] por [0, 8] se consideran los 
valoresi min = 0,/ máx = 2 y t step = 0.05. Oprima la tecla I trace | , después 
presione la tecla avance a la izquierda y manténgala presionada hasta 
que el cursor esté en t = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la grafica¬ 
dora como debe verse hasta este momento. Ahora presione la tecla 
avance a la derecha y observe la partícula, representada por el cursor, 
que se mueve a lo largo de la curva. 

(e) La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora activada en el modo 

punto con la misma ventana y los mismos valores de t y r step del inci¬ 
so (c). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados se 
hace más grande a medida que t se incrementa, lo cual indica que la ra¬ 
pidez de la partícula se incrementa conforme t crece. A 


V EJEMPLO 3 Una partícula se mueve a lo largo de la curva que 
tiene la ecuación vectorial 

R(r) = 3t¡ + r 2 j + i > q 

Obtenga los vectores velocidad y aceleración así como la rapidez de la par¬ 
tícula en í = 1. Dibuje una porción de la curva que contenga al punto para el 
cual / = 1, y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración en 
ese punto. 

Solución Al calcular V(í) y A(r) se obtiene 


z 



FIGURA 6 


V(f) = D, R(í) A(í) = D,\(t) 

= 3i + 2íj + 2í 2 k = 2j + 4rk 

|| V(r) || = v/9 + 4f 2 + 4 t* 

Así, 


V(l) = 3i + 2j + 2k A(l) = 2j + 4k ||V(1)|| = /Í7 
Las ecuaciones paramétricas de la curva dada son 
x = 3r y = t 1 z = |r 3 

Puesto que r > 0, la partícula se desplaza del origen hacia arriba en el pri¬ 
mer ociante conforme t se incrementa. La porción de la curva en i = 1 y las 
representaciones de V(l) y A(l) se muestran en la figura 6. A 

De la ecuación (8) de la sección 11.3, si T(r) es el vector tangente uni¬ 
tario en P, s es la longitud de arco de C, que parte de un punto fijo hasta P, y s 
se incrementa conforme t crece, entonces 


D,R(t) = f T(t) 
dt 

Como el miembro izquierdo de esta ecuación es el vector velocidad, se tiene 


m = 


cu 
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y por tanto, 

!|V(0||=f ' (2) 

esto es, la rapidez de una partícula es la tasa de variación de s con respecto 
a t. De (1) y (2), 


T(í) 


Vi» 

l|V(t)|| 


La ecuación (1) expresa el vector velocidad como un escalar por el vec¬ 
tor tangente unitario. El coeficiente de T(í), ds¡dt , se denomina componente 
tangencial del vector velocidad. Ahora se expresará el vector aceleración 
en términos de un vector tangente a la dirección de movimiento y a un vector 
normal a esta dirección. 

Si se sustituye D, 2 R(t) por Air) en la ecuación (6) de la sección 11.3, 
se obtiene 

A(f) = (D, || £>,R(í) ||) T(í) + (|| D,R(t) || || D,T(t) |¡ )N(r) 

De la ecuación (5) de la sección 11.4, ||D,T(/)|| = | D,R(t) ¡| K(l). Al 
efectuar la sustitución de este valor, y reemplazar || D,R(f) | por dsjdt en la 
ecuación anterior, se tiene 


A(í) = 


d 2 s 
dt 2 


T(í) + 


(f ) 2 


(3) 


La ecuación (3) expresa el vector aceleración como la suma de un esca¬ 
lar por el vector tangente unitario y un escalar por el vector normal unitario; 
esto es, A(í) se transforma en la suma de un vector tangente a la dirección de 
movimiento y un vector normal a esta dirección. El coeficiente de T(í) se 
llama componente tangencial del vector aceleración y se denota por A r (t), 
mientras que el coeficiente de N(í) se denomina componente normal del 
vector aceleración y se representa por /t¡v(r). De esta manera, 

A(í) = A T (t)T(t) + A„(t) N(f) (4) 

donde 


At(í) — 


dh 
dt 2 


y 


A^{t) 



m a n (o 


Ü ) 2 

pió 


(5) 


( 6 ) 


Puede ocasionarse un cambio en el vector velocidad, V(í), mediante un 
cambio en su intensidad (módulo) o en su dirección. Como A(í) = la 

tasa de variación de V(f) con respecto a t es A(f). Observe en la ecuación (5) 
que A T (t) es la tasa de variación de la rapidez de la partícula; esto es, A r (t) 
está relacionado con la variación de la intensidad (módulo) de V(í). Debido a 
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que A N (t) involucra a la curvatura K(t), A N (t) está relacionado con la varia¬ 
ción de la dirección de V(f). Estos resultados son importantes en mecánica. 

La segunda ley de Newton sobre el movimiento es 

F = mA (7) 


donde F es el vector fuerza aplicado a un objeto que se mueve, m es la me¬ 
dida constante de la masa del objeto, y A es el vector aceleración del objeto. 
Al sustituir de (3) en (7) y considerando v = dsjdt, se tiene 

F(t) = m — T(r) + mv 2 K(t)N(t) 


Así, en el movimiento curvilíneo, la componente normal de F es 


mv 2 K(t) o 


mv 2 

P(t) 


la cual es la intensidad (módulo) de la fuerza normal a la curva necesaria para 
mantener al objeto sobre la curva. Por ejemplo, si un automóvil se desplaza 
sobre una curva con una rapidez grande («alta velocidad»), entonces la fuer¬ 
za normal ejercida por la carretera debe tener una intensidad grande para 
mantener al carro sobre la carretera. También, si la curva es muy cerrada, 
entonces el radio de curvatura es un número pequeño; por lo que otra vez la 
intensidad de la fuerza normal debe ser un número grande. En la construcción 
de una pista de carreras para automóviles, por ejemplo, la pista se inclina a 
fin de incrementar la intensidad de la fuerza normal. 

De la ecuación (4), 

|| A(0 H = 4[A T (t)} 2 + lA N (t)] 2 


Si se resuelve está ecuación para A N (t), y observando en (6) que A N (t) es no 
negativa, se tiene 


A w (f) = ^ tí A «H - ^r(f)] 2 


la cual es una fórmula conveniente para calcular A N (t). 


W EJEMPLO 4 Una partícula se mueve a lo largo de lina curva 
que tiene la ecuación vectorial 

R(t) = (r 2 - l)i + (ir 3 - r)j t > 0 

Determine cada uno de los siguientes vectores: V(í), A(í), T(í), y N(í). Tam¬ 
bién obtenga los escalares: || V(í) ||, A T (t), A N (t) y K(t). Calcule los valores 
particulares cuando t = 2. Dibuje una porción de la curva que contenga al 
punto para el cual t = 2, y las representaciones de V(2), A(2), A T { 2)T(2) 
y A W (2)N(2), cuyo inicial es el punto donde t = 2. 

Solución Como V(í) = D,R(t)yA(t) = D,\(t), 

\(t) = 2ti + (í 2 - l)j A(í) = 2i + 2íj 

|| V(0 || = v'4 1 2 + (t 2 - l) 2 |f A(f) || = V4 + 4í 2 
= Vt 4 + 2í 2 + 1 = 2 Vi + t 2 

= r 2 + ] 
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Por tanto, -f = t 2 + 1. En consecuencia 
di 

A n (,) = y¡ || A(/)|| 2 - [A r (í)] 2 

= V4 + 41 2 - 4 1 2 
= 2 


2/ . / 2 - 1 . 
r 2 + 1 í 2 + 1 J 

Con el fin de calcular N (t) se emplea la fórmula siguiente, la cual se obtiene 
de (3): 


A T (t) = 

dt 2 
= 2 1 


T(/) = 


V(0 

l|V«)ll 


N(r) = -l-[A(0 - (D, 2 .í)T(nl (8) 

(D¡s) 2 K(t) 

A.(/) - (£> ; 2 í)T(/) = 2i + 2íj - i + j) 

V/ 2 + 1 t ¿ + 1 / 

A(f) - (D ; 2 í)T«) = -j—K 1 - t 2 )i + 2/j] (9) 

De (8), N(/) es igual a un escalar por el vector de (9). Como N(r) es un 
vector unitario, N(f) puede obtenerse al dividir el vector de (9) entre su mó¬ 
dulo. Así, 


N(r) = -£=^¿2 

£l-í 2 ) 2 +(2í) 2 


1 - 1 2 
1 + í 2 


i + 


2 1 


1 + r 2 


j 


Ahora se calculará la curvatura K(t) a partir de la primera ecuación de 
(6). Con Ajv(í) = 2 y D¡s = t 2 + 1, se tiene 


y 



R(O = (r 2 - 1 )i + (i i 3 - Dj 

FIGURA 7 


m = 


a 2 + D 2 

Los vectores y escalares solicitados para t = 2 son los siguientes: 


V(2) = 4i + 3j 
l| V(2) || = 5 

T(2) = fi + |J 
A n ( 2) = 2 


A(2) = 2i + 4j 
A r (2) = 4 
N(2) = -¡i + |j 
AT(2) = ± 


La curva requerida y las representaciones de los vectores se muestran en la 
figura 7. ^ 

► EJEMPLO 5 Una partícula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuación vectorial 


R(í) = íi + e'\ + rk 


Determine las componentes tangencial y normal del vector aceleración. 
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y 



Solución Al calcular los vectores y escalares necesarios se obtiene 


V(í) = D,R(í) 

= i + e'j + k 

I V(f) II = v'2 + e 


2t 


ds u ; 7? 

— = v2 + e ¿¡ 
dt 


Por tanto, 
A T (t) = 


o2/ 


a/ 2 + e 2 


A(0 = AV(0 


|A(í)|| = e l 

d 2 s _ __ 
dt 2 


V2 


+ e 


2í 


Ay(í) = V l|A(í)|| 2 - [A r (f)] 2 


A t 


— 


2 + e 2 ' 


V 2 + e 


2f 


El estudio del movimiento curvilíneo se concluye con la discusión del 
movimiento de un proyectil. Suponga que el proyectil se desplaza en un 
plano vertical y que la única fuerza que actúa sobre el proyectil es su peso, 
dirigido hacia abajo con una intensidad de mg libras, donde m slugs es su 
masa y g pie por segundo cuadrado es la aceleración constante debida a la 
gravedad. No se considerará la fuerza ocasionada por la resistencia del aire, 
la cual, para cuerpos densos que se desplazan con rapidez pequeña, no 
ejerce un afecto notable. 

Suponga que un proyectil se dispara desde un cañón que tiene un ángulo 
de elevación de a radianes. Sea v 0 el número de pies por segundo la veloci¬ 
dad inicial o velocidad de salida. Los ejes coordenados se colocan de modo 
que el cañón esté ubicado en el origen. Refiérase a la figura 8. El vector de 
velocidad inicial, V 0 , del proyectil está determinado por 


V 0 = v 0 eos ai + v 0 sen aj 


( 10 ) 


Sean t segundos el tiempo que transcurre desde que el arma se disparó, 
x pies la distancia horizontal del proyectil desde el punto de partida a los t se¬ 
gundos, y y pies la distancia vertical del proyectil también desde su punto 
de partida a los t segundos. R(f) es el vector de posición, V(í) es el vector 
velocidad y A(f) es el vector aceleración del proyectil a los t segundos. 

Como x y y son funciones de f, se escriben las componentes horizontal 
y vertical de R(f) como x(t) y y(í); así. 


R(f) = x(t)i + y(t )j 


Si F representa la fuerza que actúa sobre el proyectil, entonces 


F = ~mg] 


De esta ecuación y la ecuación (7) (la segunda ley de Newton para el mo¬ 
vimiento), 


m\(t) = - mg j 

A(0 = -g] O V'(í) = -g] 


Al integrar los dos miembros de esta ecuación con respecto a f, se obtiene 
V(í) = -*fj + C, 
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ComoV(O) = V 0 , entonces C t = V 0 , Por tanto, 

V(0 = -gfj + V 0 « R \t) = -gtj + V 0 
Si se integra otra vez, resulta 

R(0 = ~i8t 2 j + Vqí + C 2 

Puesto que el proyectil parte del origen, R(0) = 0; por lo que C 2 = 0. De 
este modo, 

R (0 = ~' 2 gt 2 } + V 0 t 

Con el valor de V 0 de (10), esta ecuación se transforma en 

R(f) = ~igt 2 j + (v 0 eos ai + v 0 sen aj)? 

R(í) = fv 0 cosai + (?v 0 sena- lg? 2 )j (11) 

La ecuación (11) proporciona el vector de posición del proyectil a los ? 
segundos. A partir de esta ecuación se puede estudiar el movimiento del 
proyectil. Generalmente, las cuestiones de interés son las siguientes: 

1. ¿Cuál es el alcance del proyectil? El alcance es la distancia | OA | a lo 
largo del eje x (consulte la figura 8). 

2. ¿Cuál es el tiempo total de recorrido, esto es, el tiempo que tarda el pro¬ 
yectil en ir de O a Al 

3. ¿Cuál es la altura máxima del proyectil? 

4. ¿Cuál es la ecuación cartesiana de la curva recorrida por el proyectil? 

5. ¿Cuál es el vector velocidad del proyectil en el momento del impacto? 

Estas cuestiones serán respondidas en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 6 Se dispara un proyectil desde un cañón que tiene 
un ángulo de elevación de i n rad, y su velocidad de salida es de 480 pie/s. 
Obtenga: (a) el vector de velocidad inicial; (b) el vector de posición R(r) y 
las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la altura máxima 
alcanzada por el proyectil; (f) el vector velocidad y la rapidez en el momento 
del impacto; (g) el vector de posición, el vector velocidad y la rapidez a los 
2 s; y (h) una ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil. 

Solución 

(a) DelO con v 0 = 480 y a = ? n, el vector de velocidad inicial es 

V 0 = 480 eos | zri 4- 480 sen g n] 

= 240 A /3i + 240j 

(b) El vector de posición a los t segundos se puede obtener al aplicar (11); 
así. 


R(r) = 240 V3ri + (240? - \gt 2 )j 
Si se considera g = 32 se tiene 

R(f) = 240 v3/i + (240? - 16? 2 )j 


( 12 ) 


i 
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Si ( x(t ), y(t)) es la posición del proyectil a los t segundos, entonces 

x(t) = 240 V3 1 y y (i) = 240f - 16í 2 ( 13 ) 

(c) Con el propósito de calcular el tiempo de recorrido del proyectil, se 
debe obtener t cuando y(t) = 0. De esta manera, se considera y(t) = 0 
en la segunda ecuación de (13): 

240r - 16í 2 = 0 
í(240 - 16/) = 0 
t = 0 t = 15 

El valor 0 para t se presenta cuando el proyectil se dispara. Como 
y(15) = 0, el tiempo de recorrido es de 15 s. 

(d) Con el fin de obtener el alcance del proyectil se calcula jc( 15). De la 
primera ecuación de (13), x(15) = 3 600 , 3. En consecuencia, el alcan¬ 
ce es de 3 600 V3 = 6 200 pie. 

(e) El proyectil alcanza su máxima altura cuando la componente vertical 
del vector velocidad es cero, esto es cuando y \t) = 0. Al calcular y '( t ) de 
la segunda ecuación de (13) se tiene 

y'(t) = 240 - 32 1 

Si se considera y\t) = 0, se obtiene t = 7.5, el cual es la mitad del 
tiempo total de recorrido. 

(f) Puesto que el tiempo total de recorrido es de 15 s, el vector velocidad en 
el momento del impacto es V(15). Con V(r) = R'(í), se obtiene de (12) 

V(r) = 240 V3i + (240 - 32/)j ( 14 ) 

Así, 

V(15) = 240 V3i - 240j 

Como || V( 15) || = 480, la rapidez en el momento del impacto es de 
480 pie/s. 

(g) De (12) y (14), 

R(2) = 480 v3i + 416j V(2) = 240 V3i + 176j 

II V(2) || = V(240V3) 2 + (176) 2 
= 32VT99 

Por tanto, a los 2 s la rapidez es de 32 y 199 pie/s = 450 pie/s. 

(h) A fin de obtener una ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil, 
se elimina el parámetro t de las ecuaciones paramétricas (13). Al susti¬ 
tuir el valor de t de la primera ecuación en la segunda se obtiene 



la cual es una ecuación de una parábola. ^ 


r EJEMPLO 7 (a)Apartirdelasrespuestasdelosincisos(b)-(e)del 
ejemplo 6, trace la trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el mo¬ 
vimiento del proyectil, (b) Trace la trayectoria del proyectil en el modo punto. 
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[0, 6 300] por [-300. 1 000] 
x (/) = 240 V3í y y(/) = 240r - 16r 2 

FIGURA 9 



[0, 6 300] por [-300. I 000] 
x(i) = 240 V3f y y(r) = 240/ - 16/ 2 

FIGURA 10 


Solución 

(a) Con la graficadora en modo paramétrico, se introducen las ecuaciones 
paramétricas 

x(t) = 240 V3í y y(t) = 240/ - 16/ 2 

En el rectángulo de inspección de [0, 6 300] por [-300, 1 000], considere 
los parámetros í mín = 0, í máx = 15 y / step = 0.5. Oprima la tecla 
[TRACE] , Después presione la tecla de avance a la izquierda y mantén¬ 
gala oprimida hasta que el cursor esté en t - 0. La figura 9 muestra la 
pantalla de la graficadora como debe verse hasta este momento. Ahora 
presione la tecla avance a !a derecha y observe que la partícula, repre¬ 
sentada por el cursor, se mueve a lo largo de la curva. 

(b) La figura 10 muestra la pantalla de la graficadora en modo paramétrico 

y en modo punto, con los mismos valores de t y / step como en el inciso 
(a). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados es más 
pequeña conforme t crece hasta 7.5, cuando el proyectil alcanza su al¬ 
tura máxima. Después, conforme t crece de 7.5 a 15, la distancia entre dos 
puntos sucesivos trazados se hace más grande. Estas observaciones in¬ 
dican que la rapidez del proyectil disminuye conforme se eleva desde su 
posición inicial hasta su altura máxima, esto es, cuando su rapidez es 
cero; después, cuando el proyectil desciende su rapidez crece hasta hacer 
contacto con el suelo. A 


EJERCICIOS 11.5 


En los ejercicios 1 a 10, la posición de una panícula, que se 
mueve en el plano xy, a las t unidades de tiempo está determi¬ 
nada por la ecuación vectorial, (a) Obtenga V(/), A(/), 
¡| V(r) [| y || A(r) ||. (b) Determine los vectores velocidad y 
aceleración en t - t¡. (c) Dibuje la trayectoria de la partícula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleración 
en t = t¡. (d) Simule el movimiento de la partícula en la gra¬ 
ficadora. (e) Trace la trayectoria de la partícula en la grafi¬ 
cadora en el modo punto. 

1. R(r) = (/ 2 + 4)i + (t - 2)j; t¡ = 3 

2. R(í) = (1 + r)i + (t 2 - l)j; t¡ = 1 

3. R(r) = 5 eos 2/i + 3sen2/j;/ 1 = i/r 

4. R(r) = yi - i/j;/, = 4 

5. R(/) = e‘i + e 2 'j; /, = ln 2 

6. R(/) = e 2 'i + e 3 'j; r, = 0 

7. R(/) = ti + lnsec/j;/, = i/r 

8. R(/) = 2(1 — cos/)i + 2(1 - sen/)j; t¡ = |/r 

9. R(r) = (/ 2 + 3/)i + (1 - 3/ 2 )j; t¡ = ¡ 

10. R(/) = ln(/ + 2)i + | / 2 j; t¡ = 1 

En los ejercicios 11 a 16, la posición de una partícula, que se 
mueve en el espacio tridimensional, a las t unidades de tiempo 
está determinada por la ecuación vectorial. Obtenga los vec¬ 
tores velocidad y aceleración así como la rapidez de la par¬ 
tícula ent = t\. Dibuje una porción de la curva que contenga al 
punto donde t = y las representaciones de los vectores 
velocidad y aceleración en ese punto. 


11. R(r) = 2 eos /i + 2sen/j + tW;t x = ~tt 

12. R(/) = ti + ±/ 2 j + ¡/ 3 k; r, = 2 

13. R(/) = ti + (f 2 - 2/)j + 2(/ - l)k; r, = 2 

14. R(r) = 3 eos /i + 4 sen rj + 2/k; /, = ^ n 

15. R(r) =• ¿'cosM + e'sen/j + e t k\t ] - 0 

16. R(r) = ^(t 2 + lf’i + ln(l + r 2 )j + tan -1 rk;/, = I 

En los ejercicios 17 a 20, una partícula se mueve en el plano 
xy de modo que se satisfacen la ecuación dada y las condicio¬ 
nes iniciales. Obtenga una ecuación vectorial de la trayectoria 
de la partícula. 

17. V« = -!-^-i - (/ + l)j y R(0) = 3i + 2j 

18. V(/) = (2/ - l)i + 3T 2 j y R(I) = 4i - 3j 

19. A(r) = e-'i + 2e 2 % V(0) = 2i + j y R(0) = 3j 

20. A(/) = 2 eos 2ti + 2 sen 2/j, V(0) = i + j y 
R(0) =ii - ij 

En los ejercicios 21 a 24, una partícula se mueve en el espa¬ 
cio tridimensional de modo que la ecuación dada y las con¬ 
diciones iniciales se satisfacen. Determine una ecuación de 
la trayectoria de la partícula. 

21. V(r) = i + j - 32fk y R(0) = i + 2j 

22. V(/) = (r 2 + 2/)i + 2/j + 3/ 2 k y R(0) = 2j + k 

23. A(/) = 6/i + 12/ 2 j + k,V(0) = 2i + 3j y R(0) = 4k 

24. A(/) = -32k, V(0f = 4i + 4j y R(0) = 60k 

En los ejercicios 25 a 30, una partícula se mueve a lo largo 
de la curva que tiene la ecuación vectorial dada. En cada 
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ejercicio determine los vectores V(f), A(f), T(f) y N(f), y los es¬ 
calares siguientes para un valor arbitrario de t: jj V(f) ||, A T (t), 
A N (t) y K(t). También obtenga los valores particulares cuando 
t = t¡. En t = f|, dibuje una porción de la curva y represen¬ 
taciones de los vectores V(í,), A(t¡), Ajjt^, T(fj) > 


25. 

R(f) = 

(2 f + 3)i 

+ (í 2 - l)j;'i = 2 

26. 

R(f) = 

(í - 1 )i + f 2 j; f, = 1 

27. 

R(f) = 

5 eos 3fi 

+ 5 sen 3fj; t x = í n 

28. 

R(f) = 

3^ + 2f 

3 j;f, = i 

29. 

R(f) = 

e'i + e~[ 

j;fi = o 

30. 

R(f) = 

COSÍ 2 ! + 

sen f 2 j; f, = ~ 


En los ejercicios 31 a 36, una partícula se mueve a lo largo de 
una curva que tiene la ecuación vectorial dada. Calcule las 
componentes tangencial y normal del vector aceleración y uti¬ 
lícelos para expresar A(f) = A r (f)T(f) + A w (f)N(f) sin 
calcular T(f) ni N(f). 

31. R(f) = fi + t 1 j + fk 

32. R(f) = e~'i + e'j + -J2tk 

33. R(f) = (eos t + t sen f)i + (sen t - te os f)j + 2k, í > 0 

34. R(f) = 2f 2 i + f 2 j + 4fk 

35. R(f) = f 2 i + (1f 3 + f)j + (if 3 - f)k 

36. R(f) = t eos ti + t sen t j + tk 

37. Demuestre que si la rapidez de una partícula que está en 
movimiento es constante, entonces su vector aceleración 
siempre es ortogonal a su vector velocidad. 

38. Una partícula se mueve a lo largo de una curva que tiene la 
ecuación vectorial R(f) = tan fi + senh 2fj + sech fk. 
Demuestre que los vectores velocidad y aceleración son 
ortogonales en t = 0. 

39. Una partícula se mueve a lo largo de la cúbica alabeada 

R(f) = fi + f 2 j + f 3 k 

Obtenga una ecuación del plano determinado por los vec¬ 
tores tangente unitario y normal unitario en el punto de la 
curva donde t = 1. 

40. Demuestre que para la cúbica alabeada del ejercicio 39, si 
f * 0, entonces ningún par de los vectores R(f), V(f) y 
A(f) son ortogonales. 

En los ejercicios 41 y 42, se dispara un proyectil desde un 
cañón que tiene un ángulo de elevación de a radianes, y su 
velocidad de salida es v 0 pie por segundo. Obtenga: (a) el vector 
de velocidad inicial: (b) el vector de posición R(fJ y ecuaciones 
paramétricas de la trayectoria del proyectil: (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la al¬ 
tura máxima que alcanza el proyectil; (f) el vector velocidad y 
la rapidez en el momento de impacto; (g) el vector de posición, 
el vector velocidad y la rapidez a los í, segundos; y (h) una 
ecuación cartesiana de la trayectoria del proyectil. 

41. a = |fr;v 0 = 320; f, = 6 

42. a = |rr;v 0 = 160; fj = 4 


En los ejercicios 43 y 44, haga lo siguiente: a partir de las res¬ 
puestas de los incisos (b)-(e) del ejercicio indicado, trace-la 
trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el movimien¬ 
to del proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en modo 
punto; (c) dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora 
del inciso (b); (d) describa lo que observa en la pantalla de la 
graficadora del inciso (b) acerca de la rapidez del proyectil. 

43. Ejercicio 41. 44. Ejercicio 42. 

45. Se dispara un proyectil desde un cañón situado en la parte 
superior de un edificio de 96 pie de altura. El cañón forma 
un ángulo de 30° con la horizontal. Si la velocidad de sa¬ 
lida es de 1 600 pie/s, calcule el tiempo de recorrido y la 
distancia desde la base del edificio hasta el punto donde 
caerá el proyectil. 

46. La velocidad de salida de un arma es de 160 pie/s. ¿Con 
qué ángulo de elevación debe dispararse el arma a fin de 
que el proyectil impacte un objeto situado al mismo nivel 
del arma y a una distancia de 400 pie de ésta? 

47. ¿Cual es la velocidad de salida de un cañón si un proyec¬ 
til disparado desde éste tiene un alcance de 2 000 pie y 
alcanza una altura máxima de 1 000 pie? 

48. Se lanza horizontalmente una pelota desde la parte supe¬ 
rior de un risco de 256 pie de altura con una velocidad 
inicial de 50 pie/s. Calcule el tiempo de recorrido de la pe¬ 
lota y la distancia desde la base del risco hasta el punto 
donde caerá la pelota. 

49. A medida que un barco se aleja de un muelle, una mucha¬ 
cha ubicaba en la cubierta del barco, a 55 pie por arriba del 
muelle, lanzó una piedra envuelta en una nota a un amigo 
que está en el muelle. El barco se hallaba a 28 pie del 
muelle en el momento en que la joven lanzó la piedra 
desde su mano, a 5 pie por arriba de la cubierta, hacia el 
muelle con una velocidad inicial de 15 pie/s y en un ángu¬ 
lo de 45° con respecto a la horizontal. ¿Llegará la piedra 
al muelle, de modo que su amigo reciba la nota, o caerá al 
agua y se hundirá? Justifique su respuesta. 



50. Responda la pregunta del ejercicio 49 suponiendo que la 
muchacha lanzó horizontalmente la piedra con una velo¬ 
cidad inicial de 15 pie/s. 

51. Un niño apuesta a sus amigos que puede lanzar una pelota 
y pegarle a un anuncio que se encuentra a 25 pie de él. El 
anuncio tiene 10 pie de altura y su base está a 35 pie 
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sobre el suelo. El niño lanza la pelota hacia el anuncio con 
una velocidad inicial de 60 pie/s y un ángulo de elevación 
de 60°. Si la mano del niño está a 5 pie del suelo, demues¬ 
tre que el niño gana la apuesta y determíne la dirección de 
la pelota en el momento del impacto. 



52. Una basquetbolista debe efectuar un tiro libre en la canas¬ 
ta cuyo aro está a 10 pie del piso del gimnasio. Si la juga¬ 
dora se encuentra a una distancia horizontal de 11 pie del 
centro de la canasta, determine el ángulo en que debe lan¬ 
zar la pelota con una velocidad inicial de 25 pie/s sí sus 
manos se encuentran a 6 pie por arriba del piso en el mo¬ 
mento del tiro. 



53. Un árbol de 45 pie de altura se encuentra entre un banderín 
y una pelota de golf, la cual está a 225 pie del banderín. 
El árbol se encuentra a 100 pie de la pelota. Un golfista 
golpea la pelota en dirección del banderín con una rapi¬ 
dez de 80 pie/s y un ángulo de 45°. Demuestre que la pe¬ 
lota no golpea el árbol, y determine a qué distancia del 
banderín cae la pelota. 



54. Determine el ángulo de elevación de un cañón de modo 
que al dispararse se obtenga el máximo alcance para una 
velocidad de salida dada. 

55. Una partícula se encuentra en el punto (r, 0) de la cir¬ 
cunferencia con centro en el origen y radio r, y se mueve 
sobre la circunferencia con una rapidez angular constante 
de O) radianes por segundo. Una ecuación de su trayec¬ 
toria es 

R(f) = ir eos Cút + j r sen cot 

Esta ecuación describe el movimiento circular unifor¬ 
me. (a) Demuestre que la rapidez de la partícula está 
determinada por r to. (b) Demuestre que si A(í) es el vector 
aceleración, entonces la dirección de A(r) es opuesta a la 
de R(f), además || A(r) || = reo 1 2 3 4 5 , (c) Calcule T(í), N(r), 
Aj-(í) y A N (t). (d) ¿Cuál es el efecto sobre A N U) si la ra¬ 
pidez angular se duplica? 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 11 


1. ¿Qué es una función vectorial y en qué difiere de una fun¬ 
ción real ? 

2. ¿Cómo se utilizan las propiedades de las funciones reales 
en el estudio de las funciones vectoriales? 

3. ¿En qué consiste la dependencia de las definiciones del 
límite y continuidad de una función vectorial de las de¬ 
finiciones correspondientes para una función real? 

4. ¿Cómo se obtienen ecuaciones cartesianas de una curva 
en el espacio tridimensional a partir de su ecuación vecto¬ 
rial Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

5. ¿En qué son semejantes o en que difieren las definiciones 
de la derivada e integral indefinida de una función vecto¬ 
rial y las definiciones correspondientes para funciones 
reales? 


6. ¿Cómo se interpreta geométricamente la derivada de una 
función vectorial? 

7. ¿En qué son semejantes o diferentes los teoremas de la 
derivada de la suma, producto punto y producto cruz de 
dos funciones vectoriales y los teoremas correspondien¬ 
tes para funciones reales? Invente ejemplos que ilustren la 
respuesta. 

8. ¿Cuál es la regla de la cadena para funciones vectoriales ? 
Invente un ejemplo que ilustre su aplicación. 

9. ¿Qué puede concluirse acerca de una función vectorial y 
su derivada si el módulo de la función vectorial es 
constante? 

10. ¿Cuál es la fórmula para la longitud de arco de una curva 
definida mediante una ecuación vectorial en el espacio 
tridimensional? 
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11. ¿Cuál es el vector tangente unitario T(/) de una curva C en 
un punto P de C si R(f) es el vector de posición ? Esta¬ 
blezca una fórmula para calcular T(í) a partir de R(f). 

12. ¿Cuál es el vector normal unitario N(/) de una curva C en 
un punto P de C si TU) es el vector tangente unitario? 
Establezca una fórmula para calcular NU) a partir de TU). 

13. Exprese el vector binormal unitario de una curva C en un 
punto P de C en términos de los vectores tangente unitario 
y normal unitario. 

14. ¿Cuáles son los planos osculador, rectificador y normal de 
una curva C en un punto P de C? ¿Cómo se obtienen ecua¬ 
ciones de estos planos? 

15. Si R(f) = /(/)i + g(t) j + h(t) k es una ecuación vec¬ 
torial de la curva C, ¿cómo obtendría una ecuación que 
contenga a / y el número de unidades de longitud de 
arco j a partir de un punto arbitrario de C hasta el punto 
P(f(t), g(t), h(t))1 ¿Por qué no se puede resolver, gene¬ 
ralmente, esta ecuación para s en términos de ti Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

16. Si R(í) es el vector de posición de una curva C en el espa¬ 
cio tridimensional, defina la curvatura K(t) de C en un 
punto de la curva. 

17. Proporcione dos fórmulas para calcular la curvatura K(t): 
(i) una en términos de £>,R(t) y D,T(t); (ii) la otra en tér¬ 


minos de D,R(t) y D t i(t). ¿Cuál de estas fórmulas es más 
fácil de aplicar? 

18. Defina el radio de curvatura y la circunferencia osculatriz 
para curvas en el plano xy. 

19. Establezca una fórmula para calcular la curvatura de una 
curva plana definida por una ecuación de la forma 

y = /(■*)• 

20. Si una partícula se mueve a lo largo de la curva C que 
tiene la ecuación vectorial R(/) = f(t )i + g(f)j + h(t) k, 
defina los vectores velocidad y aceleración en un punto 
P de C. ¿Cuál es la rapidez de la partícula en P? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 

21. Establezca una fórmula que exprese el vector aceleración 
como la suma de un vector tangente a la dirección de mo¬ 
vimiento y de un vector normal a esta dirección. 

22. Establezca las fórmulas que proporcionan las componen¬ 
tes tangencial y normal de la aceleración. 

23. ¿Cuál es el vector de posición de un proyectil disparado 
desde un cañón que tiene un ángulo de elevación a y una 
velocidad de salida de v 0 pies por segundo? ¿Cómo 
determinaría la altura máxima, el tiempo de recorrido y el 
alcance del proyectil a partir de este vector? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 11 


+ e ll 'j 


En los ejercicios l a 4, determine el dominio de la función vec¬ 
torial. 

1. R(r) = —|-^i + 2. R(r) = ln(f + l)i 

3. R(f) = ln | eos r | i + V4r 2 - lj + *J4 - t 2 k 

4. R(í) = V9 - t 2 i + tan t j + ——jk 


En los ejercicios 5 a 8, calcule el límite indicado, si existe. 

5. lim(-i- í i+ í/LzJ j] 

f-»t \t + 1 t - 1 ) 

6. lím ^cos ti + jj 

7. lím (e-'l'i h- Ll«Ü j + 

h0*\ t J t ! 


9. R(f) = e 'i + ln íj 


10. R(f) = ln Icos / I i + 


1 


V4^7 

1 - j + Vi - í 2 k 


11. R(r) = 


12. R(í) 


sen(í - I) . t 1 - 1 

í - 1 ‘ + 2(7 - 1) 


+ (/ - 1) ln / - 1 K si t ^ 1 


(i + j) 

(1 + r) 1/r i + « 1+ 'j 

e(i + j + k) 


si t = 1 


1 - t 


si t se 0 
si t = 0 


8. Umíí r - Ji j + tan-'U- 4 _ ) + |,_ 4 | k ) 

Í-*A f - 4 t - 4 J 1 1 J 

En los ejercicios 9 a 12, determine los números en los que la 
función vectorial es continua. 


En los ejercicios 13 a 16, dibuje la gráfica de la función 
vectorial. 

13. R(f) = 2 sec íi + 2 tan íj 

14. R(f) = 2 ,/fi + (f + l)j 

15. R(í) = /i + í 2 j + 2/ 3 k, 0 < t S 2 

16. R(r) = 3 eos ti + 3 sen /j + 3/k, 0 5S / ^ 2 tt 
En los ejercicios 17 y 18, obtenga R'(0 y R"(0* 

17. R(r) = —-— i + - j - ln ík 


t L + 9 t 


18. R(í) = 


/ - 1 


t + 1 . t + 1 . 

T J + 7^1 k 


t -i 


En los ejercicios 19 y 20, calcule D¡\\R(t)\\ y ||D,R(í)||. 

19. R(í) = 2(e' - l)i + 2(e' + l)j + e'k 

20. R(í) = cos2íi + sen 2íj + 2' 2 k 
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21. Si R'(/) = i + -=-í— j y R(0) = j, obtenga R(r). 

' + 1 t L + 1 

22. Si R'(í) = | i + j y R (l) = 3i - 2j, obtenga R(r). 

23. Si R’(/) = - 2e~'^i + 2 cosh^k y R(2) = 

2ei-~ 2e~ < j + k, obtenga R(/). 

24. Si R'(f) = eos 2 /i + cos2/j - 2sen2/kyR(0) = i, ob¬ 
tenga R(í). 

En tos ejercicios 25 y 26, calcule la longitud de arco exacta 
de 1 1 a t 2 de la curva que tiene la ecuación vectorial dada. 

25. R(í) = r eos /i + t sen rj + rk; t¡ = 0, t 2 = ' 2 n 

26. R(í) = (2 - 3/)i + (4/ - l)j + r 2 k; í, = 0; t 2 = f 

En los ejercicios 27 y 28, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro dí¬ 
gitos significativos, de la longitud de arco de /] a t 2 de la 
curva que tiene la ecuación vectorial dada. 

27. R(r) = ln íi + |j - |k;f| = l;r 2 = 2 

28. R(r) = eos ti + sen tj + e 2 'k; fj = 0; t 2 = j k 

En los ejercicios 29 y 30, calcule T(f) y N(t), y dibuje una por¬ 
ción de la curva que contenga al punto donde t = t¡, y las re¬ 
presentaciones de T(í,) y N(t¡) cuyo punto inicial es ese punto. 

29. R(r) = \e 2, \ + rj; r, = ln 2 

30. R(r) = t 2 i + ír 3 j;r, = 1 

En los ejercicios 31 a 34, calcule T(/) y N(/). 

31. R(r) = ír 3 i + r 2 j + 2/k 

32. R(r) = e’i + 2e~'j + 2/k 

33. R(/) = 3 sen 2/i + 4/j + 3 eos 2/k 

34. R(/) = 3(cos / + / sen /)i + 3(sen / - / eos /)j + 3k 

En los ejercicios 35 a 38, determine el triedro móvil y ecua¬ 
ciones de los planos osculador, rectificador y normal para la 
curva en t = /j. 

35. La curva del ejercicio 31; /j = 1 

36. La curva del ejercicio 32; q = 0 

37. La curva del ejercicio 33;= 0 

38. La curva del ejercicio 34; t x = 

En los ejercicios 39 y 40, para la curva dada, exprese la lon¬ 
gitud de arco s como una función de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 

39. La curva del ejercicio 31 

40. La curva del ejercicio 32 

En los ejercicios 4) a 44, obtenga una ecuación vectorial de la 
curva que tiene a la longitud de arco s como paramétro, donde 
s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la res¬ 
puesta utilizando la ecuación (9) de la sección ¡1.3. 

41. R(r) = 4ti + \(2t + l) 3/2 j 

42. La curva del ejercicio 30 

43. La curva del ejercicio 33 

44. La curva del ejercicio 34 


En los ejercicios 45 y 46, para la curva y /j del ejercicio indi¬ 
cado, calcule la curvatura K y el radio de curvatura p en el 
punto donde t = t\. Dibuje una porción de la curva, el vector 
tangente unitario y la circunferencia de oscuiatriz en t = t { . 

45. Ejercicio 29 46. Ejercicio 30 

En los ejercicios 47 a 50, para la curva del ejercicio indi¬ 
cado, calcule la curvatura K. 

47. Ejercicio 31 48. Ejercicio 32 

49. Ejercicio 33 50. Ejercicio 34 

51. Demuestre que la curvatura de la curva y = ln x en cual¬ 
quier punto (x , y) es x/ix 2 + l) 3 ^ 2 . También demues¬ 
tre que la curvatura máxima absoluta es |V3, la cual 
ocurre en el punto (|V2, - | ln 2). 

52. Calcule la curvatura en cualquier punto de la rama de la 
hipérbola definida por las ecuaciones paramétricas 
x = a cosh / y y = b senh /. 

53. Determine la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
que tiene ecuaciones paramétricas x = V y y = / 3 - 3/ 
en el punto donde / = 2. 

54. Calcule la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
y = e~ x en el punto (0,1). 

55. Determine el centro de curvatura para la curva del ejerci¬ 
cio 53 en el punto donde / = 2, y dibuje una porción de la 
curva y la circunferencia osculatriz en ese punto. 

56. Determine el centro de curvatura para la curva del ejercicio 
54 en el punto (0, 1), y dibuje una porción de la curva y la 
circunferencia osculatriz en ese punto. 

En los ejercicios 57 y 58, la posición de una partícula que se 
mueve en el plano xy, a las t unidades de tiempo, está determi¬ 
nada por la ecuación vectorial dada, (a) Determine \(t), A (/), 
|| V(/) || y || A(r) ||. (b) Determine los vectores velocidad y 
aceleración en t = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la par¬ 
tícula y las representaciones de los vectores velocidad y acele¬ 
ración en t = 1. (d) Simule el movimiento de la partícula en 
la graficadora. (e) Trace la trayectoria de la partícula en la 
graficadora en modo punto. 

57. R(f) = 3/i + (4/ - / 2 )j 58. R(/) = 2e'i + 3<T'j 

En los ejercicios 59 y 60, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva dada. Obtenga los vectores velocidad y aceleración, 
y así como la rapidez en el punto indicado. Dibuje una porción 
de la curva que contenga a ese punto, y las representaciones de 
los vectores velocidad y aceleración en el punto mencionado. 

59. La curva del ejercicio 25 en / = ^n. 

60. La curva del ejercicio 26 en t = ^. 

En los ejercicios 61 y 62, una partícula se mueve en el plano xy 
de modo que la ecuación y las condiciones iniciales se satis¬ 
facen. Obtenga una ecuación vectorial de la trayectoria de la 
partícula. 

61. V(/) = e 2, i + e~'j y R(0) = 2i - j 

62. A(r) = / 2 i - r 2 j, V(l) = j, y R(l) = \i + 

En los ejercicios 63 a 66? una partícula se mueve en el espa¬ 
cio tridimensional de modo que la ecuación y las condiciones 
iniciales se satisfacen. Obtenga una ecuación vectorial de la 
trayectoria de la partícula. 
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63. V(í) = -2 sen íi + 2 eos fi + k, R(0) = 2i + 2j 

64. V«) = e'i - e'j - 8e 4 'k,R(0) = 2i - j - k 

65. A(í) = 3j - 2k, V(l) = i + k, R(l) = 2i + 4j 

66. A«) = 4i + 12/ 2 j, V(|) = 2i + + k, 

R(j) = i + j^j + k 

En los ejercicios 67 y 68, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva del ejercicio indicado. En cada ejercicio, obtenga 
los vectores \(t), A(t), T (t) y N(í), y los escalares siguientes 
para un valor arbitrario: || V(í) ||, A T (t), A N (t) y K(t). Tam¬ 
bién calcule los valores particulares cuando t = 1. En t = 1, 
dibuje una porción de la curva y las representaciones de ¡os 
vectores V( 1), A( 1), A T ( 1 )T( 1) y A N ( 1)N( 1). 

67. Ejercicio 57 68. Ejercicio 58 

En los ejercicios 69 y 70, una partícula se mueve a lo largo de 
la curva que tiene la ecuación vectorial dada. Calcule las com¬ 
ponentes tangencial y normal del vector aceleración y utilíce¬ 
las para escribir A(í) = A r (t)T(t) + /1 V (/)N(7) sin calcular 

T(0 y N«). 

69. R(í) = 2íi + e'j + e - 'k 

70. R(í) = í 2 i + 2íj + 2k 

En los ejercicios 71 y 72, obtenga (a) los vectores velocidad 
y aceleración, (b) la rapidez, y (c) las componentes tangen¬ 
cial y normal del vector aceleración. 

71. R(/) = cosh 2 ti + senh2rj + k 

72. R(í) = (2 tan _1 í - r)i + ln(l + í 2 )j + 2k 

73. Se dispara un proyectil desde un arma con un ángulo de 
elevación de 30° y una velocidad de salida de 150 pie/s. 
Calcule: (a) el vector de posición R(í); (b) el alcance del 
proyectil; (c) la altura máxima; (d) la rapidez en el mo¬ 
mento de impacto. 

74. Para el proyectil del ejercicio 73, (a) trace la trayectoria 
del proyectil en la graficadora y simule el movimiento del 
proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en el modo 
punto; (c) con relación al inciso (b), dibuje lo que observa 
en la graficadora; (d) con relación inciso (b), describa lo 
que muestra la pantalla de la graficadora acerca de la ra¬ 
pidez del proyectil. 


75. Si se dispara un proyectil con un ángulo de elevación de 
40°, determine la velocidad de salida mínima para que el 
proyectil tenga un alcance de 300 pie por lo menos. 

76. Obtenga una fórmula para calcular la altura máxima al¬ 
canzada por un proyectil disparado desde un arma con una 
velocidad de salida de v 0 pies por segundo y un ángulo de 
elevación de a radianes. 

77. En un juego de béisbol un espectador, sentado en una 
grada a 20 pie sobre el campo, atrapó una pelota que cayó 
en su lugar. Después lanzó la pelota desde su asiento ha¬ 
cia el campo con un ángulo de depresión de 25° y con una 
velocidad inicial de 24 pie/s. (a) ¿Cuánto tardará la pelota 
en golpear el piso? (b) ¿Cuál es la distancia del punto del 
suelo, directamente debajo de su asiento, hasta el punto 
del campo donde caerá la pelota? 

78. Responda las preguntas del ejercicio 77 suponiendo que 
el espectador lanza horizontalmente la pelota con una rapi¬ 
dez de 24 pie/s. 

79. Si una partícula se mueve en el plano xy de modo que su 
vector velocidad siempre es ortogonal a su vector de po¬ 
sición, demuestre que la trayectoria de la partícula es una 
circunferencia con su centro en el origen. 

80. Si una partícula se mueve a lo largo de una curva, ¿bajo 
qué condiciones el vector aceleración y el vector tangen¬ 
te unitario tendrán la misma dirección o direcciones 
opuestas? 

81. Los vectores V, A y N son, respectivamente, los vectores 
velocidad, aceleración y normal unitario para el movi¬ 
miento curvilíneo de una partícula. Demuestre que si 
|| (V • V)A - (V • A)V || * 0, entonces 

N = (V • V)A - (V • A)V 
II(V • V)A - (V • A)V|| 

82. Si R, Q y W son tres funciones vectoriales cuyas deri¬ 
vadas con respecto a t existen, demuestre que 

D,[R(t) ■ Q(í) X W(0] = D,R(0 • Q(0 X W(r) + 
R(Í) • 0,0(0 X W(0 + R(0 • Q(0 X D,R(í) 
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n la sección 12.1 se extiende el concepto de fun¬ 
ción de una variable real al de función de varios 
variables, y en la siguiente sección se amplían 
los conceptos de límite y continuidad para funciones de va¬ 
rias variables. La mayor parte de las discusiones de estas 
dos secciones se refieren a funciones de dos y tres variables; 
no obstante, se presentan las definiciones para funciones de 
n variables y después se presentan las aplicaciones de estas 
definiciones para funciones de dos y tres variables. También 
se muestra que cuando cada una de estas definiciones se 
aplica a una función de una variable, se obtiene la defini¬ 
ción dada anteriormente. 

El estudio de la diferenciación de funciones de varias 
variables se inicia en la sección 12.3, donde se definen 
las derivadas parciales de dichas funciones. Luego, en la 
sección 12.4, se trata la diferenciabilidad de estas funciones 
así como la diferencial total. La versión para varias varia¬ 
bles de la regla de la cadena se presenta en la sección 
12.5. Las aplicaciones de la diferenciación de las sec¬ 
ciones 12.3 a 12.5 tratan acerca de la obtención de tasas 
de variación y sobre el cálculo de aproximaciones. 

Mientras que las derivadas parciales de una función 
con respecto a x y y miden las tasas de variación de la fun¬ 
ción en las direcciones de los ejes x y y, respectivamente, las 
derivadas direccionaies, definidas en la sección 12.6, pro¬ 
porcionan las tasas de variación de estas funciones en cual¬ 
quier dirección. El gradiente, también definido eri la 
sección 12.6, indica la dirección en la que la función 
tiene su mayor tasa de variación. Este concepto se aplica 
en la sección 12.7 en el estudio de los planos tangentes 
y rectas normales a las superficies. 

De la misma forma en que las derivadas primera y se¬ 
gunda se utilizan para determinar los máximos y 
mínimos de funciones de una variable, en la sec¬ 
ción 12.8 se muestra cómo las derivadas parcia¬ 
les permiten obtener los valores extremos de 
funciones de dos variables. Las aplicacio¬ 
nes de esta sección incluyen el método de míni¬ 
mos cuadrados que proporciona un modelo ma-temá- 
nco para un conjunto de datos dados. En la sección 12.9, se 
definen los multiplicadores de Lagrange para calcular los 
extremos de una función sujeta a una restricción. 
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12.1 FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 

Ahora se generalizará la noción de función a funciones de más de una varia¬ 
ble independiente. Estas funciones se presentan con frecuencia en situacio¬ 
nes prácticas. Por ejemplo, el área de la superficie del cuerpo de una persona 
depende del peso y de la estatura de la persona. El volumen de un cilindro 
circular recto depende de su radio y de su altura. De acuerdo con la ley de los 
gases ideales, el volumen ocupado por un gas es directamente proporcional a 
su temperatura e inversamente proporcional a su presión. El precio de venta 
de un artículo particular puede depender de su costo de producción, del cos¬ 
to de materiales y de los gastos generales. 

Con el fin de extender el concepto de función a funciones de cualquier 
número de variables, primero se considerará el espacio numérico «-dimen¬ 
sional. Del mismo modo en que se denotó un punto de R mediante un número 
real x, un punto de R 2 por medio de un par ordenado de números reales (x, y), 
y un punto de R 3 mediante una tema ordenada de números reales (x, y, z), 
un punto del espacio «-dimensional R" se representa por medio de una 
n-ada (léase “eneada”) o n-upla ordenada de números reales denotada por 
P = (x¡,X2, ■ ■ ■ ,x n ). En particular, si « = 1 , P = x; si « = 2, P = (*, y); 
sin = 3 , P = (x, y, z);sin = 6, P = (x\,X2, *3, *4, x 5 , X(¡). 


12.1.1 Definición del espacio numérico n-dimensional 


El conjunto de todas las n-adas ordenadas de números reales se de¬ 
nomina espacio numérico «-dimensional y se denota por R Cada 
n-ada ordenada (x¡,X 2 , . . . , x„) se llama punto del espacio numéri¬ 
co «-dimensional. 


12.1.2 Definición de función de n variables 


Una función de n variables es un conjunto de pares ordenados de la 
forma (P, w) en el que dos pares ordenados distintos cualesquiera 
no tienen el mismo primer elemento. P es un punto del espacio numérico 
n-dimensional y w es un número real. El conjunto de todos los puntos - 
P admisibles recibe el nombre de dominio de la función, y el conjunto 
de todos los valores resultantes de w se denomina contradominio de 
la función. 


De esta definición, el dominio de una función de « variables es un con¬ 
junto de puntos de R n y su contradominio es un conjunto de números de R. 
Cuando « = 1, se tiene una función de una variable; de modo que el dominio 
es un conjunto de puntos de R o, equivalentemente, un conjunto de números 
reales. En consecuencia, la definición 1.1.1 es un caso especial de la defini¬ 
ción 12.1.2. Si « = 2, se tiene una función de dos variables, y el dominio es 
un conjunto de puntos de R 2 o, equivalentemente, un conjunto de pares orde¬ 
nados de números reales ( x , y). 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea la función f de las dos 

variables x y y, el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 

z = ^25 - x 2 - y 2 
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FIGURA 2 


El dominio de fes el conjunto ( (x, y) | x 2 + y 2 <, 25}. Este es el conjunto 
de puntos del plano xy sobre la circunferencia x 2 + y 2 = 25 y la región 
interior limitada por esta circunferencia. La figura 1 muestra el dominio de / 
como una región sombreada de R 2 . 

Debido a que z = ^25 - (x 2 + y 2 ), entonces 0 < z < 5; por tanto 
el contradominio de / es el conjunto de números reales del intervalo ce¬ 
rrado [0,5]. ^ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función g de las varia¬ 
bles x y y es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, zj 
tales que 

__ 1 

Jx 2 + y 2 - 25 

El dominio de g es el conjunto { (x, y) | x 2 + y 2 > 25). Éste es el conjunto 
de puntos de la región exterior de la circunferencia x 2 + y 2 = 25. La fi¬ 
gura 2 muestra el dominio como una región sombreada de R 2 . 4 

Si / es una función de n variables, entonces de acuerdo con la defini¬ 
ción 12.1.2,/es un conjunto de pares ordenados de la forma (P, rv), donde 
P = (x\, x 2 , ■ . . , x n ) es un punto de R n y w es un número real. El valor par¬ 
ticular de w que corresponde a un punto P se denota mediante el símbolo 
f(P) o /( X], x 2 , .. . ,x n ). En particular, si n = 2 y P = (x, y), se puede repre¬ 
sentar el valor de función como f(P) o como f(x, y). De manera semejante, 
si n = 3 y P = (x, y, z), el valor de función se representa como f(P) o 
como f(x,y,z). Observe que si n = \,P = x\ en consecuencia, si /es una 
función de una variable, f(P) = f(x). Por tanto, esta notación es consistente 
con la notación para valores de función de una variable. 

Una función / de n variables puede definirse por la ecuación 

>V = f{x¡,x 2 , ■. . ,x n ) 

Las variables jcj, x 2 , ■ ■ ■ , x n se denominan variables independientes y w se 
llama variable dependiente. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la función del ejem¬ 
plo ilustrativo 1; es decir, 

f(x,y) = v'25^1c T ^y 2 

Entonces 

/(3,-4) = /(-2,1) = /25 - (-2) 2 “^1 2 

= V25 - 9 - 16 = V25 - 4 - 1 

= 0 = 2V5 

Ku, 3v) = V 25 ~ u 2 - (3v) 2 

= V25 _= ~¡t r:r 9v 2 ◄ 


► EJEMPLO 1 Sea g la función definida por 


g(x,y,z) = x 3 - 4yz 2 
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Obtenga: (a) g(l, 3, -2); (b) g(2a,-4b, 3c); (c) g(x 2 , y 2 ,z 2 ); (d) g(y, z, -x). 

Solución 

(a) *(1,3, -2) = l 3 - 4(3)(-2) 2 

= 1-48 
= -47 

(b) g(2a, -4b, 3c) = (2a) 3 - 4(-4b)(3c) 2 

= 8a 3 + 144 be 2 

(c) g(x 2 ,y 2 ,z 2 ) = (x 2 ) 3 - 4y 2 (z 2 ) 2 

= x 6 - 4y 2 z 4 

(d) g(y, z, -x) = y 3 - 4z( - x) 2 

= y 3 - 4x 2 z ^ 


12.1.3 Definición de función compuesta de dos 
variables 


Si / es una función de una variable y g es una función de dos varia¬ 
bles, entonces la fundón compuesta / o g es la función de dos 
variables definida por 

(f°gXx.y) = f(g(x, y)) 

y el dominio de / o g es el conjunto de todos los puntos (x, y) del 
dominio de g tales que g (x, y) pertenece al dominio de/ 


► EJEMPLO 2 Dadas f(t) = ln t y g(x, y) = x 2 + y, calcule 
h(x, y) si h = f o g, y determine el dominio de h. 

Solución 

h(x, y) = (f o g)( x , y) 

- f(g(x, y)) 

= /(X 2 + y) 

= ln(x 2 + y) 

El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 , y el dominio 
de / es el intervalo (0, +oo). Por tanto, el dominio de h es el conjunto 
{(x,y) J x 2 + y > 0}• ◄ 

La definición 12.1.3 puede extenderse a una función compuesta de 
n variables como s.e muestra a continuación. 


12.1.4 Definición de función compuesta de n 
variables 


Si / es una función de una variable y g es una función de n varia¬ 
bles, entonces la función compuesta f ° g es la función de n 
variables definida por 

(/ ° sX-ct, X 2 ,...,x n ) = /(g(x„ x 2 . x„ )) " 

y el dominio de/ o g es el conjunto.de los puntos (xi, x 2 , . . . , x„) 
del dominio de g tales que g(x¡, x 2 , . . . , x„) pertenece al domi¬ 
nio de /. 
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► EJEMPLO 3 Dadas 

F(x) = sen -1 * y G(x, y, z.) = -jx 2 + y 2 + z 2 - 4- 
obtenga la función F ° G y su dominio. 

Solución 

(■ F°G)(x,y,z ) = F(G(x,y,z)) 

= F(-jx 2 + y 2 -h z 2 - 4) 

= sen -1 -Jx 2 + y 2 + z 2 - 4 

El dominio de G es el conjunto ¡(x, y, z) \x 2 + y 2 + z 2 ~ 4 > 0}, 
y el dominio de F es el intervalo [-1, 1], Por tanto, el dominio de F ° G es 
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) de R 3 tales que 0 < x 2 + y 2 + 
Z 2 - 4 < 1, o, equivalentemente, 4 < x 2 + y 2 + z 2 < 5. ^ 

Una función polinomial de las variables x y y es una función / tal que 
f(x, y) es la suma de términos de la forma cx n y m , donde c es un número real 
y n y m son números enteros no negativos. El grado de una función polino¬ 
mial está determinado por la mayor suma de los exponentes de x y y que se 
tiene en los términos de la función. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La función / definida por 

f(x,y ) = x 3 + 2x 2 y 2 - y 3 

es una función polinomial de grado 4 debido a que el término de mayor 
grado es 2x 2 y 2 

(b) Si 


g(x, y) = 6x 3 y 2 - 5 xy 3 + 1 x 2 y - 2x 2 + y + 4 
entonces g es una función polinomial de grado 5. 4 

La gráfica de una función / de una variable consiste del conjunto de 
puntos (x, y) de R 2 para los cuales y = f(x). De manera similar, la gráfica 
de una función de dos variables es un conjunto de puntos de R 3 . 


12.1.5 Definición de la gráfica de una función de dos 
variables 


Si/es una función de dos variables, entonces la gráfica de/es el con¬ 
junto de todos los puntos (x, y, z ) de R 3 para los cuales (*, y) es un 
punto del dominio de/ y z = f(x, y'}. 

En consecuencia, la gráfica de una función / de dos variables es una 
superficie que consta de todos los puntos del espacio tridimensional cuyas 
coordenadas cartesianas están determinadas por las temas ordenadas de nú¬ 
meros reales (x, y, z). Como el dominio de/es un conjunto de puntos del plano 
xy, y puesto que cada par ordenado (x, y) del dominio de/corresponde a sólo 
un valor de z, ninguna recta perpendicular al plano xy puede intersectar a la 
gráfica de/en más de un punto. 
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z = 1/25 - X 1 - y 1 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La función / del ejemplo 

ilustrativo 1 es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma ( P , z) 
tales que 

z = a/25 - x 2 - y 1 

Por tanto, la gráfica de/es la semiesfera en el plano xy y por arriba de éste 
cuyo centro es el origen y tiene radio 5. Esta semiesfera se muestra en la 
figura 3. 4 


► EJEMPLO 4 


Dibuje la gráfica de la función definida por 


FIGURA 3 


f(x, y) = x 2 + y 2 


Z 




FIGURA 4 



Solución La gráfica de / es la superficie que tiene la ecuación 
z = x 2 + y 2 . La traza de la superficie en el plano xy se obtiene al utilizar 
la ecuación z = 0 simultáneamente con la ecuación de la superficie. Al ha¬ 
cerlo resulta x 2 + y 2 = 0, la cual representa al origen. Las trazas en los 
planos xz y yz se obtienen al emplear las ecuaciones y - 0 y x = 0, 
respectivamente, junto con la ecuación z = x 2 + y 2 . Estas trazas son las pa¬ 
rábolas z = x 2 y z = y 2 . La sección transversal en el plano z = k, parale¬ 
lo al plano xy, es una circunferencia con su centro en el eje z y radio \k. 
Con esta información se obtiene la gráfica requerida, la cual se muestra en la 
figura 4 y que es un paraboloide circular. Á 

Otro método útil para representar geométricamente una función de dos 
variables es semejante al de representación de un relieve tridimensional por 
medio de un mapa topográfico bidimensional. Suponga que la superficie 
z = f(x, y) se intersecta con el plano z = k, y que la curva de intersección 
se proyecta sobre el plano xy. Esta curva proyectada tiene a f(x,y ) = k 
como una ecuación, y la curva se denomina curva de nivel (o de contorno) 
de la función / en k. Cada punto de la curva de nivel corresponde a sólo un 
punto de la superficie que se encuentra a k unidades sobre ella si k es positivo, 
o a k unidades debajo de ella si k es negativo. Al considerar diferentes valores 
para la constante k se obtiene un conjunto de curvas de nivel llamado mapa 
de contornos. El conjunto de todos los valores posibles de k es el contra¬ 
dominio de la función / y cada curva de nivel, f(x, y) = k, del mapa de 
contornos consiste de los puntos (r, y) del dominio de / que tienen un valor 
de función igual a k. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 5 muestra la grá¬ 
fica de la función del ejemplo 4 definida por 

f(x,y) = x 2 + y 2 

junto con las curvas de intersección de esta superficie con los planos 
z = k, donde k es igual a 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Estas curvas son circunferencias 
con centros en el eje z y radio -Jk. La figura 6 presenta las curvas proyecta¬ 
das sobre el plano xy. Las circunferencia_s proyectadas, las cuales son curvas 
de nivel de la función / representan una vista de las circunferencias de 
la figura 5 que se obtiene al mirar la superficie hacia abajo desde un punto 
del eje z. A 


FIGURA 5 
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fix.y ) = 8 - * 2 - 2y 

FIGURA 7 


y 

t z = -8 



Curvas de nivel de f(x, y) = 8 - x 1 - 2y 

FIGURA 8 


Un mapa de contornos de z = f(x, y) muestra la variación de z con res¬ 
pecto a x y y en el plano xy al considerar las curvas de nivel. Los valores de z 
cambian más rápidamente cuando las curvas de nivel se encuentran más cer¬ 
canas entre sí que cuando están más apartadas; esto es, cuando las curvas de 
nivel se hallan muy próximas entre sí la superficie es escarpada, y cuando las 
curvas de nivel están separadas la elevación de la superficie, relativa al pla¬ 
no xy, cambia gradualmente. Observe esta situación en la figura 6 para las 
curvas de nivel de la superficie de la figura 5. 

En un mapa topográfico bidimensional de un relieve, se obtiene una 
noción general de su inclinación al considerar el espacio entre sus curvas de 
nivel. También en uno de estos mapas, si se sigue la trayectoria de una cur¬ 
va de nivel, la elevación o altura permanece constante. 


► EJEMPLO 5 Sea / la función definida por 

f(x, y) = 8 - x 2 - 2y 

Dibuje la gráfica de / y un mapa de contornos de / que muestre las curvas 
en intervalos constantes de 2 unidades a partir de 8 y descendiendo hasta -8. 

Solución La gráfica de/ mostrada en la figura 7, es la superficie 

Z = 8 - x 2 - 2y 

Al considerar z = 0 se obtiene la traza en el plano xy, la cual es la parábola 
x 2 = -2(y - 4). Si se considera y = 0 y x = 0, se obtienen las trazas en 
los planos xz y yz, las cuales son, respectivamente, la parábola x 2 = -(z - 8) 
y la recta 2y + z = 8. La sección transversal de la superficie obtenida en 
el plano z = k es una parábola que tiene su vértice en la recta 2y + z = 8 
del plano yz y abre a la izquierda. Las secciones transversales para z igual a 
8, 6, 4, 2, 0, -2, -4, -6 y - 8 se muestran en la figura. 

Las curvas de nivel de/son las parábolas x 2 = -2(y - 4 + '^k). El 
mapa de contornos de /junto con las curvas de nivel requeridas se presen¬ 
tan en la figura 8. A 

A fin de ilustrar la aplicación de las curvas de nivel, suponga que la 
temperatura en cualquier punto de una placa metálica plana está dada por 
la función /; es decir, si T grados es la temperatura, entonces en gl punto 
( x , y), T = f(x, y). Por tanto, las curvas de nivel que tienen ecuaciones de 
la forma f(x, y) = k, donde k es una constante, son curvas sobre las que la 
temperatura es constante. Estas curvas de nivel se denominan isotermas. 
Además, si V volts proporcionan el potencial eléctrico en cualquier punto 
(x, y) del plano xy, y V = f(x, y), entonces las curvas de nivel reciben el 
nombre de curvas equipotenciales debido a que el potencial eléctrico en 
cada punto de una de estas curvas es el mismo. 

Como aplicación de las curvas de nivel en economía, considere la 
productividad (o salida) que depende de varios insumos (o entradas) en una 
empresa. Entre los insumos pueden considerarse el número de máquinas em¬ 
pleadas en la producción, el número de horas-persona disponibles, el monto 
de capital de trabajo, la cantidad de material empleado así como el área de te¬ 
rreno disponible. Suponga que las cantidades de las entradas están dadas por 
x y y, y que la cantidad de salida está representada por z, donde z = f(x, y). 
Esta función se denomina función de producción, y las curvas de nivel de la 
forma f(x, y) = k, donde k es una constante, se llaman curvas de produc¬ 
ción constante. 
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Curvas de nivel de f(x, y) = 2x ,l2 y 111 


FIGURA 9 


► EJEMPLO 6 Sea/ la función de producción para la cual 

f{x,y) = 2jt'/V /2 

Dibuje un mapa de contornos de / que muestre las curvas de producción 
constante en 8, 6, 4 y 2. 

Solución El mapa de contomos consiste de las curvas de intersección 
de la superficie 

Z = 2x' l2 y' 12 (1) 

con los planos z = k, donde k es igual a 8, 6, 4 y 2. Al sustituir z = 8 en (1) 
se obtiene 4 = x ^ 2 y 1,2 o, equivalentemente, 

xy = 16 x > 0 y y > 0 (2) 

La curva del plano xy representada por (2) es una rama de una hipérbola 
contenida en el primer cuadrante. También se obtiene una rama de una 
hipérbola en el primer cuadrante con cada uno de los números 6, 4 y 2. Estas 
son las curvas de producción constante y se muestran en la figura 9. 4 


t 2 -2A.-4 

A k 

"É idL 


Huí A 


[-2, 2] por (-2, 2] por [0, 4] 

j-2, 2] por [-2, 2] por [0, 41 

[-2, 2] por [-2, 2] por [-1.5, 1.5] 

fíx.y) = 

ss 

H 

- 11 

H 

/(x, y) = j.ty(y 2 - x 2 ) 

x + y 



FIGURA 10a 

FIGURA lia 

FIGURA 12a 
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En los ejemplos y ejemplos ilustrativos anteriores se emplearon fun¬ 
ciones cuyas gráficas y curvas de nivel se dibujaron con relativa facilidad. 
Los programas de gráficos por computadora pueden emplearse para trazar 
superficies más complicadas. Estos programas muestran generalmente trazas 
de la superficie en planos paralelos a los planos coordenados y permiten, con 
frecuencia, elegir la ubicación de quien las ve de modo que la superficie 
se puede observar con diferentes perspectivas. Por lo regular, los programas 
requieren que se estipule una caja de inspección. Dicha caja corresponde 
al rectángulo (o ventana) de inspeción que se elige al trazar curvas bidi- 
mensionales en una graficadora. La caja de inspección, denotada como 
[x n'.íip xmáx ¡ por [y m ín» v ma»J P°r L m ¡ n , 1- es el conjunto de puntos de R 
para los cuales x m ¡„ < x < x máx , y mln < y < y máx , y Z m(n ^ z £ z m áx- 
Las gráficas por computadora de este texto fueron generadas por el 
software Mathematica. Las figuras que representan estas gráficas muestran 
la superficie en la caja de inspección indicada debajo de la figura. La mayo¬ 
ría de las gráficas ubican a quien las mira en el primer octante de un sis¬ 
tema coordenado derecho. Se han considerado diferentes tonalidades para 
resaltar la apariencia tridimensional de las figuras. Las partes (a) de las fi¬ 
guras 10 a 15 muestran las gráficas trazadas en una computadora de las su¬ 
perficies definidas por algunas funciones de dos variables particulares; las 
partes (b) de las figuras mencionadas muestran las gráficas por computadora 
de algunas de las curvas de nivel correspondientes. En los ejercicios 51 a 54 
se muestran otras gráficas realizadas en una computadora, y se le pedirá que 
relacione una función con una superficie y un conjunto de curvas de nivel. 


z 



[-6, 6] por [-6, 6] por [-2. 2] 
fix, y) = cosjt + eos y 


[-4, t J por [0, 6.5] por [-3,3] 
f(x,y) = f-'seny 


[-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] 
f(x.y) = ln(jr 2 + y 2 ) 


FIGURA 13a 


FIGURA 14a 


FIGURA 15a 



Curvas de nivel de fix, y) = eos v + eos y Curvas de nivel de fix, y) - e x sen y 


Curvas de nivel de fix, y) = tn(jr 2 4- y 1 ) 


FIGURA 13b 


FIGURA 14b 


FIGURA 15b 
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z 



[-1.5, 1.5] por [-1.5, 1.5] por [-4,6] 
Superficie del nivel de 
gU,y,z) = x 2 + y 2 - z 

FIGURA 16 


z 



Curvas de nivel de f(x, y,z) = x + 2y + 4z 


La definición siguiente extiende la noción de gráfica de una función a la 
de gráfica de una función de n variables. 


12.1.6 Definición de la gráfica de una función de n 
variables 


Si /es una función de n variables, entonces la gráfica de/es el con¬ 
junto de todos los puntos (jt|,jtj, . . . ,.r„, w) de R n+i para los cuales 
(je,, x 2 ,. ■ ., x n ) es un punto del dominio de/ y w = f(x\, x 2 , ■ ■ ., x n ). 


Las funciones de tres variables tienen superficies de nivel , concepto 
análogo al de curvas de nivel para funciones de dos variables. Si / es una 
función cuyo dominio es un conjunto de puntos de R 3 , entonces si k es un 
número del contradominio de/ la gráfica de la ecuación 

f(x,y,z) = k 

es una superficie de nivel de / en k. Cada superficie en el espacio tridimen¬ 
sional puede considerarse como una superficie de nivel de alguna función de 
tres variables. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si la función g está defini¬ 
da por 

g(x, y, z) = x 2 + y 2 - z 

entonces el paraboloide circular z = x 2 + y 2 , mostrado en la figura 4, es 
la superficie de nivel de g en 0. La superficie de nivel de g en el número k 
tiene la ecuación z + k = x 2 + y 2 , un paraboloide circular cuyo vértice 
es el punto (0, 0, - k ) sobre el eje z. La figura 16 muestra las superficies de 
nivel para k igual a -4, -2, 0, 2 y 4. 4 


V EJEMPLO 7 La función/está definida por 

f(x,y,z ) = x + 2y + 4z 

Dibuje las superficies de nivel de /para los siguientes valores de k: 16, 12, 
8, 4 y 2. 

Solución Una ecuación de la superficie de nivel de/en k es 
x + 2y + 4 z = k 

cuya gráfica es un plano. Para los valores dados de k se tienen los planos 
paralelos siguientes: 

x + 2y + 4z = 16 
x + 2y + 4z = 12 
x + 2y + 4z = 8 
x + 2y + 4z = 4 
x + 2y + 4z = 2 


FIGURA 17 


Estos planos se muestran en la figura 17. 
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x 2 + y 2 - z 2 = 4 

FIGURA 18 


z 2 -x 2 -y 2 = 4 

FIGURA 19 


X 2 + y 2 + z 2 = 0 

FIGURA 20 



► EJEMPLO 8 La función/está definida por 
f(x, y, z) = x 2 + y 2 - z 2 

Describa las superficies de nivel de/para (a) k = 4, (b) k = -4, y (c) k = 0. 

Solución 

(a) La superficie de nivel para k = 4 tiene la ecuación 

x 2 + y 2 - z 2 = 4 

Esta superficie, un hiperboloide de una hoja cuyo eje es el eje z, se 
muestra en la figura 18. 

(b) La superficie de nivel para k = -4 tiene la ecuación 

x 2 + y 2 - z 2 = -4 <=> -x 2 - y 2 + z 2 = 4 

Esta superficie es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje z, y 
se presenta en la figura 19. 

(c) La superficie de nivel para k = 0 tiene la ecuación 

x 2 + y 2 - z 2 = 0 

Esta superficie, un cono cuyo eje es el eje z, se muestra en la figura 20. 4 


EJERCICIOS 12.1 


1. Sea / la función de las dos variables x y y el conjunto de 
pares ordenados de la forma (P, z) tales que 

x + V , x + y 

z = -- O f(x,y) = -¿ 

x - y x - y 

Obtenga: (a)/(-3,4); (b)/(|, !); (c ) f(x + 1, y - 1); 
(d)/(-r, y) -f(x,-y). 


2. Sea g la función de las dos variables x y y el conjunto de 
pares ordenados de la forma (P, z) tales que 

z = Jx 2 - y <=> g(r,y) = Jx 2 - y 

Calcule: (a) g(3, 5); (b) g(-4, -9); (c) g(x + 2, 4x + 4); 
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3. Sea g la función de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, tv) tales que 


En los ejercicios 29 a 36, determine el dominio de f y dibuje 
su gráfica. 


w = -J4 - x 2 - y 2 - z 2 
<=> g(x, y, z) = -¡4^ x 2 - y 2 - z 2 


29. f(x, y) = /l6 - x 2 - y 2 

30. f(x, y) = 6 - 2x + 2y 


Obtenga: (a) g(l,-1,-1); (b)g(-l, I, f);(c)g(ix, í y, ij); 
(d) [g(x, y, z)] 2 - [g(x + 2, y + 2, z)] 2 . 

4. Sea / la función de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 


f(x.y.z) = 


x 2 + y 2 + z 2 - 9 

_4_ 

x 2 + y 2 + z 2 - 9 


Calcule: (a)/(l, 2, 3); (b)/(2,-> f); (c)/(-?, -i); 
(d)/(x + 2, l,x - 2). \ x x x; 

En los ejercicios 5 a 20, determine el dominio de f y dibújelo 
como una región de R 2 . Utilice curvas punteadas para indicar 
cualquier parte de la frontera que no pertenezca al dominio 
y curvas continuas para indicar las partes de la frontera que 
pertenezcan al dominio. 

1 /Y- _ 4 


5. f(x,y) = 


x 2 + y 2 - 1 


6. f(x, y) = 


4 - x 2 - y 2 


7. /(*, y) - sjl - x 2 - y 2 


8. f(x, y) = ,/l6 - x 2 - 4/ 

9. f(x, y) = Jx 2 - y 2 - 1 


10. f(x, y) = V* 2 - 4y 2 + 16 

11. f(x, y) = ^¡x 2 + y 2 - I 

12. /(x,y) = Jx 2 + 4y 2 - 16 

13. f(x, y) = ! 


14. /C*,y) = 


15. f(x,y) = 


Vi - x 2 - y 2 

I 

V'6 - tt 2 
x 4 - y 4 
x 2 - y 2 


4y 2 


16. /(x, y) = 


x - y 


x + y 

17. /(x, y) = cos"'(x - y) 18. /(x, y) = In(x 2 + y) 

19. /(x, y) = ln(xy - 1) 20. /(x, y) = sen“'(x + y) 

pn los ejercicios 21 a 28, determine el dominio de f y repre¬ 
séntelo como una región de R 3 . 

21. /(x, y, z) = * + £ -t i 22. /(x, y, z) = z 

X - y - z 


2 

* — y 


23. /(x, y, z) = ^16 - x 2 - 4y 2 - z 2 

24. /(x, y, z) = y9~~ x 2 - y 2 - z 2 

25. /(x, y, z) = sen" 1 x + sen" 1 y + sen" 1 z 

26. /(x, y, z) = ln x + ln y + ln z 

27. /(x, y, z) = ln(4 - x 2 - y 2 ) + | z | 

28. /(x, y, z) = xz cos"'(y 2 - 1) 


31. f(x, y) = 16 - x 2 - y 2 

32. /(x, y) = VlOO - 25x 2 - 4y 2 

33. /(x, y) = x 2 - y 2 34. /(x,y) = 144 - 9x 2 - 16y 2 

35. /(x, y) = 4x 2 + 9y 2 36. /(x, y) = ^¡x + y 

En los ejercicios 37 a 46, dibuje un mapa de contornos de f 

que muestre las curvas de nivel para los números indicados. 

37. La función del ejercicio 29 para 0, 1,2, 3 y 4. 

38. La función del ejercicio 30 para 10, 6, 2, 0, -2, -6 y -10. 

39. La función del ejercicio 31 para 16, 12, 7, 0, -9 y -20. 

40. La función del ejercicio 32 para 0, 2, 4, 6, 8 y 10. 

41. La función del ejercicio 33 para 16, 9, 4, 0, -4, -9 y -16. 

42. La función del ejercicio 36 para 10, 8, 6, 5 y 0. 

43. /(x, y) = I (x 2 + y 2 ) para 8, 6, 4, 2, y 0 

44. f(x, y) = (x - 3)/(y + 2) para 4, 2, 1, i, 0, - i, -I, 

-1,-2 y-4. 

45. /(x,y) = e xy para 1,2, e, 4, ] -, e" 1 y i. 

46. /(x, y) = lnxy paraO, 1, 2,4,-1, -2 y-4. 

47. Sean /(x, y) = x - y, g(í) = -Jt, h(s) - s 2 . Calcule 
(a) (g o /)(5, 1); (b) /(*(3), g(9)); (c) /(g(x), A(y)); 
(d) g{(h o /)(x, y)); (e) (g o 6)(/(x, y)). 

48. Sean /(x, y) = x/y 2 , g(x) = x 2 , /i(x) = -fix. Calcule 
(a) (h o /)(2, 1); (b)/(g(2), W4)); (c)/(g(Vx), A(x 2 )); 
(d) A((g o /)(x, y)); (e) (A o g)(/(x, y». 


En los ejercicios 49 y 50, calcule h{x, y) si h = / o g.- íam- 
h¡én determine el dominio de h. 


1 1; g(x, y\ = x 2 - y 2 


49. /(í) = 

50. f{t) = e'\ g(x, y) = y ln x 

£>2 tos ejercicios 51 a 54, relacione la función con una de las 
superficies (a)-(d) y con uno de los mapas de contorno 
(i)-(iv). En los mapas de contorno, el eje x es horizontal, el 
eje y es vertical, el color negro representa los valores de fun¬ 
ción más pequeños , y el blanco representa los valores de 
función más grandes. 

51. f(x,y) = 


x 2 + y 2 


>2. /(x, y) = ln | x + y | 

!3. /(x, y) = r" v cos x 
i4. /(x, y) = sen x + eos y 
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55. Se elabora una caja rectangular cerrada con tres tipos de 
materiales de modo que contenga un volumen 16 pie 3 . 
El material para la tapa y el fondo cuesta $0.18 por pie 
cuadrado, el material para las partes delantera y trase¬ 
ra cuesta $0.16 por pie cuadrado, y el material para las 
otras dos caras cuesta $0.12 por pie cuadrado, (a) Obtenga 
un modelo matemático que exprese el costo total del ma¬ 
terial como una función de las dimensiones las partes de¬ 
lantera y trasera. Determine el dominio de la función, 
(b) ¿Cuál es el costo del material si las dimensiones de las 
partes delantera y trasera son 2 pie y 4 pie, donde 4 pie es 
la altura de la caja? 

56. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de 
material de $10. El material para el fondo cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta 
$0.30 por pie cuadrado, (a) Obtenga un modelo mate¬ 
mático que exprese el volumen de la caja como una fun¬ 
ción de las dimensiones del fondo. Determine el dominio 
de la función, (b) ¿Cuál es volumen de la caja si el fondo 
es un cuadrado cuyo lado mide 3 pie? 

57. Un sólido rectangular del primer octante, con tres caras en 
los ejes planos coordenados, tiene un vértice en el origen 
y el vértice opuesto en el punto (x, y , z) en el plano 
x + 3y + 2z = 6. (a) Obtenga un modelo matemático 
que exprese el volumen del sólido como una función de 
las dimensiones de la base. Determine el dominio de la 
función, (b) ¿Cuál es el volumen si la base es un cuadra¬ 
do de lado 1.25 unidades? 

58. (a) Obtenga un modelo matemático que exprese el área 
total de la superficie del sólido del ejercicio 57 como una 
función de las dimensiones de la base. Determine el do¬ 
minio de la función, (b) ¿Cual es el área total de la super¬ 
ficie si la base es un cuadrado de lado 1.25 unidades? 


59. El potencial eléctrico en un punto (x, y) es V(x, y) volts y 
V(x, y) = 4 /^¡9 - x 2 - y 2 . Dibuje las curvas equipo¬ 
tenciales de V para 16, 12, 8 y 4. 

60. La función de producción f para cierto artículo está de¬ 
finida por f(x , y) = 4x^ 3 y 2 ^ 3 , donde x y y son las canti¬ 
dades de dos insumos. Dibuje un mapa de contornos de 
f que muestre las curvas de producción constantes para 
16, 12, 8,4 y 2. 

61. Suponga que / es la función de producción de cierto ar¬ 
tículo, donde fix. y) unidades se producen cuando se 
emplean x máquinas y y horas-persona están disponibles. 
Si /(x, y) = 6xy, dibuje un mapa de contornos de / que 
muestre las curvas de producción constante para 30, 24, 
18, 12 y 6. 

62. T(x, y) grados es la temperatura en un punto (x, y) de una 
placa metálica plana, donde T(x, y) = 4x 2 + 2y 2 . Dibuje 
un mapa de contornos de T que muestre las isotermas 
para 12, 18, 4, 1 y 0. 

63. La presión de un gas en el punto ( x , y, z) del espacio tri¬ 
dimensional es P(x, y, z) atmósferas, donde 

P(x, y, z) = 4e~ (x2 + !' 2 + z2) 

Describa las superficies de nivel, denominadas super¬ 
ficies isobáricas, de P para 4, 2, 1 y ). 

64. El potencial eléctrico en un punto ( x , y, z) del espacio tri¬ 
dimensional es V(x, y, z) volts, donde 


V(x, y, z) 


_ 8 _ 

i/l6x 2 + 4y 2 + z 2 


Las superficies de nivel de V se llaman superficies equi¬ 
potenciales. Describa estas superficies para 4, 2, 1 y ^. 


12.2 LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE MÁS DE UNA VARIABLE 


La definición del límite de una función de una variable involucra la distancia 
entre dos puntos de la recta numérica real. El límite de una función dé más de 
una variable también implica la distancia entre dos puntos; por lo que se inicia 
el estudio de estos límites con la definición de distancia entre dos puntos de R n . 

En R la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia 
de dos números reales. Esto es, | x - a | es la distancia entre los puntos 
x y a de la recta numérica real. En R 2 la distancia entre los puntos P(x, y) 
y PqÍxq, yo) está dada por la expresión -J(x - x 0 ) 2 + (y - yo) 2 . En R 3 la 
distancia entre los puntos P(x, y, z) y Pq(xq, yo, Zo) está determinada por 
*¡(x - xq) 2 + (y - y 0 ) 2 + (z - Zo) 2 • En R n la distancia entre dos pun¬ 
tos se define de manera análoga. 


12.2.1 Definición de lo distancio entre dos puntos de R n 


Si P(x\, x 2 ,..., x„) y A{a\, a 2 , • • •• o n ) son dos puntos de R", entonces la 
distanda entre P y A, denotada por || P - A ||, está determinada por 

|| P - A | = yj(x , - ai ) 2 + (ar 2 - a 2 ) i + ... + (x„ - a „) 2 
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—{ -1- )— 

a - r a a + r 

Bola abierta B(a\ r) en R 


FIGURA 


-t- 1 -i- 

a - r a a + r 

Boiu cerrada B[a\ r] en R 

FIGURA 2 



Bola abierta B((x 0 , y 0 ); r) en R z 

FIGURA 3 



Bola cerrada fí[(* 0 , y 0 ); r ] en R 2 

FIGURA 4 



Bola abierta B((x Q , y Q , Zg); r) en /? 3 


El símbolo |] P - A || representa un número no negativo y se lee como 
“la distancia entre P y A”. 

En R , R 2 y R 3 , la fórmula de la definición 12.2.1 se transforma, respec¬ 
tivamente, en 

||x - a || = |x - a | 

||(x,y) - (x 0 ,yo) || = ^(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 

||(x,y,z) - (x 0 ,yo.zo)|| = “ *o ) 2 + (y ~ yo ) 2 + (z - z 0 ) 2 


12.2.2 Definición de bola abierta en R n 


Si A es un punto de R" y r es un número positivo, entonces la bola 
abierta £(A; r) es el conjunto de todos los puntos P de R" tales que 

\\P-*\\ <r- , 


12.2.3 Definición de bola cerrada en R n 


Si A es un punto de R" y r es un número positivo, entonces la bola 
cerrada B[A\ r] es el conjunto de todos los puntos P de R-~ taies que 
||í>-A||*Sr. 


Con el fin de ilustrar estas definiciones, se muestra lo que ellas signi¬ 
fican en R , R 2 y R 3 . En primer lugar, si a es un punto de R, entonces la bola 
abierta B(a\ r ) es el conjunto de todos los puntos x de R tales que 

|x - a | < r 

El conjunto de puntos que satisface esta ecuación es el conjunto de todos 
los puntos del intervalo abierto (a - r, a + r); de modo que la bola abier¬ 
ta B(a\ r) en R (refiérase a la figura 1) es simplemente el intervalo abierto 
cuyo punto medio es a y cuyos extremos son a - r y a + r. La bola ce¬ 
rrada B[a; r] en R (figura 2) es el intervalo cerrado [a - r, a + r]. 

Si (x 0 , y 0 ) es un punto de R 2 , entonces la bola abierta B((x 0 , y 0 ); r) es 
el conjunto de todos los puntos (x, y) de R 2 tales que 

V(x - x 0 ) 2 + (y - yo) 2 < r 

Por lo que la bola abierta B({x 0 , y 0 ); r) en R 2 (figura 3) consta de todos los 
puntos de la región interior limitada por la circunferencia que tiene su centro 
en (xq, y 0 ) y radio r. En ocasiones se llama disco abierto a una bola abierta 
de R 2 . La bola cerrada, o disco cerrado, B[(xo, yo); r] de R 2 (figura 4) es el 
conjunto de todos los puntos de la bola abierta B{(x o, yo); r) y la circun¬ 
ferencia con centro en (x 0 , yo) y radio r. 

Si (x 0 , yo, Zo) es un punto de R 3 , entonces la bola abierta B((xq, y 0 , zo)'> r ) 
es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) de R 3 tales que 

v/(* - *o) 2 + (y - yo) 2 + (z - Zo) 2 < r 

Por tanto, la bola abierta fl((x 0 , yo, Zo); r ) en R 3 (figura 5) consiste de todos 
los puntos de la región interior limitada por la esfera que tiene centro en 
(x 0 , yo, zo) y radio r. Similarmente, la bola cerrada ñ[(x 0 , yo- Zo); f] de R 3 (fi¬ 
gura 6) consiste de todos los puntos de la bola abierta B((x 0 , yo, zo); r) así 
como de los puntos de la esfera que tiene centro en (x 0 , yo, zo) y radio r. 


FIGURAS 
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Bola cerrada y 0 , 7„); r] en /? 3 


FIGURA 6 





(-Wo. 0 ) 

FIGURA 7 


12.2.4 Definición del límite de una función de n 
variables 


Sea / una función de n variables definida en alguna-bola abierta 
B(A; r), excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el límite de 
/(/*) conforme P tiende a A es L, lo cual se denota por 

lint f(P) = L 

P-+ A J 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe 
una 8 > 0 tal que 

si 0 < j| P - A || < 8 entonces | f(P) - L | < £ 

Si en la definición anterior / es una función de una variable, A = a 
pertenece a R y P = x, entonces la definición establece lo siguiente: si/está 
definida en algún intervalo abierto centrado en a, excepto posiblemente en 
a, entonces 

lím/(x) = L 

x~*a 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe una 
8 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < á entonces |/(x) - L \ < e 

Por lo que la definición de límite de una función de una variable (1.5.1) es un 
caso especial de la definición 12.2.4. 

La definición del límite de una función de dos variables es el caso es¬ 
pecial de la definición 12.2.4 en donde A es el punto (x 0 , yo) y P es el pun¬ 
to (x, y). 


12.2.5 Definición del límite de una función de dos 
variables 


Sea / la función de dos variables definida en algún disco abierto 
#((* 0 . yo); r )> excepto posiblemente en (xq, yo)- Entonces el límite de 
/(x,y) conforme (x,y) tiende a (Xf,,yo) es L, lo que se denota por 


lím 

(Jt.y)—»(jr 0 ,y 0 y 


/(*, y) = L 


si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequeña sea. existe una 
8 > 0 tal que 

si 0 < y¡(x - xq ) 2 + (y - yo) 2 < 8 entonces )/(x, y) - L \ < e 


En palabras, esta definición establece que los valores de función/(x, y) 
se aproximan al límite L conforme el punto (x, y) tiende al punto (x 0 , yo) si el 
valor absoluto de la diferencia entre /(x, y) y L puede hacerse arbitraria¬ 
mente pequeña al considerar el punto (x, y) suficientemente cercano a (xq, yo) 
pero sin llegar a ser (xo, yo)- En la definición nada se dice acerca del valor de 
la función en el punto (xo, yo), es decir, no es necesario que la función esté 

definida en (xo, yo) para que lím f(x, y) exista. 

U, *)—íUo.yo) 

En la figura 7 se presenta una interpretación geométrica de la defi¬ 
nición 12.2.5. En esta figura se muestra la porción de la superficie que tiene 
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ecuación z = f(x, y) y que se encuentra por arriba del disco B((x 0 , y 0 ); 5). 
Se observa que /(x, y), en el eje z, estará entre L - € y L + € siempre que 
el punto (jc, y) del plano xy esté en el disco abierto £((x 0 , yo); 5), Otra forma 
de establecer esto consiste en que/(x, y) en el eje z puede forzarse a que esté 
entre L - € y L + € al restringir el punto (jc, y) del plano xy al disco 
abierto B((xq, y 0 ); S). 


W EJEMPLO I Utilice la definición 12.2.5 para demostrar que 
lím (2x + 3y) = 11 

(Jt,y)-*(1.3) 

Solución El primer requisito de la definición es que 2x + 3y debe 
estar definido en algún disco abierto que tenga su centro en el punto (1,3), 
excepto posiblemente en (1, 3). Como 2x + 3y está definida en cada punto 
(x, y), entonces cualquier disco abierto centrado en (1,3) satisfará este requi¬ 
sito. Ahora, debe demostrarse que para cualquier f > 0 existe una S > 0 
tal que 

si 0 < tJ(x - l) 2 + (y - 3) 2 < 8 entonces | (2x + 3y) - 11 | < e (1) 

De la desigualdad del triángulo, 

| 2x + 3y - 11 | = | 2 jc — 2 + 3y — 91 

< 21 x - 1 | + 3 | y ■- 3 | 

Debido a que 

|x - 1 | < ,¡(x - l) 2 + (y - 3) 2 y |y - 3 | < -y/(x - l) 2 + (y - 3) 2 
se deduce que 

si 0 < ^/(x - l) 2 + (y - 3) 2 < 8 entonces 2 |x - l| + 3 j y — 3| < 25+ 35 

Esta proposición muestra que una elección adecuada para 5 es 55 = f, 

esto es, 5 = \ €. Con esta 5 se tiene el argumento siguiente: 

0 < V(* - l) 2 + (.v - 3) 2 < 5 
|x-l|<5y|y-3|<5 
2|x - 11 + 3¡y - 3¡ < 55 
| 2(x - 1) + 3(y - 3) | < 5(if) 

| 2x + 3y — 11 ¡ < € 

De este modo, se ha probado que para cualquier f > 0 se elige 5 = j C 
a fin de que la proposición (1) sea verdadera. Esto demuestra que 
lím (2x + 3y) =11. ^ 

(í,jr)-»(l,3) 

Los teoremas de límites de la sección 1.5 y sus demostraciones, con 
pequeñas modificaciones, se aplican a funciones de más de una variable. Por 
ejemplo, en correspondencia con el teorema de límites 1 de la sección 1.5 
se tiene 

lím (mx + «v + d) = ma + nb + d 
(x,y)-*\a,b) 

y la demostración es una generalización de la demostración del ejemplo 1. 
A partir de aquí se utilizarán los teoremas de límites sin volver a establecerlos 
ni demostrarlos. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Al aplicar los teoremas de 

límites acerca de sumas y productos se tiene 

lím C* 3 + lx 2 y - y 2 + 2) = (-2) 3 + - (l) 2 + 2 

(jc.;y)-»(-2,l) . 



► EJEMPLO 2 


Calcule lím f(x, y) si 

(*,y)-.(0,or 


V 4 - X 4 

f(x,y) = \ - ~2 

y ¿ + x ¿ 


Solución 


lím 


y 4 - * 4 


(j.^)A(0,0) y 2 + X 2 


lím 

(jt,>)->(0,0) 


(y 2 ~ x 2 )(y 2 + x 2 ) 


y 2 + x 2 


lím y 2 - x 2 


= 0 


La gráfica de/, mostrada en la figura 8, es el paraboloide hiperbólico 

2 2 

z = y - * 

sin considerar el origen. La gráfica apoya la respuesta. 


◄ 


FIGURA 8 El teorema siguiente trata acerca del límite de una función compuesta de 

dos variables, el cual es análogo al teorema 1.9.1 para funciones de una va¬ 
riable y su demostración es semejante. 


12.2.6 Teorema 


Si g es una función de dos variables y lím g(x, y) = b, y ade- 

(*./)-*(i#.n») 

más / es una fundón de una variable que es continua en b, entonces 



lím 

lím 

»(jr 0 ,y 0 ) 


(/°*)U, y) =m 
f(g(x,y)) = f[ Hm 

\ <Jr.y)-»(x„.y 0 > 



► EJEMPLO 3 Utilice el teorema 12.2.6 a fin de calcular 
lím lnfty - 1). 

(x,y)->(-2.1) 

Solución Sea g la función tal que g(x, y) = xy - 1 y sea / la función 
para la cual /(r) = ln t. 


lím 

(jr,y)-»(2.l) 


(xy - 1) = 1 


y como/es continua en 1, del teorema 12.2.6, 




12.2 LÍMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 931 


A continuación se presentará el concepto de punto de acumulación _ 
el cual se necesita para continuar el estudio de límites de funciones de 
dos variables. 


12.2.7 Definición de punto de acumulación 


Un punto Pq es un punto de acumulación de un conjunto S de pun¬ 
tos de R" si toda bola abierta B(P Q ; r) contiene un número infinito 
de puntos de S. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si S es el conjunto de todos 

los puntos de R 2 del lado positivo del eje x, entonces el origen es un punto 
de acumulación de 5 debido a que, sin importar que tan pequeño se tome el 
valor de r, cada disco abierto que tenga su centro en el origen y radio r con¬ 
tendrá un número infinito de puntos de S. Este es un ejemplo de un conjunto 
que tiene un punto de acumulación para el cual el punto de acumulación no 
es un punto del conjunto. Cualquier punto de este conjunto S también es un 
punto de acumulación de S. 4 


(m, n + I) 

(m-l,n+l) | (m+l,n+l) 

• • • 

• \ / r< 1 

! (m, n ) y 

(m/'*• (m + 1, «) 

''- 

• • • 

(m-l, n-1) j (#n+l,n-l) 

(m, n - 1) 


FIGURA 9 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si S es el conjunto de todos 

los puntos de R 2 para los que sus coordenadas cartesianas son números en¬ 
teros positivos, entonces este conjunto no tiene puntos de acumulación. Esto 
se ve al considerar el punto (m, n), donde m y n son números enteros posi¬ 
tivos. De este modo, un disco abierto que tenga su centro en (m, n) y radio 
menor que 1 no contendrá ningún punto de S diferente de ( m , «); por tanto, 
no se satisface la definición 12.2.7 (consulte la figura 9). ^ 

Ahora se considerará el límite de una función de dos variables conforme 
un punto ( x , y) tiende a un punto (x 0 , yo), donde (jc, y) se restringe a un con¬ 
junto específico de puntos. 


12.2.8 Definición del límite de una función de dos 
- vari abl e s a t r av és de un c o njunto específico 


Sea / una función definida en un conjunto de puntos S en R 2 , y sea 
(jcq, yo) un punto de acumulación de 5. Entonces el límite de /(x,y) 
conforme (x, y) tiende a (xo, y 0 ) en S es E, lo que se denota por 

lím /(x, v) = L 

«*, y) en S) 

si para cualquier f > 0, sin importar que tan pequeña sea, existe 
una S > 0 tal que 

si 0 < || (x, y) - (xq - yo) || < 8 entonces |/(x, y) - L | < € 
donde (x, y) pertenece a S. 


En algunos casos el límite de la definición anterior se transforma en 
el límite de una función de una sola variable. Por ejemplo, considere 
( lím o 0) /(ri y)- Entonces si .Sj es el conjunto de todos los puntos del 

lado positivo del eje x. 


lím 

(jc.y)-»(0. 0) 
C* V) en .V,) 


f(x, y) = 


lím f(x, 0) 

x -»0 + 
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Si S 2 es el conjunto de todos los puntos del lado negativo del eje y, 
lím f(x, y) = lím /(O, y) 

(x.^-KO.o/ 7 y->0- 

«x, y) en S 2 ) 

Si S-j es el conjunto de todos los puntos del eje x. 


lím f(x, y) = lím f(x, 0 ) 

(x,y)-t(0,0) x->0 

(( x , y) en S 3 ) 


Si 54 es el conjunto de todos los puntos de la parábola y 


= 


lím ftx, y) = lím ñx, x 2 ) 

>(0,0) x->(T 

(U. 3>) en S 4 ) 


12.2.9 Teorema 


Suponga que la función / está definida para todos los puntos de un 
disco abierto centrado en (*<> yo), excepto posiblemente en (xo>yo). 
y que 


lím 


/(-*■> y) = L 


Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R 2 que tiene a 
(xq, y 0 ) como un punto de acumulación. 


lim 

(x.y)-*(x 0 .yo) 
((x, y) en S) 




existe y siempre tiene el valor L. 


Demostración Como lím f(x,y) = L, entonces, por la defi- 
nición 12.2.5, para cualquier e > 0 existe una S > 0 tal que 

si 0 < |] (x, y) - (x 0 ,y 0 ) II < S entonces |/(x, y) - L\ < € 

La proposición anterior será verdadera si además se restringe (x, y) de¬ 
bido al requisito de que (x, y) pertenezca a un conjunto S, donde S es cual¬ 
quier conjunto de puntos que tenga a (x 0 , yo) como un punto de acumulación. 
Por tanto, por la definición 12.2.8, 


lim /(x,y) = L 

(x,?)->(x„,;y 0 ) 

((x.'y) en S) 

y L no depende del conjunto S a través del cual (x, y) se aproxima a (x 0 , yo)- 
Esto demuestra el teorema. ■ 


El teorema siguiente se obtiene como consecuencia inmediata del teo¬ 
rema 12.2.9. 


12.2.10 Teorema 


Si la función / tiene limites diferentes conforme (x, y) se aproxima 
a (xq, yo) a través de dos conjuntos diferentes de puntos que tienen a 
(x 0 , yo) como un punto de acumulación, entonces 
no existe. 


O 


lím f(x, y) 
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Demostración Suponga que Sj y S 2 son dos conjuntos de puntos de R 2 
diferentes que tienen a (xq, yo) como un punto de acumulación, y sean 


lím /(x, y) = L, 

<x,y)->(x 0 , y 0 ) 

(( X , y) en S ¡) 


lim f(x, y) = ¿2 

(x,y)->(x 0 , y 0 ) 

((x. y) en S 2 ) 


Ahora suponga que lím /(x, y) existe. Entonces, por el teorema 

f (x,y)->(x 0 ,y o) 

12.2.9, L\ debe ser igual a L 2 ; pero por hipótesis L t ? L 2 , de modo que se 
tiene una contradicción. Por tanto, lim f(x, y) no existe. ■ 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 


► EJEMPLO 4 


Sea 


;'/(•*. y) = 

UtiliceeTtéi 


x 2 - yA 

x 2 + y 2 ) 


lr^< 




„ |J*D 


teorema 12 . 2.10 para demostrar que lím f(x, y) no existe. 

(x.yJ-KO.o/ 

Solución La función / está definida en todos los puntos de R 2 excepto 
en (0, 0). Sean 5] el conjunto de todos los puntos del eje x y S 2 el conjun¬ 
to de todos los puntos del eje y. Entonces 



[-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] 


/(*.y) = 




+ y 

FIGURA 10 


, ¡to./fcy) = lún/(x,0) 

(x,y)-.(0,0) x-.0 

«x, y)en S,) 

X 2 

= lím —r 

I-.0 x ¿ 

= lím 1 

x->o 
= 1 


lím /(x, y) = lím/( 0 , y) 


(x.y)-K 0.0)' 
«x, y) en S 2 ) 


= lím 

y-> 0 y 1 

= lím (— 1 ) 

y ->0 

= -i 


Como 

lím /(x, y) * lím /(x, y) 

(x,y)->(0,0) J U.yW(0,or 

«x, y)enS|) «x, y)enS 2 ) 

se concluye, por el teorema 12 . 2 . 10 , que lím /(x, y) no existe. 

(x,y)-*(0,0) 

La figura 10 muestra la gráfica de/. Observe en la figura que conforme 
(x, y) se aproxima a ( 0 , 0 ) a lo largo del eje x, parece que j{x, y) tiende a 1 , 
y conforme (x, y) se aproxima a ( 0 , 0 ) a lo largo del eje y, parece que /(x, y) 
tiende a-1. Estas observaciones apoyan la respuesta. 4 


► EJEMPLO 5 


Demuestre que no existe el límite siguiente: 


lím 


(x.y)->(0.0) jt 2 + y 2 


Solución La expresión x/(x 2 + y 2 ) está definida para todos los puntos 
de R 2 excepto (0,0). Sea S el conjunto de puntos del eje x positivo. Entonces 


lim —x - x- 

(x,y)~ >(0,0) X 2 + y 2 
((x, y) en S) 


lím — 

x—>0+ x ¿ 

lím — 

X— >0+ X 


= +OO 


Por tanto, el límite no existe. 
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[-2, 21 por [-2, 21 por [-2.2,2.2) 


fU.y) = 


FIGURA 11 


La figura 11 muestra la gráfica de la función cuyos valores son 
x/(x 2 + y 2 ). Observe que conforme (je, y) se aproxima al origen a lo largo del 
eje x positivo, parece que los valores de función crecen sin límite, lo cual 
apoya la respuesta. 4 


► EJEMPLO 6 Dada 

f(x,y) = - y X> ' 2 

y + r 

calcule lim f(x, y) si existe. 

(x,y)->( 0 , 0 ) J 

Solución La función está definida para todos los puntos de R 2 excep¬ 
te (0, 0). Sean S| el conjunto de todos los puntos del eje x, y S 2 el conjunto de 
te dos los puntos de la recta y = x. Entonces 

( 


lim f(x, y) = lím f(x, 0) 

(x,y)->(0,0) x-»0 

«x, y) en SO 

= lím 


lim f(x, y) 
(jr.jo-xo.or 

<(x, y)en S 2 ) 


*0 x l + 0 


lim f(x, x) 

x-*0 


lím 


= lím 0 

x-*0 


= lím 

x->0 2 


X 



Como 


= 0 


lim f(x, v) * 

(x.y)->(0,0) J 
«x. y) en S,) 


lim 

(x,y)-><0,0) 
((x,y) en S 2 ) 


f(*,y) 


1 

2 


entonces, por el teorema 12.2.10, lím f(x , y) no existe. 

(x,y)-.(0,or 

La figura 12 muestra la gráfica de f la cual apoya el hecho de que 

lím f(x, y) no existe. 4 

U.yl-XO.ü/' 


[-2.6, 2.6] por [-2.6, 2.6] por [-0.5, 0.5] 


/U.y) = 




FIGURA 12 


► EJEMPLO 7 


f(x, y) = 


2x 2 y 
x A + y 2 


Dada 



calcule lím f(x, y) si existe. 

(Jt,y)->(0.0r 

Solución La función está definida para todos los puntos de R 2 excep¬ 
to (0, 0). Sea S| el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; esto es, para cualquier punto (x,y) de S], y = mx. Sea S 2 el 
conjunto de todos los puntos de la parábola y = x 2 . Entonces 


lím f(x, y) = lím f(x, mx) 

(x,>.)->(0,0) " x-*0 


((x, v) en i,) 


= lím 4 2 ff g - V - 2 
x-»o x A + m l x ¿ 


= lím 


2 mx 


o x 1 + m 2 


= 0 


lim J(x, y) 

(x.y)->(0,0) J 
((x, y) en S 2 ) 


Debido a que 

lím f(x,y) ^ lím f(x, y) 

(x,,)^(0.0V / J [ x, y ) > (0,0) ** 

«x, >)enSi) ((x, y) en S 2 ) 

entonces lím f(x, y) no existe. 

(x,y)—»(0,0) 


2 x 4 


lím —j- t 

x-»0 JC 4 + X 4 

lím 1 

x->0 
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[-4,4] por [-4, 4] por |-1, I) 


f(x,y) 


x + y 1 

FIGURA 13 


La figura 13, la cual muestra la gráfica de/, apoya el hecho de que 

lím f(x, y) no existe. A 

u, y )-Ko,or 


► EJEMPLO 8 Sea 


/(*, y) = 


+ 2x z + 2y 2 + y 4 
x 2 + y 2 


Calcule lím f(x, y) si existe. 

U.yWO.or 

Solución La función está definida en todos los puntos de R 2 excepto 
en (0, 0). Sea 5] el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; de modo que si f(x, y) es un punto de S], entonces y = mx. 
Sea S 2 el conjunto de todos los puntos de la parábola y = x 2 . Entonces 


lím 


(jr,>.)-*(0.0) 
(U. y) en Sj) 


f(x,y) 


lim f(x, y) 

((x.y)eti S 2 ) 


lím 

x->0 


lím 

x —>0 


lím 

*->a 

2 


lím 

í-»0 


x 4 + 2x 2 + 2m 2 x 2 + m 4 x 4 




x 2 + m 2 x 2 

x 4 (\ 

+ 

m 4 ) + 2x 2 (1 + m 2 ) 



x 2 (l + m 2 ) 

x 2 (l 

+ 

m 4 ) + 2(1 + m 2 ) 



1 + m 1 

Jt 4 + 

2jc 2 + 2jc 4 + x 8 


X 2 + x 4 


lím 

x-*0 


t 8 4- 3jc 4 + 2x 2 

X 2 + X 4 


X 6 

lím — 

i->0 


+ 3x 2 + 2 
1 + x 2 


2 


Aunque se obtiene el mismo límite 2 si (x, y) se aproxima a (0,0) a lo largo 
de cualquier recta que pase por el origen así como por la parábola y = x 2 , 
no se puede concluir que el límite exista y sea igual a 2, no obstante se puede 
esperar que este sea el caso. Cualquier disco abierto centrado en el origen 
satisface el primer requisito de la definición 12.2.5. Si puede probarse que 
para cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que 

si 0 < -Jx 2 + y 2 < S entonces 


4 - 2x 2 + 2y 2 + 


- 2 


< e 


<=> si 0 < Jx 2 + y 2 < 8 entonces 

+ y 1 

entonces se habrá demostrado que lím f(x, y) = 2. 

<x,jr)->(0,0r 

Como x 2 < x 2 + y 2 y y 


” 2 < jc 2 + y 2 


x 4 + y 4 


x 2 + y 2 


íf! + y 2 ) 2 +Il 2 ± y 2 '* 2 _ 2(x 2 + y 2 ) 

x 2 + y 2 " 2(X +y ’ 


( 2 ) 


De modo que se tiene una elección adecuada para 5 al despejarla de 
2 S 2 = €; así, 8 = y¡€/ 2. Con esta 8 se tiene el argumento siguiente: 

0 < y¡x 2 + y 2 < 8 
=> 2(x 2 + y 2 ) < 28 2 
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2 \2 


2(x ¿ + y 2 ) 
x 2 + y 2 


< 2S 2 


(x 2 + y 2 ) 2 + {x 2 + y 2 ) 


2\2 


x 1 + y 2 


< 2 -? 


z 



[-1, 1 ] por [-1, 1] por [2, 3] 

' + 2X 1 + 2y 2 + y 4 


/(M) = 




< € 


Así, si S = y¡€/2 , entonces la proposición (2) se cumple y de este modo se 
ha demostrado que 


lím f(x,y) = 2. 
U,v)->(0.0) 


La figura 14 muestra la gráfica de/y apoya el hecho de que el lími¬ 
te es 2. 4 


A continuación se definirá la continuidad de una función de n variables 
en un punto de R n . Observe que la definición 1.8.1 de la continuidad de una 
función de una variable en un número a es un caso especial de la siguien¬ 
te definición. 


FIGURA 14 


12.2.11 Definición de continuidad de una función 
de n variables 


Suponga que / es una función de n variables y que A es un punto de R n . 
Se dice que / es continua en el punto A si y sólo si se satisfacen las 
tres condiciones siguientes: 

(i) /(A) existe; 

(ii) lím f(P) existe; 

(iíi) lím Í{P) = /(A). 

P-*A 

Si una o más de estas tres condiciones no se cumple para el punto A, 
entonces se dice que /es discontinua en A. 


Si / es una función de dos variables, A es el punto (xq, y 0 ) y P es el 
punto (x, y), entonces la definición 12.2.11 se transforma en la definición 
siguiente. 


12.2.12 Definición de continuidad de una función 
de dos variables 


Se dice que la función / de dos variables x y y es continua en el 
punto (¿o. yo) s ‘ y sólo si se satisfacen las tres condiciones siguientes: 

(0 /(% yo) existe; 

(ii) lím fix , y) existe; 

íiií) lím fr y) = f(r* y n ). 
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► 


EJEMPLO 9 Determine si la función g es continua en (0, 0) si - 


g(x, y) = 


x 4 + 2x 2 + 2y 2 + y 4 
x 2 + y 2 

2 


si (x, >’) (0, 0) 

si (x, y) = (0, 0) 


Solución Se verificarán las tres condiciones de la definición 12.2.12 
para el punto (0, 0). 


(i) g(0, 0) = 2. Por tanto, se cumple la condición (1). 

v 4 + lx 2 + 2 y 2 + y 4 


(ii) lím gíx, y) = lím 

(jc.v)-»(0,0)° U,.y)-K0,0> 

= 2 

Este hecho se demostró en el ejemplo 8. 
(ÍH) = « (0 ’ 0) 

Por tanto, g es continua en (0, 0). 


x 2 + y 2 


◄ 


► EJEMPLO 10 


Determine si la función h es continua en (0, 0) si 


h(x,y) = 


Solución 


. jí "+ yi si (x, y) * (0, 0) 

.0 si (x, y) = (0, 0) 

Al verificar las condiciones de la definición 12..2.12 se tiene: 


(i) h( 0, 0) = 0. Por tanto, se cumple la condición (i). 

(¡i) Cuando (x, y) (0,0), h(x,y) - xy¡(x 2 + y 2 ). En el ejemplo 6, se 

mostró que lím xyl(x 2 + y 2 ) no existe; en consecuencia, que 

(•*,>’)—>(0,0) 

lím h(x, y) no existe. Por tanto, no se cumple la condición (ii). 

(y.y)—>(o,o) r 

Así, h es discontinua en (0, 0). ^ 


Si una función/de dos variables es discontinua en un punto (xq, yo) pero 

lím f(x, y) existe, entonces se dice que f tiene una discontinuidad 

U,y)->(0,or 

removible (o elimina ble) en (xq, yo) debido a que si se redefine f en (xq, yo) 
de modo que 

f(x 0 ,yo) = lím /(x, y) 

(y,y)->(j: 0 .y 0 ) 

entonces la nueva función es continua en (x 0 , yo). Si una discontinuidad no 
es removible, entonces se denomina discontinuidad esencial. 


:> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Si /(x, y) = (x 4 + 2x 2 + 2y 2 + y 4 )/(x 2 + y 2 ), entonces / es dis¬ 
continua en (0, 0) ya que /(0, 0) no está definido. Sin embargo, en el 
ejemplo 8, se probó que lím /(x, y) = 2. Por tanto la discontinui- 

U.y)—HO.O) 

dad es removible al redefinir/(0, 0) como 2. Refiérase al ejemplo 9. 

(b) Considere /(x, y) = xy/(x 2 + y 2 ). Entonces / es discontinua en (0, 0) 
debido a que /(0, 0) no está definido. En el ejemplo 6, se mostró que 

lím /(x, y) no existe. Por tanto, la discontinuidad es esencial. 4 

U.y)—>(0,0) 
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Los teoremas que tratan acerca de la continuidad para funciones de una 
variable pueden extenderse a funciones de dos variables. 


12.2.13 Teorema 


Si/y g son dos funciones continuas en el punto (xo, yo), entonces 

(i) / + g es continua en (•**>, y 0 ); 

(H) / - g es continua en (xq. yo); 

(iii) fg es continua en (x 0 , yo); 

(iv) //g es continua en (xo, yo), considerando que g(x 0 , yo) * 0. 

La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teo¬ 
rema correspondiente (1.8.2) para funciones de una variable. 


12.2.14 Teorema 


Una función polinomial de dos variables es continua en cada punto 
deff 2 . 

Demostración Toda función polinomial es la suma de productos de 
funciones definidas por /(x, y) = x, g(x, y) = y y h(x, y) = c , donde c es 
un número real. Puesto que f,gyh son continuas en cada punto de R 2 , el 
teorema se deduce mediante aplicaciones repetidas de los incisos (i) y (iii) 
del teorema 12.2.13. ■ 


12.2.15 Teorema 


Una función racional de dos variables es continua en cada punto de 
Su dominio. 

Demostración Una función racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales / y g que son continuas en cada punto de R 2 , según el teorema 
12.2.14. Si (x 0 , yo) es cualquier punto del dominio de f/g, entonces 
g(xo, yo) * 0; de modo que por el inciso (iv) del teorema 12.2.13,//g es con¬ 
tinua en ese punto. ■ 


► EJEMPLO 11 

continua si 


/(•*, y) = 


x 2 + y 2 


Determine todos los puntos en los que / es 

si x 2 + y 2 < 1 
si x 2 + y 2 > 1 


Solución La función/está definida en todos los puntos de R 2 . Por tanto, 
se cumple la condición (i) de la definición 12.2.12 para cada punto (x 0 , yo). 
Considere los puntos (x 0 , yo) si x 0 2 + yo 2 * 1 ■ 


Six 0 2 + yo 2 < 1, entonces 

lím /(x, y) = lím 
(j:.y>—>( jto.Vo) U.v) .Uo-Vo) 

= *o 2 + yo 2 
= /U 0 , >”o) 


C* 2 + y 2 ) 


Sixo 2 + yo 2 > 1, entonces 

lím f(x, y) = lím 0 

(x,y)->(x 0 .y 0 ) U.y)-KJí 0 .y 0 ) 

= 0 

= /(*o> yo) 


Así, / es continua en todos los puntos (x 0 , yo) para los que x 0 2 + yo 2 ^ 1. 
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Con el fin de determinar la continuidad de / en los puntos (x 0 , Vq) para 

los cuales xq 2 + >>o 2 = 1, se considera lím /(x, y) para estos puntos. 

U,?)-*Uo.7o> 

Sean Sj el conjunto de todos los puntos (x, y) tales-que'x 2 + y 2 < 1, 
y S 2 el conjunto de todos los puntos (x, y) tales que x 2 + y 1 > 1. Entonces 


lím /(x, y) = lím (x 2 + y 2 ) 

(,x,y)-t{x 0 ,y 0 ) (i.y)-Xio-Jo) 

U.yjenSi (j, v)en Sj 

= V + yo 2 

= 1 

Como 


lím f(x, y) = lím 0 

(x,y)->(¡ 0 ,y 0 ) U.y»—>(*o.>o) 

(JT, )i)enS2 (x.y)enS 2 

= 0 


lím 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 
(x, y) en S] 


f(*. y) * 


lím 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 
< x , y) en S 2 


f(x,y) 


se concluye que lím f(x , y) no existe. En consecuencia, / es discon- 

tinua en todos los puntos (xq, yo) para los cuales xo 2 + yo 2 = 1. 

De esta manera se ha demostrado que /es continua para todos los pun¬ 
tos de R 2 excepto para aquellos de la circunferencia x 2 + y 2 = I. A 


12.2.16 Definición de continuidad en una bola 
abierta 


La función f de n variables es continua en una bola abierta Si es 
continua en c ada punto de la bola abierta. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 A partir de los resultados 

del ejemplo 11, la función de ese ejemplo es continua en cada disco abierto 
que no contenga ningún punto de la circunferencia x 2 + y 2 =1. A 

El teorema siguiente, análogo al teorema 1.9.2, afirma que una función 
continua de una función continua es continua. 


12.2.17 Teorema 


Suponga que /es una función de una variable y que g es una función de 
dos variables tal que g es continua en (xq, yo) y / es continua mi 
g(x<y, y 0 ). Entonces la función compuesta/ o g es continua en (x 0 , yyj). 

La demostración de este teorema es semejante a la del teorema 1.9.2. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sea h la función del ejem¬ 
plo 3: 

h(x, y) = ln(xy - 1) 

Si g(x, y) — xy - 1, g es continua en todos los puntos de R 2 . La fun¬ 
ción logarítmica natural es continua en su dominio completo, el cual es 
el conjunto de todos los números reales positivos. De modo que si /es la fun¬ 
ción definida por f(t) = ln i, entonces / es continua para todo t > 0. 
Por tanto, la función h es la función compuesta f ° g y, por el teorema 
12.2.17, es continua en todos los puntos (x, y) de R 2 para los cuales 
xy - 1 > 0. A 
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FIGURA 15 


► EJEMPLO 12 

continua si 


Determine todos los puntos en los que /-es 


f(x,y) = 


1 

a/x 2 + y 2 - 25 


Solución El dominio de/ es el conjunto de todos los puntos ( x , y) de R 2 
para los cuales x 2 + y 2 - 25 > 0. Estos son los puntos de la región 
exterior limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 25 como se muestra en la 
figura 15. La función/es el cociente de las funciones g y h para las que 


g(x, y ) = 1 h(x, y) = ^¡x 2 + y 2 - 25 


Como g es una función constante, es continua en cada punto de R 2 . Del teo¬ 
rema 12.2.17, h es continua en todos los puntos de R 2 que satisfacen la de¬ 
sigualdad x 2 + y 2 > 25. Por tanto, por el teorema 12.2.13(iv), /es continua 
en todos los puntos de su dominio. A 


EJERCICIOS 12.2 


En los ejercicios I a 6, evalúe el límite mediante los teorema, 
de límites. 

r 2 


xy 


1. 

2 . 

3. 

5. 


lím (3x 2 y xy - 2y 2 ) 
(x,y)->(2,3) 

lím (5x 2 - 2xy +• y 2 ) 

(x,y)-M~l,4) 


17. f(x,y) = x y + 

x + y 

■ >> ’ , v 
19. /(x,y) = - r - .? ■■ 

4 X + y 2 


2 t\j 4 * 


18. /(x,y) 


x 3 + y 3 


y). 

20 .’ /(x, y) = 


x 2 + y 2 
x 2 + 2 xy 


-Jx 2 ~ + y 2 


lím 


3jc - 2 y 


(x.y)->(2,-l) x + 4y 

ion *; --*>; 

<x,y)—>(0,I) x ¿ + (y - 1 y 


4. lím yljx 2 + 2y . V" 

(x,y)-><-2,4) . J 21. 


En los ejercicios 21 a 24, determine si el límite existe. 


lím -2 - 2 

(x,y)-><0,0) X ¿ + y ¿ 


Vil) 

22 . lím 


rV 


(x,y)->(0,0) X 4 + y 4 




«¿tf- 


lím 




lím 


6 . lím 


(x - l ) 4 ' 3 - (y - 1 ) 


4/3 


<x,y)->(l,l) ( X _ j)2/3 + (y _ 1)2/3 


(x,v)—>(0.0) X 3 + y 3 


(x,y)->(0.0) x Á + y ¿ 

En los ejercicios 25 a 28, muestre la aplicación del teorema 
12.2.6 para calcular el límite. 


25. 

lím 

tan 1 — 

26 . 


(x,v)—>(2,2) 

a: 


27. 

lím 

1 \ 

28. 


(x.y) —>(4,2) 

y3x - 4y 


S > 0 para cualquier € > 0 tal que se cumpla la defini¬ 
ción 12.2.5. 

7. lím (3x - 4y) = 1 

(x, >-)->( 3 ,2) 

8 . lím ( 5x + 4y) ~ -6 

(x,'y)4(-2,1) 

9. lím (3 jc - 2 y) = -9 

(x,v)—»(-l,3) 

10. lím (5x - 3y) = -2 

(x,y)^(2A) 

En los ejercicios i i a 16, demuestre que lím . f{x, y) 31. h(x, y) = sen 
no existe. 


lím 

(x.y)-F(ln 3.Iri 2) 


e 


lím Px + -zy 
(X.y)-K- 2.3) 


i y 2 * 


En los ejercicios 29 a 52, determine todos los puntos en los que 
la función es continua. 


\ 

f(x,y) 




l^/(x,v) = ■ 

x + y 

X 4 / 

(x 2 + y 4 ) 3 


<x,y)-><0,0) 

.2 


X 

y -1 

y 

X 

2,, X. x„2 




30. F(x,y) = 


1 


x - y 
32. /(x, v) = ln xy 2 


i 2 . /(x,y) = 2 2 

iVa-- * + y 


13. f(x,y) 


^My) = 

2x - y 

' M. ,(x. v, = — 5xy 2 + 2 y 


, . . x 4 + ix 2 ^ 2 + 2 xy 3 

14. f(x, y) = - 2 - 

(x 2 + y ) 


16 - x 2 - 4y 2 
35. g(x,y) = ln(25 - x 2 - y 2 ) 
' 36- /(x, y) - cos _l (x + y) 


15. /Cx,y) 


9 

x y 


x 2 y 2 


(x° + y 2 ) 


16. /(x, y) = -4 4 

2 x2 . x ? +■ y 


oJ:-* 4 ":' ' 

- 37. /(x,y)' = 


En los ejercicios 17 a 20, demuestre que lím /(x, y) 
• - (x.j)-t(O.O) 


xy 


Vi 2 "+ y 2 


si Cx, y) * ( 0 , 0 ) 


|0 . sí (x, y/ = ( 0 , 0 ) 

Sugerencia: consulte el ejercicio 19, 
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- - ^ si fe y) * (jt, U) 


38. h(x, y) = ■ 

10 si fe y) = ( 0 , 0 ) 

Sugerencia: refiérase al ejercicio 7. 
x + y 


39. f(x, y) = 

V c 

40. f(x, y) = 


|\ 

JA \r^ 

41. G(x,y) = 


42. FU, y) = 

(i, v 

43. /fe, )) = 

44. fU, y) = 

45. f(x,y) 

•Vo 'o* *• < 

46. /fe)-) = 


X 2 4 ) 2 

0 


X 3 4 ) 3 
X 2 4 ) 2 


xy 


fel + y 


2 2 
x y- 


si (x, y) * ( 0 , 0 ) 
si fe y) = ( 0 , 0 ) 

si fe )) * ( 0 , 0 ) 
si (x, y) = ( 0 , 0 ) 
si fe )) * ( 0 , 0 ) 
si fe)) = ( 0 , 0 ) 

si fe )) * ( 0 , 0 ) 


M + M 

0 si fe,)) = ( 0 . 0 ) 

xy 




2 ’ 2 
* - y ¿ 




-J 4x 2 + 9 ) 2 - 

x 2 4 ) 2 

-y/ 9 - * 2 ~ y 2 


36 


47. /fe>) = sec 1 (ac)) 

48. /fe,)) = ln(x 2 + ) 2 - 9) - ln(l - x 1 - y 2 ) 

49. /fe,)) = sen _1 (x + )) + lnfe)) 

50. /fe)) = setr'fey) 


51. /fe)) = 


52. /fe)) = 


sen(x + )) 
x 4 ) 


six + ) * 0 
si x + ) = 0 


X 2 - ) 2 


X - ) 

x - y 


si X TÍ ) 


SI X = ) 


60. (a) Dé una definición, semejante a la definición 12.2.5, del 
límite de una función de tres variables conforme un pun-' 
to (x,), z) tiende al punto (x 0 , ) 0 , zq). (b) Proporcione 
una definición, similar a la definición 12 . 2 . 8 , del límite 
de una función de tres variables conforme un punto 
(x,), z) se aproxima del punto (x 0 , v (l , zq) a través de un 
conjunto específico S de puntos de R 3 . 

61. (a) Enuncie un teorema semejante al teorema 12.2.9 para 
una función / de tres variables, (b) Establezca íin teore¬ 
ma similar al teorema 12 . 2.10 para una función / de tres 
variables. 

En los ejercicios 62 a 65, use las definiciones y teoremas de 
los ejercicios 60 y 61 para probar que lím /fe ), z) 
no existe. 


(x,>,z)-»(0,0,0) 


62. /fe), z) = 

63. /(x,), z) = 

64. /fe),z) = 

65. /(x,), z) = 


x J + yx ¿ 

X 4 4') 2 4 z 4 

X 2 + ) 2 - z 2 
X 2 + ) 2 + z 2 

x 4 + )X 3 4 z 2 x 2 

x 4 + ) 4 + z 4 

2 2 2 
x ¿ y z z 

x 6 + y 6 + z 5 


£n los ejercicios 66 y 67, utilice la definición del ejercicio 
60(a) para demostrar que lím /fe ), z) existe. 


66. /fe), z) = 


) 4 xz 


(x,r,z)->(0,o,0) 
2 


r 2 + ) 2 + z 2 


,, , X) 4 XZ 4 )Z 

67. /(x,), z) = —¿-— 




X 2 + ) 2 + z 2 


68 . (a) Dé una definición, semejante a la definición-12.2.12, 
de continuidad en un punto para una función de tres varia¬ 
bles: (b) Establezca teoremas para las funciones de tres 
variables similares a los teoremas 12.2.13 y 12.2.17. 

En los ejercicios 69 a 72, utilice la definición y los teoremas 
del ejercicio 68 para determinar .todos los puntos en los que la 
función es continua. 

xz 


En los ejercicios 53 a 59, la función es discontinua en e! origen 
debido a que /(0, 0) no existe. Determine si la discontinuidad 
es removible o esencial. Si la discontinuidad es removible, rede¬ 
fina f ( 0 , 0 ) de modo que la nueva función-sea continua en ( 0 , 0 ). 


69. /fe ), z) = 

70. /fe ), z) = 

71. /fe),z) = 


2 +) 2 + z 2 


V 

ln(36 - 4x 2 - ) 

[ 3x)z 

2 2*2 
X 4 4 ) 4 4 Z 

0 


- 1 

- 9z 2 ) 

si (x,), z) * ( 0 , 0 , 0 ) 
si*(x,), z) = ( 0 , 0 , 0 ) 


53. /fe)) = —-- T 

x 4 xy + y 


54. f(x,y) = ■ ■ 

x 4 ) 4 


55. /(x,)) = (x + )) sen - 




/fe,)) 


2 2 


58. /(X.)) 


2 2 

* + y 

_ 2 ) 2 - 3x) 
= 


C ser.< 

57. /(x.)) 


_ x 3 ) 2 ' 


x 6 + y 4 


72. f(x,y, z) = 


XZ - ) 4 


X 2 + ) 2 + z 2 

0 


si fe ), z) * ( 0 , 0 , 0 ) 
si fe ), z) = ( 0 , 0 , 0 ) 


' M ' L ' x 3 4xv 2 
59; /(X,)) = * ■ 

' x 4 + ) 4 


73. La función G está definida por 

4 4 ) 2 si x 2 4 4 ) 2 < 5 
• si x 2 + 4 ) 2 > 5 

Demuestre que G es continua en todos los puntos fe )) 


. Gfe, y) = j* 


de R 2 excepto én aquellos.de la elipsex 2 4 4 ) 2 = 5. 
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74. La función F está definida por 


F(x,y) = 



si x 1 - 3y 2 < I 
si x 2 - 3y 2 > 1 


Demuestre que F es continua en todos los puntos (jc, y) de 
R 2 excepto en aquellos de la hipérbola x 2 - 3 y 2 — 1. 

75. Suponga que / y g son funciones de dos variables que 
satisfacen las condiciones siguientes; 


(i) f(tx , ty ) = t n f(x , y); *(/*, ty ) = /"*(*, y) para algu¬ 
na n y para toda /; 

(ii) *(1,1) * 0 y *(1, 0) * 0; 

(¡ü) *(1,1) ■/( 1,0) * *(1,0) ■/( 1,1). 

f (j», y) 

Demuestre que lím no existe. 

U.D-XO.O) g(x, y) 


12.3 DERIVADAS PARCIALES 

La diferenciación de funciones de valor real de n variables se reduce al caso 
de una dimensión al considerar una función de n variables como una fun¬ 
ción de una variable mientras que las demás se mantienen fijas. Esto condu¬ 
ce al concepto de derivada parcial *. Primero se considerarán las derivadas 
parciales de una función de dos variables. 


12.3.1 Definición de derivada parcial de una función 
de dos variables 


Sea / una función de las variables x y y. La derivada parcial de / 
con respecto a x es la función, denotada por D t f, tal que su valor 
en cualquier punto (x, y) del dominio de/está dado por 


DJ(x, y) 


Hm D£ * Ax ' y > ~ /<*■ >) 
Ax 


si este limite existe. De manera semejante, la derivada pardal de / 
con respecto a y es la función, denotada por D-¡J, tal que su valor en 
cualquier punto (x, y) del dominio de/está dado por 


£>2/<x,y) = 


Hm /(x, y + Ay) - /(x, y) 

■Ay~* 0 Ay 


si existe este límite. 


El proceso para calcular una derivada parcial se denomina diferen¬ 
ciación parcial. 

Dif, que se lee “D sub 1 de /”, denota la función que es la derivada 
parcial de / con respecto a la primera variable. D l f(x,y), que se lee “D 
sub 1 de/de x y y”, denota el valor de la función D x f en el punto (x, y). 

r)f 

Otras notaciones para Dyf son /j, f x , y ~ .** Además, se tienen las nota- 

dx 

ciones /i(x, y), f x (x,y) y ^ para D x f(x,y). De manera semejante. 


las notaciones para D 2 / son / 2 , f y , y 


f -; y para D 2 f(x, y) son / 2 (x, y), 
dy 


* Nota. El autor utiliza la notación de Cauchy (con la letra D) para la derivada parcial empleando un subíndice numérico (1 a 2) para indicar la 
variable (x o y) con respecto a la cual se deriva. También se utiliza en otros libros como subíndice más específico la propia letra: x o y. Así eir/ 
vez de Di o D 2 se escribe D x o D y , y el contexto indica que se trata de derivadas parciales. Para distinguir mejor podría usarse en tal caso la 
letra D con subíndices royo bien 1 o 2. 

** Nota. Esta simbología recibe el nombre de notación de Jacobi. La d se llama "de” de Jacobi y se utiliza en forma análoga a la “de” de 
Leibnitz, aunque no corresponde al concepto de diferencial. 
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D\f(x,y) 


D-Jix, y) 


f y (x, y) y 


<?/(*, y) 
dy 


. Si z = f(x , y), entonces se puede expresar D¡f(x, y)" 


a, 

como Una derivada parcial no puede considerarse como la razón de dz 
dx 

y ax puesto que ninguno de estos símbolos tiene significado por separado. 

Anteriormente se dijo que la notación — puede considerarse como el co- 

dx 


cíente de dos diferenciales cuando y es una función de la variable x, pero no 

d? 

existe una interpretación similar para . 

dx 


^ EJEMPLO 1 Aplique la definición de derivada parcial para 
calcular D\f(x, y) y D 2 /(*, y) s > 


/(x, y) = 3x 2 - 2xy + y 2 

Solución 


/(x + Ax. y) - /(x, y) 


= lím 

A-t —>0 Ax 


3(x + Ax) 2 - 2(x + Ax)y + y 2 - (3x 2 - 2xy + y 2 ) 
Ax 


Ax 


= lím 

Ax->0 

jj 3x 2 + 6xAx + 3(Ax) 2 - 2xy - 2yAx + y 2 - 3x 2 + 2xy - y 2 

Aj -»0 

j. 6 xAx + 3(Ax) 2 - 2yAx 
AJ -.0 Ax 

= lím (6x + 3Ax - 2y) 

¿*-*0 j 


= 6x - 2y 


/(x, y + Ay) - /(x, y) 
Ay 


= lím 

Ay—►() 

^ 3x 2 - 2x(y + Ay) + (y + Ay) 2 - (3x 2 - 2xy + y 2 ) 


Ay -*0 Ay 

3x 2 - 2xy - 2xAy + y 2 + 2yAy + (Ay) 2 - 3x 2 + 2xy 


= lím 

Ay—»0 


Ay 


-2xAy + 2yAy + (Ay) 2 

Ay 


= lím 

Ay—>0 

= a *™ 0 (-2x + 2y + Ay) 

= -2x + 2y 

Si (x 0 ,yo) es un punto particular del dominio de/, entonces 
/(xo + Ax. y 0 ) - /(x q, y 0 ) 


O|/^>o) = lím 

Ax-»0 


Ax 


(1) 


si este límite existe, y 


Dlñx o ,y 0 ) = lím 

Ay—>0 


/(x 0 , y 0 + Ay) - /(x 0 , y 0 ) 
Ay 


( 2 ) 


si existe este límite. 
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£>i/(3, - 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicará la fórmula (1-) a 

fin de calcular D t f(3, -2) para la función/del ejemplo 1. 

[ím /(3 + Ax, -2) - /(3,-2) 

Aj->0 Ax 

lím 3(3 + Ax) 2 - 2(3 + Ax)(-2) + (~2) 2 - (27 +12 + 4) 

4jc-»o Ax 

21 + 18Ax + 3(Ax) 2 + 12 + 4A.r + 4-43 

= lim --- 

4j:->0 Ax 

= lím (18 + 3 Ajc + 4) 

= 22 ◄ 

Las siguientes son fórmulas alternativas de (1) y (2) para D¡f(x 0 , y 0 ) 
y D 2 f(x 0 , y 0 ): 


D,f(^ yo >- lim (3) 

■*->■*0 x Jq 

si este límite existe, y 

O 2 /(;c 0 ,y 0 )= lim /<*>, >•) -/(*o. y 9 > 
r-*ro y - yo 

si existe este límite. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará la fórmula (3) 

con el objeto de calcular D\f(3, -2) para la función/del ejemplo 1. 


Di/(3, -2) = 


lím 

x->3 


f(x, -2) - /(3, -2) 


= lím 


x - 3 

3x 2 + 4x + 4 


43 


= lím 


3 x - 3 
3x 2 + 4x - 39 


= lím 


3 x - 3 
(3x + 13)(x - 3) 


x - 3 


lím (3x + 13) 

x—*3 


= 22 


◄ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 1 se probó que 

Di f(x, y) = 6x — 2 y 
Por tanto, 


D x f( 3, -2) = 18+4 
= 22 


Este resultado concuerda con los resultados de los ejemplos ilustrativos 
1 y 2, ◄ 
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Al comparar la definición de derivada parcial (12.3.1) con la definición 
de derivada común (2.1.3), se observa que D\f(x,y) es la derivada ordina¬ 
ria de /si se supone que/es una función sólo de la variable x (esto es, y se 
toma como una constante), y Drfíx, y) es la derivada ordinaria de / si / 
se piensa como una función sólo de la variable y (mientras que x se consi¬ 
dera constante). De modo que los resultados del ejemplo 1 pueden obtenerse 
más fácilmente al aplicar los teoremas de diferenciación ordinaria si y se 
toma como constante cuando se calcula D\f(x, y), y si x se considera cons¬ 
tante cuando se obtiene D 2 f(x , y). El ejemplo siguiente ilustra esto. 


^ EJEMPLO 2 Calcule/j/x, y) yf y (x, y) si 
f(x, y) = 3a: 3 - 4ac 2 .y + 3;ty 2 + sen xy 2 


Solución Si se considera / como una función de x y se toma como 
constante a y, entonces se obtiene 

f x (x,y) = 9x 2 - 8j:v + 3y 2 + y 2 cos;ty 2 

Al considerar / como una función sólo de y y se tiene a x como constan¬ 
te resulta 


f y (x,y ) = -4jc 2 + 6 xy + 2.ry eos xy 2 


◄ 



>') 


FIGURA 1 


Las interpretaciones geométricas de las derivadas parciales de una 
función de dos variables son semejantes a la de una función de una variable. 
La gráfica de una función / de dos variables es una superficie que tiene 
ecuación z = f(x, y). Si y se considera comp constante (digamos, y = y 0 ), 
entonces z = f(x, y 0 ) es una ecuación de la traza de esta superficie en el 
plano y = yo- La curva puede representarse mediante las dos ecuaciones 

y = yo y z = /(*> y) (5) 

debido a que la curva es la intersección de estas dos superficies. 

Entonces, D\f(xQ,y 0 ) es la pendiente de la recta tangente a la curva 
representada por las ecuaciones (5) en el punto P 0 (Xq, y 0 , f(x 0 , y 0 )) del. plano 
y = y 0 . De manera análoga, D 2 f(x { ), y 0 ) representa la pendiente de la recta 
tangente a la curva que tiene ecuaciones 


z 



X = X 0 y z = f(x, y) 

en el punto Pq del plano x = xq. Las figuras 1 y 2 muestran una porción de 
la curva y de la recta tangente. 


► EJEMPLO 3 Calcule la pendiente de la recta tangente a la 
curva de intersección de la superficie 


z = i V 24 - * 2 - 2y 2 


FIGURA 2 


con el plano y = 2 en el punto (2, 2, V3). 
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y = 2 Solución La figura 3 muestra la curva de intersección de la superficie y 
/ del plano, así como la recta tangente. La pendiente requerida es el valor'de 



Cuando se calcula una derivada parcial en un punto particular, en ocasio¬ 
nes es necesario aplicar las fórmulas (1) a (4) como se muestra en el ejem¬ 
plo siguiente. 


► 


EJEMPLO 4 Sea 

xy(x 2 - y 2 ) 


/(*> y) 


x 2 + y 2 


0 


si (. x , y) * (0, 0) 
si (*,y) = (0,0) 


Demuestre que/|(0, 0) = 0yque/ 2 (0, 0) = 0. 



Solución Se calculará/](0,0) a partir de (3) con y 0 = 0, y/ 2 ( 0 , 0) a 
partir de (4) con x 0 = 0. 


/i(0,0)= lím fW-W.?) 

x->0 X - 0 

0-0 


= lím 

x-»0 X 
= lím 0 

x-»0 
= 0 


/ 2 (0,0) = lím 

r ->0 

- lím 


/(O, y) - /(0,0) 


y - 0 


0-0 


y->0 y 

= lím 0 

y—»0 

= o 


La figura 4, que muestra la superficie definida por la función del ejem¬ 
plo 4, apoya el hecho de que f\ (0,0) y/ 2 (0,0) son iguales a cero: La inter¬ 
sección del plano y = 0 y la superficie es el eje x , y/i(0, 0) es la pendiente 
del eje x en el plano xz, la cual, por supuesto, es cero. De manera similar, 
/ 2 (0, 0) es la pendiente del eje y en el plano yz, la cual también es cero. 


► EJEMPLO 5 Para la función del ejemplo 4, demuestre que: 
(a) /|(0, y) = -y para toda y; (b) f 2 (x, 0) = x para toda x. 

Solución 

(a) Si y * 0, de (3), (b) Si x * 0. de (4), 


-2.5, 2.5] por [-2.5, 2.5] por [-6, 6] 


. , /|(0,y) = lím 

x_y(x 2 - y 2 ) si (r, v) * (0,0) 


f(x, y) - /(0. y) 


fix,y) = 


0 si (x, y) = (0, 0) 

FIGURA 4 


xy(x 2 


- 0 

y 2 ) 


= lím 

x—*0 


x 2 + y 2 


- 0 


/ 2 (x, 0) = lím 

y—>0 


= lím 

y ->0 


f(x, y) - f(x, 0) 

y - o 

xy(x 2 - y 2 ) _ 
x Á + y L _ 
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= lím 

x —> O 


y(x 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 . 



= ->" 


lím 

y -»0 


x(x 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 


(a) Como/!(O, y) = -y si y * O y, del ejemplo 4, /i(0, 0) = O, se con¬ 
cluye que/i (O, y) = -y para toda y. 

(b) Puesto que f 2 (x, 0) = x si x * O y, del ejemplo 4,f 2 (0, 0) = 0, se in¬ 
fiere que f 2 {x, 0) = x para toda x. 4 


Debido a que toda derivada es una medida de una tasa de variación, 
una derivada parcial se puede interpretar de la misma manera. Si / es una 
función de las dos variables x y y, la derivada parcial de/con respecto a x en 
el punto Po(xo, yo) proporciona la tasa de variación instantánea, en P 0 , de 
/( x, y) por unidad de variación de x (x varía y y se mantiene fija en yo). 
De manera semejante, la derivada parcial de / con respecto a y en P 0 pro¬ 
porciona la tasa de variación instantánea, en P 0 , de f(x, y) por unidad de va¬ 
riación de y. 


► EJEMPLO 6 De acuerdo con la ley del gas ideal para un gas 
confinado, si P atmósferas es la presión, V litros es el volumen y T grados es 
la temperatura absoluta en la escala Kelvin, se tiene la fórmula 

PV = kT (6) 


donde k es una constante de proporcionalidad. Suponga que el volumen de 
un gas de cierto recipiente es de 12 litros y que la temperatura es de 290°K, 
con k = 0.6. (a) Calcule la tasa de variación instantánea de P por unidad 
de variación de T si V permanece fijo en 12. (b) Utilice el resultado del inciso 
(a) para aproximar la variación de la presión si la temperatura se incrementa 
a 295°K. (c) Calcule la tasa de variación instantánea de V por unidad de 
variación de P si T permanece fija en 290°K. (d) Suponga que la temperatu¬ 
ra se mantiene constante. Utilice el resultado del inciso (c) para calcular la 
variación aproximada del volumen necesario para producir la misma varia¬ 
ción en la presión que se obtuvo en el inciso (b). 

Solución Al sustituir V por 12, T por 290 y k por 0.6, se obtiene 
P = 14.5. 

(a) Si se resuelve (6) para P cuando k = 0.6 resulta 

r 0-6 T 

V 


La tasa de variación instantánea de P por unidad de variación de T, si 
d P 

V se mantiene constante, es %—, esto es 
dT 

dP _ 06 
dT V 

Cuando T = 290 y V = 12, — = 0.05, lo cual es la respuesta requerida. 

(b) Del resultado del inciso (a), cuando T se incrementa en 5 unidades (de 
290 a 295) y V permanece fijo, un incremento aproximado de P es 
5(0.05) = 0.25. 
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Conclusión: Si la temperatura se incrementa de 290°K a 295°K, enton¬ 
ces el incremento de la presión es aproximadamente 0.25 atm. 

(c) Al resolver (6) para V cuando k = 0.6, se obtiene 

V= ^ 

P 

La tasa de variación instantánea de V por unidad de variación de P, si T 
permanece fijo, es de modo que 

dV _ 0.6 T 
dP P 2 

Cuando T = 290 y P = 14.5, 

dV = 0.6(290) 

dP ~ (14.5) 2 

= -0.83 


la cual es la tasa de variación instantánea de V por unidad de variación 
de P cuando T = 290 y P = 14.5 si T permanece fija en 290. 

(d) Si P se incrementa en 0.25 y T permanece fija, entonces del resultado 
del inciso (c) la variación de V debe ser aproximadamente. 

(0.25)(-0.83) = -0.21 

Conclusión: El volumen debe disminuirse aproximadamente en 0.21 li¬ 
tros para que la presión aumente de 14.5 atm a 14.75 atm. ^ 

A continuación se extenderá el concepto de derivada parcial a funciones 
de n variables. 


12.3.2 Definición de derivada parcial de una función 
de n variables 


Sea P{ Jtj, x 2 ,... x„) un punto de R", y sea/una ftmción de las n varia¬ 
bles jcj, ^ 2 ,..., x„. Entonces la derivada parcial de/con respecto a x¿ 
es la función, denotada por D k f, tal que su valor de función en cual¬ 
quier punto P del dominio de/ está dado por 

D k M,x 2 .x„) 

= ií m £Mi *2’ • — ■•••'*»>- /(*i> *2 ,x„y 
ajr t ->o Ax k 

si este límite existe. 


En particular, si / es una función de las tres variables x, y y z, entonces 
las derivadas parciales de /están determinadas por 


Diftx, y, z) 


lím 


f(x + Ax, y, z) - /(*, y, z) 
Ax 


D 2 f(x, y, z) 
D¡f(x, y, z) 


, im /(*, y + Ay, z) - f(x, y, z) 
Ay->o Ay 

lím /(x, y, Z + Az) - f(x, y, z) 
Az -»0 Az 


si estos límites existen. 
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► EJEMPLO 7 Dada /u, y , z) = x 2 y + yz 2 + z 3 , verifique que _ 

xfi(x,y,z) + y/ 2 (x,)i, z) + zfi(x,y,z) = 3 f(x,y,z) . 


Solución Si se mantienen y y z constantes resulta 


fl(x,y,z) = 2xy 

Al considerar x y z constantes se obtiene 
h(x,y,z) = x 2 + z 2 

Cuando x y y se consideran constantes se tiene 
f-¡(x,y,z) = 2yz + 3z 2 
Por tanto, 

xf t (x,y,z ) + y/ 2 (x, y, z) + zfy(x,y,z) = x(2xy) + y(x 2 + z 2 ) + z(2yz + 3z 2 ) 

= 2x 2 y + x 2 y + yz 2 + 2 yz 2 + 3z 3 
= 3(x 2 y + yz 2 + z 3 ) 

= 3 f(x,y,z) ◄ 


Si / es una función de dos variables, entonces, en general, Dj/ y 
D 2 f también son funciones de dos variables, y si las derivadas parciales 
de estas funciones existen, se denominan segundas derivadas parcia¬ 
les de/. En constraste, D x f y D 2 f reciben el nombre de primeras derivadas 
parciales de / Existen cuatro segundas derivadas parciales de una función 
de dos variables. Si /es una función de las dos variables x y y, las notaciones 

D 2 (DJ) D n f f l2 f xy 


expresan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar parcial¬ 
mente/con respecto a x y después derivar parcialmente el resultado con res¬ 
pecto a y. Esta segunda derivada parcial está definida por 


f\l(x,y) = 


| ím Mili + A ?> ~ M x ’ ^ 

Ay 


si este límite existe. Las notaciones 


(7) 


0,(0,/) D u f /„ f xx 


&L 

dx 2 


representan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar par¬ 
cialmente dos veces con respecto a x, y se define como 


fl\(x,y) = 


lí m M x + Ax, y) - /i(x, y) 
a.t-»o Ax 


( 8 ) 


si existe este límite. Las otras segundas derivadas parciales están definidas 
de manera análoga. 


h\{x,y) 


ií m Mi + y ) ~ Mi y 2 

Ajc—» o Ax 


f22(x,y) = 


lím 

Ay->0 


/ 2 (x, y + Ay) - f 2 r(x, y) 

Ay 


(9) 

( 10 ) 


si estos límites existen. 
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Las definiciones de las derivadas parciales de orden superior son si¬ 
milares. Existen diferentes notaciones para una derivada parcial especifica. 
Por ejemplo, 


D \\lf /l 12 fxxy 


d 3 / 

dyd xd x 


¿ 3 / 

d yd x 2 


representan la tercera derivada parcial de / que se obtiene al derivar par¬ 
cialmente dos veces con respecto ary después una vez con respecto a y. En 
la notación de subíndice, el orden de la derivación parcial es de izquierda a 


derecha; en cambio, en la notación 
recha a izquierda. 


dydxdx 


el orden se considera de de- 


► EJEMPLO 8 Sea 

f(x, y) = e x sen y + ln xy 

Calcule; (a) D u f(x, y); (b) D n f(x, y); (c) / / 2 

axdy L 

Solución 


dj 

dy 


D\f(x, y) = e x sen y + —( y ) 
xy 

x 1 

= e x sen y + - 
x 

(a) D n f{x,y) = e-'seny - \ (b) D n f(x,y) = e x cosy 

x ¿ 

(c) A fin de calcular 

~fh ., se deriva parcialmente dos veces con respecto 
a y y después una vez con respecto a x. Así, se tiene 


e x eos y + 


1 d 2 f x 1 

—Y = -e x sen y - 

y L 


d 3 f 


dy 2 


dxdy 


y = -e* sen y 


Las derivadas parciales de orden superior de una función de n variables 
se definen de manera análoga a las definiciones de las derivadas parciales de 
orden superior para una función de dos variables. Si / es una función de n 
variables, entonces pueden tenerse n 2 segundas derivadas parciales de / en 
un punto particular. Esto es, para una función de tres variables, si todas las 
segundas derivadas parciales existen, entonces se tienen nueve de estas de¬ 
rivadas:/! 1, /i 2 , / 13. /21» /22’ /23’ /3b /32> )/ /33- 


► EJEMPLO 9 Calcule D 132 /U, y, z) si 

f(x, y, z) = senOcy + 2z) 

Solución 

D\f(x, y, z) = y cos(xy + 2 z) 

D nf(x, y, z) = -2ysen(xy + 2 z) 

D U2 f(x,y,z) = -2 seníxy + 2z) - 2xy cosíxy + 2 z) ^ 
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► EJEMPLO JO Sea 

/(*, y) = * 3 y - ycosh*y 
Calcule: (a )f xy (x, y); (b)f yx (x, y). 

Solución 

(a) f x (x,y) = 3 x 2 y - y 2 senh*y 

f xy (x,y) = 3x 2 - 2ysenh*y - xy 2 cosh xy 

(b) f y (x,y) = * 3 - cosh;c;y - *ysenh*y 

f yx {x,y) = 3* 2 - y senh xy - y senh xy - xy 2 cosh xy 

- 3x 2 - 2y senh*) - xy 2 coshxy 4 

Observe en el ejemplo 10 que las derivadas parciales “mixtas” f xy (x, y) 
y fyx( x > y) son iguales. De modo que para esta función particular, cuando 
se calcula la segunda derivada parcial con respecto a * y después con res¬ 
pecto a y, el orden de derivación no importa. Esta condición se cumple para 
muchas otras funciones. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que esto 
no siempre es verdad. 


► EJEMPLO 1 1 Calcule/ 12 (0,0)y/ 21 (0,0)si 

f(x,y) = si {x ’ y) * (0 ’ 0) 

0 si (*, y) = (0,0) 

Solución En el ejemplo 5, se demostró que para esta función 

/l(0, y) = -y para toda y (11) 

y 

/ 2 (*, 0) = * para toda * (12) 


De (7), 

/l2 (0,0) = ltm /'(0> 0 + y-/i(°'?> 

J Ay-»0 Ay 

y de (11),/](0, Ay) = -Ay y /i(0, 0) = 0; de modo que 

/ 12 (0, 0) = lím ~ - -V~ ° 

Ay-*o Ay 

= lím (-1) 

Ay-»0 
= -1 

De (9), 


/2i(0, 0) 


1¡m / 2 (0 + A*, 0) - / 2 (0, 0) 
AX-.0 A* 
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Sin embargo, de (12), / 2 (Ají, 0) = A* y / 2 (0, 0) = 0. Por tanto, 
Ají - 0 


/2i(0,0) = lím 

A x~*Q 


Ax 


= lim 1 

Ax-*0 
= 1 


◄ 


Para la función del ejemplo 11 las derivadas parciales mixtas 
/ 12U. y) y fn( x ’ y) no son iguales en (0, 0). Un conjunto de condiciones para 
que /i 2 (jco, yo) y /21U0- yo) sean iguales se da en el teorema 12.3.3, el cual 
se presenta a continuación. La función del ejemplo 11 no satisface las hi¬ 
pótesis de este teorema ya que / 12 y f 2 \ son discontinuas en (0, 0). Se deja 
como ejercicio demostrar esto (refiérase al ejercicio 64). 


m 

M 

* 


1 2.3.3 Teorema 


Suponga que / es una función de las variables x y y, que está deñnida 
en el disco abierto B((xo, yo); r) y que f x , f y , f xy y f yx están definidas 
en B. Además, suponga que f xy y f yx son continuas en B. Entonces 


fx>(* 0. yo) = fyM), yo) 



La demostración de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
sección. 

Como un resultado del teorema 12.3.3 se tiene que si la función / de 
dos variables tiene derivadas parciales continuas en algún disco abierto, en¬ 
tonces el orden de derivación parcial puede cambiarse sin afectar el re¬ 
sultado; esto es. 


D \nf = Dn\f = D 2 \\f 

D\\ 22 Í = D\ 2 \ 2 Í = D\ 22 \f = A 2112 / = A 2121 / = D 2 2 \\f 


etcétera. En particular, suponiendo que todas las derivadas parciales son 
continuas en algún disco abierto, se puede demostrar que D 2 \\f = D |\ 2 f 
al aplicar el teorema 12.3.3 de manera repetida. Al hacer esto se obtiene 


D 2 \\f — D{(D 2 \f) = D\(D\ 2 f) = D y [D 2 {DJ)} - D 2 [D i (D i f)] 
= D 2 (D n f ) = D u2 f 


EJERCICIOS 12.3 


En los ejercicios 1 a 6, aplique la definición 12.3,1 a fin de 
calcular la derivada parcial. 

1. f(x t y) = ‘x + 3y- T,DJ{x,y) 

2. f(x,y) = 4x 2 - 3xy:D¡f(x,y) 

3. f(x, y) = 3xy + 6x - y 2 -D 2 f(x, y) 

4. /( x,y) = xy 2 - 5y + 6; D 2 f(x, y) 
s. f(x, y) = Vj 2 + y 2 ;/>.y) 

6. f{x,y) = í±^y-f {x,y) 
x — y 

En los ejercicios 7 a 10, aplique la definición J 2.3.2 para 
determinar la derivada parcial. 


7. f(x,y,z) = x 2 y - 3xy 2 + 2yz\ D 2 f(x, y, z) 

8. f(x, y, z) = x 2 + 4y 2 + 9z 2 ; DJ(x, y, z) 

9. f(x,y,z,r,t) = xyr + yzt + yrt + zrt; f r (x, y, z, r, I) 

10. f(r,s,t,u,v,w) = 3r 2 st + st 2 v - 2tuv 2 - ívw + 
3uyv 2 ; / v (r, 5 , t, u, v, w) 

11. Sea f(x,y) = x 2 - 9y 2 . Calcule D¡f( 2, 1) al aplicar 
(a) la fórmula (1); (b) la fórmula (3); (c) la definición 
12.3.1 y después sustituir x y y por 2 y 1, respectiva¬ 
mente. 

12. Para la función.del ejercicio 11, calcule D 2 f( 2, 1) me¬ 
diante la aplicación de (a) la fórmula (2); (b) la fórmula 
(4); (c) la definición 12.3.1 y después reemplazando xy y 
por 2 y 1, respectivamente. 
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En los ejercicios 13 a 24, calcule la derivada parcial conside¬ 
rando todas las variables, excepto una, como constantes y apli¬ 
cando los teoremas para la derivación ordinaria. 

13. /(a, y) = 4y 3 + ^x 2 + y 2 :,y) 

14. f(x,y) = - * + y - ; D 2 f(x, y) 

'*> - X 

15. f(8,t¡>) = sen 30 eos 20; f^(8,<t>) 

16. f(r, 8) = r 2 eos 8 - 2 rtan 0 ; f^(r, 8) 

17. z = e yl *\n —; 

y °y 

18. r = e~ e cos(8 + 0 ); 

(717 

19. u = (a 2 + y 2 + z 2 )~ l/2 ; 3 ^ 

dz 

20 . u = tan -1 ( xyzw ); 4^- 

dw 

21. f(x, y, z) = 4xyz + ln(2Ayz); f 3 (x, y, z) 

22 . /(a, y, z) = £ í - v senh 2 z - e xy cosh 2 z; f z (x, y, z) 

23. /(*, y , z) = e xyz + tan -1 ; f y (x, y, z) 

24. f(r, 8, 0 ) = 4r 1 sen 8 + 5e r eos 8 sen 0 - 2 eos 0 ; 
/ 2 (r, 8, 0 ) 

25. Si /(r, 0) = r tan 8 - r 2 sen 0, calcule (a) /,( V2, J-tr); 
(b) / 2 (3, n). 

26. Si f(x,y,z) = e xyl + ln(> + z), calcule (a) /,(3, 0, 17); 
(b) / 2 ( 1 , 0 , 2 ); (c) / 3 ( 0 , 0 , I). 


40. G(.v,y) = 3A 3 y 2 + 5a 2 j 3 + 2x; (a) G yyx (x. y); 

(b) G yxy (x,y) 

41. /(a, y, z) = ye* + ze- v + e ; ; (a) y, z); (b) f y! (x, y , z> 

42. g(A,y,z) = sen(Ayz);(a)g 23 (A,y, z); (b) g , 2 (^, y, z) 

43. f(w, z) = w 2 eos e 1 ; (a)/ l 21 (w, z); (b)/ 212 (w, z) 


44. /(«. v) = In cos(« - V); (a)v); (b)/ vuv ,(«, v) 

45. g(r, s, t) = ln(r 2 + 4j 2 - 5t 2 ); (a)g 132 (r, s,t); 
(b)g,22 (r.s.t) 

46. f(x,y,z) = tan"'(3Ayz);(a)/ ll3 (A,y, z);(b)/| 23 (A,y, z) 


sen - 
/ 


ln-. Verifique que =0. 

r di dr 


47. Sea u 

48. Sea w = x 2 y + y 2 z + z 2 x. Verifique que 

dw dw , 


¿y <9z 


= (jc + y + z) 


.. d L u d 2 U ni, 

ecuación — — 5 - + —y = 0 , la cual se conoce como ecuación 
o x 2 dy 2 

de Laplace en R 2 . 

49. u(x,y) = ln(A 2 + y 2 ) 


50. u(x, y) = tan 1 2xy 

x 2 - y 2 

51. u(x,y) = tan " 1 - + ? 

x x 2 + y 2 


En los ejercicios 27y 28, calcule f x (í__y).y 


v 27. /(a, y) 


, , 28. /a, y) = f 

—■^tV' -;—_/---y—— xLl. 


= f 1 In sen 11 




52. 
v 53. 




En los ejercicios k 38 haga lo Siguiente: (a) calcule 
D n f(x, y); <b) obtenga B 22 /(a, y); (tj pruebe que D n f(x, y) 
y D 2 ¡f(x, y) son iguales. ^ I 

29. fa, y) = —■ 


y x 

30. f(x,y) = 2a 3 - 3 a 2 

31. f(x,y) = e 2x sen y 

32. f(x, y) = e~ xly + ln^ 


33. f(x, y) = (x 2 + y 2 ) tan " 1 j 



I 

Ai . -7. 

•'V a • ^ *r > 

\ £ í ^ 


v»- 


54 . 


34. /(a, y) = sen " 1 —y' 
x 2 


\ V ^ 

4 <7 ;(t 

35. /(a:, y) = 4x senh y + 3y cosh x 

36. f(x, y) = a: eos y - ye-* 

37. /(a, y) = e* eos y + tan " 1 a ■ In y 

38. /(a, y) = 3 a cosh y - sen " 1 e x 

En los ejercicios 39 a 46, calcule las derivadas parciales in¬ 
dicadas. 

39. /(a, y) = 2A 3 y + 5a 2 >’ 2 - 3Ay 2 ; (a)/ m (A, y); 

(b) / 2 1 ,(a, y) 


u(x.y) = e'sen y + e^cosA 
La ecuación de Laplace en R 3 es 


d 2 u dht dht 
dx 2 dy 2 dz 2 


0 


Pruebe que la función u( a, y, z) = (a 2 + y 2 + z 2 ) ^ 2 
satisface esta ecuación. 


Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie 

36a 2 - ~9y 2 + 4z 2 + 36 = 0 

con el plano a = 1 en el punto (1. Vl2, -3). Interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 
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55. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie z = x 2 + y 2 con el.^plano 
y = 1 en el punto (2, 1, 5). Dibuje la curva e interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 

56. Determine ecuaciones de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie x 2 + y 2 + z 2 = 9 Con el 
plano y = 2 en el punto (1, 2, 2). 



donde 15 < r £ 25 y 5 < y S 12. Actualmente, el 
inventario es de $ 180 000 y hay 8 empleados, (a) Calcule 
la tasa de variación instantánea de P por unidad de varia¬ 
ción de x si y permanece fija en 8. (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para obtener la variación aproximada de la 
utilidad semana] si el inventario varía de $180 000 a 
$200 000 y el número de empleados permanece fijo en 8, 
(c) Determine la tasa de variación instantánea de P por 
unidad df variación de y si x permanece fija en 18. (d) Uti¬ 
lice el resultado del inciso (c) para calcular la variación 
aproximada de la utilidad semana] si el número de em¬ 
pleados se incrementa de 8 a 10 y el inventario perma¬ 
nece fijo en $180 000. 


Sea/(x, y) = 


x 3 + y 3 
x 2 + y 2 


si (x, y) * (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 


Calcule (a) /,(0. 0); (b)/ 2 (0, 0). 

Sea/(x, y) = 4ry S ’ (X ’ y) * ( °’ 0) 
[0 si (x, y) = (0,0) 

Calcule (a)/, (0. y) si y * 0; (b)/,(0, 0). 


57. La temperatura en cualquier punto (x, y) de una placa 
delgada es T grados, donde T = 54 - |x 2 - 4y 2 . Si la 
distancia se mide en centímetros, calcule la tasa de varia¬ 
ción de la temperatura con respecto a la distancia reco¬ 
rrida a lo largo de la placa en las direcciones positivas de 
los ejes x y y, respectivamente, en el punto (3, 1). 

58. Emplee la ley del gas ideal para una gas confinado (con¬ 
sulte el ejemplo 6) a fin de demostrar que 

dV dT dP _ , 

3T~ dp' dV 


59. Si V dólares es el valor actual de una anualidad ordinaria 
de pagos iguales de $ 100 por año para t años a una tasa de 
interés de 100/ porciento anual, entonces 


V = 100 


1 - (1 + ¡T 


(a) Calcule la tasa de variación instantánea de V por uni¬ 
dad de variación de i si r permanece fija en 8. (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para calcular la variación apro¬ 
ximada del valor actual si la tasa de interés varía de 6 a 7 
porciento y el tiempo permanece fijo en 8 años, (c) Deter¬ 
mine la tasa de variación instantánea de V por unidad de 
variación de t si i permanece fija en 0.06. (d) Utilice el 
resultado del inciso (c) para calcular la variación aproxi¬ 
mada del valor actual si el tiempo se disminuye de 8 a 7 
años y la tasa de interés permanece fija en 6 porciento. 


63. Para la función del ejercicio 62 calcule (a) / 2 (x, 0) si 
x * 0;(b)/ 2 (0,0). 

64. Para la función del ejemplo 11. demuestre que / 12 es 
discontinua en (0,0), y en consecuencia, que la hipótesis 
del teorema 12.3.3 no se satisface si (x 0 , y 0 ) = (0, 0). 

En los ejercicios 6S a 67, calcule / 12 (0, 0) y / 21 (0, 0), si 


existen. 


* 



[ 2xy 

si (x, y) * (0,0) 

65. 

My) = j 

x 2 + y 2 



lo 

si (x, y) = (0, 0) 



[ x 2 y 2 

si (x, y) * (0,0) 

66. 

/(x, y) = | 

i x 4 + y 4 



lo 

si (x, y) = (0,0) 

67. 

/(x,y) = • 

¡ x 2 tan -1 - 

X 

- y 2 tan -1 - si xy ^ 0 

y 



lo 

si xy = 0 

68. 

Demuestre que si / es una función de dos variables y todas 


las derivadas parciales de /, incluso las de cuarto orden, 
son continuas en algún disco abierto, entonces 


D\ m f ~ ^2121 / 

69. Si S metros cuadrados es el área de la superficie del cuer¬ 
po de una persona, entonces una fórmula que proporciona 
el valor aproximado de S es 

S = 2 W° a H 0J 


60. Suponga que 10 OOOx dólares es el inventario de un al¬ 
macén que tiene y empleados, P dólares es la utilidad 
semanal del almacén, y 

P = 3000 + 240y + 20y(x - 2y) - 10(x - 12) 2 


donde IV kilogramos es el peso de una persona y H metros 

r)S é)S 

es la altura de la persona. Calcule —• y cuando 

dW dn 

W = 70 y H - 1.8, e interprete los resultados. 
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12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 

Se definirá la diferencidbilidad de funciones de más de una variable por 
medio de una ecuación que involucra el incremento de una función. A fin de 
motivar esta definición, primero se obtiene una representación del incremen¬ 
to de una función de una variable que es semejante, al presentado en la defi¬ 
nición (12.4.2) de diferenciabilidad. 

Recuerde de la sección 2.1 que si /es una función diferenciable de x 
y y = f(x), entonces 


m 


lím ^ 

Ax-íQ Ax 


donde Ax y Ay son los incrementos de x y y, y 


Ay = f(x + Ax) - f(x) 

Cuando | Ajc | es pequeño y Ax & 0, Ay/Ax difiere de /'(x) por un número 
pequeño que depende de Ax, el cual se denota por £. Así, 

£ = — - f\x) si Ax ^ 0 
Ax 

donde € es una función de Ajc. De esta ecuación se obtiene 


Ay = f'(x) Ajc + € Ax 

donde € es una función de Ajc y € —> 0 conforme Ajc —> 0. 

De lo anterior se deduce que si la función / es diferenciable en jc 0 , en¬ 
tonces el incremento de/en xq, denotado por A/(xq), está determinado por 


A/(jco) = f\x o) Ajc + € Ax donde lím € = 0 

Ajc-40 



z = f(x,y) 


£ y o • fK y o» 

U 0 + Ax,y 0 -hAy,f(x 0 + 

Ax,y 0 + Ay)) 


, /(x 0 + Ax, + A;y)) 
Ay, /(x 0 , y 0 ) 


(x 0 + Ax, y 0 + Ay, 0) 


En el caso dé las funciones de dos o más variables, se utiliza una ecuación 
semejante a la anterior a fin de definir la diferenciabilidad de una función, y 
de la definición se establecen criterios con el propósito de determinar,la di¬ 
ferenciabilidad de una función en un punto. A continuación se presentan los 
detalles para una función de dos variables y se inicia con la definición de 
incremento de una función de este tipo. 


12.4.1 Definición de incremento de una función 
de dos variables 


Si/es una función de las variables x y y, entonces el incremento de/ 
en el punto (jtq, y 0 ), denotado por A/(xq, y 0 ), está dado por 

..... 

A/(-r 0 .yo) =/(*o + Ají, y 0 + Ay) - f(x 0r y 0 ) 

La figura 1 ilustra esta definición para una función continua en un disco 
abierto que contiene los puntos (jc 0 , yo) y- C*o + Ajc, y 0 + Ay). También 
la figura muestra una porción de la superficie z = f(x, y). Se observa que 
A/C*o> yo) = Q R - donde Q es el punto (x 0 + Ax, y 0 + Ay, /(x 0 , y 0 )) y Res 
el punto que tiene coordenadas (x 0 + Ax, y 0 + Ay,/(x 0 + Ax, y 0 + Ay)). 


FIGURA 1 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO I Para la función/definida por 

/(x, y) = 3x - xy 2 

se calculará el incremento de/en cualquier punto O 0 , y 0 ). 

A f(x 0 , y 0 ) = /(x 0 + Ax, Jo + Ay) - /(x 0 , y 0 ) 

= 3(x 0 + Ax) - (x 0 + Ax)(j 0 + Ay) 2 - (3x 0 - xqJo 2 ) 

= 3x 0 + 3Ax - x 0 y 0 2 - j 0 2 Ax - 2x 0 >' 0 Aj - 2y 0 Ax Ay - x 0 (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 - 3x 0 + x 0 y 0 2 
= 3Ax - yo 2 Ax - 2x 0 jo Ay - 2y 0 AxAy - x 0 (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 ^ 


12.4.2 Definición de función diferenciable de dos 
variables 


Si / es una función de las variables x y y, y el incrementó de / en 
(xq, yo) puede escribirse como 

A/(xq, Jo) = D\f(xo, jq) Ax + D z f(x 0 ,y 0 )Ay + é/Ax + e 2 Aj 

donde € i y e 2 son funciones de Ax y Aj, tales que fj —> Oy f 2 ^ 0 
conforme (Ax, Ay) —» (0,0), entonces /es diferenciable en (xq, Jq)- 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utilizará la definición 

12.4.2 para demostrar que la función del ejemplo ilustrativo 1 es diferencia- 
ble en todos los puntos de R 2 . Se debe probar que para todo punto (x 0 . Jo) 
de R 2 se pueden determinar f ¡ y f 2 , tales que 


A/(x 0 , Jq) - »i/(x 0 , Jo) Ax - £> 2 /(x 0 . Jo) AJ = e 1 Ax + e 2 AJ 


y f | —» Oy f 2 —> 0 conforme (Ax, Aj) —» (0, 0). 

Como/(x, j) = 3x - xj 2 , entonces 

D¡f(x( h jo) = 3 - jo 2 y D 2 f(x 0 , jo) = -2x 0 j 0 

Con estos valores y el valor de A/(x 0 , yo) del ejemplo ilustrativo 1, se obtiene 

A/(x 0 , Jo) - DJ(x 0 , Jo) Ax - £> 2 /(x 0 , Jq) Aj = - x 0 (Aj) 2 - 2 j 0 AxAj - Ax(Aj) 2 

El miembro derecho de la ecuación anterior puede expresarse en las siguien¬ 
tes formas: 

(a) [-2j 0 Aj - (Ay) 2 ] Ax + (-x 0 Aj)Aj 

(b) (-2j 0 Aj) Ax + (-AxAj - x 0 Ay)Aj 

(c) [-(Aj) 2 ] Ax + (-2j 0 Ax - x 0 Aj)Aj 

(d) 0 • Ax + [-2j 0 Ax - AxAj - x 0 Aj]Aj 

Por lo que existen al menos cuatro pares posibles de valores de f i y f 2 : 

fl = -2j 0 Aj - (Aj) 2 y f 2 -= -x 0 Aj 

f| = -2 j 0 Aj y f 2 = -AxAj - x 0 Aj 

f, = -(Aj) 2 y € 2 = -2j 0 Ax - x 0 Aj 

f| = 0 y e 2 = -2j 0 Ax - AxAj - x 0 Aj 
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Para cada par, 

lím £ i = 0 y lím £-> = 0 

(Ax.Ajl-XO.O) (A.r,Ay)->(0,0) 

Observe que sólo es necesario determinar un par de valores de fj y £ 2 . ^ 

El teorema siguiente afirma que para una función de dos variables, la 
diferenciabilidad implica la continuidad, de igual manera que para una fun¬ 
ción de una variable. 


1 2.4.3 Teorema 


Si una función / de dos variables es diferenciable en un punto, enton¬ 
ces es continua en ese punto. 

Demostración Si / es diferenciable en el punto (jc 0 , yo), entonces, de la 
definición 12.4.2, se tiene 


f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - f{x 0 , y 0 ) 

= Dif(x 0 ,y 0 ) Ax + D 2 f(x Q ,y 0 )Ay + £, A* + € 2 Ay 

donde f i -t Oy -> 0 conforme (A*, Ay) —> (0, 0). Por tanto, 

f(x o + Ax,y 0 + Ay) 

= A*» >'o) + D l f(x 0 ,y 0 )Ax + D 2 f(x 0 ,y 0 )Ay + f, A* + £ 2 Ay 

Al tomar el límite en los dos miembros de la ecuación anterior conforme 
(A*, Ay) —> (0,0) se obtiene 


lím too + Ajc, yo + Ay) = f{x 0 ,y 0 ) 

\v\~+(O.Q\ 


(A*.Ay)—>(0,0) 


(i) 


Si se considera xq + A* = x y y 0 + Ay = y, entonces “( Ax , Ay) —> (0, 0)’ : 
equivale a que “(*, y) —> (xq, y 0 )”. Así, de (1), 

lím f(x, y) = f(x Q , y n ) 

<x.y)->(x 0 ,y 0 > 

lo cual demuestra que/es continua en (jc 0 , yo). ■ 


Se dijo que para una función / de una variable, la existencia de la de¬ 
rivada de/en un número implica la diferenciabilidad y, por tanto, continuidad 
en ese número. Sin embargo, como lo muestran los ejemplos siguientes, para 
una función de dos variables la existencia de las derivadas parciales en un 
punto no implica la diferenciabilidad en ese punto. 


► EJEMPLO V Dada 


xy 

f(x, y) = \ x 2 + y 2 
0 


si (x, y) * (0,0) 
si (jc, y) = (0; 0) 


demuestre que D\f( 0,0) y D 2 /(0, 0) existen y que, sin embargo, / no es 
diferenciable en (0, 0). 
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Solución 


Di/(O, 0) = lím fiX ' 0) ~ D 2 /(0, 0) = lím ^ y) — 

1 *-»0 x - 0 " >-*o y - 0 


lím 

x ->0 


0-0 


- lím 0 

' x ->0 
= 0 


= límO^O 

y—>0 y 

= lím 0 

y —> 0 

= o 


X 



1-2.6, 2.6] por [-2.6, 2.6] por [-0.5, 0.5] 


fU.y) 


xy 


si (x, y) * (0,0) 


Por tanto Di/(0, 0) y D 2 /(0, 0) existen. 

En el ejemplo 6 de la sección 12.2 se demostró que para esta función 

lím f(x, y) no existe; en consecuencia, f no es continua en (0,0). 

(x.y)-»(0,0r 

Como / no es continua en (0, 0), entonces, por el teorema 12.4.3, / no es 
diferenciable en (0, 0). 

En la figura 2 se muestra una porción de la gráfica de esta función. Las 
derivadas parciales en el origen existen aunque la función no es continua en 
el origen, esto se debe a que Di/(0, 0) y D 2 /(0, 0) dependen sólo del com¬ 
portamiento de f(x,y) a lo largo de los ejes x y y, mientras que la conti¬ 
nuidad de / en (0,0) depende del comportamiento de / en un disco abierto 
que tenga su centro en el origen. M 


si ( x,y ) = (0,0) 


Aunque la existencia de las derivadas parciales de una función de dos 
variables en un punto no garantiza la diferenciabilidad en ese punto, existen 
condiciones adicionales que se le piden a la función que proporcionan tal 
garantía. Estas condiciones se enuncian en el teorema siguiente, cuya de¬ 
mostración se presenta en el suplemento de esta sección. 


12.4.4 Teorema 


Sea / una función de x y y tal que DJ y D 2 f existen en un disco 
abierto B(Pq, r ), donde Pq es el punto (xp, y 0 ). Si D¡f y D 2 f son con¬ 
tinuas en Pq, entonces/es diferenciable en Pq. 

Este teorema es mucho más fácil de aplicar que la definición 12.4.2 para 
demostrar la diferenciabilidad de una función de dos variables. Por 
ejemplo, debido a que las derivadas parciales de cualquier función polino- 
mial son también funciones polinomiales, y como estas funciones son conti¬ 
nuas en cualquier punto de su dominio, el teorema 12.4.4 establece que las 
funciones polinomiales son diferenciables en cualquier punto de su dominio. 


W EJEMPLO 2 Utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que la 
función definida por 

f(x, y) = xe- y - y In x 

es diferenciable en su dominio. 

Solución El dominio de fes el conjunto de todos los puntos de R 2 para 
los cuales x > 0. Al calcular las derivadas parciales se obtiene 

D\f(x, y) = | 


D 2 f(x,y) = xey - lnx 
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Como D¡f y D 2 f son continuas en todos los puntos de R 2 para los cuales 
x > 0, entonces, por el teorema 12.4.4,/ es diferenciable en todos los puntos 
de su dominio. 4 

En el ejemplo 5 al final de esta sección, se muestra cómo el teorema 

12.4.4 puede aplicarse para probar que una función particular definida a 
trozos es diferenciable. 

Si una función satisface las hipótesis del teorema 12.4.4 en un punto, 
entonces se dice que es continuamente diferenciable en el punto. Aunque la 
diferenciabilidad continua en un punto es una condición suficiente para de¬ 
mostrar que una función es diferenciable en un punto, no es una condición 
necesaria. Esto es, es posible que una función sea diferenciable en un punto 
aunque sus derivadas parciales no sean continuas en ese punto. En los ejemplos 
42 a 45 se presentan ejemplos de este tipo de funciones. 

La ecuación de la definición 12.4.2 es 

A/(x 0 ,yo) = D x f(x 0 , y 0 ) Ax + D 2 f(x 0 . y 0 ) Ay + €\ Ax + € 2 Ay (2) 

La expresión formada por los dos primeros términos del miembro derecho 
de esta ecuación se denomina parte principal de A/(x 0 , y 0 ) o diferencial 
total de/en (xq, yo)- 


12.4.5 Definición de la diferencial total de una 
función de dos variables 


Si / es una función de las variables x y y, y si / es diferenciable en 
(x, y), entonces la diferencial total de /es la función df que tiene va- 
lores de función determinados por 

df(x,y, Ax, Ay) = D,J(x,y)Ax + D 2 f(x, y) Ay 

Observe que df es una función de las cuatro variables x, y, Ax y Ay. 
Si z = f(x, y), en ocasiones se emplea dz en lugar de df(x, y , Ax, Ay), y 
se escribe 

dz = D,/(x, y) Ax + D¡f(.x,y)Ay (3) 

Si en (3),/(x, y) = x, entonces z = x, Dj/(x, y) = 1 y D 2 f(x,y) = 0; 
de modo que (3) proporciona dz = Ax. Puesto que z = x, para esta fun¬ 
ción dx = Ax. De manera semejante, si se considera /(x, y) = y, 
entonces z = y,D\f{x,y) = 0 y D 2 f(x, y) = 1; por lo que de (3) se obtiene 
dz = Ay. Como z = y, entonces para esta función dy = Ay. En conse¬ 
cuencia, se definen las diferenciales de las variables independientes como 
dx = Ax y dy - Ay. Entonces (3) se puede expresar como 

dz = D|/(x, y) dx + D 2 f(x, y) dy (4) 

y en el punto (x 0 , y 0 ), 

dz = Dj(x Q ,y 0 )dx + D 2 f(x 0 , y 0 ) dy (5) 

’ En (2), sea Az = A f(xg, yo), dx = Ax, y dy = Ay. Entonces 

Az = D|/(x 0 , y 0 )dx + D 2 f(x 0 , y 0 ) dy + € x dx + € 2 dy 
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Al comparar esta ecuación y (5), se observa que cuando dx (es decir, 6.x) y 
dy (esto es, ¿ty) están cercanos a cero, y como f| y e 2 también estarán cerca 
de cero, entonces dz es una aproximación para Az. 

La ecuación (4) con la notación dz/dxy dz/dy se transforma en 

dz - ^dx + ^dy (6) 

dx dy 



r EJEMPLO 3 Un envase metálico cerrado tiene la forma de ci¬ 
lindro circular recto 6 pulg, de altura interior, de 2 pulg de radio interior y 
de 0.1 pulg de grosor. Si el costo del metal es de 40 centavos por pulgada 
cúbica, aproxime mediante diferenciales el costo total del metal empleado 
en la elaboración del envase. 


6 pulg 



FIGURA 3 


Solución La figura 3 muestra el envase. Si V pulgadas cúbicas es el 
volumen de un cilindro circular recto que tiene un radio de r pulgadas y una 
altura de h pulgadas, entonces 

V = nr 2 h 

El volumen exacto del metal empleado en el envase es la diferencia entre 
los volúmenes de dos cilindros circulares rectos para los cuales r = 2.1, 
h = 6.2 y r = 2 y h - 6, respectivamente. El incremento AV 7 proporciona 
el volumen exacto del metal, pero como únicamente se desea un valor apro¬ 
ximado, se calcula dV. De (6), 


dV 


dV , ¿V .. 

= Tr dr + Th dh 

= 2 Krh dr + nr 2 


dh 


Con r = 2, h = 6, dr = 0.1 y dh = 0.2, 
dV = 2tt(2)(6)(0.1) + n(2) 2 (0.2) 

= 3.2;r 


De este modo, AV = 3.2 n. por lo que el metal empleado en el envase es 
aproximadamente 3.2;r pulg 3 . Puesto que el costo del metal es de 40 centa¬ 
vos por pulgada cúbica, entonces el número aproximado de centavos del 
costo aproximado es 128 tt - 402. 

Conclusión: El costo aproximado del metal empleado en el envase es 
$4.02. ◄ 


Ahora se extenderán los conceptos de diferenciabilidad y de diferencial 
total para funciones de ti variables. 


12.4.6 Definición de incremento de una función de n 
variables 


Si / es una función de las n variables x t , x 2 , . . . , x„, y P es el pinito 
(X|,X 2 , . . . , x„), entonces el incremento de /en P está determina¬ 
do por 

4 f(P) /(Ti + Ax,,X 2 + Ax 2 . x n + Ax„) -/(?) 
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12.4.7 Definición de función diferenciable de n 
variables 


Si/es tina función de las n variables xj, x 2 , . . •, x m y el incremento de 
/en el punto P puede escribirse como 

A m = D x f(F) Ax, + D 2 f(P) Ax 2 + ... + DJ(P) Ax n + 

e 1 ÓAti + €2 Ax 2 + . . . + €„ Ax„ 

donde f | —» 0, e 2 -* 0. • • • > € n —■► 0. conforme 

(Ax t , Ax 2 , .... Ax„) -> (0,0.0), 

entonces se dice que /es diferenciable en P. 

De igual manera que con el teorema 12.4.4, se puede demostrar que las 
condiciones suficientes para que una función de n variables sea diferen¬ 
ciable en un punto P son que las derivadas parciales D t f, D 2 f . . . , D n f 
existan en una bola abierta B(P; r) y que sean continuas en P. Como en el 
caso de las funciones de dos variables, para las funciones de n variables 
la diferenciabilidad implica la continuidad. Sin embargo, la existencia de las 
derivadas parciales D\f. D 2 f . . . , D n f en un punto no implica la diferen¬ 
ciabilidad de la función en ese punto. 


12.4.8 Definición de la diferencial total de una 
función de n variables 


Si/ es una función de las n variables i|, x 2 . x„, y f es diferen¬ 

ciable en P, entonces la diferencial total de / es la función df que 
tiene valores de función determinados por 

df(P. Ax t , Ax 2 .AxJ 

= DJ(P) Ax, + D 2 f(P) Ax 2 + ... + D„f(P) Ax„ 


Si se considera w = f(x¡,x 2 , . . . ,x„), se definen dx\ = Ax¡, dx 2 = 
Ax 2 , . . . , dx n = Ax„, y además se usa la notación -- en lugar de D\f(P), 
se puede expresar la ecuación de la definición 12.4.8 como 


dw 


- d w j. . dw . 

- + ¿r 2 dX2 + - 


dw 

dx 


(7) 



► EJEMPLO 4 Las dimensiones de una caja son 10 cm, 12 cm y 
15 cm, con un posible error de 0.02 en cada medición, (a) Aproxime me¬ 
diante diferenciales el máximo error si el volumen de la caja se calcula a 
partir de estas medidas, (b) Aproxime también el error relativo. 

Solución La figura 4 muestra la caja. 

(a) Si V centímetros cúbicos es el volumen de la caja cuyas dimensiones 
son x,yyz centímetros, entonces su volumen es 


FIGURA 4 


V = xyz 
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El valor exacto del error se de AV; sin embargo, se empleará dV como 
una aproximación de A V. De (7), para tres variables independientes 


dV 




= yzdx + xz dy + xy dz 

De la información dada | Ax | < 0.02, | Ay | < 0.02 y | Az | < 0.02. 
Para determinar el máximo error del volumen se consideran los errores 
máximos de las tres mediciones. Por lo que tomando dx = 0.02, 
dy = 0.02 , dz = 0.02, x = 10, y = 12 y z = 15, se obtiene 


dV = (12)( 15X0.02) + (10)(15)(0.02) + (10)(12)(0.02) 
= 9 


Así, AV = 9. 


Conclusión: El mayor error posible al calcular el volumen de la caja 
a partir de las medidas dadas es aproximadamente 9 cm 3 . 

(b) El error relativo se obtiene al dividir el error entre el valor real. Por tanto, 
el error relativo al calcular el volumen de la caja a partir de las medi¬ 
ciones dadas es AV/V = dV/V. Como dV/V = 9/1800, entonces 

^ = 0.005 

Conclusión: El error aproximado en porcentaje es de 0.5%. ^ 


► EJEMPLO 5 Dada 

f y2 , si (x, y) * (0,0) 
x ¿ + y ¿ 

0 si (x, y) = (0, 0) 

utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que/es diferenciable en (0, 0). 

Solución Para calcular D x f, se considerarán dos casos: (x, y) - (0, 0) 
y (x, y) * (0, 0). Si (x, y) = (0, 0), entonces 


fe, y) = 


D x m o) 


lim /(X, 0) - /(0, 0) 
jt->o x - 0 


— lím 
*->0 


0-0 

x 


= 0 


Si (x, y) * (0,0), entonces /(x, y) = x 2 y 2 /(x 2 + y 2 ). A fin de calcular 
D\f(x, y) se utiliza el teorema para la derivada ordinaria de un cociente y se 
considera y como constante. 


D x f(x,y) = 


2 xy 2 (x 2 + y 2 ) - 2x(x 2 y 2 ) 
(x 2 + y 2 ) 2 _ 


2xy 4 

(x 2 + y 2 ) 2 
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, y , si (x. y) * (0,0) 
y + y 

|0 si (*, y) = (0,0) 


\-2 


m 


Por tanto, la función D\f está definida por 
! 2xy 4 

D\f(x, y) = (*2 +' y 2)2 81 (*• y) * (0- 0) 

10 si (jc, y) = (0, 0) 

De la misma forma se obtiene la función D 2 f definida por 

o 2 /(^)= I(ÍW « (^y) ^ (°.0) 

[ 0 si (x, y) = (0, 0) 

Tanto D|/como D 2 f existen en todo disco abierto que tenga su centro 
en el origen. Queda por demostrar que D x f y D 2 f son continuas en (0, 0). 
Como D[/(0, 0) = 0, entonces D t f será continua en (0, 0) si 

lím D,f(x, y) = 0 

Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

2xy 4 


si 0 < Jx 2 + y 2 < 8 entonces 


(x 2 + y 2 ) 2 


< e 


( 8 ) 


.y ~2 


1-3,3] por [-3, 3] por [-2, 2] 


2*y 4 


2|*|y 4 

(x 2 + y 2 ) 2 


(x 2 + y 2 ) 2 


2yjc 2 + y 2 (/* 2 + y 2 ) 4 


(x ¿ + y 1 ) 


2)2 


D,f(x. y) = 


2*y 4 


si (x, y) * (0,0) 

(x- + y-r 

0 si (jt,y) = (0,0) 

FIGURA 6 


= 2 V* 2 + y 2 

De modo que una elección adecuada para 8 es 28 = €, esto es, 8 = ^ e. 
Con esta 5 se tiene el argumento siguiente: 

0 < jx 2 + y 2 <8 y 8 = € 



2^x 2 + y 2 < 2(1 O 
2^x 2 + y 2 (^jx 2 + y 2 ) 4 


(x 2 + y 2 ) 2 

2|*ly 4 


(x 2 + y 2 ) 2 


"T \ -2 2 _ 

2xy 4 

-(" 'O \ 

i " 

n i. 1 l 

(x 2 + y 2 ) 2 


< € 


< e 


< e 


[-3, 3] por [-3. 3] por (-2, 2] 
2at 4 >' 


D 2 ñx,y) 


— r si (x, y) * (0,0) 

(jc 2 + y ) es diferenciable en (0, 0). 

0 si (x, y) = (0,0) 

FIGURA 7 


es continua en (0, 0). En la misma forma puede probarse que D 2 f es 
continua en (0, 0). Por lo que se concluye, por el teorema 12.4.4, que / 


Las figuras 5, 6 y 7 muestran gráficas generadas en computadora de f 
D\f y D 2 f, las cuales apoyan los resultados de este ejemplo. ^ 
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EJERCICIOS 12.4 


1. Si/U, y) = 3x 2 + 2xy - y 2 , calcule: 

(a) A/( 1,4), el incremento de/en (1, 4); (b) A/( 1,4) cuan¬ 
do Ax = 0.03 y Ay = -0.02; (c) df( 1, 4, Ax, Ay), la 
diferencial total de/en (1, 4); (d) df( 1, 4,0.03, -0.02). 

2. Si/U, y) = 2.x 1 + 5 xy + 4y 2 , calcule: 

(a) A/(2, -1), el incremento de / en (2, -1); (b) A/(2, -1) 
cuando Aj: = -0.01 y Ay = 0.02; (c) df{ 2. -1, Ax, Ay), 
la diferencia total de/en ( 2 , - 1 ); (d) df(2, - 1 , - 0 . 01 , 0 . 02 ). 

3. Si g(x, y) = xye xy , calcule: 

(a) Ag(2, -4), el incremento de g en (2, -4); (b) Ag(2, -4) 
cuando Ax = -0.1 y Ay = 0.2; (c) dg( 2, -4, Ax, Ay), 
la diferencial total de g en (2, -4); (d) dg( 2, -4, -0.1,0.2). 

4. Si/i(x, y) = U + y)/U - y), calcule: 

(a) AA(3, 0), el incremento de h en (3, 0); (b) A/i(3, 0) 
cuando Aje = 0.04 y Ay = 0.03; (c) dh(3, 0, Ax, Ay), 
la diferencial total de h en (3, 0); (d) dh(3, 0, 0.04,0.03). 

5. Si F(x, y, z) = xy + ln(yz), calcule: 

(a) AF(4, 1, 5), el incremento de F en (4, I, 5); 

(b) AF(4, 1, 5) cuando Ax = 0.02. Ay = 0.04, y 
Az - -0.03; (c) dF( 4, I, 5, Aj:, Ay, Az), la diferencial 
total de F en (4, 1, 5); (d) dF( 4, 1, 5, 0.02,0.04, -0.03). 

6 . Si G(x, y, z) = x 2 y + 2 xyz - z \ calcule: 

(a) AG(-3, 0, 2) el incremento de G en (-3, 0, 2); 

(b) AG(-3, 0, 2) cuando A-t = 0.01, Ay = 0.03 y Az = 
-0.01; (c) dG(- 3, 0, 2, Ax, Ay, Az), la diferencial total 
de G en (-3,0. 2); (d) dG(-3, 0,2,0.01,0.03, -0.01). 

En los ejerciciop 7 a 14, calcule la diferencial total dw. 

7. w = 4x 3 - xy 1 + 3y - 7 

8 . w = y tan y 2 - 2 xy 

9. w = xcosy - ysenx 10. w = xe 2y + e~ y 

11 . w = InU 2 + y 2 + z 2 ) 12. w = —^— 

2 x + y + z 

13. w = xtan -1 z - — 14. w = e yi - cosxz 

z 

En los ejercicios 15 a 18, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de su dominio realizando lo siguiente: 
(a) calcule A/(xq, y 0 ); (b) determine y € 2 de modo que 
se cumpla la ecuación (2); (c) demuestre que las € \ y € 2 
determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(A„ A y ) (0, 0). 

15. f(x,y ) = x 2 y - 2j:y 16. f(x,y) = 2x 2 + 3y 2 

17. /U, y) = — 18, f(x, y) = l 

y x . 

En los ejercicios 19 a 26, utilice el teorema 12.4.4 para de¬ 
mostrar que la función es diferenciable en todos los puntos de 
'su dominio. 


19. g(x, y) = 2x 4 - 3x 2 y 2 


20 . /U, y) = 


■ 4y 


8y 


21. /U, y) = 3 ln xy + 5 sen x 

22 . /U, y) = sen = 


™ - + eos - 


23. h(x, y) = tan-‘(x + y) + —i— 

x - y 

24. g(x, y) = y ln x - - 

y 

25. /U,y) = ye ix - xe~ iy 

26. /U, y) = e 2x sen y + e~ 2x eos y 


27. Sea f(x, y) 


x + y - 2 si jc == 1 o y=l 

2 si jt * 1 y y # 1 


Demuestre que D[/(l, 1) y D 2 /( 1, 1) existen y que/no es 
diferenciable en (1, 1). 


28. 


Sea/U, >’) = 


3x 2 y 

■ x 2 + y 2 
0 


si u, y) ^ (0,0) 
si u,y) = (0,0) 


Demuestre que D,/(0,0) y D 2 /(0,0) existen y que D¡f y 
Dif no son continuas en (0,0). 

£n los ejercicios 29 y 30, demuestre que D¡f( 0,0) y 
D 2 /(0,0) existen y que f no es diferenciable en (0,0). 


29. f(x,y) 


Si u, y) * (0,0) 

x + y’ 

0 si U,y) = (0,0) 


xy 2 

30. /U.y) -■ x 2 + y A 

[0 


si u.y) ^ (0,0) 
si u.y) = (0,0) 


En los ejercicios 31 y 32, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de R? haciendo lo siguiente: (a) calcule 
A f(x q, y 0 , z 0 ); (b) determine € ¡, F, v tales que se cumpla 
la ecuación de la definición 12.4.7; (c) demuestre que las € 

€2 y € 3 determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(Ax, Ay. Az) se aproxima a (0, 0,0). 

31. /U, y, z) = xy - x z + z 2 

32. /U, y, z) = 2* 2 z - 3yz 2 


En los ejercicios 33 y 34, demuestre que D¡f( 0, 0. 0), 
D 2 f( 0, 0. 0) y D 3 /(0, 0, 0) existen y que f no es diferenciable 
en (0, 0, 0). 


33. f(x,y,z) 


T~ X V -T si U, y, z) ^ (0,0.0) • 

x + y + z 4 

o si u.y,z) = (0,0,0) 


3yz 

34. /u, y, z) = X 4 + y 2 + z 2 

o 


si u, y, z) ^ (0, o, 0) 
si U.y,z) = (0,0,0) 


35. Un contenedor tiene la forma de un sólido rectangular y 
tiene una longitud interior de 8 m, un ancho interior de 
5 m, una altura interior de 4 m y un espesor de 4 cm. Em- 





12.5 REGLA PE LA CADENA PARA FUNCIONES PE MÁS DE UNA VARIABLE 965 


pleé la diferencial total para aproximar la cantidad de 
material necesario para construir el contenedor. 


4 cm 



36. Utilice la diferencial total para calcular aproximadamente 
el mayor error al determinar el área de un triángulo rec¬ 
tángulo a partir de las longitudes de los catetos si ellos 
miden 6 cm y 8 cm, respectivamente, con un error posible de 
0.1 cm para cada medición. También obtenga aproxima¬ 
damente el error relativo. 

37. Determine aproximadamente, ütilizando la diferencial 
total, el mayor error al calcular la longitud de la hipote¬ 
nusa del triángulo rectángulo del ejercicio 36 a partir de 
las mediciones dadas. También obtenga aproximada¬ 
mente el error relativo. 

38. Si la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de la sección 12.3) 
se emplea para calcular P cuando se proporcionan T y V, 
pero existe un error de 0.3% en la medición de T y 
un error de 0.8% en la medición de V. calcule aproxima¬ 
damente el mayor error relativo al calcular P. 

. 39. La gravedad específica s de un objeto está determinada 
por la fórmula 


s = 



donde A libras es el peso del objeto en el aire y W libras es 
el peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el 
aire es de 20 Ib con un error posible de 0.01 Ib y su peso 
en el agua es de 12 Ib, con un error posible de 0.02 Ib, 
calcule aproximadamente el mayor error posible al de¬ 
terminar s a partir de estas medidas. También calcule el 
mayor error relativo posible. 

40. Se elabora una caja sin tapa de un trozo de madera de | 
pulg de espesor. La longitud interior será de 6 pie, el ancho 


interior será de 3 pie, la profundidad interior será de 4 pje. 
Utilice la diferencial total para calcular la cantidad aproxi¬ 
mada de madera que se empleará en la caja. 

41. Una compañía tiene un contrato para la elaboración de 
10 000 cajas de madera cerradas cuyas dimensiones serán 
de 3 m, 4 m y 5 m. El costo de la madera que se empleará 
es de $3 por metro cuadrado. Si las máquinas que se em¬ 
plearán para cortar las piezas de madera tienen un error 
posible de 0.5 cm en cada dimensión, calcule aproxima¬ 
damente, utilizando la diferencial total, el mayor error po¬ 
sible en la estimación del costo de la madera. 


En los ejercicios 42 a 45, demuestre que la función puede ser 
diferenciable en un punto aunque no sea continuamente di- 
ferencible en ese punto. En consecuencia, las condiciones del 
teorema 12.4.4 son suficientes pero no necesarias. La función 
f de este ejercicio está definida por. 


(x 2 + y 2 ) sen 1 si (x, y) * (0, 0) 

/(x.y) = Vx 2 + y 2 

[o si (x,y) = ( 0 , 0 ) 

42. Determine A/(0, 0). 

43. Calcule Di/(x, y) y D 2 /(x, y). 

44. Demuestre que / es diferenciable en (0, 0) utilizando la 
definición 12.4.2 y el resultado de los ejercicios 42 y 43. 

45. Demuestre que D,/ y D 2 f no son continuas en (0, 0). 

46. Sea 


/(x, y) = 


I xy(x 2 - y 2 ) 
j x 2 + y 2 

[o 


si (x, y) rt (0, 0) 
si (x, y) = (0,0) 


La gráfica de esta función se muestra en la figura 4 de la 
sección 12.3. Demuestre que fes diferenciable en (0,0) 
empleando el teorema 12.4.4. 


47‘. Sea 

/(x, y, z) 


, y -y si (x, y, z) * (0,0,0) 

x L + y 1 + z ¿ 

0 si (x, y, z) = (0,0,0) 


Demuestre que fes diferenciable en (0,0,0). 


12.5 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES 
DE MÁS DE UNA VARIABLE 


Recuerde que con la notación de Leibniz la regla de la cadena para una fun- 

dy- 


du 


ción de una variable se expresa como sigue: Si y es una función de u y 
existe, y si u es una función de x y ^ existe, entonces y es una función de x 

dy 

y existe y está determinada por 


dy _ dy du 
dx du dx 





966 CAPÍTULO 12 CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 


Ahora se considerará la regla de la cadena para una función de dos variables, 
donde cada una de estas variables es también una función de dos variables. 


12.5.1 Teorema La regla de la cadena 


Si u es una función diferenciare de a: y y, definida por u = f(x, y), 
donde x y s), y y existen, en¬ 

tonces u es una función de r y r. y además 

du _ du dx + du dy 
dr dx dr dy dr 

du _ du dx | du dy 
ds dx ds dy ds 



FIGURA 1 


La demostración de este teorema se deja para el final de la sección, de 
modo que primero se verán algunos ejemplos y ejemplos ilustrativos con el 
fin de que se familiarice con el enunciado de la regla de la cadena. 

La regla de la cadena para funciones de una variable se recuerda fácil¬ 
mente al considerar una derivada ordinaria como el cociente de dos diferen¬ 
ciales, pero no se tiene una interpretación similar para derivadas parciales. 
Sin embargo, un recurso nemotécnico conveniente para recordar la regla de la 
cadena consiste en un diagrama de árbol con ramas que parten de una variable 
a otra, como se muestra en la figura 1. Puesto que u es una función de x 
y y, coloque u en la cima del árbol y dibuje ramas para xy y. Después, como 
x es una función de r y s, dibuje ramas desde x hacia r y s. De manera seme¬ 
jante, dibuje ramas a partir de y hacia r y s. Observe que cada variable 
depende de las variables que se encuentran debajo de ella. A lo largo de estas 
ramas escriba la derivada parcial que corresponde a las variables específicas. 

Con el fin de obtener la ecuación para dujdr, se consideran los caminos a 
lo largo de las ramas de u a r. Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un 
par de ramas. Sume los productos de las derivadas parciales asociadas con las 
ramas de cada camino, de modo que 


du _ du dx du dy 
dr dx dr dy dr 

la cual es la primera ecuación del teorema 12.5.1. La segunda ecuación del 
teorema puede obtenerse’en la misma forma considerando los dos caminos a 
lo largo de las ramas de u a s. 


► EJEMPLO I Sean 


u = x 2 + y 3 x = re s y = re 1 

Aplique la regla de la cadena para calcular ^ y ^ 

dr ds 

Solución 


du du dx ^ du dy ; 

dr dx dr dy dr 

= 2x(e s ) + 3y 2 (e' s ) 

= 2 (re s )(e s ) + 3 (re~ s ) 2 (e~ s ) 
= 2 re 2s + 3 r 2 e~ 2s 


du _ du dx | du dy 
ds dx ds dy ds 
' = 2 x(re s ) + 3y z (-re~ s ) 

= 2 (re s )(re s ) + 3 (re- s ) 2 (-re~ s ) 
= lr 2 e 2s - 3r 3 e~ 3s ◄ 
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Un problema particular de notación surge cuando se considera u como 
una función de x y y, y después como función de r y s. Si u = f(x, y), 
x = F(r, s) y y = G(r, s), entonces u = f(F(r, s), G(r, .s). Observe que 
u f(r, s). 


- EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


En el ejemplo : 


f(*,y) 


= x 2 + y 3 


x = F(r,s ) 
- 


y = G(r,s) 
= re" s 


De modo que. 


u = f(F(r, s), G(r, s)) 



f(r, s) = r 2 + j 3 

[o^ c 






.^e^mostrar la ap licación de la regla de la 
caden^Se^pudieron haber obtenido las derivaphs parciales de manera más 
simple aT~snstiftHf l a r. a xprooioncs para x y yen la expresión para u antes de 
haber diferenciado, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo 1, como se 

mostró en el ejemplo ilustrativo 1, u = r 2 e 2s + r 3 e~ 3s . Al calcular las de¬ 
rivadas parciales de esta expresión se tiene 


du 

dr 


= Iré 2 * + 3 r 2 e~ 3s 


du 

ds 


r 2 (2e 2s ) + r 3 (-3e~ 3s ) 


= lr 2 e 2s - 3 r 3 e~ 3s 


lo cual es acorde con los resultados del ejemplo 1. 



◄ 


Ahora suponga que u es una función diferenciable de las variables x y y, 
y que también x y y son funciones diferenciabas de la variable t. Entonces 
u también es una función de la variable t. En consecuencia, la fórmula dé la regla 
de la cadena, con derivadas ordinarias en lugar de derivadas parciales, se trans¬ 
forma en 


du _ du dx du dy 
dt dx di dy dt 

La derivada ordinaria du/dt dada por esta fórmula se denomina derivada 
total de u con respecto a t. 


► EJEMPLO 2 Sean 

y = 2 wz + z 2 w = e x z = eos* 
dy 

Calcule la derivada total -f aplicando la regla de la cadena. 
dx 




968 CAPÍTULO 12 CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 



Solución De la regla de la cadena, empleando el diagrama de árbol de 
la figura 2, se obtiene 

dy _ dy dw | dy dz 
dx dw dx dz dx 

= 2 z(e x ) + (2w + 2z)(-sen x) 

= 2(cos x)(e x ) + (2e x + 2 eos .x)(-sen x) 

= 2e x eos x - 2e x sen x - 2 sen x eos x A 


x En el enunciado del teorema 12.5.1, u es la variable dependiente, ry s son 

FIGURA 2 las variables independientes, y x y y reciben el nombre de variables inter¬ 

medias. A continuación se extenderá la regla de la cadena a n variables 
intermedias y m variables independientes. 


12.5.2 Teorema La regla de la cadena general 


Suponga que u es una función diferenciable de las n variables X|, 
x 2 , • • ■. y que cada una de estas variables es a su vez una función de 
las m variables y x ,y 2 , . . . , y m . Suponga además que cada una de las 


dx- 

derivadas parciales = 1, 2.n; j = 1, 2, 

dy¡ 

Entonces u es una función de yj, y 2 ,.. ■, y m , y 


m) existe. 


du _ du_ du dx 2 du dx„ 

dy t dx l <?y, dx 2 dy x dx„ dy, 

du _ du_ dx\_ du dx 2 + du dx„ 

dy¿ dx, <?>2 *2 ¿Vi ¿ x n ¿Ti 


du _ du_ d*\ du_ dx 2 + du_ dx„ 

dy m dx, dy m dx 2 dy m dx„ dy„ 


La demostración de este teorema es una extensión de la demostración 
del teorema 12.5.1. 

Observe que en la regla de la cadena general existen tantos términos 
en el miembro derecho de cada ecuación como el número de variables 
intermedias. 

Si u es una función diferenciable de las n variables x,, x 2 , ■ ■ ■ , x„ y 
cada x¡ es una función de la variable t, entonces u es una función de í y la de¬ 
rivada total de u con respecto a t está determinada por 

du _ du^ d*i du dx 2 du dx n 

dt dx | dt dx 2 dt dx n dt 


► EJEMPLO 3 Sean 

u = x 1 + yz x = rsení y ~= rcosí z = rsen 2 í 
Calcule ^ y ^ aplicando la regla de la cadena. 
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ir I r t 


FIGURA 3 


Solución De la regla de la cadena, empleando el diagrama de árbol de 
la figura 3, se tiene 

du _ du dx du dy du dz 

dr dx dr dy dr dz dr 

= 2.r(sen t ) + z(cos t) + y(sen 2 i) 

= 2{r sen t) + (sen t) + (r sen 2 r)(cos t) + (r eos í)(sen 2 t) 

= 2 r sen 2 / + r sen 2 t eos t + r sen 2 / eos t 
= 2r sen 2 t + 2r sen 2 t eos t 
= 2r sen 2 /( I + eos f) 

du _ du dx du dy du dz 

dt dx dt dy dt dz dt 

= 2x(r eos t) + z(-r sen t) + y(2r sen t eos t ) 

= 2(r sen t)(r eos t) + ( r sen 2 t)(~r sen t) + (r eos t)(2r sen t eos t) 
- 2r 1 sen t eos t - r 2 sen 3 t + 2r 2 sen t eos 2 t 


= r 2 sen / (2 eos t + 2 eos 2 t - sen 2 t) 


◄ 



x y 

FIGURA 4 


► EJEMPLO 4 Si / es una función diferenciable y a y b son 
constantes, demuestre que z = /(^ hx 1 - ¡ay 3 ) satisface la ecuación dife¬ 
rencial parcial 

ay 2 ^ + bx^ = 0 
dx dy 

Solución Sea u = ’ bx 2 - \ay 3 . Se desea probar que z = f(u) satis¬ 
face la ecuación dada. De la regla de la cadena, utilizando el diagrama de 
árbol de la figura 4, se obtiene 


dz _ dz du 
dx du dx 

= fXuXbx) 


dz _ dz du 
dy du dy 
= f'm-ay 2 ) 


Por tanto. 


ay 2 ^ + = ay 2 [f\u)(bx)] + bx[f'(u)(-ay 2 )] 


lo cual es lo que se deseaba demostrar. 


En el ejemplo siguiente se emplea la regla de la'cadena en una aplicación 
que trata sobre tasas relacionadas. 


W EJEMPLO 5 Utilice la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de 
la sección 12.3) con k = 0.8 para obtener la tasa a la que la temperatura varía 
en el instante en que el volumen del gas es de 15 litros y el gas está bajo 
una presión de 12 atm si el volumen se incrementa a la tasa de 0.1 litro/min y 
la presión disminuye a la tasa de 0.2 atm/min. 

Solución Sean t minutos el tiempo que han transcurrido desde que el 
volumen del gas comenzó a incrementarse. Sean T grados Kelvin la temperatura, 
P atmósferas la presión y V litros el volumen a los t minutos. De la ley del gas 
ideal. 
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PV = 0.8 T 
T = 1.25 PV 


En el instante dado, P = 12, V = 15, c ~~ = -0.2, y — = 0.1. Al aplicar 
la regla de la cadena se obtiene 1 ^ 

dT = dTdP dTdV 
dt dP dt dV dt 

= 1.25 V^j- + 1.25P^p 
dt dt 

= 1.25(15)(-0.2)+ 1.25(12)(0.1) 

= -2.25 

Conclusión: La temperatura disminuye a la tasa de 2.25°K/min en el instante 
indicado. ^ 

Ahora se aplicará la regla de la cadena para demostrar un teorema que 
proporciona una fórmula para calcular la derivada de una función definida 
implícitamente. 


12.5.3 Teorema 


Si/es una función diferenciable de la variable x tal que y = f(x) y f 
está definida implícitamente por la ecuación F(x, y) /= 0, y si F es 
diferenciable y F y (x, y) * 0, entonces 
dy _ F x {x, y) 
dx F y {x,y) 


Demostración Sea 

w = F(x, y) donde y = f(x) 
De la regla de la cadena, 

f = * r.MÍ 


( 1 ) 


Debido a que w = F(x,f(xj) para toda x del dominio de/y por hipótesis 
F(x,f(x)) = 0, entonces dwjdx = 0. Además, dxjdx = 1. Por tanto, de (1) 

0 = F x (x, y)(l) + F y (x,y) g 

Puesto que F y (x, y) & 0, al resolver esta ecuación para dyjdx se obtiene 
dy = F x (x, y) 

dx F y {x, y) m 


► EJEMPLO 6 Calcule dy¡dx si 
x eos y + y eos x - 1 = 0 

Solución Sea F(x, y) = x eos y + y eos x - 1. Entonces 
F/x, y) = eos y - y sen x F y (x, y) = -x sen y + eos x 






12.S REGLA PE LA CADENA PARA FUNCIONES DE MÁS PE UNA VARIABLE 971 


Del teorema 12.5,3, 

dy_ _ eos y - y sen x 
dx -x sen y + eos x 

_ _ y sen x - eos y ^ 

eos x - x sen y 

Compare la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la sección 
2.9, donde se obtuvo la misma expresión para dyjdx mediante diferencia¬ 
ción implícita. 

Ahora considere una ecuación en las tres variables x, y y z, y suponga que 
la ecuación define implícitamente a z como una o más funciones diferenciables 
de a: y y. Por medio del teorema siguiente, análogo al teorema 12.5.3, se pueden 
calcular dzjdx y dz/dy sin resolver la ecuación para z. 


12.5.4 Teorema 


Si / es una función diferenciable de x y y tal que z = f(x, y) y / está 
definida implícitamente por la ecuación F(x , y, z) = 0, y si F es dife¬ 
renciable y F z (x, y, z) * 0, entonces 

dz_ = - F *( x ' y> z ) y dz^ _ F y (x, y, z) 
dx F z (x, y,z) dy F z (x, y, z) 


Demostración Sea 


w = F(x,y,z ) donde z = f(x,y) 


De la regla de la cadena, 


dw 

dx 


= F x (x,y,z+ Fy(x, y, z) 


d v 
dx 


+ F z (x,y,z) |í 


( 2 ) 


Debido a que w = F(x, y,f(x, y)) para todos los puntos (jc, y) del dominio de 
/, y por hipótesis F(x, y,/(x, y)J = 0, entonces dwjdx = 0. Como y es 
constante cuando se calcula la derivada parcial con respecto a x, entonces 
dyjdx = 0. Además, dxjdx = 1. Por tanto, de (2), 

0 = F x (x, y, ¿)(1) + F y (x, y, z)(0) + F,(x, y, z) ^ 

dx 

Puesto que F z (x, y, 2) ^ 0, al resolver esta ecuación para dzjdx se obtiene 

dz _ F x (x, y, z) 
dx F z (x, y, z) 

La fórmula para dz/dy se obtiene en la misma forma al calcular dwjdy me¬ 
diante la regla de la cadena. B 


^ EJEMPLO 7 Calcule dz/x y dz/y si 
4 z 3 + 3 xzr - xyz - Ixrf- + 7 =¿ 0 

Solución Sea F{x,y,z) = 4z 3 + 3,« 2 - xyz ~ 2xy 2 + 7 = 0. En¬ 
tonces 

F x (x, y, z) = 3z 2 - yz - 2 y 2 
F,(x,y,z ) = 12 z 2 + 6 xz - xy 


F y (x, y, z) = -xz ~ 4xy 
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Del teorema 12.5.4, 

dz = 3z 2 - yz - 2 y dz = ~xz - 4 xy ^ 

dx 12 z 2 + 6 xz ~ xy dy 12 z 2 + 6 xz - xy 

Se concluye esta sección con la demostración de la regla de la cadena 
enunciada en el teorema 12.5.1. 


Demostración del teorema 12.5.1 Se probará el teorema para 
du/dr. La demostración para du/ds es similar. 

Si se mantiene s fija y r varía por una cantidad A r, entonces x varía por una 
cantidad Axy y varía por una cantidad Ay. De este modo, 

A x = F(r + A r, s ) - F(r, s ) (3) 

y 

Ay = G(r + A r, s) - G(r, s) (4) 

Como /es diferenciable, entonces 


Af(x, y) = DJ(x,y)Ax + D 2 f(x,y)Ay + € x Ax + € 2 Ay (5) 


donde £\ y £ 2 tienden a cero conforme (Ax, Ay) se aproxima a (0, 0). Ade¬ 
más, se requiere que €j = 0 y e 2 = 0 cuando (Ax, Ay) = (0, 0). Se pide 
este requisito a fin de que f | y £ 2 , los cuales son funciones de Ax y Ay, sean 
continuas en ( Ax , Ay) = (0, 0). 


du 

dy 


r)u 

Si en (5) se sustituyen A f(x, y) por A u, D\f(x, y) por xJ± y D 2 f(x, y) por 

. ax 

y si se dividen los dos miembros entre Ar(Ar =£ 0), se obtiene 


Am _ du_ Ax_ du_ Ay Ax Ay 

A r dx A r dy A r 1 A r 2 A r 


Al tomar el límite en ambos miembros de la ecuación anterior cuando A r tiende 
a cero se tiene 


,, A u 
lim -— 
Ar^O Ar 


dli ,r \x 

~=T ~T~ 

c/x Ar-i 0 Ar 


+ 


lím + ( lím 
dy Ar^o Ar Ar->o 


fi) lím 

Ar-t0 Ar 


+ ( lím € 2 ) líin 

Ar—>0 Ar—>0 A r 


(6) 


Puesto que u es una función de x y y, y tanto x como y son funciones de r y 
entonces u es una función de r y .v. Como i se mantuvo fija y r varía por una 
cantidad A r, resulta 


A u 
lim —- 

Ar-»0 A r 


Así mismo. 


lím u(r + Ar, s) - u(r, s ) 
Ar—>0 A r 

du 

dr 


,, Ax 
lnn —— 
Ar—>0 A r 


dx 

dr 


y Ay 
lim —= 

Ar—>0 A r 


dy 

dr 


(7) 

( 8 ) 


Debido a que —■ y existen, F y G son continuas con respecto a la 
c/r dr 

variable r. (Nota: la existencia de las derivadas parciales de una función no 
implican la continuidad con respecto a todas las variables simultáneamente, 
como se dijo en la sección anterior, pero con funciones de una sola variable sí 
implica la continuidad con respecto a cada una de las variables por separado.) 
En consecuencia, de (3), 



lím Ax = lím \F(r + Ar, s ) - F(r, a)1 

Ar->0 Ar—>0 L v > /J 

= F(r, a) - F(r, s ) 

= 0 

y de (4). 

lím Ay = lím [G(r + Ar, s) - G(r, a)1 

Ar->0 Ar->0 V > /J 

= G(r, a) - G(r, a) 

= 0 

Por tanto, conforme Ar tiende a cero, Ax y Ay también tienden a cero, y como 
f i y €2 se aproximan a cero cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0), se puede con¬ 
cluir que 

lím ?! = 0 y lím €-> = 0 (9) 

Ahora bien, es posible que para ciertos valores de Ar, Ax = 0 y Ay = 0. 
Como en tal caso se pidió que ?, = 0 y e 2 = 0, los límites de (9) también 
son cero. Al sustituir de (7), (8) y (9) en (6) se obtiene 

du _ du_ dx_ | du dv 
dr dx dr dy dr 

lo cual es lo que se deseaba demostrar. m 


EJERCICIOS 12.5 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada parcial indicada por 
medio de dos métodos: (a) utilice la regla de la cadena; (b) realice 
las sustituciones para x y y antes de derivar. 

1. u = x 2 - y 2 ; x = 3r - j; y = r + 2j: —; — 

dr ds 

2. u = 3x - 4y 2 ; x = 5 pq; v = 3p 2 - 2 q; -; ^í 

dp dq 

3. u = 3X 2 + xy - 7y 2 + 3x - y; x = 2r - 3a; 

_ , ,. du . du 


4. u = x 2 + y 2 ; x = cosh r eos í; y = senh r sen í; —; — 

dr dt 


9. u = sen *(3x + y);x = r 2 e x ;y = sen rj; —; — 

dr ds 

10. u = sen(xv); x = 2 ze'\ y = í 2 e _z ; ^ 

dt dz 

11. u = cosh ^:x = 3r 2 j; y = 6se r ; —; — 

x ' dt ds 

12. u = xe~ y ;x - tan _l (rAf);y = ln(3ri + 5aí); —; —; — 

<?r <9s dt 

13. u = x 2 + v 2 + z 2 ; x = r sen <í> cós 0; y = r sen </> sen 0; 

z = reos 4.; Í1L- du 
dr d<t> d0 


14. u = x 2 yz ;. 


5. u = e y l x ; x = 2r eos í; y = 4r s 


du . du 


”.y _ re s - z — re '■ du . du 
s <?r ’ <9s 


6 . V = itx 2 y,x = eos z sen r; y = zV; — 

0 z <9í 


£n /oa ejercicios 7 a 14, obtenga la derivada parcial indicada 
utilizando la regla de la cadena. 

7. u = x 2 + xy;x = r 2 + a 2 ; y = 3r - 2 a; —; — 

dr ds 

8. u = xy + xz + yz; x = rs; y = r 2 - a 2 ; 

z = (r- a) 2 ; *«; *í 
(7r 


£h /oa ejercicios 15 a 18, determine la derivada total — me¬ 
dí 

diante dos métodos: (a) emplee la regla de la cadena; (b) efectúe 
las sustituciones para x, y y z antes de derivar. 

15. u = ye x + xe y \ x = eos f; y = sen t 

16. « = ln xy + y 2 ; x = e 1 : y = e~ : 

17. u = ^/x 2 + y 2 + z 2 ; x = tan t; y = eos t; z = sen í; 

0 < t < l-ii 
2 

18. u = 1 + e ; x = 3 sen t ; y = ln t 

y - e< 
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En los ejercicios 19 a 22, calcule la derivada total ~ por medio 


de la regla de la cadena; no exprese u como una función de t 
antes de derivar. 



20. u = xy +• xz +* yz\ x - t eos t\ y = t sen r; z = t 

21. u = ; x — ln t\y — ln - 

y +■ t t 

22. u = \n(x 2 + y 2 + í 2 ); x = / sen t\ y = eos t 

dy 

En los ejercicios 23 a 26, obtenga -f- mediante el teorema 

dx 

J 2.5.3. Compare la solución con la del ejercicio indicado de la 
sección 2.9. 

23. x 3 + y 3 - 8xy; ejercicio 19. 

24. 2x 3 y + 3j ry 3 = 5; ejercicio 24. 

25. Jtsen>> + .y eos* = 1; ejercicio 31. 

26. cos(* + y) = y sen *; ejercicio 32. 


En los ejercicios 27 a 30, suponga que la ecuación define z como 

una función diferenciable de x y y. Calcule ~ y - mediante 
> dx dy 


dos métodos: (a) Use el teorema ¡2.5.4; (b) derive implícita¬ 
mente. 


27. Ix 2 t- v 2 + z 2 ~ 3xy + 4xz - 15 = 0 

28. z = (_t 2 + y 2 ) sen xz 

29. ye** 2 eos 3 xz = 5 

. 30. ze yz + 2xe* 2 - 4e xy = 3 

31. Si /es una función diferenciable de la variable u, considere 
u = bx - ay y demuestre que z = f(bx - ay) satisface la 

ecuación + b(^ j = 0, donde a y b son cons¬ 

tantes. 

32. Si / es una función diferenciable de las variables u y v, 
considere u — x-yyv — y- x\ demuestre que z = 

é) 

/( x - y, y - x) satisface la ecuación + ^¡- = 0. 

dx dy 


33. Suponga que / es una función diferenciable de x y y. 
y que u = f(x, y). Entonces Si V — cosh v eos w y y ■ = 

senh v sen w, exprese y en términos de ^ y ^ . 

dv dw dx dy 

34. Sean u = e y eos x, x = 21, y = t 2 . Calcule en dos 

dt 2 

formas: (a) primero exprese u en términos de /; (b) utilice la 
regla de la cadena: 

■j2 

35. Sean u = 3xy - 4y 2 , x = 2se r , y = re" 1 . Calcule —j 

dr l 

en dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y s, 
(b) emplee la regla de la cadena. 

d 2 u 

36. Para «, x y y dadas como en el ejercicio 35, calcule - - en 

ds dr 

dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y j; 
(b) utilice la regla de la cadena. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Sean u = 9x 2 + 4y 2 , x = r eos 0, y = r sen 9. Calcule 
d 2 u 

* en dos formas: (a) primero exprese u en términos de r 
y &, (b) emplee la regla de la cadena. 

Para u, x y y dadas como en el ejercicio 37, calcule —JL 

du 

en dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y 
(b) use la regla de la cadena. 


Para u, x y y dadas como en el ejercicio 37, calcule 


d 2 u 

dr dd 


en dos formas: (a) primero exprese u en términos de r y &, 
(b) utilice la regla de la cadena. 


Suponga que / es una función diferenciable de x, y y z, y 
que u = f(x, y, z). Entonces si x = r sen <t> eos 6, y = 


r sen sen 6, y z 


r eos <t>, exprese y % en 

dr d<p dd 


términosde ^,y 

dx dy dz 

Si u = flx, y) y v = g(x, y), entonces las ecuaciones 


du_ = dv_ dv _ du 

dx dy dx dy 


se denominan ecuacionesde Cauchy-Ricmann. Demuestre 
que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son satisfechas si 

u = l\n(x 2 + y 2 ) y v = tan' 1 —. 

1 x 

Suponga que f y g son funciones diferenciables de x y y, y 
que u = f(x, y) y v = g(x, y). Demuestre que si se cum¬ 
plen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (vea ejercicio 41) 
y si jt = r eos 9 y y = r sen 0, entonces 

du _ 1 áv dv_ _ I du_ 

dr r dd ^ dr r dd 

En un instante dado, la longitud de un cateto de un triángulo 
rectángulo es de 10 cm y crece a la tasa de 1 cm/min, y la 
longitud del otro cateto es de 12 cm y decrece a una tasa de 
2 cm/min. Calcule la tasa de variación de la medida del 
ángulo agudo opuesto al cateto de 12 cm en ese instante. 

Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro 
circular recto a una tasa de á ^m 3 /min. El tanque se ensan¬ 
cha de modo que, aun cuando conserva su forma cilindrica, 
su radio se incrementa a una tasa de 0.2 cm/min. ¿Qué tan 
rápido sube la superficie del agua cuando el radio es de 2 m 
y el volumen del agua en el tanque es de 20tr m 3 ? 

La altura de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
10 cm/min y el radio se incrementa a la tasa de 4 cm/min. 
Obtenga la tasa de variación del volumen en el instante en que 
la altura es de 50 cm y el radio de 16 cm. 

La altura de un cono circular recto se incrementa a la tasa de 
40 cm/min y el radio disminuye a la tasa de 15 cm/min. 
Calcule la tasa de variación del volumen en el instante en que 
la altura es de 200 cm y el radio es de 60 cm. 


Una cantidad de gas obedece la ley del gas ideal (vea el ejem- 
plo 6 de la sección 12.3) con k - 1.2, y el gas está encerra¬ 
do en un recipiente que se calienta a una tasa de 3°K/min. Si 
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en el instante en que la temperatura es de 300°K, la pre¬ 
sión es de 6 atm y decrece a la tasa de 0.1 atm/min, calcule 
la tasa de variación del volumen en ese instante. 

48. Una pared de retención forma un ángulo de | n rad con el 

suelo. Una escalera de 20 pie de longitud está recargada con¬ 
tra la pared y su parte superior se desliza hacia abajo sobre la 
pared a una tasa de 3 pie/s. ¿Qué tan rápido vana el área del 
triángulo formado por la escalera, la pared y el piso cuando 
la escalera forma un ángulo de i it rad con el suelo? 

49. Un kilomol de un gas real obedecé la ecuación de Van der 
Waal.v. si P, V y T son, respectivamente, las medidas de la 
presión, el volumen y la temperatura absoluta, entonces 

(p + ~ b) = RT 

donde R es la constante universal de los gases, y ay b son 
constantes que dependen del gas particular. Si /3 es el coefi¬ 
ciente de la expansión del volumen y k es el coeficiente 
de compresibilidad, entonces 



Demuestre que 


dji _ Bk 
dP dT' 


50. De la ecuación de Van der Waals y ¡} y k dadas como en el 
ejercicio 49, demuestre que 


RV 2 (V ~ b) V 2 (V - b) 2 

RTV 3 -2a(V - b) 2 RTV 3 -2 a(V - b) 2 


Para un gas ideal, a = 0 y b = 0. ¿Cuáles son las expre¬ 
siones de P y lepara un gas ideal? 


51. Si / es una función diferenciable der y y, y u = f(x, y), 
x = r eos 9 y y = r sen 9, demuestre que 


du 

dx 

du 

dy 


du a 
-=r— eos 9 
dr 


du sen 9 
de r 


du 

dr 


sen 9 + 


du eos 9 
d9 r 


52. Suponga que u - f(x, y) y v = g(x, y), y que f g y 
sus primeras y segundas derivadas parciales son conti¬ 
nuas. Demuestre que si u y v satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann (vea el ejercicio 41), entonces también 
satisfacen la ecuación de Laplace (refiérase a los ejercicios 
49 a 52 de la sección 12.3). 


12.6 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES 

Se ha visto cómo las derivadas parciales de una función caracterizan la tasa 
de variación de la función a lo largo de rectas paralelas a los ejes coordenados. 
Esto es, si/es una función de las variables x y y, la derivada parcial f x (x, y) 
describe la tasa de variación de/en la dirección del eje x, y f y {x, y) describe 
la tasa de variación de/en la dirección del eje y. A continuación se genera¬ 
lizará la definición de derivada parcial para obtener la tasa de variación de una 
función con respecto a cualquier dirección. Esto conduce a la noción de deri¬ 
vada direccional. 

Para indicar una dirección, se utiliza el concepto de vector unitario U que 
forma un ángulo de medida 6 radianes con la parte positiva del eje x, de modo 
que 

U = eos 6i + sen <9j 

La figura 1 muestra la representación de U cuyo punto inicial es P(x, y) en el 
plano xy. Si /es una función de x y y, entonces la tasa de variación de los va¬ 
lores de función f(x, y) con respecto a la dirección del vector unitario U está 
determinada por la derivada direccional. 


12.6.1 Definición de derivada direccional de una 
función de dos variables 


Sea/una función de las dos variables x y y. Si U es el vector unitario 
eos 6i + sen 0j, entonces la derivada direccional de / en la direc¬ 
ción de U, denotada por Dy¡f, está determinada por 

D v f(x,y) = fím f( x + ^ eos 6, y + h sen <?)-/(*, y) 

¿->o h 

si este límite existe. 




976 CAPÍTULO 12 CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MÁS DE UNA VARIABLE 


z 



Q(x 0 + h eos 0, y 0 + h sen 0,0) 


y 


La interpretación geométrica de la derivada direccional se ilustra en la 
figura 2. Una ecuación de la superficie S de la figura es z = f(x, y). El punto 
P 0 (x 0 , }' 0 , zq) se encuentra sobre la superficie y los puntos R(x 0 , y 0 , 0) y 
Q(x o + h eos 8,y 0 + h sen 8, 0) están en el plano xy. El plano que pasa por 
R y Q, paralelo al eje z, forma un ángulo de 6 radianes con la dirección posi¬ 
tiva del eje x. Este plano intersecta la superficie S en la curva C. La derivada 
direccional D v f, evaluada en el punto Pq, es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en P 0 en el plano que pasa por R, Q y P 0 . 

Si U = i, entonces eos 8 = l y sen 8 = 0, y de la definición 12.6.1, 


D\f(x, y) = 


Hm /(* + *.y>-/(*-y> 

A-»o h 


FIGURA 2 


la cual es la derivada parcial de/con respecto a x. 

Si U = j, entonces eos 8 = 0 y sen 8 = 1, y 


D¡f(x,y) 


Hm /(*. y + h) - f U, y) 
*-> o h 


la cual es la derivada parcial de /con respecto a y. 

De este modo ,f x y f y son casos especiales de la derivada direccional en 
las direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente. 



FIGURA 3 


^ EJEMPLO I Aplique la definición 12.6.1 para calcular D v f(x, y) 

si f(x,y) = 12 - x 2 - 4y 2 y U es el vector unitario en la dirección 1 n. 

Solución Como U = eos + sen 1 7 rj, U = ^ \/3i + jj, entonces 
fix + \y'3h,y + íh)- f(x , y) 


D v f(x,y) = lím 


= lím 

h-> 0 


= lím 

h—>0 


12 - (x + 2. V3/¡) 2 - 4 (y + | h) 2 - (12 - * 2 - 4y 2 ) 

_ 

12 - x 1 - V3 hx - | h 1 - 4y 2 - 4 hy - h 2 - 12 + x 2 + 4y 2 


lím 

h —>0 


-s/3 hx - } h 2 - 4hy 


= lfm(-V3* -\h-4y) 


= -s/3jc - 4y 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO I Para la función/y el vector 

unitario U del ejemplo 1, 

D v f( 2, 1) = -2V3 - 4 
= -7.464 


La figura 3 muestra la interpretación geométrica de esta derivada direccio¬ 
nal. La curva C es la intersección de la superficie 


Z = 12 - x 2 - 4y 2 
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con el plano que pasa por R(2, 1,0), Q(2 + i 1 + jft, 0) y P 0 (2, 1, 4). 
El valor -7.464 de la derivada direccional es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en P 0 en el plano definido por R,Qy Pq. M 

Ahora se obtendrá una fórmula que permite calcular una derivada direc¬ 
cional de manera más breve que empleando la definición. Sea g la función de 
la variable í, con x, y y 0 fijos, de modo que 

g(t) = f(x + t eos 0, y + t sen 0) (1) 

yseaU = eos Si + sen 0j. Entonces, por la definición de derivada ordinaria, 
se tiene 

'(01 - lím + ^ + ^ C0S y + (0 + h) sen 8 ) - /(x + 0 eos 0, y + 0 sen 8 ) 

B'' ~ /™ h 

,( 0 ) _ lím f(x + h eos 8, y + h sen 8) - f(x, y) 

° /i—>o h 

Como el miembro derecho de la ecuación anterior es D v f(x, v), entonces 

*’(0) = D v f(x,y) (2) 

Ahora se obtendrá g '(f) aplicando la regla de la cadena al miembro derecho 
de (1), obteniéndose 

g\t) = fiO c + reos 8, v + t sen 8) d( * x + * cos d) + f 2 (x + icos 8, y + t sen 8) 

dt dt 

= fi(x + t cos 8, y + t sen 0)cos 8 + f 2 (x + t cos 8, y + t sen 8) sen 8 

Por tanto, 

g'(0) = f x (x, y) cos 8 + f y (x, y) sen 8 
De esta ecuación y de (2) se tiene el teorema siguiente. 


12.6.2 Teorema 


Si /es una función diferenciable de x y y, y U = cos 0¡ + sen 0j, 
entonces 

y) = f x (x, y)cos 8 + f y (x, y)sen 8 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará el teorema 12.6.2 

para calcular D^f para la función y el vector unitario del ejemplo 1. 

f(x,y) = 12 - x 2 - 4y 2 U = cos jxi + sen |7rj 
Entonces 

D v f(x,y) = f x (x, y)cos \n + / v (x,y)sen | k 
= -2x(4V3) - 8y(i) 

= - V3 x - 4y 

lo cual es acorde con el resultado del ejemplo 1. Á 

La derivada direccional puede expresarse como el producto punto de dos 
vectores. Como 

f x {x, y) cos 8 + f y (x, y) sen 6 = (cos 0¡ + sen 0j) • [f x (x, y)i + f y (x, y)j] 
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entonces, por el teorema 12.6.2 

D{jf(x, y) = (eos 0i + sen 0j) • [f x (x,y)i + f y (x,y) j] (3) 

La función vectorial del miembro derecho de (3) es una función im¬ 
portante, y se denomina gradiente de la función/de las dos variables x y y. 
El símbolo para el gradiente de / es V/, donde V es la letra griega delta 
mayúscula invertida y se lee “del”. En ocasiones se emplea la abreviación 
gradf. 


12.6.3 Definición del gradiente de una función 
de dos variables 


Si/es una función de las dos variables x y y, y f x y f y existen, entonces 
el gradiente de/, denotado por V/ (léase “del/”), está definido por 

V/(*, y) = f x (x, y)i + f y (x, y)j 


A fin de representar el vector gradiente V/(x 0 , y 0 ) en el plano xy, se toma 
el punto inicial en ( x 0 , y 0 ). Refiérase la figura 4. 

De la definición 12.6.3, la ecuación (3) puede escribirse como 

D v f(x,y) = U* Vf(x,y) (4) 


Por tanto, cualquier derivada direccional de una función diferenciable puede 
obtenerse mediante el producto punto del gradiente y un vector unitario de la 
dirección deseada. Esta fórmula es la que más conviene emplear al calcular una 
derivada direccional. 


► EJEMPLO 2 sí 


f(x, y) = 



(a) Determine el gradiente de / en R(4, 3). (b) Utilice el gradiente para 
calcular la derivada direccional de/en Reñía dirección de R a Q(5 ,6). (c) Dibuje 
las representaciones de los vectores V/( 4, 3) y Y(RQ) que tienen su punto 
inicial en R. 


0(5,6) 



ff(4, 3) 


^(«0 = 1 + 3) V/(4.3)= I¡+ |j 


Solución 

(a) Como/ v (.v, y) = x¡% y f y (x, y) = 2y/9, entonces 

V/U.y) = |i + V/(4, 3) = U + |j 

(b) El vector en la dirección de R(4, 3) a Q( 5, 6) es 

V(R0 = (5 - 4)i + (6 - 3)j 
= ¡ + 3j 


El vector unitario U en la dirección de V es V(R0/ || \(R Q) ||: 

U = -J=i + -^=j 

VTó VIó J 

Se calculará D v f( 4, 3) mediante el producto punto de U por V/(4, 3): 


FIGURA 5 
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/(■v, y) = 



FIGURA 6 


'«'‘■Mis 1 * A J )'(5 i+ fj) 

= _i_ + _2_ 

2. i0 % 10 


(c) Las representaciones de V/(4, 3) y ’V(RQ) se muestran en la figura 5. 4 

La gráfica de la función / del ejemplo 2 es un paraboloide elíptico. La 
figura 6 muestra esta superficie, el gradiente de/en R, el vector unitario U en 
la dirección de V(RQ), y el plano que pasa por R, Q y el punto P(4, 3, 2) del 
paraboloide. D v f(A. 3) es la pendiente de la recta tangente en el punto P de la 
curva de intersección del plano con el paraboloide. 

De(4), se puede concluir que si V/(x 0 , yo) = 0, entonces D v f(xo, y 0 ) = 0 
para cualquier U. Si V/(.x 0 , yo) 0, entonces de (4) y del teorema 10.3.5 y si 
a es la medida en radianes del ángulo entre los dos vectores U y V/Ixq, y 0 ), 
entonces 


2(* 0 - v 0 ,/í%.v 8 )) 



curva de nivel /(.y, y) = /(.v 0 , v 0 ) 


FIGURA 7 


D v f(x 0 , y 0 ) = U • V/Oo, yo) 

= || U || || V/(x 0 , y 0 ) || eos a 
= II V/(x 0 , y 0 ) || eos a 

De esta ecuación, el valor máximo de D v f(x o, yo) ocurre cuando eos a = 1; es 
decir, cuando a = 0 o, equivalentemente, cuando U está en la dirección de 
V/(x 0 , yo). El valor máximo de D v f(xo, yo) es || V/(x 0 , yo) || • De manera si¬ 
milar, el valor mínimo de D v f(xo, yo) se presenta cuando eos a = -1; esto 
es, cuando a - % o, equivalentemente, cuando la dirección de U es opuesta a 
la de V/(x 0 , yo). El valor mínimo de D v f(x Q , y 0 ) es -1| V/(x 0 , y 0 ) j|. El teorema 
siguiente resume estos resultados. 


12.6.4 Teorema 


Sea / una función de dos variables y diferenciable en (x 0 , yo), donde 
V/(x 0 , y 0 ) 0. Sea U cualquier vector unitario, tal que Dj]/(xq, yo) 

es una función de U. 


■4 

3 
i 2 




(i) El valor máximo de D v f(x 0 , yo) es || V/(x 0 , yo) ||. Este valor máxi¬ 
mo se obtiene cuando la dirección de U es la de V/(x 0 , yo). 

(ii) El valor mínimo de D v f(xo, yo) es -1| V/(x 0 , yo) || • Este valor míni¬ 
mo se alcanza cuando la dirección de U es la opuesta de la dirección 
de V/O 0 , yo)- 


El inciso (i) de este teorema afirma que si z = f(x, y), entonces la tasa 
máxima de crecimiento de z en (xq, yo) ocurre en la dirección de V/Cxq, yo), 
como se muestra en la figura 7. De este modo, V/(x 0 , yo) apunta en la dirección 
de máxima inclinación. Este hecho sugiere el nombre de gradiente, esto es, el 
grado de mayor inclinación es en la dirección del gradiente. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se interpreta el teorema 12.6.4 en 
términos geométricos para una función particular. 


/(.V, V) = 42 + 21 

16 9 


FIGURA 8 


[ - EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Refiérase a la figura 8 que 

muestra el paraboloide elíptico definido por la función / del ejemplo 2, de 
este modo, 
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La figura también muestra el punto S(4, 3) del plano xy, el punto P( 4, 3, 2) del 
paraboloide y el vector gradiente V/(4, 3) en el plano xy. La máxima tasa de 
crecimiento de z en el punto P ocurre en la dirección de V/(4, 3). De manera 
similar, la tasa mínima de crecimiento o, equivalentemente, la tasa máxima de 
decrecimiento, de z en P ocurre en la dirección de -V/(4, 3). 4 


y 



FIGURA 9 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En la figura 9 se muestra un 

mapa de contornos que presenta las curvas de nivel de la función del ejemplo 2 
y del ejemplo ilustrativo 3 para 1,2 y 3. Estas curvas de nivel son elipses. La fi¬ 
gura también muestra la representación de V/(4, 3) cuyo punto inicial es (4, 3) 
y apunta en la dirección de máxima inclinación. 4 

► EJEMPLO 3 Dada 

f(x, y) = 2x 2 - y 2 + 3x - y 

calcule el valor máximo de Deferí el punto donde x = 1 y y - -2. 
Solución Como f x {x,y) = 4x + 3 y f y (x, y) = -2y - 1, entonces 
f(x,y) = (4x + 3)i + (-2y - l)j y V/(l,-2) = 7i + 3j 


Por lo que el valor máximo de D v fe n (1, -2) es 

II V/(l, -2) || = 

= V58 

Este resultado indica que la gráfica de/está muy inclinada en el punto (1, -2, 3) 
de la superficie. 4 


W EJEMPLO 4 La temperatura en cualquier punto (x, y ) de una 
placa rectangular situada en el plano xy está determinada por 

T(x,y) = x 2 + y 2 

(a) Calcule la tasa de variación de la temperatura en el punto (3, 4) en la 
dirección que forma un ángulo de j n rad con la parte positiva del eje x. 

(b) Determine el ángulo de la dirección en la que la tasa de variación de la 
temperatura en el punto (-3, 1) es un máximo. 

Solución 

(a) Se desea calcular D v T(x , y), donde 

U = eos ± 7T¡ + sen Í7tj y VT(x, y) = T x (x, y)\ + T y (x,y)j 

= yi + i V3j = 2xi + 2yj 

Por tanto, 

D v T(x,y) = U- VT(x,y) 

= (yi + y v3j) • (2xi + 2yj) 

= x + V3 y 
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Así, 

D V T{ 3,4) = 3 + 4V3 
= 9.93 

Conclusión: En el punto (3, 4) la temperatura crece aproximadamente 
a la tasa de 9.93 unidades por unidad de variación en la distancia medida 
en la dirección de U. 

(b) D V T(- 3, 1) es un máximo cuando U está en la dirección de V7T-3, 1). 
ComoV'7’(-3, 1) = -6i + 2j, entonces la medida en radianes del ángulo 
que indica la dirección de V7\-3, 1) es 8 , donde tan 6 = - j. De esta 
manera, 0 — n - tan" 1 + <= 2.82. 

Conclusión: La tasa de variación de la temperatura en el punto (-3, 1) 
es un máximo en la dirección que forma aproximadamente un ángulo de 
2.82 rad con la parte positiva del eje x. Á 

La definición siguiente extiende el concepto de derivada direccional para 
funciones de tres variables, de modo que proporcione la tasa de variación de los 
valores de función f(x, y , z) con respecto a la distancia medida en la dirección de 
un vector unitario U = cosai + cosj3j + eos ykdel espacio tridimensional. 


1 2.6.5 Definición de derivada direccional 
de una función de tres variables 


Suponga que/es una función de las tres variables x, y y z. Si U es el vector 
unitario eos ai + eos + eos yk. entonces la derivada direccional 
de/en la dirección de U, denotada por Dy¡f, está dada por 

D v f(x, y , z) 

• _ j. f(x + h eos a, y + h eos p, z + h eos y) - f(x , y, z) 

A-.0 h 

si este límite existe. 

El teorema siguiente, el cual proporciona un método para calcular una 
derivada direccional de una función de tres variables, se prueba de manera 
semejante a la demostración del teorema 12.6.2, el cual es el teorema corres¬ 
pondiente para funciones de dos variables. 


12.6.6 Teorema 


Si/es una ftinción diferenciable de x, yyz.y 
U = eos ai + eos /3j + eos yk 
entonces 

Dnf(x, y, z) = f x (x, y , z)cos a + f y (x, y, z )eos 0 + f¿x, y , z)cos y 


► EJEMPLOS Dada 

f(x,y,z) = 3-r 2 + xy - 2 y 2 - yz + Z 2 

calcule la tasa de variación de/(x, y, z) en (1, -2, -l)en la dirección del vector 
2i - 2j - k. 
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Solución El vector unitario en la dirección de 2i - 2j - k es 


Del teorema 12.6.6, 


D v f(x,y,z ) = §(6* + y) - f (jc -4 y -z) - |(-y + 2 z) 

Por tanto, la tasa de variación de f(x, y, z) en (1, -2, -1) en la dirección de U 
está determinada por 

Du/(l,-2,-l) = 2(4) - 2(io) - 4(0) 

= -4 ◄ 


12.6.7 Definición del gradiente de una función 
de tres variables 


Si/es una función de las tres variables x, y y z, y las primeras derivadas 
parciales f x , f y y f z existen, entonces el gradiente de /, denotado por 
V/, está definido por 

V/(x, y, z) = f¿x, y, z)i + f y (X, y, z)j + f¿x, y, z)k 

Al igual que para las funciones de dos variables, si U es un vector unitario, 
entonces de la definición anterior y del teorema 12.6.6 se tiene 

Dvf(x, y, z) = U • V/( x, y, z) 

El teorema 12.6.4(i) puede extenderse para funciones de tres variables, de 
modo que la derivada direccional es un máximo cuando U está en la dirección 
del gradiente, y es igual al módulo del gradiente. Se tiene un comentario similar 
para el inciso (ii) del teorema 12.6.4. 

En física se puede aplicar el gradiente en algunos problemas relacionados 
con la conducción de calor y electricidad. Suponga, por ejemplo, que la función 
/ está definida por la ecuación w = f(x, y, z). La superficie de nivel de / 
para la constante k está determinada por la ecuación 

f(x,y,z) = k 

Si w grados es la temperatura en el punto (x, y, z), entonces todos los puntos de 
esta curva de nivel tienen la misma temperatura de k grados, por lo que está 
superficie se denomina superficie isoterma. Si w volts es el potencial eléc¬ 
trico en un punto ( x , y, z), entonces todos los puntos de la superficie están al 
mismo potencial, por lo que la superficie recibe el nombre de superficie 
equipotencial. En el caso de una superficie isoterma, el gradiente proporciona 
la dirección de la máxima tasa de variación de la temperatura, y para una 
superficie equipotencial, el gradiente indica la dirección de la máxima tasa de 
variación del potencial. 


► EJEMPLO 6 Suponga que V(x, y, z) volts'es el potencial eléctrico 

en cualquier punto (x, y , z) del espacio tridimensional y que 
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V(*, y. z) 


l 

V * 2 + y 2 + z 2 


(a) Calcule la tasa de variación de V en el punto (2, 2, -1) en la dirección del 
vector 2i - 3j + 6k. (b) Determine la dirección de la máxima tasa de va¬ 
riación de V en (2, 2, -1). 


Solución 

(a) Un vector unitario en la dirección de 2i - 3j + 6k es 


U 


_ 2: _ 


fj + 


ík 

7 K 


Se desea calcular D v V(2, 2, -1). 

W(x,y,z) = V x (x. y, z)¡ + V y (x, y, z)j + V z (x, y, z)k 

= -=í-i + --i + -=*-- 

(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 / 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 

Entonces 


D v V(2, 2, -1) = U • W(2, 2, -1) 

= (f¡ - fj + fk)-(-|i 


+ 


é k > 


4 

’ 189 


6 

189 


6 

189 


8 

189 


« 0.042 


Conclusión: En (2, 2, -1), el potencial crece aproximadamente a la tasa 
de 0.042 volt por unidad de variación en la distancia medida en la direc¬ 
ción de U. 


(b) VV(2, 2,-1) = (-^i - + ^k). Un vector unitario en la dirección 

de W(2, 2, - l) es 

W(2,2 -i) = + é k 

I|VV(2. 2, -1)|| é 

= — — i - 2i + Ik 

3 1 3 J + 3 k 

Los cosenos directores de este vector son -f, -| y {, los cuales 
proporcionan la dirección de la máxima tasa de variación de V en- 
( 2 , 2 ,- 1 ). ◄ 


EJERCICIOS 12.6 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada direccional de la 
función en la dirección del vector unitario U empleando la 
definición 12.6.1 o la definición 12.6.5, y después verifique el 
resultado aplicando el teorema 12.6.2 o el teorema 12.6.6, según 
corresponda. 

1. f(x, y) = 2x 2 + 5y 2 ; U = eos + sen 

2. g(x, y) = 5x 2 + 4y 2 ; U = eos + sen fffj 

3. g(x, y, z) = 3 jc 2 +y 2 - 4z 2 ; 

U = eos \n\ + eos + eos ftrk 


4. f(x, y, z) = 6x 2 - 2xy + yr,V = f ¡ + 2 j + 5 k 
5 - S(x, y) = j^-,V = -{fi + Ü 

6. f(x,y) = - fj 

En los ejercicios 7 a 14, calcule el gradiente de la Junción. 

7. f(x,y) = 4x 2 - 3xy + y 2 

8. g(x,y) = 

x L + y 
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9. g(x,y) = ln ^x 2 + y 2 

10. f(x , y) = £- v tan 2x 
H. /(x, y, z) = 

12. /(x, v, z) = 3z ln(x + y) 

13. g[x, y, z) = xe~ 2y sec z 

14. g(x, y, z) = e 2z (sen x - eos y) 

En los ejercicios ¡5 a 22 calcule el valor de la derivada direc - — 
cional en el punto P 0 para la función en la dirección de U. 


29. /(x, y) = e x tan -1 y; P(0, 1), 2(3, 5) _ ’ 

30. /( x,y) = e s eos y + e y sen x; P = (1,0), Q(-3, 3) 

31. /(x, y, z) = x - 2y + z 2 ; /> = (3, 1, -2), ¡2(10, 7, 4) 

32. /(x, y, z) = x 1 + y 2 - 4xz; P = (3, 1, -2), Q(- 6, 3,4) 

33. Determine la dirección a partir del punto (1,3) para la cual el 
valor de/no cambia si/(x, y) = e 2y tan" 1 

34. La densidad en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el plano xy es p(x, y) kilogramos por metro 
cuadrado, donde 


15. /(x, y) = x - 2xy , U = costri + sen 7rj; P 0 = (1,-2) 

16. g(x, y) = 3x 3 y + 4y 2 - xy; U = eos jtti + sen jtrj; 

P 0 = (0, 3) 

17. g(x, y) = y 1 tan 2 x; U = -{-Jii + P 0 = (|)r, 2) 

18. f(x, y) = xe 2y -v = ¿i + iV3j;/> 0 = (2,0) 

19. h(x, y, z) = cos(xy) +.. sen(yz); U = -ji + fj + §k; 

P„ = (2,0,-3) 

20. /(x,y,z) = ln(x 2 + y 2 + z 2 );U = J=i - -Lj - -Lk; 
P 0 = d.3,2) 

21. /( x, y) = e~ 3x eos 3y; U = cos(-itr)i + sen(-j^tr)j; 
P 0 = (-¿tr,0) 

22. g(x, y, z) = eos 2x eos 3y senh 4z; U = -L¡ - -Lj + 

i , V3 -J 3 

-Lk;/> 0 = (¿*,0,0) 


pU,y) = 


1 

V* 2 + y 2 + 3 


(a) Calcule la tasa de variación de la densidad en el pun¬ 
to (3,2) en la dirección del vector unitario cos|tri + 
sen |trj. (b) Determine la dirección y la intensidad (o 
módulo) de la máxima tasa de variación de p en (3,2). 

35. La temperatura en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el plano xy es T(x, y), donde T(x, y) = ix 2 + 
2xy. La distancia se mide en metros, (a) Calcule la máxima 
tasa de variación de la temperatura en el punto (3, -6) de la 
placa, (b) Determine la dirección para la cual ocurre esta tasa 
de variación máxima en (3, -6). 

36. En cualquier punto de un sólido del espacio tridimensional la 
temperatura es 7'(x, y, z) grados, donde 


T(x,y,z) 


60 

x 2 + y 1 + z 2 + 3 


En los ejercicios 23 a 26, calcule (a) el gradiente de f en P, y 
(b) la tasa de variación del valor de la función en la dirección 
de U en P. 

23. /(x, y) - x 2 - 4y; P = (-2, 2); U = eos im + sen jtrj 

24. /(X, y) = e 2xy \ P = (2, 1); U = fi - f j 

25. /(x, y, z) = y 1 + z 2 - 4xz; P = (-2, 1, 3); 



26. /(x,y,z) = 2x 3 + xy 2 + xz}\ P = (1, 1, 1); 

U = i V2lj - j V7k 

27. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel 
de la función del ejercicio 23, para 8, 4, 0, -4 y -8. Tam¬ 
bién muestre la representación de V/(-2, 2) cuyo punto 
inicial es (-2, 2). 

28. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel 
de la función del ejercicio 24, para e 8 , e 4 , 1, e~ 4 y e~ a . 
También muestre la representación de Vf(2; 1) que tiene su 
punto inicial en (2, 1). 

En los ejercicios 29 a 32, calcule /> ( j en el punto P para el cual 
(J es un vector unitario en la dirección de PQ. También en P, 
calcule Dyf si U es un vector unitario para el cual O,/ es un 
máximo. 


La distancia se mide en pulgadas, (a) Calcule la tasa de va¬ 
riación de la temperatura en el punto (3, -2, 2) en la dirección 
del vector -2i + 3j - 6k. (b) Determine la dirección y 
la intensidad (o módulo) de la máxima tasa de variación de T 
en (3, -2, 2). 

37. En cualquier punto del plano xy el potencial eléctrico es 
V'(x, y) volts, y V^x, y) = íT 2 * eos 2y. La distancia se mi¬ 
de en pies, (a) Calcule la tasa de variación del potencial 
en el punto (0, i n) en la dirección del vector unitario 
eos giti + sen (b) Determine la dirección y la inten¬ 
sidad (o módulo) de la máxima tasa de variación de V en 
( 0 , ¿*). 

438. Una ecuación de la superficie de una montaña es 
z = 1200 - 3x 2 - 2y 2 

donde la distancia se mide en metros, el eje x apunta hacia 
el este y el eje y hacia el norte. Una alpinista se encuentra 
en el punto que corresponde a (-10, 5, 850). (a) ¿Cuál es la 
dirección de máxima inclinación? (b) Si la alpinista se des¬ 
plaza en la dirección este, ¿ella asciende o desciende, y a 
qué tasa? (c) Si la alpinista se desplaza en la dirección sur¬ 
oeste, ¿ella asciende o desciendp, y a qué tasa? (d) ¿En qué 
dirección recorre la alpinista una curva de nivel? 
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12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
A SUPERFICIES 


Ahora se mostrará cómo el vector gradiente se emplea para estudiar planos 
tangentes y rectas normales a superficies en el espacio tridimensional. Consi¬ 
dere la ecuación 

F(x,y,z) = 0 . (1) 

donde F es diferenciable y F x , F v y F z no son simultáneamente cero. Un teo¬ 
rema de Cálculo avanzado, conocido como el teorema de ¡a función implícita, 
garantiza que una de las tres variables x, y o z es función de las otras dos. Por 
tanto, puede considerarse la gráfica de la ecuación (1) como una superficie S. 

Suponga que Pq es un punto ( xq , y 0 , zo) de S, de modo que F(.r 0 , y 0 , Zo) = 
0. Además suponga que C es una curva en S que pasa por Pq y que un conjunto 
de ecuaciones paramétricas de C es 

* = f{t) y = gil ) z = h(t ) (2) 

donde el valor del parámetro t en P 0 es t 0 . Una ecuación vectorial de C es 
R (0 = /(<) i + g(t)i + h(t) k 

Como la curva C está sobre la superficie S, se tiene, al sustituir de (2) en (1), 

F(f(t), g(t), h{t)) = 0 (3) 

Sea G(t) = F(f(t), g(t), h(t)). Si F es diferenciable y F x , F y y F. no 
son todas cero en P 0 y si f'(t 0 ), g'(t 0 ) y h'(t 0 ) existen, entonces la derivada total 
de F con respecto a t en P () está dada por 

G'(t 0 ) = F x ix 0 ,y 0 ,zo)f(t 0 ) +. F y (x 0 , y 0 , z 0 ) g'(t 0 ) + F,(x 0 , y 0 , z 0 ) h’(t 0 ) 

El miembro derecho de esta ecuación se puede escribir como 

yo> zo)i + Fy(xo¡yo> Zatf + ^ z C*o. yo. zo)k] • [/'(<a)* + g'(?o)J + *'(*o) k ] 

Así, 

G\to) = Vf(x 0 , yo, zo)' D t R(to) 

Puesto que G\t) = 0 para toda? (debido a (3)), G'(?o) = 0; por tanto, se 
deduce que 


VF(x 0 , y 0 , zo) ’ í>,R(/o) = 0 (4) 

De la sección 11.3 se sabe que D¡R(to) tiene la misma dirección que un vec¬ 
tor tangente a la curva C en P 0 . Por tanto, de (4) se puede concluir que el vector 
gradiente de F en P 0 es ortogonal a un vector tangente de cada curva C de S que 
pase por el punto Pq- Así, se ha demostrado el teorema siguiente en el que se em¬ 
plea el término vector normal, el cual se definirá antes de enunciar el teorema. 


12.7.1 Definición de vector normal 


Un vector ortogonal a un vector tangente de toda curva C que pase por un 
punto Pq de una superficie S se denomina vector normal a 5 en Pq. 
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FIGURA 1 


y 


1 2.7.2 Teorema 


Si una ecuación de una superficie S es F(x, y, z) - 0, y si F es diféren- 
ciable y F x , F y y F t no son todas cero en el pumo Pq(xq, y», Zo) de S, 
entonces VF(x o, yo, Zo) es un vector normal a S en P 0 . ; " 

El concepto de vector normal se emplea para definir el plano tangente a 
una superficie en un punto. 


12.7.3 Definición de plano tangente 


Si una ecuación de una superficie S es F(x, y, z) = 0, y F satisface la 
hipótesis del teorema 12.7.2, entonces el plano tangente de 5 en el punto 
/ > o(jco> yo- zo) es el plano que pasa por Pq y tiene a VF( *o, yo* zo) como un 
vector normal. 


Una ecuación del plano tangente de la ecuación anterior es 

F X (X o, y 0 , ZoX-r - *o) + F y {x 0 , y 0 , z 0 )(y - yo) + ^(* 0 , yo, Zo)(z - zo) = 0 (5) 

Refiérase a la figura 1 , la cual muestra el plano tangente a la superficie S 
en P 0 y la representación del vector gradiente que tiene su punto inicial en P 0 . 
Una ecuación vectorial del plano tangente dado en (5) es 

VF(x 0 , y o, z 0 ) ' [(-* - -*o)' + (y - yo)j + (z - zo)k) = 0 (6) 



I ' 2 

4x 2 + y 2 - \6z = 0 


FIGURA 2 


► EJEMPLO J 

boloide elíptico 

4x 2 + y 2 - 16z = 
en el punto (2,4, 2). 

Solución Sea F(x, y, z) = 4x 2 + y 2 - 16z- Entonces 

VF(x, y, z) = 8;ti + 2yj - 16k y VF( 2,4,2) = 161 + 8j - 16k 
De (6) se infiere que una ecuación del plano tangente es 

16(* - 2) + 8(y - 4) - 16(z - 2) = 0 
2* + y-2z-4 = 0 

La figura 2 muestra el paraboloide elíptico junto con el plano tangente y 
la representación del vector normal en (2, 4, 2). ^ 

La definición siguiente de recta normal a una superficie en un punto está 
motivada por el requisito de que la representación del vector normal en un punto 
debe estar sobre la recta normal. 


Obtenga una ecuación del plano tangente al para- 

0 


12.7.4 Definición de recia normal a una superficie 


La recta normal a una superficie S en uapunto P 0 de 5 es la recta que pasa 
por Pq y tiene como un conjunto de números directores a las componentes 
de cualquier vector normal a S en Po- 
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De esta definición, si una ecuación de una superficie S es F(x , y , z) = 0, 
entonces las ecuaciones simétricas de la recta normal de S en (xg, yg, zg) son 

X ~ -t'o _ _ y ~ >'0 _ Z - Zg 

F x (x 0 ,y 0 ,z 0 ) F } .(x 0 .y 0 ,z 0 ) F z (x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

debido a que los denominadores son las componentes de VF(x 0 , y 0 , zo) el 
cual es un vector normal a S en (x 0 , y 0 , zg). 

-t- 

► EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta nor¬ 
mal a la superficie del ejemplo 1 en el punto (2, 4, 2). 

Solución Como VF(2, 4, 2) = 16i + 8j - 16k, las ecuaciones simé¬ 
tricas de la recta normal son 

x - 2 _ y ~ 4 _ ; - 2 ^ 

2 1 -2 


12.7.5 Definición de recta tangente a una curva 
en el espacio 


La recta tangente a una curva C en el punto Pg es la recta que pasa por 
Pg y tiene como números directores las componentes del vector tangente 
unitario a C en Pg. 



De esta definición y la definición 12.7.3, todas las rectas tangentes en el 
punto Pg a las curvas contenidas en una superficie dada están en el plano 
tangente a la superficie en Pg. Refiérase a la figura 3, la cual muestra dibujos 
de algunas curvas que pasan por Pg y sus rectas tangentes. 

Considere ahora la curva C de intersección de dos superficies que tienen 
ecuaciones 

F(x, y, z) = 0 y G(x, y, z) - 0 

respectivamente. Se mostrará cómo se obtienen las ecuaciones de la recta tan¬ 
gente a C en un punto Po(xg, y 0 , Zg). Puesto que esta recta tangente está conte¬ 
nida en cada uno de los planos tangentes a las superficies dadas en Pg, dicha 
recta es la recta de intersección de los dos planos tangentes. Sea N] un vector 
normal en Pg a la superficie que tiene la ecuación F(x, y, z) = 0, y sea N 2 un 
vector normal en Pg a la superficie que tiene la ecuación G(x, y, z) = 0. 
Entonces 

N| = WF{xg.yg,zg) y N 2 = VG(.Y(¡. yo, ;:•)) 

Los vectores N¡ y N 2 son ortogonales al vector tangente unitario a Cen Pg. De 
modo que si Nj y N 2 no son paralelos, entonces, del teorema 10.5.10, el vector 
tangente unitario tiene la misma dirección, o la opuesta, que el vector N ¡ X N 2 . 
Por tanto, las componentes de N ¡ X N 2 sirven como los números directores de 
la recta tangente. A partir de este conjunto de números directores y de las 
coordenadas de Pg se pueden obtener las ecuaciones simétricas de la recta 
tangente requeridas, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 3 Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta tan¬ 
gente a la curva de intersección de las superficies 

3x 2 + 2y 2 + z 2 = 49 y x 2 + y 2 - 2z 2 = 

en el punto (3,-3, 2). 


10 
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Solución Sean 

F(x,y,z) = 3x 2 + 2y 2 + z 2 - 49 y G(x, y, z) = x 2 + y 2 - 2z 2 - 10 
entonces 

VF(x, y, z) = 6jcí + 4yj + 2zk y VG(x, y, z) = 2xi + 2y j - 4zk 
Por tanto, 

Nj = VF( 3, -3, 2) N 2 = VG(3, -3,2) 

= 18i - 12j + 4k = 6i - 6j - 8k 

= 2(91 - 6j + 2k) = 2(3i - 3j + 4k) 

N, X N 2 = 4(9i - 6j + 2k) X (3i - 3j + 4k) 

= 4(30i + 42j - 9k) 

= 12(101 + 14j - 3k) 


FIGURA 4 En consecuencia, un conjunto de números directores de la recta tangente es 

[10, 14, -3], Así, las ecuaciones simétricas de la recta tangente son 

X - 3 y + 3 _ z - 2 
10 ~ 14 -3 


z 



FIGURA 5 


z 



La figura 4 muestra dibujos de las dos superficies, la curva de intersección 
y la recta tangente en (3, -3, 2). 4 

Si dos superficies tienen un plano tangente común en un punto, se dice 
que las dos superficies son tangentes en ese punto. Vea la figura 5. De la 
definición 12.7.3, dos superficies cuyas ecuaciones son F(x, y, z) = 0 y 
G( x, y, z) = 0, son tangentes en el punto (xq, y 0 , ¿o) si para alguna constante k 

VFU 0 , >' 0 , z 0 ) = kVG(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 


W EJEMPLO 4 Demuestre que las esferas 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 y (x - l) 2 + y 2 + z 2 = 1 
son tangentes en el punto (2, 0, 0). 

Solución Sean 

F(x , y, z ) = x 2 + y 2 + z 2 - 4 y G(x, y, z) = (x - l) 2 + y 2 + z 2 - 1 
Entonces 

VF(x, y, z) = 2xi + 2yj + 2zk VG(x, y, z) = 2(x - l)i + 2yj + 2zk 
Ni = VF( 2,0,0) N 2 = VG(2, 0, 0) 

= 4i = 2i 

Como Ni = 2N 2 o, equivalentemente, VF(2, 0, 0) = 2 VG(2, 0, 0), las es¬ 
feras son tangentes en (2, 0, 0). Consulte la figura 6. 4 

El teorema siguiente para funciones de dos variables es análogo al teorema 
12.7.2 y su demostración es semejante. 


12.7.6 Teorema 


Si una ecuación de una curva C es F(x, y)-= 0 y si F. es diferenciable y F x 
y F y no son cero simultáneamente en el punto P</xq, yo) de C, entonces 
VF(xq, y 0 ) es un vector normal a C en Pq. 






12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES A SUPERFICIES 989 



Análogas a las ecuaciones (5) y (6) de un plano tangente, se tienen las si¬ 
guientes ecuaciones para una recta tangente en el punto Pq(x 0 , y 0 ) de la curva 
contenida en el plano xy si F(x, y) = 0: 

F x (x o, y 0 )(x - X 0 ) + F y (x 0 , y 0 )(y ~ yo) = 0 

o, equivalentemente, 

VF(x 0 , y 0 ) • [(* - *o)i + (y - y 0 )k] = 0 

► EJEMPLO 5 Utilice el gradiente para determinar una ecuación 
de la recta tangente a la curva x 3 + y 3 = 9 en el punto (1, 2). 

Solución Sea F(;c, y) = jt 3 + y 3 - 9. El gradiente de F es 
VF(x, y) = 3x 2 i + 3y 2 j 

En el punto (1, 2) de la curva, un vector normal es 
VF(1, 2) = 3i + 12j 

Por tanto, una ecuación de la recta tangente en (1, 2) es 

VF(1,2) • tu - 1)1 + (y - 2)j] = 0 
(3i + 12j) • [(x - l)i + l) 1 - 2)j] = 0 
3(jc - 1) + 12(y -2) = 0 
x + 4y -9 = 0 

La figura 7 muestra dibujos de la curva, del vector normal y de la recta 
tangente en (1, 2). 4 

Compare la solución del ejemplo 5 con la solución del ejemplo 3 de la 
sección 2.9 para el mismo problema. 


EJERCICIOS 12.7 


En los ejercicios I a 12, obtenga una ecuación de la recta normal 
a la superficie en el punto indicado. 

1. X 1 + y 2 + Z 1 = 17; (2, -2, 3) 

2. 4 x 2 + y 2 + 2z 2 = 26; (1,-2, 3) 

3. x 2 + y 2 - 3z = 2; (-2, -4, 6) 

4. x 1 + y 2 - z 2 = 6; (3,-1,2) 

5. y = e x eos z; (1, e , 0) 

6. z = e ix sen 3y; (0, ¿K, 1) 

7. x 2 = 12y; (6, 3, 3) 

8. z = * l/2 + y l/2 ;(l, 1,2) 

9. * l/2 + y /2 + z l/2 = 4;(4, 1, 1) 

10. zx 2 - xy 2 - yz 2 = 18; (0, -2, 3) 


11. r* + y 2b + z 2 ^ 3 = 14; (-8,27,1) 

12. x il2 + z l/2 = 8; (25, 2, 9) 

En los ejercicios 13 a 20, si las dos superficies se intersectan en 
una curva, determine ecuaciones de la recta tangente a la curva 
de intersección en el punto indicado; si las dos superficies son 
tangentes en el punto dado, demuéstrelo. 

13. x 2 + y 1 - z = 8, x - y 2 + z 2 = -2; (2, -2, 0) 

14. x 2 + y 2 - 2z + 1 = 0, x 2 + y 2 -z 2 = 0; (0, 1, 1) 

15. y = x 2 ,y = 16 -z 2 ;(4, 16,0) 

16. * = 2 + eos Kyz.y = 1 + sen nxz\ (3, 1, 2) 

17. y = e*sen27Tz + 2, z = y 2 - ln(jí + 1) - 3; (0, 2, 1) 

18. x 2 - 3*y + y 2 = z, 2x 2 + y 2 - 3z + 27 = 0;(1, -2, 11) 
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19. x 2 + z 2 + 4y = 0, x 2 + y 2 + z 2 - 6z + 7 = 0; 
(0,-1, 2) 

20. x 2 + y 2 + z 2 = 8, yz = 4; (0, 2, 2) 

En los ejercicios 21 a 24, utilice el gradiente para obtener una 
ecuación de la recta tangente a la curva dada en el punto 
indicado. 

21. 9x 3 - y 3 = 1; (1, 2) 

22. 16* 4 + y 4 = 32; (1,2) 

23. 2x 3 + 2 y 3 -9xy = 0; (1, 2) 

24. x 4 + 2xy - y 2 = 4; (2,-2) 


25. Pruebe que las esferas x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y (* - b) 2 + 
y 2 + z 2 = (b - a) 2 son tangentes en el punto (a, 0, 0). " 

26. Demuestre que las superficies 4* 2 + y 2 9z 2 = 108 y 
xyz — 36 son tangentes en el punto (3, 6, 2). 

27. Se dice que dos superficies son perpendiculares en un punto 
de intersección P n si los vectores normales a las superficies 
en P 0 son ortogonales. Demuestre que en el punto (1, -1, 2) 
la superficie x 2 - 2yz + y 3 = 4 es perpedicular a cada 
miembro de la familia de superficies 

x 2 + (4c - 2)y 2 - cz 2 + 1 = 0 

28. Demuestre que toda recta normal a la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = a 2 pasa por el centro de la esfera. 


12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


En el capítulo 3 se dijo que una aplicación importante de la derivada de una fun¬ 
ción de una sola variable está relacionada con los valores extremos de una 
función, lo cual condujo a una gran variedad de aplicaciones. En ese capítulo 
se demostraron teoremas que involucran la primera y segunda derivadas, a 
partir de los cuales se determinaron los valores máximos y mínimos relativos 
de la función. Después se incluyeron los valores extremos relativos como 
posibles extremos absolutos. Al extender la teoría a funciones de dos variables, 
se verá que el procedimiento es similar al caso de una variable; sin embargo, se 
presentan ciertas complicaciones. 

Este estudio se inicia con la definición de extremos relativos y absolutos 
de funciones de dos variables. 


12.8.1 Definición de extremos absolutos de funciones 
de dos variables 


(i) Se dice que la función / de dos variables tiene un valor máximo 
absoluto en su dominio D del plano xy si existe algún punto (xq, y 0 ) 
en D tal que/(¿o, yo) á /(x, y) para todos los puntos (x, y) de O. 
En tal caso,/(xo, y 0 ) es el valor máximo absoluto de/en D. ' 

(ii) Se dice que la función / de dos variables tiene un valor mínimo 
absoluto en su dominio D del plano xy si existe algún punto (xq, y 0 ) 
en D tal que /(xq, yo) S /(x, y) para todos los puntos (x, y) de D. 
En tal caso,/(xo, yo) es el valor mínimo absoluto de/en D. 


12.8.2 Definición de extremos relativos de funciones 
de dos variables 


(i) Se dice que una función / de dos variables tiene un valor máximo 
relativo en el punto (xo, yo) si existe un disco abierto B((x¡y, yo); r) tal 
que /(xo, yo) S f(x, y) para todos los puntos (x, y) de B. 

(ii) Se dice que una función / de dos variables tiene un valor mínimo 
relativo en el punto (xq, yo) si existe un disco abierto B((xo,yo); r) 
tal que/(xo, yo) S /(x, y) para todos los puntos (x, y) de B. 






12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 991 



FIGURA 1 


Refiérase a la figura 1, la cual muestra la gráfica de una función/cuyo 
dominio es el plano xy. La función tiene cuatro extremos relativos, uno de los 
cuales es un máximo absoluto y otro es un mínimo absoluto. Si el dominio de 
una función es un disco abierto o el plano xy completo, como én la figura 1, un 
extremo absoluto debe ser un extremo relativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra la gráfica 

de la función definida por 

f(x, y) = a/ 25 - x 2 - y 2 

Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r) para el cual r < 5. De la definición 
12.8.2(i), / tiene un valor máximo relativo de 5 en el punto donde x = 0 
y y = 0. De la definición 12.8.1 (i), 5 es también el valor máximo absoluto 
de/. ◄ 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3 muestra la gráfica 

de la función definida por 
g(x, y) = x 2 + y 2 

El dominio de g es el plano xy completo. Sea B cualquier disco abierto ((0,0); r). 
De la definición 12.8.2(ii), g tiene un valor mínimo relativo de 0 en el origen. De 
la definición 12.8.1 (ii), 0 es también el valor mínimo absoluto de g. 4 

El teorema 3.1.3 establece: Sí/(jc) existe para todos los valores de x del in¬ 
tervalo abierto (a, b), y si / tiene un extremo relativo en c, donde a < c < b, 
y/'(c) existe, entonces/'(c) = 0. El teorema siguiente para funciones de dos 
variables es análogo. 


ñ* ,y)= ^25 - x 2 - y 2 

FIGURA 2 


1 2.8.3 Teorema 


Si f(x, y) existe en todos los puntos de algún disco abierto B((xq, >q); r) 
y si / tiene un extremo relativo en (xp, yo), entonces si f x (x o, y 0 ) y 
/y(*o» yo) existen, 

yo) = 0 y f y (x 0 ,y 0 ) = 0 


Z 



gfi, .v) = X 1 + V 2 


FIGURA 3 


Antes de probar este teorema, se presentará un argumento geométrico 
informal. Sea / una función que satisface la hipótesis del teorema y suponga 
que / tiene un valor máximo relativo en (x 0 , yo). Considere la curva de in¬ 
tersección del plano y = y 0 con la superficie z = f(x, y), como se muestra en 
la figura 4. Esta curva está representada por las ecuaciones 

y = yo y z = /(*. y) 

Como /tiene un valor máximo relativo en el punto donde x = x 0 y y = y 0 , 
la curva tiene una recta tangente horizontal en el plano y = yo en el pun¬ 
to U 0 , >’o,/Uo’ yo))- La pendiente de esta recta tangente es f x (x 0 , v 0 ); de modo 
que f x (x o, yo) = 0. De manera semejante, puede considerarse la curva de in¬ 
tersección del plano x = x 0 con la superficie z = f(x, y) y obtenerse 
f y (xQ, y 0 ) = 0. También puede darse una discusión similar si / tiene un va¬ 
lor mínimo relativo en (xq, yo). A continuación se presenta la demostración 
formal, en la cual se emplea el teorema 3.1.3. 
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Demostración del teorema 12.8.3 Considere las dos funciones g 
y h de una sola variable definidas por 

g(x) = f(x, y 0 ) y h(y) = f(x 0 , y) 

Entonces, 

s'(*o) = fx( x 0’ yo) y h '(yo) =fy(x 0 ,y 0 ) 

Como f x (x 0 , y 0 ) y f y {xo, y q) existen, g'(x 0 ) y h’(y 0 ) existen. Puesto que/ 
tiene un extremo relativo en (x 0 , yo), S tiene un extremo relativo enx 0 y h tiene 
un extremo relativo en y 0 . En consecuencia, por el teorema 3.1.3, 

g\x o) = 0 y h'(y 0 ) = 0 

Por tanto, 

fx(xQ, yo) = o y fy(x Q , y 0 ) = 0 ■ 


Observe que la condición de que tanto f x (x 0 , y 0 ) y f y (x(¡, yo) sean cero 
equivale a la condición de que el vector gradiente V/(.*o, yo) es el vector cero. 
Además, esta condición implica que la gráfica de/tiene un plano tangente ho¬ 
rizontal en (x 0 , yo,/C*o> yo))- Se le pedirá que demuestre esto en el ejercicio 51. 

Del teorema 12.8.3, una condición necesaria para que una función de dos 
variables tenga un extremo relativo en un punto es que sus primeras deriva¬ 
das parciales sean cero en el punto, o bien, que al menos una de las derivadas 
parciales no exista en el punto. A tal punto se le denomina punto crítico de la 
función. 


12.8.4 Definición de punto crítico 


Si f(x, y) existe en todos los puntos de algún disco abierto B((x o. yo); r), 
el punto (¿o, yo) es un punto crítico de / si una de las siguientes con¬ 
diciones se cumple: 

(i) /,(* o. >o) = 0 y f/x o, y 0 ) = 0; 

(ii) f x ( *o. y 0 ) o f/x 0 , y 0 ) no existen. 



X 

f(x,y) = 6x-4y-x 2 -2y 2 


Cuando se estudian los extremos relativos de una función, primero se 
localizan los puntos críticos, si existen. Después se debe aplicar otro criterio 
para determinar si se tiene un extremo relativo en un punto crítico particular. 


W EJEMPLO I Determine los extremos relativos de la función 
definida por 

f(x, y) = 6x - 4y - x 2 - 2y 2 

Solución Se comienza por determinar los puntos críticos de /. Al dife¬ 
renciar parcialmente se obtiene 

fx(x, y) = 6 - 2x y f y (x, y) = -4 - 4y 

Las dos derivadas parciales existen para cualquier punto. Si se consideran 
f x (x, y) y f y (x, y) iguales a cero y se resuelven las ecuaciones para x y y, re¬ 
sulta x = 3 y y = -1. Por tanto, el único punto crítico es (3,-1), y 
/(3,-1) = 11. Para determinar si se tiene un extremo relativo en (3,-1), 
se completan los cuadrados en la expresión para f(x, y): 

f(x,y) = -{x 2 - 6x + 9) - 2(y 2 + 2y + 1) + 9 + 2 
= -(jc - 3) 2 - 2(y + l) 2 + 11 


FIGURA 5 
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X 



z 


glx.y) = 4- x 2 + y 2 

FIGURA 6 



fíx,y) = y 2 -x 1 

FIGURA 7 


Así, si (x,y) ^ (3,-1), f(x, y) < 11. En consecuencia, de la definición 
12.8.2(i),/(3, -1) = 11 es un valor máximo relativo. Por la definición 12.8.1 (i), 
este valor también es un valor máximo absoluto. 

Vea la figura 5 que muestra la gráfica de /, la cual es un paraboloide que 
abre hacia abajo con su vértice en (3, -1, 11). La gráfica apoya la respuesta. 4 


► EJEMPLO 2 

definida por 


Determine los extremos relativos de la función 


g(x, y) = 4 Jx 2 + y 2 


Solución Al calcular las derivadas parciales de g se tiene 


8Áx,y) = 


V 


x L + y ¿ 


y g y (x< y) = 


V * 2 + y 2 


El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 y g x y g y existen en 
todos los puntos diferentes de (0, 0). Además, g x (x, y) = Osólo cuando x = 0, 
pero g y (x, y) ^ 0; y g y (x, y) = 0 sólo cuando y = 0; pero g x (x, y) ^ 0. Por 
tanto, elúnicopuntocríticodeges(0, 0).Comog(0, 0) = 4 y si (x, y) yt (0,0), 
entonces 


g(x,y) = 4 - xjx 2 + y 2 < 4 

de modo que g tiene un valor máximo relativo de 4 en (0,0), el cual también es 
un valor máximo absoluto. La figura 6 muestra la gráfica deg, cuyo punto más 
alto se encuentra en (0, 0,4), lo cual apoya la respuesta. ^ 

Un punto crítico de una función no necesariamente proprorciona un ex- 
y tremo relativo de la función, como se muestra en el siguiente ejemplo ilustrativo. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la función definida por 

f(x, y) = y 2 - x 2 
entonces 


fx(x, y) = -2x f y (x,y) = 2y 

Tanto f x ( 0, 0) como f y { 0, 0) son iguales a cero. La gráfica de/que se muestra 
en la figura 7, tiene la forma de una silla de montar en los puntos cercanos al 
origen. En los puntos del plano xz, donde y = 0 y x yt 0, los valores de la 
función son negativos, y en los puntos del planoyz, donde x = 0 y j í 0,los 
valores de la función son positivos. Por tanto, la función / no satisface la 
definición 12.8.1 cuando (x 0 , yo) = (0,0). 4 

Un punto crítico de una función/donde no se tiene un extremo relativo, 
tal como el punto (0, 0,0) del ejemplo ilustrativo 3, se denomina punto silla de 
la función /. 

El criterio básico para determinar extremos relativos para funciones de dos 
variables es el siguiente criterio de la segunda derivada, el cual proporciona 
condiciones que garantizan el hecho de que una función tiene un extremo 
relativo en un punto donde las primeras derivadas parciales son cero. 
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12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea/una función de dos variables tal que/y sus derivadas parciales de 
primer y segundo orden son continuas en un disco abierto B((a, b)\ r). 
Suponga además qu efju, b) -= 0 y f y (a, b ) = 0. Sea 

D(a, b) = f xx (a , b)f yy (a , b) - [f xy {a, b)] 2 

(i) / tiene un valor mínimo relativo en (a, b ) si 

D(a, b) > 0 y /„(«, b) > 0 (o f yy (a, b) > 0) 

(ii) /tiene un valor máximo relativo en (a, b) si 

D{a, b) > 0 y f xx (a, b) < 0 (o f yy (a, b) < 0) 

(iii) f(a, b ) no es un extremo relativo, pero / tiene un punto silla en 
(a, b,f(a, b)) si 

D(a, b) < 0 

(iv) No se tiene ninguna conclusión acerca de los extremos relativos si 

D{a, tí) = 0 

La demostración del inciso (i) del criterio de la segunda derivada se realiza 
en el suplemento de esta sección, mientras que las pruebas de los incisos (ii) 
y (iii) se dejan como ejercicios, consulte los ejercicios suplementarios 1 y 2. El 
inciso (iv) se incluye de modo que se revisen todos los casos posibles. 

Si/ n ,(a, b ) = f yx (a , b), entonces la expresión para D(a, b) del enunciado 
del criterio de la segunda derivada es el valor del determinante 

f xx (a< b) / vv («, b) 

fy.x(o,h) f yy (a,b) 

Este determinante, denominado hessiano (o discriminante) de la función/, 
proporciona un método conveniente para recordar la fórmula de D(a, b). 


► EJEMPLO 3 Dada 

/(a, y) = 2 a 4 + y 1 - x 2 - 2y 
determine los extremos relativos de/ si es que existen. 

Solución A fin de aplicar el criterio de la segunda derivada, se calculan 
las primeras y segundas derivadas parciales de/. 

/ v ( a, y) = 8a 3 - 2a / v (a, y) = 2y - 2 

/„(a, y) = 24a 2 - 2 /w(a, y) = 2 f xy (x,y) = 0 

Al considerar f x ( a, y) = 0 se tiene a = x = 0 o a = Si se 
considera/.( a, y) = Ose obtiene y = 1. Por tanto,/ v y/ v son 0 en los puntos 
1). (0, 1) y (i, 1), de modo que son los puntos críticos de/. Los resul¬ 
tados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada en estos puntos se 
resumen en la tabla 1. 
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FIGURA 8 


Tabla 1 


Punto crítico 
(a, b) 

/„(«.*) 

/„.(<*, b) 

f xy (a,b) 

D(a, b ) 

Conclusión, 

(-{.o 

4 

2 

0 

8 

f tiene un valor mínimo relativo 

(0,1) 

-2 

2 

0 

-4 

/no tiene extremo relativo 

(fl) 

4 

2 

0 

8 

/tiene un valor mínimo relativo 


Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada,/tiene en los puntos críti¬ 
cos (- ¿ , 1) y ( j , 1) un valor mínimo relativo. Del inciso (iii) del criterio, /no 
tiene extremo relativo en el punto crítico (0, 1). 

Como /(- j, 1) = y f{\, 1) = -|, se concluye que /tiene un valor 
mínimo relativo de -1 en los dos puntos críticos (-¿, 1) y (¿, 1). 

La figura 8, la cual muestra la gráfica de / con los puntos mínimos en 
(- j, 1, -f) y ( j, 1, — §) y el punto silla en (0, 1,-1), apoya los resultados. 4 


W EJEMPLO 4 Determine las dimensiones relativas de una caja 
rectangular, sin tapa que tiene un volumen específico, si se desea emplear la 
mínima cantidad de material en su elaboración. 



X 


FIGURA 9 


Solución La figura 9 muestra la caja, donde la longitud de la base es x uni¬ 
dades, el ancho de la base es y unidades y su profundidad es de z unidades. Sean 
S unidades cuadradas el área de la superficie de la caja. Si V unidades es el 
volumen de la caja, V es una costante puesto que la caja tiene un volumen 
específico. 

Cada una de las variables x, y y z está en el intervalo (0, + oo). De las 
fórmulas para el área de la superficie y el volumen, 

S = xy + 2xz + 2 yz y V = xyz 


Al resolver la segunda ecuación para z en términos de x, y y de la constante V, 
se tiene z = —, y al sustituir esto en la primera ecuación resulta 


5 = *y + 2V + 2V 
>’ x 

Al diferenciar parcialmente se obtiene 


( 1 ) 


dS 2V 

dS 

IV 


dx y X 2 

3 - = x - 

dy 

?- 


d 2 S 4V 

d 2 S , 


d 2 S _ 4V 

dx 2 X 3 

dydx 


dy 2 y 3 


Si se considera — = 0 y ~ = 0 se tiene 
dx dy 

x 2 y - IV = 0 

xy 2 - 2V = 0 


Al resolver estas dos ecuaciones simultáneamente, se obtiene x = if2V y 
y = l¡2V-. Para estos valores de x y y, 

d 2 S _ 4V (PS_ . _ ( d 2 S ) 2 = 4V . 4V _ , 

dx 2 (í[2V) 3 dx 2 dy 2 [dydxj (l/TV) 3 (^/2V ) 3 


= 2 > 0 


= 3 > 0 
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Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada, S tiene un valor mínimo rela¬ 
tivo cuando x = \¡ZV y y = 1¡2V . Recuerde que x y y están en el intervalo 
(0, + oo), y observe en la ecuación (1) que S es muy grande cuando xy y están 
cerca de cero o cuando son muy grandes. Por tanto, se concluye que el valor 
mínimo relativo de S es un valor mínimo absoluto de S. 

Comoz = Vj{xy), entonces cuando jt = 1¡2V y y = \[2V , 

z Vív 1 

= V2V 
2 


Conclusión: La caja debe tener una base cuadrada y una profundidad de un 
medio de la longitud de uno de los lados de la base. A 


Punto 

frontera P frontera 



frontera 



FIGURA 11 


frontera 



FIGURA 12 


frontera 



FIGURA 13 


Recuerde el teorema del valor extremo para funciones de una variable: Si 
la función / es continua en un intervalo cerrado, entonces / tiene un valor 
máximo absoluto y un valor mínimo absoluto en ese intervalo cerrado. Se dijo 
que un valor extremo de una función continua en un intervalo cerrado debe ser 
un extremo relativo o un valor de la función en uno de los extremos del 
intervalo. Se tiene una situación análoga para funciones de dos variables en la 
que se involucra el teorema del valor extremo. 

En el enunciado del teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables se emplea el término región acotada y cerrada. Una región R se dice 
acotada si es una subregión de un disco cerrado. La frontera de una región R 
es el conjunto de todos los puntos P para los cuales todo disco abierto que tiene 
su centro en P contiene al menos un punto de R y al menos un punto que no 
pertenece a R. Una región cerrada es aquella que contiene a su frontera. 

La figura 10 muestra una región acotada y cerrada R, la frontera de R y un 
punto P de la frontera. El ejemplo ilustrativo siguiente presenta algunas 
regiones acotadas y cerradas, en las que se identifica la frontera de cada región. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Un disco cerrado es una región acotada y cerrada. La frontera de esta 
región es la circunferencia del disco. Consulte la figura 11. 

(b) Los lados de un triángulo junto con la región limitada por él es una región 
acotada y cerrada. La frontera de esta región consta de los lados del 
triángulo. Observe la figura 12. 

(c) Los lados de un rectángulo junto con la región acotada por el rectángulo 

es una región acotada y cerrada. La frontera de esta región consiste de los 
lados del rectángulo. Refiérase a la figura 13. M 


12.8.6 Teorema del valor extremo para funciones 
de dos variables 


Sea R una región acotada y cenada del plano xy, y sea /una función 
continua en R. Entonces / tiene un valor máximo absoluto y un valor 
mínimo absoluto en R. 

La demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro, por 
lo que se omite. 

Si/es función de dos variables que satisface el teorema del valor extre¬ 
mo, entonces un extremo absoluto de fes un extremo relativo o un valor de la 
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función en un punto de la frontera de la región R. El valor extremo en tai- 
situación puede determinarse mediante el procedimiento siguiente: 

1. Calcule los valores de la función en los puntos críticos de/del interior 
de la región R. 

2. Determine los valores extremos posibles de / de la frontera de la 
región R. 

3. El mayor de los valores determinados en los pasos I y 2 es el valor 
máximo absoluto, y el menor de los valores es el valor mínimo 
absoluto. 


y 



W EJEMPLO 5 Calcule los extremos absolutos de la función defi¬ 
nida por 

f(x,y) = X 2 + y 2 - 4x - 2y + 7 

si el dominio de / es la región triangular cerrada cuyos lados están sobre el 
eje x, el eje y y la recta x + y = 5. 

Solución La figura 14 muestra la región triangular cerrada R indicada. 
La función polinomial / es continua en R, de modó que se puede aplicar el 
teorema del valor extremo. A fin de determinar los puntos críticos de / se 
calculan las primeras derivadas parciales: 

fx(x, y) = 2x - 4 y f y (x, y) = 2y - 2 

Estas derivadas parciales existen en cualquier punto de R 2 . Al considerar 
f x (x, y) y f y (x, y) iguales a 0 se obtiene x = 2 y y = 1. Por tanto, el único 
punto crítico de/es (2, 1). 

Ahora se considerarán los valores de/en los puntos de la frontera de R . Se 
examinará cada lado del triángulo por separado. 

Sobre el eje x, cuando y=0y0<x<5, se tiene /(x, 0) = x 2 - 
4x + 7, una función cuadrática de una sola variable. Sea a(x) = /(x, 0), 
entonces 

a(x) = x 2 - Ax + 7 0 < x < 5 

La función a tendrá valores extremos cuando a'(x) = 0 o en los extremos 
del intervalo [0, 5]. Al diferenciar a , se tiene 

a'(x) = 2x - 4 

Si se considera a'(x ) = 0 se obtiene x = 2, de modo que en el eje x se deben 
tomar en cuenta los valores de la función en (2, 0), (0, 0) y (5, 0). 

Sobre el eje y, cuando x = 0y0<y<5, se tiene /(0, y) = y 2 - 
2 y + 7. Sea p(y) = /(0, y), de modo que 

P(y) = y 2 - 2y + 7 0 < y < 5 

P'(y) = 2y -2 

Al considerar p\y) = 0, se obtiene y = 1. Por tanto, sobre el eje y, deben 
tenerse en cuenta los valores de la función en (0, 1), (0, 0) y (0, 5). 

Sobre la recta x + y = 5:y = 5-x;0áx<5y0<y<5. De 
modo que 

f(x, 5 - x) = x 2 + (5 - x) 2 - Ax - 2(5 - x) + 7 
= 2x 2 - 12x + 22 0 < x < 5 
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Tabla 2 


(x, y) 

fU, y) 

(2, 1) 

2 

(2,0) 

3 

(0,1) 

6 

(3, 2) . 

4 

(0,0) 

7 

(5,0) 

12 

(0,5) 

22 


Sea y(x) = f(x, 5 - x), por lo que 

y(x) = 2x 2 - I2x + 22 0 < x <, 5 

y'(x) = 4x - 12 

Al considerar y'(x) = 0, se obtiene x = 3. De este modo, sobre la recta 
x + y = 5, se deben tomar en cuenta los valores de la función en (3, 2), (5,0) 

y (0,5). 

En resumen, los puntos posibles (x, y) para un extremo absoluto son (2, 1), 
(2, 0), (0, 1), (3, 2), (0, 0), (5, 0) y (0, 5). Los valores de la función en estos 
puntos se muestran en la tabla 2. El valor máximo absoluto es /(0, 5) = 22 
y el valor mínimo absoluto es/(2, 1) = 2. 

La figura 15 muestra la gráfica de/, la porción de un paraboloide sobre la 
región triangular del plano xy dada. La gráfica apoya los resultados. 

La figura 16 presenta la región triangular R y tres curvas de nivel de/, 
circunferencias del plano xy con sus centros en (2, 1). Observe que los puntos 
frontera de la tabla 2 son los vértices del triángulo, el centro de las circunfe¬ 
rencias y los puntos sobre los lados del triángulo donde el lado es tangente a la 
curva de nivel. 4 



FIGURA IS 


y 



FIGURA 16 


A lo largo de este libro se ha visto cómo los modelos matemáticos se em¬ 
plean en muchas aplicaciones. Con frecuencia, estos modelos fueron ecuaciones 
que contenían a las variables de la situación. Se emplearon varios métodos a fin 
de obtener dichos modelos, uno de los cuales trató acerca de la recta de regre¬ 
sión que proporciona la recta de mejor ajuste para un conjunto de puntos. El 
procedimiento para determinar una recta de regresión requiere la localización 
de un valor mínimo absoluto de una función de dos variables. 

Suponga, por ejemplo, que se desea obtener un modelo matemático para 
algunos datos dados mediante el conjunto de puntos (jcj, y,), (x 2 , y 2 ), . . . , 
(x„, y„). En particular, y¡ puede representar el número de dólares de la utilidad 
semanal de un fabricante cuando x, es el número de unidades vendidas en la se¬ 
mana, o y, podría representar el total de las ventas anuales de una compañía 
cuando x¡ años han transcurrido desde que inició la compañía. El número de 
casos nuevos de cierta enfermedad podría representarse por y¡ cuando x, es el 
número de días desde el brote de una epidemia de la enfermedad. El modelo 
deseado es una relación que involucra ax y y, y que puede emplearse para hacer 
predicciones. Dicha relación está dada por una recta que “ajusta” los datos. 

Con el propósito de obtener una definición adecuada de la recta de mejor 
ajuste de los datos, primero se indica qué tan bien se ajusta una recta particular 
a un conjunto de puntos al medir las ditancias verticales desde los puntos a la 
recta. Por ejemplo, la figura 17 muestra n puntos y la recta y = mx + b. El 
punto (x¡, y ¡) es el í-ésimo punto y le corresponde el punto (x f , mx, + b) de la 
recta. La desviación (o error) entre el i'-ésimo punto y la recta está definido por 
d¡, donde 

d¡ = y¿ - ( mx¡ + b) 

La suma de los cuadrados de las desviaciones es 

n n 

X d ¡ 2 = X [y¡ - + b )] 2 

1=1 1=1 

la cual nunca es negativa y es cero sólo si cada d¡ es cero, en este caso todos los 
puntos están sobre la recta. Se considerará como la recta de mejor ajuste aque- 

n 

lia para la cual £ d 2 es un mínimo absoluto. Esta recta se denomina recta 

;=i 

de regresión de y sobre x, y el proceso para determinarla se llama método de 
mínimos cuadrados. 




12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 999 


y 



FIGURA 17 


A continuación se presentará el método de mínimos cuadrados para deter¬ 
minar la recta de regresión y = mx + b de un conjunto de n puntos. Como x¡ 

n 

y y¡ son constantes, y m y b son variables, entonces X d 2 es una función de m 
y b. Denote esta función por/, de modo que 

f(m, b) = ¿ (y, - mx¡ - b ) 2 

i -1 

Con el fin de obtener los valores de m y b que hacen dc/(m, ti) un mínimo 
absoluto, primero se calculan las derivadas parciales f m (m, b) y f¡,(m, b). 


fjm, b) 



n 

X 2 (y¡ ~ mx ¡ - b)(~x,) 

i=\ 

n 

2 X + mx i 2 + bx ‘ i) 
1 = 1 


= 2 


~X w + x > 2 + ■ 


b ) 


¿ J/ [(>í - mx ¡ - b) 2 ] 

¿2 (y¡ - mx¡ - ¿>)(-l) 

í=1 

n 

2 X + mx i + b) 

( n n 

- X >i + + nh 

íy , = i 


Al considerar/ m (m, b) = 0 y /¿(/n, b) = 0 se obtienen dos ecuaciones 
simultáneas en m y b: 

(jU 2 )* + ■ (2) 

y 

(X x ¡) m + nb = ¿>’¡ 

Si se resuelve la segunda ecuación para b, se tiene 


b = 



Al sustituir este valor de b en (2) se obtiene 


m 


n n n 

«X x >y¡ ~ X x «S ?¡ 

i = l _ i = 1 1-1 



(3) 


(4) 
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En el ejercicio 52 se le pedirá que proporcione los detalles de la obtención de 
la ecuación (4) a partir de (2) y (3), y en el ejercicio 53 se le pedirá que utilice 
el criterio de la segunda derivada para demostrar que/ tiene un valor mínimo 
relativo para los valores de m y b determinados por (3) y (4). En este ejercicio 
verá que existe sólo un un extremo relativo para/, que m y b están en el in¬ 
tervalo (- oo, + oo) y que /(m, b) es grande cuando el valor absoluto de m o 
el valor absoluto de b es grande. De este modo, se concluye que el valor míni¬ 
mo relativo de/es un valor mínimo absoluto. 

Observe que en las fórmulas (3) y (4) aparecen cuatro sumas diferentes. 
Estas fórmulas pueden evaluarse en una computadora o en muchas calculado¬ 
ras. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera conveniente para calcular 
las sumas cuando se tiene una cantidad pequeña de datos. 


Tabla 3 


X 

0 

1 2 

3 

LJ 

1200 

1800 2500 

3100 


Tabla 4 


x¡ y, x? x, y¡ 

0 1200 0 0 

1 1800 1 1800 

2 2500 4 5000 

3 3100 9 9 300 

£6 8 600 14 16100 


Tabla 5 


X 

1 

2 

3 

4 5 

LJ 

20 

24 

30 

35 42 

Tab 

la 6 

x¡ 

y¡ 


x¡y¡ 


1 

20 

1 

20 


2 

24 

4 

48 


3 

30 

9 

90 


4 

35 

16 

140 


5 

42 

25 

210 

£15 

151 

55 

508 


► EJEMPLO 6 En 1975 se compró un objeto antiguo y raro por 
$1200. Su valor en 1980 fue de $1 800, en 1985 su precio fue de $2500 y en 
1990 su valor fue de $3 100. Si el valor del objeto fuese determinado parael año 
2000 de acuerdo con el mismo patrón, utilice el método de mínimos cuadrados 
para estimar el valor del objeto para este año. 

Solución A fin de obtener la recta de regresión y = mx + b, sea x el 
número de lustros (o periodos de 5 años) desde 1975 y sea y dólares el valor 
del objeto 5* años a partir de 1975. Así, se tienen los puntos de datos mostrados 
en la tabla 3. 

La tabla 4 muestra el cálculo para las cuatro sumas que aparecen en las 
ecuaciones (3) y (4). De esta tabla. 



= 8600 

1 = 1 



X x ¡y¡ - 16100 

<=i 


Con estos valores y n = 4 se obtiene, de (4) y (3), 


_ 4(16100) - 6(8600) 
4(14) - 6(6) 

= 640 


b = { [8600 - 640(6)] 
= 1190 


Por tanto, una ecuación de la recta de regresión es 
y = 640* + 1190 


De donde, para el año 2000, x = 5; y para este valor de * 

y = 640(5)+ 1190 
= 4390 


Conclusión: Se estima que el valor del objeto para el año 2000 será de 
$4390. 4 


► EJEMPLO 7 En la tabla 5, * días han transcurrido desde el brote 
de una enfermedad particular, y y es el número de casos nuevos de la enfer¬ 
medad en el día número*, (a) Determine la recta de regresión para los puntos de 
datos (*¡, y,), (b) Utilice la recta de regresión para estimar el número de nuevos 
casos de la enfermedad en el sexto día. 
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Solución 

(a) La recta pedida tiene la ecuación y = mx + b. Para determinar m y 
b , primero se obtienen las sumas de las ecuaciones (3) y (4) a partir de los 
datos de la tabla 6. De esta tabla, 

Í>, = 15 ¿y, = 151 ¿*, 2 = 55 ¿x* = 508 

Í = 1 1 = 1 1 = 1 1 = 1 


Con estos valores y n = 5 se obtiene a partir de (4) y (3), 


5(508) - (15)(151) 
5(55) - (15)(15) 


b = 1 [151-5.5(15)] 
= 13.7 


Por tanto, la recta de regresión tiene la ecuación 
y = 5.5* + 13.7 

(b) Con * = 6 en la ecuación de la recta de regresión, 

y = 5.5(6) + 13.7 
= 46.7 


Conclusión: En el sexto día de la epidemia, se estima que habrá 47 casos 
nuevos de la enfermedad. A 


Muchas calculadoras poseen programas que proporcionan un modelo de 
regresión lineal mediante un ajuste de mínimos cuadrados. Si su calculadora 
es capaz de esto, utilícela con el objeto de apoyar los resultados de los ejemplos 
6 y 7. Otros programas pueden determinar modelos de regresión cuadráti- 
cos, cúbicos, logarítmicos y exponenciales. Refiérase al manual del usuario de 
su calculadora para conocer los procedimientos a fin de obtener estos modelos. 


EJERCICIOS 12.8 


En los ejercicios I a 6, encuentre los extremos relativos de la 
función obteniendo primero los puntos críticos y después apli¬ 
cando la definición 12.8.2. Determine si los extremos relativos 
son extremos absolutos. 

1. f(x,y) = V 16 ~ x 2 - y 2 

2. /(*, y) = yjx 2 + y 2 + 9 

3. /(*, y) = x 2 + y 2 - 4* - 8y + 16 

4. fix.y ) = 2 + 2x + 6y - x 2 - y 2 

5. fix, y) = 9 - -¡x 2 + y 2 - 2x + 1 

6. fix, y) = jx 2 + y 2 + 1 

En los ejercicios 7 a 18, determine los extremos relativos de f 
y localice los puntos silla, si los tiene. 

7. fix, y) = x 3 + y 2 - 6x 2 + y - 1 

8. fix.y) = 18x 2 - 32y 2 - 36* - 128y - 110 


9 . f(x,y) = y 2 - x 2 + 2x - 4y + 3 

10 . fix.y) = x 2 - y 2 + 6x - 8y + 25 

11. /(*, y) = I - M + ^ 

* y 

12 . /(*, y) = x 2 - 4xy + y 3 + 4y 

13 . f(x,y) = 4xy 2 - 2x 2 y - x 

14 . f(x, y) = y* - 4y 3 + 2* 2 + 8 xy 

15 . f(x,y) = x 3 + y 3 + 3y 2 - 3x - 9y + 2 

16 . f(x, y) = e x sen y 

17 . /(*, y) = e” 

18 . /(*, y) = x 3 + y 3 - I8xy 

En los ejercicios 19 a 24, obtenga los extremos absolutos de 
la función cuyo dominio es la región acotada y cerrada R del 
plano xy. 

19 . La función del ejercicio 3; R es la región triangular que tiene 
vértices en (0,0), (4,0) y (0, 8). 
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20. La función del ejercicio 4; R es la región triangular cuyos 
lados son el eje *, el eje y y la recta x + y = 5. 

21. /( x, y) = 3x 2 + x y; R es la región limitada por la parábola 
y = x 2 y la recta y = 4. 

22. /( x, y) = x 2 - 2xy + 2y; R es la región acotada por la 
parábola y = 4 - x 2 y el eje x. 

23. /(*, y) = y 3 + x 1 - 3 y; R es la región limitada por la 
circunferencia* 2 + (y - l) 2 = 1. 

24. /(*, y) = sen,* + sen y; R es la región acotada por el 
cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (n, 0). (0, re) y (re, re). 

25. Determine los tres números positivos cuya suma sea 24 de 
modo que su producto sea el mayor posible. 

26. Obtenga tres números positivos cuyo producto sea 24 de 
manera que su suma sea lo más pequeña posible. 

27. Encuentre el punto del plano 3* + 2y - z = 5 que esté más 
cerca al punto (1,-2, 3), y calcule la distancia mínima. 

28. Determine los puntos de la superficie y 2 - xz = 4 que estén 
más cerca al origen, y calcule la distancia mínima. 

29. Obtenga los puntos de la curva de intersección del elipsoide 
* 2 + 4y 2 + 4 z 2 = 4 y el plano* - 4y - z = Oque estén 
más cerca del origen, y calcule la distancia mínima. 

30. En una fábrica, los trabajadores se han clasificado en dos 
maneras: A y B. Los trabajadores tipo A ganan $14 por 
jomada, mientras que los del tipo B ganan $ 13. Para alcanzar 
cierta producción en una jomada, se ha determinado aumen¬ 
tar los salarios de los trabajadores, si se emplean * trabajado¬ 
res del tipo A y y del tipo B, entonces el número de dólares del 
costo de la jornada es y 3 + * 2 - 8*y + 600. ¿Cuántos 
trabajadores de cada tipo deben emplearse a fin de que el 
costo de la jomada sea un mínimo si se requieren por lo 
menos tres trabajadores de cada tipo para una jomada? 

31. Una inyección de * miligramos de cierto medicamento A y y 
miligramos del medicamento B produce una respuesta de R 
unidades, yR = x*y\c - * - y), donde c es una constante 
positiva. ¿Qué dosis de cada medicamento ocasionarán la 
respuesta máxima? 

32. Suponga que t horas después de la inyección de * miligra¬ 
mos de adrenalina la respuesta es de R unidades, y R 
te~\c - *)*, donde c es una constante positiva. ¿Qué va¬ 
lores de * y í producirán la respuesta máxima? 

33. Calcule el volumen del mayor paralelepípedo rectangular 
que pueda inscribirse en el elipsoide 36x 2 + 9y 2 + 4z 2 = 
36 si las aristas deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

34. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de mate¬ 
rial de $ 10. Si el material para el fondo de la caja cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta $0.30 por 
pie cuadrado, determine las dimensiones de la caja de mayor 
volumen que pueda elaborarse. 

35. Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 
16 pie 3 empleando tres tipos de materiales. El costo del ma¬ 
terial para el fondo y la tapa es de $0.18 por pie cuadrado, el 
costo del material para el frente y la parte trasera es de $0.16 
por pie cuadrado, y el costo del material para los otros dos 
lados es de $0.12 por pie cuadrado. Calcule las dimensiones 


de la caja de modo que el costo de los materiales sea un 
mínimo. 

36. Suponga que T grados es la temperatura en cualquier punto 
(*, y, z) de la esfera x 2 + y 2 4- z 2 = 4, y T = I00*y 2 z. 
Obtenga los puntos de la esfera donde la temperatura es la 
máxima y también los puntos donde es mínima. Además, 
calcule la temperatura en estos puntos. 

37. Suponga que en la producción de cierto artículo se requieren 
* horas-máquina y y horas-persona, y que el costo de pro¬ 
ducción está dado por/(*, y), donde 

/(*, y) = 2* 3 - 6*y + y 2 + 500 

Determine los números de horas-máquina y de horas- 
persona necesarios para producirel artículo al costo mínimo. 

38. Una tienda de ropa vende dos tipos de camisa que son simi¬ 
lares pero que son elaboradas por diferentes fabricantes. El 
costo de la tienda para el primer tipo es de $40 y el costo 
del segundo tipo es de $50. Por medio de la experiencia, se 
ha determinado que si el precio de venta del primer tipo es 
de * dólares y el precio de venta para el segundo tipo es de y 
dólares, entonces el número de camisas del primer tipo que 
se venden mensualmente es 3 200 - 50* + 25y, y el de las 
del segundo tipo es 25* - 25y. ¿Cuál debe ser el precio de 
venta de cada tipo de camisa a fin de obtener la máxima 
utilidad? 

39. En 1921, el autor de una pintura abstracta la vendió por 
$100. Debido a su importancia histórica su valor se ha 
incrementadoconel paso del tiempo. En 1941 su valorfuede 
$ 4 600, en 1961 se vendió en $ 11 000, y en 1981 su valor fue 
de $20000. Suponiendo que el valor de la pintura se esta¬ 
blecerá de acuerdo con el mismo patrón hasta el año 2001, 
utilice el método de mínimos cuadrados para estimar su valor 
para ese año. 

40 . Un automóvil modelo 1991 se vendió como un carro usa¬ 
do en 1992 por $6800. Su valor fue de $6200 en 1993, 
en 1994 su valor fue de $ 5 700, y en 1996 su precio fue de 
$4 800. Utilice el método de mínimos cuadrados para esti¬ 
mar el valor del carro en 1995. 

41 . En el Cinema Uno se ha exhibido una película durante cinco 
semanas, y la asistencia semanal (con aproximación de 
cientos) para cada semana está dada en la tabla siguiente. 


Semana No. 

1 

2 

3 

4 

5 

Asistencia 

¡5000 

4500 

4100 

3 900 

3500 


Suponga que la asistencia semanal continuará reducién¬ 
dose de acuerdo con el mismo patrón hasta llagar a 1 500. 

(a) Utilice la recta de regresión para los datos de la tabla a fin 
de determinar la asistencia esperada para la sexta semana. 

(b) La película se cambiará al Cinema Dos, que es más pe¬ 
queño, cuando la asistencia semanal esté por debajo 2250. 
¿Cuántas semanas estará exhibiéndose la película en el 
Cinema Uno ? 

42. Se analiza la savia de cinco árboles a fin de determinar la can¬ 
tidad de la hormona vegetal que causa la caída de las hojas. 
En el caso de los árboles de la tabla siguiente, cuando se 
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liberan x microgramos (fxg) de la hormona vegetal ocurre 
la caída de y hojas. 



Roble 

Arce 

Abedul 

Pino 

Acacia 

X 

28 

57 

38 

75 

82 

y ■ 

208 

350 

300 

620 

719 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Utilice la recta de regresión para esti¬ 
mar el número de hojas caídas de otro tipo de árbol cuando 
se liberan 100 pg de la hormona vegetal. 

43. Se examinaron cinco corredores a fin de determinar su absor¬ 
ción máxima de oxígeno, medida que refleja el estado cardio¬ 
vascular de una persona. Los resultados se presentan en la 
siguiente tabla, donde x segundos es el mejor tiempo del corre¬ 
dor al correr una milla y y mililitros por minuto por kilogra¬ 
mo de peso es la absorción máxima de oxígeno del corredor. 



Corredor A 

Corredor B 

Corredor C 

Corredor D Corredor E 

X 

300.5 

350.6 

407.3 

326.2 

512.8 

y i 

i 

418.5 

375.6 

350.2 

400.2 

325.8 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Emplee la recta de regresión para es¬ 
timar la absorción máxima de oxígeno de un corredor si su 
mejor tiempo al correr una milla es de 340.4 s. 

44. Se utiliza la calificación del examen de admisión de un 
estudiante con el objeto de predecir su promedio al final del 
primer año de estudios. La siguiente tabla proporciona los 
datos para seis estudiantes, donde x es el resultado del 
examen y y es el promedio de calificaciones. 



Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

X 

92 

81 

73 

98 

79 

85 


3.4 

2.7 

3.1 

3.8 

2.2 

3.0 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Emplee la recta de regresión a fin de 
estimar el promedio de calificaciones de un estudiante al 
final del primer año de estudios si el estudiante obtuvo un 
resultado de 88 en el examen de admisión. 

45. La siguiente tabla presenta la producción mensual de una 
fábrica y la utilidad para los primeros cinco meses del año, 
donde x miles de unidades se produjeron y y miles de dólares 
se obtuvieron de utilidad. 



Enero 

Febrero 

Marzo 

Abril 

Mayo 

X 

65 

72 

82 

90 

100 

y 

30 

35 

42 

48 

60 


Si la producción para junio es de 105 000 unidades, utilice la 
recta regresión para los datos de la tabla a fin de estimar 
la utilidad de ese mes. 


46. En la tabla siguiente, para cinco niños sanos, w kilogramos 
es su peso y y milímetros de mercurio expresa su presión 
arterial media (el promedio de la presión sanguínea de la 
diástole y de la sístole). 



Niño A 

Niño B 

Niño C 

Niño D 

Niño E 

W 

20 

30 

35 

40 

50 

y 

70 

85 

90 

96 

100 


(a) Una ecuación que “ajusta” los datos de esta tabla es 
y = m(ln w) + ¿.Para determinar esta ecuación considere 
x = ln w y utilice el método de mínimos cuadrados para los 
puntos (x¡, y¡). (b) Use el resultado del inciso (a) a fin de 
estimar la presión arterial media de un niño sano cuyo peso 
es de 45 kg. 

47 . Un decorador, quien es un monopolista, hace dos tipos de 
marcos para pinturas. Por medio de la experiencia, el deco¬ 
rador ha determinado que si elabora x marcos del primer tipo 
y y marcos del segundo tipo y los pone a la venta en una sala 
de exhibición, pueden venderse por (100- 2x) dólares y 
(120 - 3y) dólares cada uno, respectivamente. El costo total 
de fabricación de estos marcos es (1 2x + 12y + 4xy) dó¬ 
lares. ¿Cuántos marcos de cada tipo debe producir para 
obtener la máxima utilidad, y cuál es esa utilidad? 

48 . Demuestre que la caja rectangular de mayor volumen que 
puede colocarse dentro de una esfera tiene la forma de un 
cubo. 

49 . Se elabora una caja sin tapa con una cantidad de material 
dada. Determine las dimensiones relativas de la caja que 
contenga el mayor volumen posible. 

50 . Un monopolista produce engrapadoras y grapas cuyas ecua¬ 
ciones de demanda son x = 11 - 2p - 2q y y = 19 - 
2 p - 3 q, donde la demanda de engrapadoras es lOOOx si 
el precio unitario es p dólares, y la demanda de grapas es de 
1 OOOy cajas si el precio unitario por caja es q dólares. El 
costo de producción de cada engrapadora es de $2, y el de 
cada caja de grapas es de $1. Demuestre que para obtener la 
máxima utilidad total, las engrapadoras deben ser gratuitas y 
las grapas deben ser costosas. 

51. Si /es una función diferenciable para la cual Vflx 0 , yo) = 0, 
demuestre que la gráfica de/tiene un plano tangente hori¬ 
zontal en el punto (x ü , y 0 ,f(x 0 , y 0 )). 

52. Obtenga la ecuación (4) al sustituir de (3) en (2). 

53. Si f(m, b) — ^ (y¡ - mx¡ - b) 2 , utilice el criterio de la 

.=1 

segunda derivada para demostrar que los valores de m y b 
en (3) y (4) proporcionan un valor mínimo relativo de 
/. Sugerencia: primero demuestre que b) > 0. 

Para probar que D(m, b) > 0, debe demostrar que ^ x 2 > 
y X,.) 2 . Para demostrar esto, sea x : = - y\x¡ y apli¬ 
que las propiedades de la notación sigma a la desigualdad 
¿ (x - xf > 0. 
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12.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


En la solución del ejemplo 4 de la sección 12.8 se minimizó la función cuyos 
valores de función son xy + 2 xz + 2yz, sujeta a la condición de que x, y 
y z satisfaciesen la ecuación xyz = V. Compare esto con el ejemplo 3 de la 
sección 12.8, en el que se determinó el extremo relativo de/para el cual 
f(x,y) = 2x 4 + y 2 - x 1 - 2y. Estos son esencialmente dos tipos diferentes 
de problemas debido a que en el ejemplo 4 se tiene una condición adicional, 
denominada restricción (o condición lateral). Estos problemas se denominan 
problemas con extremos restringidos, mientras que el problema del ejemplo 
3 se denomina problema con extremos libres. 



Extremo restringido de v 23 


Extremo libre de 5 


(0, 0, 5) 


5 = t /25 - x 2 - y 2 y x + y=2 

FIGURA 1 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo ilustrativo 1 de 
la sección 12.8, se demostró que la función definida por 

f(x,y) = p5 - x 2 - y 2 (1) 

tiene un valor máximo relativo de 5 cuando x = 0 y y = 0. El número 5 es 
un máximo libre de /. 

Suponga que, además de satisfacer la ecuación (1), se impone la condición 
de que xy y deben satisfacer la ecuación 

x + y = 2 (2) 

Ahora se trata de obtener un máximo restringido. El punto que corresponde al 
máximo restringido estará en la semiesfera definida por la ecuación (1) y en 
el plano definido por la ecuación (2); esto es, estará sobre la curva de 
intersección de la semiesfera y el plano. Refiérase a la figura 1. Se puede 
determinar que el valor máximo restringido es V23 cuando x = 1 y y = 1, 
esto por medio de las técnicas estudiadas en el capítulo 2: sustituya el valor de 
yen términos de x de (2) en (1), y obtenga el valor máximo relativo de la función 
de una variable que resulte. 4 


Debido a que no siempre es posible resolver la restricción para una de las 
variables en términos de las otras, como se bosquejó en el ejemplo ilustrativo 
1, se puede seguir otro enfoque para determinar los puntos críticos a fin de 
resolver un problema de extremos restringidos. El procedimiento empleado 
para tal fin se denomina método de multiplicadores de Lagrange, en honor 
a su descubridor Joseph L. Lagrange, el matemático francés que se ha mencio¬ 
nado varias veces en este libro. El método está basado en el teorema siguiente. 


12.9.1 Teorema 


Suponga que/y g son funciones de dos variables cuyas primeras deriva¬ 
das parciales son continuas. Si /tiene un extremo relativo en el punto 
(*o yo./Oo. yo)) sujeto a la condición g{x,y) = 0, y Vg(ar 0 , y 0 ) * 0. 
entonces existe una constante A tal que 

V/(xo* yo) + AVg(x 0 ,y 0 ) = 0 (3) 

Demostración Si V/(xo, y o) = 0, entonces se cumple (3) si A = 0. 
Ahora se probará (3) suponiendo que V/(x 0 , yo) ^ 0. De las condiciones 
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y 



dadas, el teorema de la función implícita, el cual se demuestra en Cálculo- 
avanzado, permite representar la curva C, cuya ecuación es g(x, y) = 0, 
mediante la ecuación vectorial 

R(0 = «(01 + J3(í)j 

para t en algún intervalo para el cual R'(í) * 0. Refiérase a la figura 2. Sea t 0 
el valor de t correspondiente al punto <x 0 , y 0 , /(x 0 , y 0 )) donde /tiene un extre¬ 
mo relativo. Conforme t vana a lo largo de C, se obtienen diferentes valores de 
la función /, de los cuales los puntos correspondientes ( x , y, f(x, y)) se hallan 
sobre la superficie definida por/ y están sujetos a la restricción g(x, y) = 0. 

Sea <f> la función de la variable t definida por 

<f>(t) = /(«(/), J3(í)) 


Como / tiene un extremo relativo en (xq, yo>/(*o> yo))> entonces <f> tiene 
un extremo relativo en í 0 . Por tanto, 4>'(to) = 0. Ahora se calculará 4>'(t) 
mediante la regla de la cadena: 


= f x (x, y)a'(t) + f y (x, y)P'(t) 

= /x(*o. yo)a'(to) + f y (x 0 , y 0 )pXt 0 ) 


Debido a que <f>'(t 0 ) = 0, se tiene de la ecuación anterior 
fx(* o->o)«'(fo) + f y (x 0 ,y 0 )p'(t 0 ) = 0 

« V/(xo,y 0 ) • R’('o) = 0 

Puesto que V/(x 0 , yo) y R'(%) son distintos del vector cero, se puede concluir 
a partir de esta ecuación que V/íx 0 , yo) es ortogonal a R’(to)- Sin embargo, del 
teorema 12.7.6, Vg(xo, yo) también es ortogonal a R'(/ 0 )- La figura 2 ilustra es¬ 
tos resultados. Como Vf(xo, yo) y Vg(xo, yo) son ortogonales al mismo vector, 
entonces ellos son paralelos, de modo que se cumple la ecuación (3). ■ 


Ahora se mostrará cómo se aplica el teorema 12.9.1 para determinar los 
extremos relativos de una función / de las variables ryy sujeta a la restric¬ 
ción g(x, y) = 0. 

Se introduce una nueva variable, denominada multiplicador de Lagrange, 
y se forma la función auxiliar F de las tres variables x, y y A para la cual 

F(x, y, X) = /(*, y) + Ag(x, y) 

De este modo, el problema se transforma en un problema en e4 que se deben 
determinar los puntos críticos de F en los que las tres primeras derivadas par¬ 
ciales de F son cero: 

F x (x, y. A) = 0 F y (x, y. A) = 0 F k (x,y,X) = 0 (4) 

Observe que las dos primeras ecuaciones de (4) equivalen a 
f x {x,y) + Xg x (x, y) = 0 y f y (x,y) + Xg y (x,y) = 0 
y estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuación vectorial 
V/(x,y) + AVgíx.y) = 0 

que es la ecuación (3) del teorema 12.9.1. Además, la tercera ecuación de (4) 
es g(x, y) = 0, la cual es la restricción. 

El siguiente procedimiento resume la discusión anterior. 
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A fin de aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para- 
de terminar los extremos relativos de una función/ de las dos variables 
x y y sujeta a la restricción g(x, y) = 0; 

1. Defina la función auxiliar Fde las tres variables x, y y A para la cual 

F(x, y , A) = /( x, y) + Ag(.t, y) 

2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma a) igualar a cero las 
tres primeras derivadas parciales de F, 

F x (x,y, A) = 0 
■ F y (x , y. A) ■=» 0 

Fi(x, y. A) = 0 ¡ / 

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos críticos de F. 

4. Entre las primeras dos coordenadas de los puntos críticos de F, ob¬ 
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de jc y y que proporcio¬ 
nan los extremos relativos deseados. 

Observe que los extremos relativos de / sujeta a la restricción pueden 
ocurrir en un punto donde g x (x, y) y g y (x, y) sean cero. Estos puntos tal vez no 
puedan obtenerse mediante el método de multiplicadores de Lagrange, por 
lo que deben examinarse por separado. 


► EJEMPLO 1 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange 
a fin de determinar los extremos de la función/para la cual 

f(x, y) = 3x + 4y - 3 

si el punto (*, y) está sobre la circunferencia (x - l) 2 + y 2 = 25. 


Solución Se escribe la ecuación de la circunferencia en la forma 
x 2 + y 2 - 2x - 24 = 0 

Con el propósito de obtener los extremos relativos de/sujeta a esta restric¬ 
ción, se define la función F como sigue: 

F(x, y. A) = 3x + 4y - 3 + A(;c 2 + y 2 - 2 jc - 24) 

Al calcular las derivadas parciales F x , F y y F¿, e igualar a cero los valores 
resultantes se tiene 

F x : 3 + 2ÁJ(x - 1) = 0 (5) 

F y : 4 + 2Ay = 0 (6) 

F x - x 1 + y 2 - Ix - 24 = 0 (7) 


Observe en las ecuaciones (5) y (6) que x ^ 1 y y * 0. Al resolver estas 
ecuaciones para A se obtiene 


A 


3 

2(jc - 1) 


A = -- 


(8) 


Si se igualan estos dos valores de A resulta 


3y = 4 (jc - 1) 
y = f(*-l) 


(9) 
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Este valor de y se sustituye en la ecuación (7) y se resuelve para x: 

x 2 + f (x 2 - 2x + 1) - 2x - 24 = 0 
9x 2 + I6x 2 - 32x + 16 - 1 8jc - 216= 0 
25x 2 - 5Qx - 200 = 0 
-X 2 — 2jc — 8 =0 
(x + 2)(x - 4) = 0 

x = -2 x = 4 

De las ecuaciones (9) y (8): cuando x = -2, y = -4 y X = y cuando 
x = 4, y = 4 y A = - j. Por tanto, los puntos (-2, -4, ¿) y (4, 4, -¿) son 
los puntos críticos de F. Así, (-2, -4) y (4, 4) son los únicos puntos posibles 
para los cuales /tiene un extremo relativo. Como 

/(-2, -4) = 3(—2) + 4(—4) y /(4, 4) = (3)(4) + 4(4) - 3 
= -25 = 25 

el valor mínimo telativo de/es -25 y su valor máximo relativo es 25. ^ 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La función / del ejemplo 1 

es continua en el disco cerrado definido por 
(x - l) 2 + y 2 <S 25 


Por tanto, por el teorema del valor extremo / tiene un valor máximo absoluto 
y un valor mínimo absoluto en el disco. Como 


fx(x,y) = 3 y f y (x,y) = 4 


y 



y estos valores nunca son cero, entonces/no tiene extremos relativos dentro 
de la circunferencia. De modo que los extremos relativos deben ocurrir sobre 
la circunferencia. En consecuencia, del resultado del ejemplo 1, se puede con¬ 
cluir que 25 es un valor máximo absoluto y que -25 es un valor mínimo abso¬ 
luto en el disco cerrado. 

Refiérase a la figura 3. Las rectas 

3x + 4y - 3 = 25 O 3x + 4y - 28 = 0 

3x + 4y - 3 = -25 o 3x + 4y + 22 = 0 

son curvas de nivel de / tangentes a la circunferencia de restricción en los 
puntos (4, 4) y (-2, -4), respectivamente. A 

El método de multiplicadores de Lagrange puede extenderse a funciones 
de tres variables. El teorema siguiente es similar al teorema 12.9.1. 


12.9.2 Teorema 


Suponga que / y g son funciones de tres variables cuyas primeras de¬ 
rivadas parciales son continuas. Si / tiene un extremo relativo donde 
x = x 0 ,y = y 0 yz = z 0 , sujeto a la restricción g(x, y, z) = 0 y 
Vg(x o, >1,. * 0, entonces existe una constante X tal que 


V/(x 0 , y o, ; 0 ) + ^Vg(xo, y 0 , Zq) = « 


( 10 ) 
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En la demostración de este teorema, semejante a la del teorema 12.9.1, es 
necesario probar que cuando V/(x 0 , y 0 , z 0 ) y Vg(x 0 , yo, zo) son distintos del 
vector cero, los dos son ortogonales a la superficie g(x, y, z) = 0, lo cual 
implica que V/(x 0 , yo, Zo) y Vg(x 0 , y 0 , Zo) son paralelos. De este hecho resulta 
la ecuación (10). 

Al igual que del teorema 12.9.1 se obtuvo el procedimiento con el fin de 
aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para funciones de dos varia¬ 
bles, el teorema 12.9.2 proporciona el siguiente procedimiento para funciones 
de tres variables. 

A fin de aplicar el método de multiplicadores de Lagrange para de¬ 
terminar los extremos relativos de una función/de las tres variables x, 
y y Z sujeta a la restricción g(x, y, z) = 0: 

1. Defina la función auxiliar F de las cuatro variables x, y, z y A para la 
cual 

F(x, y, z. A) = /(x, y, z) + Ag(x, y, z) 

2. Considere el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las 
cuatro primeras derivadas parciales de F. 

F x (x, y, z. A) = 0 
F y (x, y, z. A) = 0 
F z (x,y,z, A) = 0 
F x (x, y. Z, A) = 0 

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos críticos de F. 

4. Entre las primeras tres coordenadas de los puntos críticos de F, ob¬ 
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de x, y y z que 
proporcionan los extremos relativos deseados. 


^ EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 4 de la sección 12.8 mediante 
el método de multiplicadores de Lagrange. 

Solución Se definen las variables x, y y z, y la constante V como en la 
solución del ejemplo 12.8. Sea 

S = /(x, y, z) y g(x, y, z) = xyz - V 

= xy + 2xz + 2yz 

Se desea minimizar la función /sujeta a la restricción 
g(x, y, z) = 0 

Ahora se considera la función F para la cual 
F(x, y, z. A) = /(x, y, z) + Ag(x, y, z) 

= xy + 2xz + 2yz -t A(xyz - V ) 

Con el propósito de obtener los puntos críticos de F se calculan las cuatro pri¬ 
meras derivadas parciales F x , F y , F z y F x y se igualan a cero los resultados: 
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y + 2z + Xyz = 0 

( 11 ) 

Fy. 

x + 2z + Xxz = 0 

( 12 ) 


2x + 2y + Xxy = 0 

( 13 ) 

Fü 

xyz - V = 0 

( 14 ) 


Si se restan los miembros de (12) de los correspondientes de (11) resulta 
y - x + Az(y - x)= 0 
(y - x)(l + Xz) = O 


de donde se obtiene 


y = * 


( 15 ) 


y como z * O, 

X = -- 
z 

Al sustituir X = -1 jz en (12) resulta x + 2z - x = O, lo que da z = O, lo 
cual es imposible debido a que z se encuentra en el intervalo (O, + »). Si se 
sustituye de (15) en (13) resulta 

Ix + 2x + Xx 1 = O 
x(4 + Xx) = O 

X = -~ debido a que x x O 


Si en (12) se sustituye A por -4 /jc, se obtiene 

x + 2z - ~{xz)= O 
x + 2z - 4z = O 



( 16 ) 


Al reemplazar de (15) y (16) en (14) se obtiene i* 3 - V = O, de donde resulta 
x = lj2V. Con este valor en (15) y (16), y = 1¡2V y z = | VlV. Por 
tanto, el punto (\Í2V, \[2V, 1 1/2V, A)esunpuntocríticodeFy,comosemos- 
tró en la sección 12.8, / tiene un valor mínimo donde x = -J2V , y = 1¡2V , 
yz = \% r 2V. 4 


El ejemplo que sigue trata una situación sobre economía en la que se 
emplea la fundón utilidad, la cual mide la satisfacción a partir de las 
cantidades de ciertos artículos. Se llama índice de utilidad a cualquier valor de 
una función utilidad, el cual describe numéricamente una preferencia indivi¬ 
dual por los artículos. 


► EJEMPLO 3 

U(x, y, z) = xyz 


Suponga que U es una función utilidad para la cual 


donde x, y y z representan el número de unidades de los artículos A, B y C, res¬ 
pectivamente, los cuales son consumidos semanalmente por una persona 
particular. Además suponga que los precios unitarios de A, B y C son $2, $3, y 
$4, respectivamente, y que el gasto total semanal para estos artículos se ha 
presupuestado en $90. ¿Cuántas unidades de cada artículo deben comprarse 
semanalmente para maximizar el índice de utilidad de la persona? 
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Solución Se desea determinar el valor de x, y y z, cada uno en el intervalo 
[0, +o°), que maximice U(x, y, z) sujeta a la restricción de presupuesto 
2x + 3y + 4 z = 90. Sean 

g(x, y, z) = 2x + 3y + 4z - 90 

y 

F(x, y , z, A) = xyz + A(2x + 3y + 4 Z - 90) 

Al calcular las primeras derivadas parciales e igualar a cero los resultados, se 


obtiene 

F x - 

yz + 2A = 0 

(17) 

F y . 

xz + 3A = 0 

(18) 

F z - 

xy + 4A = 0 

(19) 

Fx- 

2x + 3y + 4z - 90 = 0 

(20) 

De (17) y 

y = 

(18), y después de (17) y (19) 

fx y z = fx 

(21) 


Si se sustituye de estas ecuaciones en (20) se obtiene 


2x + 3(|jc) + 4(fx) - 90 = 0 
x = 15 

Con este valor de xen la ecuación (21), y = 10 y e = 7.5. Por tanto, se calcula 

U = (15, 10,7.5) = (15) (10) (7.5) 

= 1125 

Como x, y y z están en el intervalo [0, + <»), es claro que este valor no puede ser 
un mínimo porque existen muchos valores de U sujeta a la restricción dada que 
son menores que 1125. Por tanto, este valor maximiza a U sujeta a la restric¬ 
ción dada. 

Conclusión: Para maximizar el índice de utilidad del consumidor, éste debe 
comprar 15, 10 y 7.5 unidades de los artículos A, B y C, respectivamente, por 
semana. ^ 


r EJEMPLO 4 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange 
para calcular la distancia más corta del origen al plano Ax + By + Cz = D. 

Solución Sean w unidades la distancia del origen al punto (x, y, z) del 
plano. Entonces 

w = -y/x 2 + y 2 + z 2 

Debido a que w será un mínimo cuando w 2 sea un mínimo, se define la función 
/para la cual ■ . • ; I 

/(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

Se desea determinar el valor mínimo de/sujeta a la restricción 
Ax + By+Cz~D = 0 




12.9 MULTIPLICADORES PE LAGBANQE 1011 


Con la suposición de que existe tal valor mínimo, éste ocurrirá en un punto 
crítico de la función F tal que 

F(x, y, z, A) = x 2 + y 2 + z 2 + A(Ax + By + Cz - 0) 

A fin de obtener los puntos críticos de F se calculan las primeras derivadas 
parciales de F y se igualan a cero. 



2x + XA = 0 


F r 

2y + XB = 0 



2z + AC = 0 


F>í 

Ax + By + Cz - D = 0 

(22) 


A partir de las primeras tres ecuaciones se obtiene 

x = -{XA y = -{XB z = ~{XC (23) 


Si se sustituyen estos valores de x, y y z en ( 22 ) resulta 

-}A(A 2 + B 2 + C 2 ) = D 

_I3 __ D _ 

2 A 2 + B 2 + C 2 

En las ecuaciones ( 23 ) se sustituye - { X por su valor y se obtiene 

AD BD CD 

A 2 + B 2 + C 2 y ~ A 2 + B 2 +C 2 Z ~ A 2 + B 2 + C 2 ( ’ 


El punto que tiene estas coordenadas es el único punto crítico de F. Por tan¬ 
to, la distancia mínima del origen al plano es la distancia del origen al punto 
(x 0 , >'o Zo) donde x 0 , y 0 y Zo son l° s valores de x, y y z de la ecuación (24). 
En consecuencia, la distancia mínima es 


VV + yo 2 + zo 2 


A 2 D 2 

(A 2 + B 2 + C 2 ) 2 


B 2 D 2 C 2 D 2 

( A 2 + B 2 + C 2 ) 2 (A 2 + B 2 + C 2 ) 2 


|P| 

Va 2 + b 2 + c 2 


◄ 


El método de multiplicadores de Lagrange puede extenderse en el caso en 
que se impongan varias restricciones. En particular, si se desea determinar los 
puntos críticos de la función que tiene valores f(x, y, z) sujeta a las dos res¬ 
tricciones g(x, y,z) = 0 y h(x, y, z) = 0, se determinan los puntos críticos de 
la función F de las cinco variables x, y, z. A, y ¡j. para la cual 


F(x, y, z. A, fl) = f(x, y , z) + Xg(x, y, z) + Hh(x, y, z) 


El ejemplo siguiente ilustra el método. 


► EJEMPLO 5 


Obtenga los extremos relativos de la ímición/si 


f(x, y, z) = xz + yz 


y si el punto (x, y, z) está en la intersección de las superficies x 2 + z 2 = 2 y 
yz = 2. 
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Solución Se define la función F para la cual 

F(x, y, z, A, n) = xz + yz + Mx 2 3 + z 2 - 2) + fi(yz - 2) 

Al calcular las cinco primeras derivadas parciales de Fe igualando los re¬ 
sultados a cero se tiene 


F x : 

z + 2Ax = 0 

(25) 

F y , 

z + Fz = 0 

(26) 

Fz- 

x + y + 2Az + Fy = 0 

(27) 

Fi- 

x 2 + z 2 - 2 = 0 

(28) 

Fp- 

yz - 2 = 0 

(29) 


De (26) se obtiene /i = -1 y z = 0. Se rechaza z = 0 debido a que 
esto contradice (29). De (25) se obtiene, si x * 0, 



Al sustituir este valor de A y F ~ -1 en (27) resulta 

7 2 

x + y - ^ - y = 0 

x 2 = z 2 (30) 

Si de (30) se reemplaza en (28) se obtiene 2x 2 - 2 = 0, o x 2 = 1. Esto pro¬ 
porciona dos valores para x, a saber, 1 y -1; y para cada uno de estos valores 
de x se obtiene, de (30), los dos valores 1 y -1 para z. Al obtener los valo¬ 
res correspondientes para y, a partir de (29), se tienen cuatro conjuntos de 
soluciones para las cinco ecuaciones (25)-(29). Estas soluciones son 


* = 

1 

y = 

2 

z = 

1 

A = 

_ 1 

2 

F = 

-1 

X = 

1 

y = 

-2 

z = 

-1 

A = 

1 

2 

F = 

-1 

X = 

-1 

y ■= 

2 

z = 

1 

A = 

1 

2 

F = 

-1 

X = 

-1 

y = 

-2 

z = 

-1 

A = 

-i 

2 

F = 

-1 


Los conjuntos de soluciones primero y cuarto proporcionan f(x, y, z) = 3, 
y los conjuntos de soluciones segundo y tercero dan/(x, y, z) = 1. En con¬ 
secuencia, /tiene un valor máximo relativo de 3 y un valor mínimo relativo 
de 1. ◄ 


EJERCICIOS 12.9 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el método de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los puntos críticos de la función sujeta 
a la restricción. 

1. f(x, y) = 25 - x 2 - y 2 con la restricción 
x 2 + y 2 - 4y = 0. 

2. f(x. y) = 4x ’ + 2y 2 + 5 con la restricción 
x 1 + y 2 - 2y = 0. 

3. f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con la restricción 
3* - 2y +- z ~ 4 = 0. 




4. f(x, y, z) = x 1 + y 2 + z 2 con la restricción 
y 2 - x 1 = 1. 

En los ejercicios 5 a 8, utilice el método de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los extremos absolutos de f sujeta a 
la restricción. También determine los puntos en los que ocurren 
los extremos. 

5. f(x, y) = x 2 + y con la restricción x 2 + y 2 = 9. 

6. f(x, y) = x 2 y con la restricción .t 2 + 8y 2 = 24. 
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7. f(x, y , z) = xyz con la restricción x 2 + 2y 2 + 4z 2 = 4. 

8. f(x,y,z) = y 3 + xz 2 conlarestricciónx 2 + y 2 + z 2 = 1. 

En los ejercicios 9 a 12, calcule los valores máximo y mínimo 
absolutos defen la región indicada. Utilice las respuestas de los 
ejercicios 5 a 8 para los extremos en ¡a frontera. 

9. La función del ejercicio 5; x 2 + y 2 < 9. 

10. La función del ejercicio 6; x 2 + 8 y 2 < 24. 

11. La función del ejercicio 7; x 2 + 2y 2 + 4z 2 < 4. 

12. La función del ejercicio 8; x 1 + y 2 + z 2 < 1. 

En los ejercicios 13 y 14, calcule el valor mínimo absoluto def 
sujeta a la restricción. 

13. /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con la restricción xyz = 1. 

14. /(x, y, z) = xyz con la restricción x 1 + y 2 + z 2 = I. 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el valor máximo absoluto dt 
f sujeta a la restricción. 


En los ejercicios 27 a 36, utilice multiplicadores de Lagrange 
para resolver el ejercicio indicado de la sección 12.8. 

27 . Ejercicio 25 28 . Ejercicio 26 29 . Ejercicio 27 

30 . Ejercicio 28 31. Ejercicio 29 32 . Ejercicio 34 

33 . Ejercicio 35 34 . Ejercicio 36 35 . Ejercicio 49 

36. Ejercicio 48 

37. Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, z) = e xlyz . 

38 . Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, z) = x 2 y 3 z. 

39. Si T\x, y) grados es la temperatura en cualquier punto (x, y) 
del disco circular limitado por la circunferencia x 1 + 

>- 2 = iy 

T(x.y) = 2 x 2 + y 2 -y 

determine los puntos más calientes y los más fríos del disco 
y la temperatura en esos puntos. 

40. En el ejercicio 39 suponga que la región es la mitad superior 
del disco circular, por lo que la región está definida por 
x 2 + y 2 < 1 y y a 0. Determine los puntos más calien¬ 
tes y los más fríos de la región si 


15. /(x, y, z) = x + y + z con la restricción 
x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

16. /(x, y, z) = xyz, x>0, ya0yz>0 con la 
restricción 2xy + 3-tz + yz = 72. 

17. Obtenga un valor mínimo relativo de la función/para la 
cual/(x, y, z) = jc 2 + 4y 2 + 16z 2 con la restricción (a) 
xyz = l;(b)xy = l;(c)x = 1. 

18. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar la 
distancia más corta del punto (1, 3, 0) al plano 4x + 2y - 
z = 5. 

19. Emplee multiplicadores de Lagrange a fin de obtener la 
distancia más corta del punto (1, -1, -1) al plano x + 4y + 
3z = 2. 

20. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto de la elipse x 1 + 4y 2 = 16. 

21. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto del elipsoide 9x 2 + 4y 2 + z 2 = 36. 

22. Si f(x, y, z) = 2* 2 + 3y 2 + z 2 , utilice multiplicadores de 
Lagrange para determinar el punto del plano x + y + 
z = 5 en el cual/(x, y, z) es mínimo. 

23. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
mínimo absoluto de/si/(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con las 
dos restricciones x + 2y + 3z = 6 y* - y - z = -1. 

24. Use multiplicadores de Lagrange para calcular el valor mí¬ 
nimo absoluto de/si /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 conlasdos 
restricciones a: + y + 2z = 1 y 3x — 2y + z = -4. 

25. Utilice multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
máximo relativo de/si f(x, y, z) = xyz con las dos restric¬ 
ciones x + y + z = 4yx-y-z = 3. 

26. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
mínimo absoluto de/si/(x, y, z) = x 3 + y 3 + z 3 con las 
dos restricciones x + y + z = lyx + y- z=0. 


T(x, y) = 2x 2 - 3xy + 5y 2 
y la temperatura en esos puntos. 

41. En el ejemplo 3, suponga que la función utilidad involucra 
. cinco artículos A, B, C, D y E. Además, suponga que x 
unidades de A, y unidades de B, i unidades de C, i unida¬ 
des de D y t unidades de E se consumen semanalmente, y 
que los precios áeA,B,C,DyE son, respectivamente, $2, 
$3, $4, $1 y $5. Si 


U(x, y, z, s, 0 = xyzst 

y el gasto semanal para los artículos es de $150, ¿cuántas uni¬ 
dades de cada artículo deben comprarse por semana para 
maximizar el índice de utilidad del consumidor? 

42. Una compañía tiene tres fábricas y todas elaboran el mismo 
producto. Si la fábricaA produce x unidades, la fábrica B pro¬ 
duce v unidades y la fábrica C produce z unidades.entonces 
sus respectivos costos de producción son (3X 2 + 200) dó¬ 
lares, (y 2 + 400) dólares y (2z 2 + 300) dólares. Si se va 
a surtir un pedido de 1100 unidades, emplee multiplicado¬ 
res de Lagrange para determinar cómo debe distribuirse la 
producción entre las tres fábricas a fin de minimizar el costo 
total de producción. 

43. (a) Demuestre que si/(x, y, z) = x 2 y 2 z 2 , entonces el valor 
máximo de/sujeto a la restricción 


x 2 + y 2 + z 2 = R 2 

es( 3 B 2 ) 3 . (b) Utiliceelresultadodelínciso(a)parademos- 
trarque 


(x 2 y 2 z 2 ) 1/3 ¿ * 2 +y ¡ + - ¿ - 


para todos los valores de x, y y z. 
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REVISIÓN DEL CAPÍTULO 12 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 12 


1. Defina función de dos variables e incluya en su definición el 23. 
significado de dominio y contradominio. 

2. Efectúe la sugerencia 1 para función de tres variables. 24. 

3. Defina la función compuesta f ° g, donde / es una función 

de una sola variable y g es una función de dos variables. 25. 
Establezca cómo está relacionado el dominio de / ° g con 
los dominios de / y g. 

4. Defina la gráfica de una función de dos variables. 

5. ¿Qué es una curva de nivel de una función de dos variables? 
Invente un ejemplo. 

6. ¿Qué es una superficie de nivel de una función de tres va¬ 
riables? Invente un ejemplo. 

7. Escriba una fórmula para determinar la distancia entre dos 
puntos de R , de R 2 y de R } . 

8. Defina: lím f(x.y) = L 

U. vo> 

9. Enuncie un teorema que pueda emplearse para demostrar que 

lím f(x, >>) no existe. Invente un ejemplo que ilustre la 

U. y)-*(xa, yo) 

aplicación del teorema. 

10. Enuncie la definición de continuidad de una función de dos 
variables. 

11. Invente un ejemplo de una función de dos variables que tenga 
una discontinuidad removible en el origen. 

12. Invente un ejemplo de una función de dos variables que tenga 
una discontinuidad esencial en el origen. 

13. Si /es una función de las dos variables x y y, defina: 

(a) la derivada parcial de f con respecto a x, y (b) la deri¬ 
vada parcial de f con respecto a y. 

14. Dé la interpretación geométrica de las derivadas parciales de 
la sugerencia 13. 

15. Interprete las derivadas parciales de la sugerencia 13 como 
tasas de variación. 

16. ¿Cómo se calculan las derivadas parciales de la sugerencia 13 
sin emplear la definición? 

17. Invente un ejemplo de una función polinomial de dos varia¬ 
bles y calcule las dos derivadas parciales. 

18. Efectúe la sugerencia 17 para una una función que no sea 
polinomial. 

19. Calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden 
para la función de (a) la sugerencia 17, y (b) la sugerencia 18. 

20. Enuncie el teorema que garantiza que las dos derivadas par¬ 
ciales mixtas de una función de dos variables son iguales. 

21. Defina función diferenciable de dos variables. 

22. Enuncie un teorema que garantice la diferenciabilidad de una 
función de dos variables. 


Defina la diferencial total de una función de dos variables. 
Invente un ejemplo. 

¿Cómo se aplica la diferencial total para aproximar un valor 
de función? Invente un ejemplo. 

Enuncie la regla de la cadena que proporciona las fórmulas 
de la derivada parcial de u con respecto a r y la derivada 
parcial de u con respecto a s si u = f(x, y) donde ,t = F(r, 
s)yy = G(r, s). 

26. Invente un ejemplo en el que se apliquen las fórmulas de la 
sugerencia 25 donde /, F y G sean funciones polinomiales. 

27. Invente un ejemplo en el que se apliquen las fórmulas de la 
sugerencia 25 donde/sea una función polinomial, F sea una 
función trigonométrica y G sea una función exponencial. 

28. Establezca una fórmula que proporcione la derivada de una 
función de una sola variable definida implícitamente. Invente 
un ejemplo. 

29. Establezca las fórmulas que proporcionan las derivadas 
parciales de una función de dos variables definida implícita¬ 
mente. Invente un ejemplo. 

30. Defina la derivada direccional de una función de dos varia¬ 
bles en la dirección de un vector unitario dado. Establezca 
una fórmula para calcular la derivada direccional de ma¬ 
nera rápida en la que se emplee la definición. Invente un 
ejemplo. 

31. Efectúe la sugerencia 30 para una función de tres variables. 

32. Defina el gradiente de una función de dos variables. ¿Cómo 
se aplica el gradiente para calcular una derivada direccional? 
Invente un ejemplo. 

33. Efectúe la sugerencia 32 para una función de tres variables. 

34. ¿Cómo se aplica el gradiente para determinar la dirección del 
valor máximo de la derivada direccional en un punto? Inven¬ 
te un ejemplo. 

35. ¿Cómo se aplica el gradiente para obtener el vector normal 
y el plano tangente a una superficie en un punto particular? 
Invente un ejemplo. 

36. Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica el gradiente 
para obtener una ecuación de la recta tangente en un pun¬ 
to particular de una curva del plano xy definida por una ecua¬ 
ción de la forma F(x, y) = 0. 

37. ¿Qué es un punto critico de una función de dos variables? 
Invente un ejemplo de una función que ténga un punto crítico 
donde (a) ambas derivadas parciales sean cero, y (b) donde 
al menos una de las derivads parciales no exista. 

38. ¿Cómo se utilizan los puntos críticos para determinar los 
extremos relativos de una función de dos variables? Invente 
un ejemplo. 
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39. Invente un ejemplo de una función que tenga un punto crítico 
donde la función no tiene extremo relativo. 

40. Enuncie el criterio de la segunda derivada para determinar 
los extremos relativos de una función de dos variables. 

41. Invente un ejemplo que muestre la aplicación del criterio de 
la segunda derivada. 

42. Enuncie el teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables. 

43. Describa el procedimiento empleado para determinar 
los extremos absolutos de una función de dos variables 


que satisface el teorema del valor extremo. Invente un 
ejemplo. 

44. ¿Cómo se emplea el método de mínimos cuadrados para 
obtener un modelo matemático que mejor aproxime a un 
conjunto de datos? Invente un ejemplo. 

45. ¿Cómo se utiliza el método de multiplicadores de Lagrange 
para obtener los extremos relativos de una función de 
dos variables sujeta a una restricción dada? Invente un 
ejemplo. 

46. Efectúe la sugerencia 45 para una función de tres variables. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 12 


En los ejercicios 1 a 4, determine el dominio de f y dibuje el 
conjunto de puntos del dominio como una región de R 2 


16 


1. f(x,y) = -¡x 2 + 4y 2 - 


p6 - x 2 - y 2 


2. f(x,y) 


3. /(jc, y) = ln(> - x 2 ) 

4. f(x, y) = sen -1 (5 - x 2 


En los ejercicios 5 y 6, determine el dominio de f y describa la 
región en R 2 que representa al dominio. 


S. f(x,y,z) = 


W-id 


6. f(x, y, z) = ln(x 2 + y 2 + z 2 - 4) 


En los ejercicios 7 y 8, determine el dominio de f y dibuje su 
gráfica. 

7. /( x,y) = ^36 - 4x 2 - 9y 2 

8 . f(x,y) = 16/ - y 2 

9. La función de producción de cierto artículo es /, donde 
/(je, >j = 4x ] l 2 y, y x y y indican las cantidades de dos 
insumos. Dibuje un mapa de contornos de/que muestre las 
curvas de producción constante para 16, 8 4 y 2. 

10. La temperatura en un punto O, y) de una placa metálica es 
/(je, y) grados, y r(jc, y) = x 2 + 2y. Dibuje las isotermas 
cuando t toma los valores 0, 2,4, 6 y 8. 

En los ejercicios 11 a 24, obtenga las derivadas parciales indi¬ 
cadas. 

11. /(je, y) = 2/y - 3-ty 2 + 4x - 2y; 

(a) D]f(x, y); (b) D 2 f(x, y); (c) D¡ ,f(x, y); (d) D 22 f(x, y); 
(e) D¡ 2 f(x, y); (f) D 2l f(x, y) 

12. /(je, y) = (4jc 2 - 2y) 3 ; 

(a)/ t (je, y); (b )f 2 (x. y); (c )/, ,(x , y); (d)/ 22 (x, y); 

(e)/i 2 (x, y); (f)/ 2 i(je, y) 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


26. 



(«)/,(*, >j; (b)/ v (x, y); (c )f xy (x, y); (d)/ vr (x, y) 
f(r,s) = re 2rs ; 

(a) D r fir, s); (b) DJr, s); (c) D rs fir. s); (d) D sr fir, s) 
g(s, t) = senjsr 2 ) + te*; 

(a) D s g(s, r); (b) D,g(s, t ); (c) D st g(s, i); (d) D ts g(s, i) 

h(x, y) = tan -1 ; 

T 

(a) D,A( x, y); (b) D 2 h(x , y); (c) D u h(x, y); (d) D 22 h(x, y) 


f(x, y) = e*l y + ln —; 

y 

(a )f x (x, y); (b )f y (x. y); (c )f xx (x, y); (d )f yy íx, y) 
f(x, y) = ln t/x 2 + y 2 ; 

(a)/,(jr, y); (b) /,,(*, y); (c)/ 12 (x, y); (d)/ 121 (jr, y) 


(a) DJ(x. y, z); (b) D 2 f(x. y, z); (c) 0 3 /(x, y, z) 

f(x, y, z) = 4 xl + 3yz - z 2 ; 

(a) f x (x, y, z); (b)f y (x, y, z); (c)f z (x, y, z) 

/(«, v, w) = ln(u 2 + 4v 2 - 5vv 2 ); 

(«)/,„(«. v, w); (b)/„ vv (u, v, w) 

f(r. s, t ) = t 2 e irs '\ (a)/ r (r, s, t ); (b)/„(r, s, t)\ (c)/ r „(r, s, t) 
fir.s.t) = ÜL p- 

(a) DJ(r. s, r); (b) D n f(r. s, t ); (c) D m f(r, s, t) 


f(u,v,w) = wcos2v + 3v sen u - 2uv tan w; 

(a) D 2 f(u, v, w); (b) D¡f(u, v, w); (c) D m f(u, v, w) 

Si w = x 2 y - y 2 x + y 2 z - z 2 y + z 2 jr - x 2 z, pruebe que 

dw , dw , dw_ _ q 
dx dy dz 

Sin = (jc 2 + y 2 +'z 2 ) -1 / 2 , demuestre que 


d 2 u d 2 u d 2 u n 

dx 2 dy 2 dz 2 
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En los ejercicios 27 y 28, calcule ^ y mediante dos mé¬ 
todos. 

27. u = y lníx 2 + y 2 ), x = 2s + 3r, y = 3t - 2s 

28. u = e 2x+y cos( 2 y - x), x = 2 s 2 - t 2 , y = s 2 + 2 1 2 

29. Si u = 3x 2 y + 2xy - 3 yz - 2 z 2 , x = e 3rs , y = r 3 s 2 , y 

z = ln 4r, calcule ^ mediante dos métodos: (a) Utilice 

dr 

la regla de la cadena; (b) efectúe la sustitución de x, y y z 
antes de diferenciar. 

30. Si u = e xi+y2 - — + 3z, x = sen 9, y = eos 6 y z = 

tan 9, obtenga la derivada total du¡d9 mediante dos méto¬ 
dos: (a) no exprese u en términos de 9 antes de diferenciar; 
(b) exprese u en términos de 9 antes de diferenciar. 

31. Si u = xy + x 2 , x = 4 eos t y y = 3 sen t, calcule el 
valor de la derivada total du/dt en t = i it mediante dos 
métodos: (a) no exprese u en términos de t antes de derivar; 
(b) exprese u en términos de t antes de derivar. 

32. Si /( x, y) = x 2 + ye 2 , calcule: (a) A/(0, 2), el incremen¬ 
to de / en (0, 2); (b) A/(0, 2) cuando Ax = -0.1 y 
Ay = 0.2; (c) df( 0, 2, Ax, Ay), la diferencial total de / en 
( 0 , 2 ); (d) df( 0 , 2, - 0 . 1 , 0 . 2 ). 

33. Si /(x, y, z) = 3xy 2 - 5xz 2 - 2xyz, calcule: 

(a) A/(-l, 3, 2), el incremento de / en (-1, 3, 2); 

(b) A/(-l, 3, 2) cuando Ax = 0.02, Ay = -0.01 y A z = 
-0.02; (c) df(-\, 3, 2, Ax, y, Az), la diferencial total de / 
en (-1, 3, 2); (d) df(- 1, 3, 2, 0.02, -0.01, -0.02). 

34. Sean/(x) = x 2 + 1, g(x, y) = y h(x) = -.calcule: 
(a) (h ° g)(-3, 4); (b) g(f( 3), h(¡)); (c) g(f(x), h(y)); 
(d) f(h o g)(x, y). 


En los ejercicios 41 a 44, determine si el ¡imite existe. 


41. 

43. 


iim -=- T 

(i, ji-ko.o) x + y 


42. 


lím 


Or. »-.<0.ü) X + y’ 


lim 


x*y 


te #-»«>. o> (x 6 + y 2 ) 2 


44. lím 


2x 3 + 4x 2 y 


En los ejercicios 45 a 48, determine todos los puntos en ios quef 
es continua. 


45. /(x, y) = 

x - 4y 

46. /(x, y) 


eos ¿trx + eos ixv 


47. /(x, y) = 


si (x, y) * ( 0 , 0 ) 
si (x, y) = ( 0 , 0 ) 


Sugerencia: Consulte el ejercicio 41. 


48./(x,y)= j x 4 + y 4 

10 


si (x, y) * ( 0 , 0 ) 
si (x, y) = ( 0 , 0 ) 


Sugerencia: Consulte el ejercicio 42. 


En los ejercicios 49 a 53, obtenga el valor de la derivada di- 
reccional en el punto P 0 para la función en la dirección de II. 

49. /(x, y) = 3x 2 - 2xy + 1; CJ = |i - fj; P ü = (5, 10) 

50. g(x, y) = tan-'^U = -jLi - = (4,-4) 


En los ejercicios 35 a 37, evalúe el límite empleando los teoremas 
de límites. 

35. lím ln í - J -—A 

{T.y)^(e, 0 ) \y + 1 / 

36. lím + 

(x. y)->(o,7r/2) eos x + sen y 

37. lím sen -l (—| 

<i.*)-*<u> \2y) 


51. h(x, y) = e x + y 2 cosx;U = }V2i - yVSjj/'o = (0,3) 

52. /(x, y) = x 2 - 2x 2 y + lnx;U = eos ni + senirj; 

Po = (1.-2) 

53. /(x, y, z) = xy 2 z - 3xyz + 2xz 2 ; 

U = -§1 + fj - fkí/’o = (2,1,1) 

En los ejercicios 54 a 57, calcule (a) el gradiente de f en P 0 ; (b) 
la tasa de variación de la función en P 0 en la dirección de II. 


En los ejercicios 38 a 40, verifique el limite obteniendo una 
S > 0 para cualquier ( > 0 tal que la definición 12.2.5 se 
cumpla. 


38. lím (4x - 5y) = 21 

te »-««.-! 

39. lim (3x 2 - 4y 2 ) = -4 

<4r,y)-»( 2,-2 

40. lím (x 2 - y 2 + 2x - 4y) = 10 

te»->(3.n 


54. /(x, y) = 3x 2 - 2xy 3 ; U = eos ~trí + sen 2jrj; 
P 0 = (- 3 , 1 ) 


55. /(x,y) = llnlx 2 + y 2 ); U = |i + ¡V3j;P 0 = (1, 1) 

56. /(x, y, z) = yz - y 2 - xz;U = f¡ + fj + fk; 

Po = 2 , 3 ) 

57. /(x, y, z) = x 3 + y 1 + 2xyz; 


U = 


VÍ4 " Vt4 J + -JTi 


1 


k; Po = ( 2 ,- 1 , 0 ) 
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En los ejercicios 58 y 59, determine los extremos relativos de f si 
los tiene. 

58. f(x, >’) = 2x 2 - 3xy + 2y 2 + lOx - 11}’ 

59. f(x, y) = x 3 + y 3 + 3xv 

En los ejercicios 60 y 61, demuestre que fes diferenciable en to¬ 
cios los puntos de su dominio probando que la definición 12.4.2 
se cumple. 

60. f{x,y) = 3 xy 2 - 4x 2 + v 2 61. /(x, y) = 2x * y 

y 

62. Suponga que ares la medida en radianes de un ángulo agudo 
de un triángulo rectángulo y que sen a está determinado por 
aje, donde a centímetros es la longitud del cateto opuesto al 
ángulo ay c centímetros es la longitud de la hipotenusa. 
Si al medir a se obtuvo 3.52 y al medir c resultó 7.14, y se 
sabe que hay un posible error de 0.01 en cada medición, 
determine el error posible en el cálculo de sen a de estas 
mediciones. 

63. Un pintor cobra $4 por metro cuadrado al pintar las cuatro 
paredes y el techo de una habitación. Si las dimensiones del 
techo son de 4 y 5 m, y la altura de la habitación es de 3 m, 
y si estas medidas son correctas con un margen de error de 
0.5 cm, calcule aproximadamente, empleando la diferencial 
total, el mayor error posible al estimar el costo del trabajo a 
partir de estas medidas. 

64. En un instante dado, la longitud de un lado de un rectángulo 
es de 6 cm y se incrementa a la tasa de 1 cm/s, y la longitud 
del otro lado del rectángulo es de 10 cm y disminuye a la tasa 
de 2 cm/s. Calcule la tasa de variación del área del rectángu¬ 
lo en el instante dado. 

65. El radio de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
5 cm/min y su altura se incrementa a la tasa de 12 cm/min. 
Calcule la tasa de variación del volumen en el instante en que 
el radio es de 20 cm y la altura de 40 cm. 

66. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersección de la superficie 25x 2 - 16y 2 + 9z 2 - 4 = 0 
con el plano x = 4 en el punto (4, 9, 10). 

67. Utilice la ley del gas ideal (consulte el ejemplo 6 de la sec¬ 
ción 12.3) con k = 1.4 para calcular la tasa de variación de 
la presión en el instante en que la temperatura Kelvin es 
dé 75° y el volumen del gas es de 20 litros si la temperatura 
se incrementa a la tasa de 0.5°K/min y el volumen crece a la 
tasa de 0.3 litros/min. 

En los ejercicios 68 a 70, obtenga una ecuación del plano 
tangente y ecuaciones de la recta normal a la superficie en el 
punto indicado. 

68. z = x 2 + 2xy; (1, 3, 7) 

69. x 2 + 2y + z = 8; (2, 1, 2) 

70. 3x 2 + 2xy - y 2 = 15; (2, 3, 4) 


71. Obtenga las ecuaciones simétricas de la recta tangente 
a la curva de intersección de las superficies x 2 - 3xy + 
y 2 -z = 0 y 2x 2 + y 2 - 3z + 27 = 0 en el punto 
( 1 ,- 2 , 11 ). 

72. Obtenga una ecuación de la recta tangente a la curva de in¬ 
tersección de la superficie z = 3x 2 + y 2 + 1 con el plano 
x = 2 en el punto (2,-1, 14). 

73. Una ecuación de la superficie de una montaña es z = 900 - 
3xy, donde la distancia se mide en metros, el eje x apun¬ 
ta hacia el oeste y el eje y apunta hacia el sur. Un alpinista 
se encuentra en el punto que corresponde a (50, 4, 300). 

(a) ¿Cuál es la dirección de la mayor pendiente en ese punto? 

(b) ¿Asciende o desciende el alpinista cuando se mueve en la 
dirección norte? (c) En qué dirección recorrerá el alpinista 
una curva de nivel? 

74. Si /(x, y) unidades son producidas por x trabajadores y y 
máquinas, entonces D x f(x, y) se denomina productivi¬ 
dad marginal de la mano de obra y D y f(x, y) se llama 
productividad marginal de la maquinaria. Suponga que 

/(x, y) = x 2 + 6 xy + 3y 2 

donde 5 < x < 30 y 4 < y < 12. (a) Calcule el núme¬ 
ro de unidades producidas en un día cuando la mano de 
obra, para ese día, consiste de 15 trabajadores y se emplean 
8 máquinas, (b) Utilice la productividad marginal de la 
mano de obra para determinar el número aproximado de 
unidades adicionales que pueden producirse en un un día si 
la mano de obra se incrementa de 15 a 16 trabajadores y el 
número de máquinas permanece fijo en 8. (c) Emplee la 
productividad marginal de la maquinaria para determinar 
aproximadamente el número de unidades adicionales que se 
pueden producir en un día si el número de máquinas se in¬ 
crementa de 8 a 9 y el número de trabajadores permanece fijo 
en 15. 


En los ejercicios 75 a 78, utilice multiplicadores de Lagrange 

para obtener los puntos críticos de la función sujeta a la restric¬ 
ción indicada. Determine si la función tiene un valor máximo o 

mínimo relativo en los puntos críticos. 

75. /(x, y) = 5 + x 2 - y 2 con la restricción x 2 - 2} 2 = 5. 

76. /(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 con la restricción x 2 - y 2 = 1. 

77. /(x, y, z) = y + xz - 2x 2 - y 2 - z 2 con la restricción 
z = 35 - x - y. 

78. f(x,y,z) = xz 2 + y 3 con la restricción x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

79. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular la distan¬ 
cia mínima del punto (4, 1, 2) al plano x - y + 2z = 0. 

80. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar el 
punto de la superficie z = x 2 - y 2 + 2 que esté más 
cerca del origen. 

81. Determine tres números cuya suma sea 100 de modo que la 
suma de sus cuadrados sea mínima. 
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82. Un fabricante produce cada día x unidades del artículo A y 
y unidades del artículo B. Si P(x, y ) dólares es la utilidad 
diaria por la venta de los artículos, y P(x, y) = 33x + 66y + 
xy - x 1 - iy 2 , ¿cuántas unidades de cada artículo debe 
producir el fabricante cada día de modo que obtenga la máxi¬ 
ma utilidad? 

83. Calcule las dimensiones del paralelepípedo rectangular de 
mayor volumen que puede inscribirse en el elipsoide x 2 + 
9y 2 + z 2 = 9. Suponga que las aristas del paralelepípe¬ 
do deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

84. En cualquier punto (x, y) de la curva 4x 2 + I2y 2 = 1 la 
temperatura es t grados, y 

T = 4x 2 + 24y 2 - 2x 

Determine los puntos de la curva donde la temperatura es 
máxima'y donde es mínima. También calcule la temperatura 
en esos puntos. 

85. En cualquier punto (x, y) de una placa circular caliente la 
temperatura es es T grados, y 


x 2 + y 2 + 9 

donde la distancia se mide en centímetros a partir del origen 
ubicado en él centro de la placa, (a) Calcule (a tasa de va¬ 
riación de la temperatura en el punto (3,2) en la dirección del 
vector eos A»r| + sen | xj. (b) Determine la dirección 
y la intensidad (módulo) de la mayor tasa de variación de T 
en el punto É (3, 2). 

86. Una caja rectangular sin tapa debe tener un área superficial 
de 216 pie 2 . ¿Cuáles son las dimensiones de la caja de 
volumen máximo? 

87. Para la caja del ejercicio 86, suponga que, en lugar de que el 
área superficial es de 216 pie 2 , la suma de las longitudes de 
las aristas es de 216 pie. ¿Cuáles son entonces las dimensio¬ 
nes de la caja de volumen máximo? 

88. Un trozo de alambre de ¿unidades de longitud se corta en tres 
partes. Una pane se dobla en forma de circunferencia, otra se 
dobla en forma de cuadrado y la tercera parte en forma de 
triángulo equilátero. ¿Cómo debe cortarse el alambre para 
que (a) el'área combinada de las tres figuras sea la mínima po¬ 
sible, y (b) el área combinada de las tres figuras sea la máxi¬ 
ma posible? 

89. Determine las dimensiones relativas de una caja rectangular 
sin tápa que tiene un área superficial específica de modo que 
el volumen que debe contener sea el máximo posible. 

90. Calcule las distancias mayor y menor desde el origen a la 
curva de intersección de las superficies x 2 + 3y 2 + 2z 2 = 
30 y x 2 = 2yz. 

91. La tabla siguiente proporciona datos de cinco pacientes quefc 
se sometieron a una operación en cierto hospital, donde x 
años es la edad del paciente y y días es el tiempo de con¬ 
valecencia en el hospital después de la operación. 



Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 


A 

B 

c 

D 

E 

X 

54 

46 

40 

■ 36 

30 

y 

15 . 

12 

9 

10 

8 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Utilice la recta de regresión para es¬ 
timar el tiempo de convalecencia para una persona que ha 
sido operada en ese hospital y cuya edad es de 42 años. 

92. En la tabla siguiente se dan la presión sanguínea sistólica de 
un paciente y el ritmo cardiaco correspondiente, donde x 
milímetros de mercurio es la presión sanguínea sistólica y 
y pulsaciones por minuto es el ritmo cardiaco. -%t- 



Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 


A 

B 

c 

D 

E 

F 

X 

■lio 

117 

133 

146 

115 

127 

y 

70 

74 

80 

85 

60 

77 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Utilice la recta de regresión para estimar 
el ritmo cardiaco de un paciente cuya presión sanguínea 
sistólica es de 85 mm de mercurio. 

93. En el desierto, el agua es un factor que limita considerable¬ 
mente la actividad vegetal. En la tabla siguiente x representa 
el número de milímetros de precipitación anual para seis 
regiones diferentes, y y denota el número de kilogramos por 
hectárea en la producción neta de fotosíntesis. 



Región 

Región 

Región 

Región 

Región 

Región 


A 

B 

c 

D 

E 

F 

X 

100 

200 

400 

500 

600 

650 

y 

1000 

1900 

3200 

4400 

5800 

6400 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla, (b) Utilice la recta de regresión del inciso 
(a) para estimar la fotosíntesis neta producida en una regiiíi 
que tiene una precipitación anual de 300 mm. 

94. Se realizó una prueba de venta de un cereal en cuatro 
ciudades del mismo tamaño a diferentes precios; los resulta¬ 
dos se muestran en la tabla adjunta, donde x centavos repre¬ 
senta el precio por caja y y denota los miles de cajas vendidas 
semanalmente. 



Ciudad A 

Ciudad B 

Ciudad C 

Ciudad D 

X 

130 

140 

150 

160 

y 

100 

85 

75 

63 


(a) Obtenga una ecuación de la recta de regresión para los 
datos de la tabla. Utilice la recta de regresión del inciso (a) 
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como la curva de demanda para estimar las ventas semanales 
si el precio por caja es (b) $1.20, y (c) $1.70. 

95. Calcule (a) f 2 (x, 0) si x * 0, y (b) /^(0,0), si 


' f(x,y) = 


12x 2 y - 3y 3 


si (jr, y) * (0, 0) 
si-(je, y) = '(0,0) 


96. Verifique que u(x, y) = (senh x)(sen y) satisface la ecua¬ 
ción de Laplace en R 2 : 


+ ÜÍL = o 

dx 2 dy 1 

>\ ■ 

\97, Si/es una función diferenciable de u, considere u = x 2 + 
y 2 y demuestre que z = xy + f(x 2 + y 2 ) satisface la ecua¬ 
ción 


’T.-’r,-’" 


98. La ecuación de Laplace en coordenadas polares es 

2 d 2 u . du , d 2 u n 

r 2 T7 + ' 3“ + r x—r = 0 

dr 2 dr d8 2 


Verifique que u(r, 8) = r n sen n8, donde n es una cons¬ 
tante, satisface esta ecuación. 

99. Verifique que u(x , y, z) = <’' : ' 4 sen 5z satisface la ecua¬ 
ción de Laplace en R 2 : 

d 2 u d 2 u d 2 u n 

dx 2 dy 2 dz 2 


103. Sea / la función definida por 


/(*. y. 


(x 2 + y 2 + Z 2 r 


si (x, y, z) * (0; 0, 0) 
si (x, y, z) = (0,0,0) 


Demuestre que/es diferenciable en (0, 0, 0). 
104. Sea / la función definida por 


/(*. y) = 



0 


si x * 0 
si* = 0 


Demuestre que / es continua en el origen. 

105. Para la función del ejercicio 104, demuestre que D¡/( 0, Ó) 
y D 2 f(0, 0) existen. 

106. Si / es una función diferenciable de * y y, y u = f(x, y), 
x = r eos 8 y y = r sen 8, demuestre que 



107. La ecuación diferencial parcial unidimensional de la con¬ 
ducción de calor se presentó en el ejercicio 101. Demuestre 
que si/es una función de * que satisface la ecuación 

44 + * 2 /w = 0 

£2* 

y g es una función de t que satisface la ecuación 
f + k L X 2 g(t) = o. 


100. Verifique que u(x , t) = A eos (kul) sen (kx), donde Ay k 
son constantes arbitrarias, satisface la ecuación diferencial 
parcial para una cuerda vibrante: 

d^u 2 d 2 u 
dt 2 a dx 2 

101. Verifique que 

«(*, t) = sen ^4 e { ~ n2 * 2k2lLl) ' 

satisface la ecuación diferencial parcial unidimensional de 
la conducción de calor: 

d 2 u _ ,.2 d 2 u 
dt 2 ~ dx 2 


y si u = f(x)g(t) ykyX son constantes, entonces u satisfa¬ 
ce la ecuación diferencial parcial de la conducción de calor. 


108. 


La ecuación diferencial parcial para una cuerda vibrante se 
dio en el ejercicio 100. Demuestre que si/es una fun¬ 
ción de * que satisface la ecuación Í-C + = 0, 

dx 2 


■ • (t¿ S* 

y que g es una función que satisface la ecuación + 

a 2 X 2 g(t) = 0, y si u = f(x)g(t) y a y X son constantes, 
entonces u satisface dicha ecuación diferencial parcial de 
la cuerda vibrante. 



Demuestre que si/ y g son dos funciones arbitrarias de una 
variable real cuyas segundas derivadas son continuas y 


«=/(* + at) + g(x - al) 


102. Sea/la función definida por 


fU.y) 


lx 2 y 
* 4 + y 2 
0 


si (*, y) (0, 0) 
si (*, y) = (0, 0) 


Demuestre que ///(0, 0) y D 2 /(0, 0) existen y que, sin 
embargo,/ no es diferenciable en (0,0). Sugerencia: Con¬ 
sulte el ejemplo 7 de la sección 12.2 y el ejercicio 38 de 
esa misma sección. 


entonces u satisface la ecuación diferencial parcial de la 
cuerda vibrante dada en el ejercicio 100. Sugerencia: con si- 
dere v = * + at y w = x - af, entonces u es una fun¬ 
ción de v y w, y v y w son funciones de * y I. 

110. Una ecuación de onda electromagnética no homogénea 
^ para un potencial escalar V(r, t) que asume simetría esférica 
de r unidades a partir del origen es 


J_ d_l p. dV 


■ 2 dr\ dr 




£v 

dt 2 


= o 
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donde fx es la permeabilidad constante en el espacio libre y 
€ es la constante permitida de espacio libre, (a) Suponga 
que V(r, t) = 4>(r, t)¡r donde las segundas derivadas par¬ 
ciales de i con respecto ary/ existen. Demuestre que la 
ecuación de onda no homogénea puede escribirse como 




la cual es la ecuacióride onda homogénea unidimensional, 
(b) Sea / una función de una variable cuya segunda deri¬ 
vada existe. Demuestre mediante sustitución directa que 


4> = f(t - r v '7¡?) es una solución de la ecuación de onda 
homogénea unidimensional. 


111. La ecuación bidimensional para las ondas eléctricas trans¬ 
versales es 


+ K 2 h = 0 

dx 2 dy 2 


donde K 2 = ^ + y K, m, n, ay b i 

tantes. Demuestre que una solución de esta ecua< 

* - 


donde H es una constante. 




\'\S\OH ?m.\NV\U/SR 


13.1 Coordenadas cilindricas 
y esféricas 




































1022 CAPÍTULO 13 INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 


13.1 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFÉRICAS 


z 



Antes de iniciar el estudio de integrales múltiples y de sus aplicaciones, se 
introducirán dos nuevos sistemas de coordenadas para el espacio tridimen¬ 
sional: coordenadas cilindricas y coordenadas esféricas. Estos sistemas 
coordenados simplificarán el trabajo en varios casos del presente capítulo. 

El sistema de coordenadas cilindricas es una extensión de las coordenadas 
polares para tres dimensiones. La representación en coordenadas cilindricas 
de un punto P es (r, 9, z), donde r y 9 son las coordenadas polares de la 
proyección de P en el plano polar y z es la distancia dirigida desde el plano po¬ 
lar hasta P. Consulte la figura 1. 


► EJEMPLO I Dibuje la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, expresada en coordenadas cilindricas, donde c es una constante: 
(a) r = c; (b) 9 = c; (c) z = c. 



FIGURA 2 


z 



Solución 

(a) Para un punto P(r, 9, z) de la gráfica de r = c, 9 y z pueden asumir 
cualquier valor, mientras que r es constante. La gráfica es un cilindro 
circular recto cuyo radio es | c | unidades y su eje es el eje z- La gráfica se 
muestra en la figura 2. 

(b) Para todos los puntos P(r, 9, z) de la gráfica de O = c, r y z pueden to¬ 
mar cualquier valor, en tanto que 9 permanece constante. La gráfica es un 
plano que pasa por el eje z. Refiérase a la figura 3 donde O < c < \rc. 

(c) La gráfica de z = c es un plano paralelo al plano polar ubicado a una 

distancia dirigida de c unidades a partir del plano polar. La figura 4 
muestra la gráfica para c > 0. 4 

El nombre “coordenadas cilindricas” proviene del hecho de que la grá¬ 
fica de r = c es un cilindro circular recto como el del ejemplo 1 (a). Las 
coordenadas cilindricas se emplean con frecuencia en problemas físicos en 
los que se tiene un eje de simetría. 

Suponga que un sistema de coordenadas cartesianas y otro de coordenadas 
cilindricas se colocan de modo que el plano xy es el plano polar del sistema de 
coordenadas cilindricas, y que la parte positiva del eje x es el eje polar, observe 
la figura 5. Entonces, el punto P tiene a (x, y, z) y O, 9, z) como dos conjuntos 
de coordenadas que están relacionados por las ecuaciones siguientes: 


z 



z 



FIGURA 3 


FIGURA 4 


FIGURA S 
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z 



x = -rCO8 0, y = rsen 9 z = z 


( 1 ) 


r 2 = x 2 


+ y* 


tan 6 = ^ 
x 


si JC * O 



( 2 ) 


► EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación en coordenadas cartesia¬ 
nas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han expre¬ 
sado en coordenadas cilindricas, e identifique la superficie: (a) r = 6 sen 9\ 
(b) r(3 eos 9 + 2 sen 9) + 6z = 0. 

Solución 


FIGURA 6 



z = r 1 eos 20 

FIGURA 7 


i 



FIGURA 8 


(a) Al multiplicar los dos miembros de la ecuación por r se obtiene r 2 = 
6r sen 9. Como r 2 = x 2 + y 2 y r sen 9 = y, entonces x 2 + y 2 - 6y. 
Esta ecuación puede escribirse en la forma x 2 + (y - 3) 2 = 9, lo cual 
muestra que su gráfica es un cilindro circular recto cuya sección transver¬ 
sal en el plano xy es la circunferencia con centro en (0, 3) y radio 3. 

(b) Si se sustituye r eos 9 por x y r sen 9 por y se obtiene la ecuación 3x + 

2y + 6z = 0. En consecuencia, la gráfica es un plano que pasa por el 
origen y tiene al vector {3, 2, 6} como un vector normal. ^ 


P EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación en coordenadas cilindri¬ 
cas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han dado 
en coordenadas cartesianas, e identifique la superficie: (a) x 2 + y 2 = z; 
(b) x 2 - y 2 = z. 

Solución 

(a) La ecuación es similar a la ecuación 9 de la sección 10.6, por lo que la 
gráfica es un paraboloide elíptico. Este paraboloide se muestra en la figura 
6. Si x 2 + y 2 se sustituye por r 2 , entonces la ecuación se transforma en 
r 2 = z. 

(b) La ecuación es semejante a la ecuación 10 de la sección 10.6 con xy y 
intercambiadas. Por tanto, la gráfica es un paraboloide hiperbólico que 
tiene al eje z como su eje. Cuando se sustituye x por r eos 9 y y por 
r sen 9, se obtiene la ecuación r 2 eos 2 9 - r 2 sen 2 9 = z; debido a que 
eos 2 9 - sen 2 9 = eos 29, entonces se puede escribir la ecuación como 
z = r 2 eos 29. La figura 7 muestra el paraboloide hiperbólico. ^ 

En un sistema de coordenadas esféricas se tiene un plano polar y un eje z 
perpendicular al plano polar, con el origen del eje como el polo del plano polar. 
Por medio de tres números se localiza un punto, y la representación en coorde¬ 
nadas esféricas de un punto P es (p, 9, </>), donde p = | OP |, <9es la medida 
en radianes del ángulo polar de la proyección de P en el plano polar, y </> es la 
medida en radianes no negativa del ángulo menor medido desde la parte 
positiva del eje z a la recta OP, consulte la figura 8. El origen tiene la repre¬ 
sentación (0, 9, <j>) en coordenadas esféricas, donde 9 y <t> pueden asumir 
cualquier valor. Si el punto P(p, 9, </>) no es el origen, entonces p > 0 y 
0 <, 4> á n, donde </> = 0 si P está en la parte positiva del eje z y 4> = n 
si P se encuentra en la parte negativa del eje z. 
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z 




X 


FIGURA 10 



(a) (b) 

FIGURA 11 


z 



W EJEMPLO 4 Dibuje la gráfica de cada una de las ecuaciones 
siguientes, expresadas en coordenadas esféricas, donde c es una constante: 
(a) p = c y c > 0; (b) B = c; (c) 4> = c y 0 < c < n. 

Solución 

(a) Todos los puntos P(p, 6, <¡>)de la gráfica de p = c tienen el mismo valor 
para p, 6 puede ser cualquier número y 0 < <f> £ K. De esto se deduce 
que la gráfica es una esfera de radio c cuyo centro es el polo. La figura 9 
muestra la esfera. 

(b) Para cualquier punto P(p, 6, <f>) de la gráfica de 6 = c, p puede ser 
cualquier número no negativo, <f> puede ser cualquier número del intervalo 
cerrado [0, n] y 6 es constante. Por tanto, la gráfica es un semiplano que 
contiene al eje z, y se obtiene al rotar la mitad del plano xz, para el cual 
x > 0, alrededor del eje z mediante un ángulo de c radianes. La figura 10 
muestra los semiplanos para 6 = \n,6= j it, 9 = \n y 6 = -\it. 

(c) La gráfica de 4> = c contiene todos los puntos P(p, 6, cf>) para los cuales 

p es cualquier número no negativo, 6 es cualquier número y <f> es la cons¬ 
tante c. La gráfica es la mitad de un cono cuyo vértice es el origen y cuyo 
eje es el eje z. Las figuras 11 (a) y (b) muestran cada una el semicono para 
0<c< '-n y < c < ^respectivamente. 4 

Debido a que la gráfica de p = c es una esfera, como se vio en el ejemplo 
4(a), se tiene el nombre “coordenadas esféricas”. Las coordenadas esféricas se 
utilizan frecuentemente cuando en un problema físico se tiene un punto como 
centro de simetría. 

Si se colocan juntos un sistema de coordenadas esféricas y uno de coor¬ 
denadas cartesianas, como se ilustra en la figura 12, se pueden deducir las 
siguientes relaciones entre las coordenadas esféricas y cartesianas de un punto P: 

x = | OQ | eos 0 y = | OQ | sen 6 z = | QP \ 

Como | OQ \ = p sen 4> y | QP | = p eos 4>, las ecuaciones anteriores se 
transforman en 


x = p sen eos 0 y = psen <¿sen0 z = pcos<f> (3) 

Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones de (3) y sumando los 
miembros correspondientes se tiene 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 sen 2 cf> eos 2 6 + p 2 sen 2 <f> sen 2 0 + p 2 cos 2 <j> 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 sen 2 <£(cos 2 6 + sen 2 8) + p 2 cos 2 <£ 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 ( sen 2 cf> + eos 2 cf>) 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 

^ EJEMPLO 5 Obtenga una ecuación en coordenadas cartesianas 
de las superficies siguientes, cuyas ecuaciones se han expresado en coorde¬ 
nadas esféricas, e identifique la superficie: (a) peos 4> = 4; (b) p sen 4> = 4. 

Solución 

(a) Como z = p eos <f>, la ecuación se transforma en z = 4. En consecuen¬ 
cia, la gráfica es un plano paralelo al plano xy ubicado a 4 unidades por 
arriba de éste. 
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(b) Para coordenadas esféricas p > 0 y sen 4> > 0 (ya que 0 < <j> < n)\ 
por tanto, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación dada se 
obtiene la ecuación equivalente p 2 3 sen 2 4> = 16, la cual equivale a 

p 2 (l - eos 2 <f>) = 16 

p 2 - p 2 eos 2 4> = 16 

Si se sustituye p 2 por x 1 + y 2 + z 2 y pcos<f> por z se tiene 

x 2 + y 2 + z 2 - z 2 = 16 
x 2 + y 2 = 16 

Por tanto, la gráfica es el cilindro circular recto que tiene al eje z como 
su eje y radio 4. A 


r EJEMPLO 6 Obtenga una ecuación en coordenadas esféricas 
para (a) el paraboloide elíptico del ejemplo 3(a); (b) el plano del ejemplo 2(b). 

Solución 

(a) Una ecuación cartesiana del paraboloide elíptico del ejemplo 3(a) es 
x 2 + y 2 = z . Al sustituir x por p sen 4> eos 6 , y por p sen 4> sen 6, y z 
por p eos 4> se obtiene 

p 2 sen 2 <f> eos 2 6 + p 2 sen 2 c¡> sen 2 6 = peos 4> 
p 2 sen 2 4> (eos 2 6 + sen 2 6) = p eos <f> 
la cual equivale a las dos ecuaciones 
p = 0 y p sen 2 <f> = eos <f> 

El origen es el único punto cuyas coordenadas satisfacen p = 0. Como 
el origen (0, 6, ±7í) está en p sen 2 4> = eos <f>, se puede descartar la 
ecuación p = 0. Además, sen 4> / 0 debido a que no existe valor de 
4> para el cual sen 4> y eos 4> sean 0. Por tanto, la ecuación p sen 2 <f> = 
eos <t> puede escribirse como p = esc 2 4> eos <f>, o, equivalentemente, 
p = esc <f> cot <f>. 

(b) Una ecuación cartesiana para el plano del ejemplo 2(b) es 3x + 2y + 
6 z = 0. Al utilizar las ecuaciones de (3), esta ecuación se transforma en 

3p sen 4> eos 6 + 2p sen 4> sen 6 + 6p eos <f> = 0 A 


EJERCICIOS 13.1 


1. Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene 
las coordenadas cilindricas dadas: 

(a) (3, i*, 5); (b) (7, 2^,-4); (c) (1, 1, 1). 

2. Determine un conjunto de coordenadas cilindricas del punto 
que tiene las coordenadas cartesianas indicadas: 

(a) (4,4,-2); (b) (-3V3,3,6); (c) (1, 1, 1). 

3. Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene las 
coordenadas esféricas dadas: 

(a) (4, i;r, i;r); (b) (4, }«:); (c) (V6, \k, |w). 


4. Determine un conjunto de coordenadas esféricas deJ punto 
que tiene las coordenadas cartesianas indicadas: 

(a) (1.-1.-V2); (b) (-1, V3,2); (c) (2,2,2). 

5. Obtenga un conjunto de coordenadas cilindricas del punto 
que tiene las coordenadas esféricas dadas: 

(a) (4, \n, | n)\ (b) (V2, |tt, zr); (c) (2 V3 , i;r, in). 

6. Determine un conjunto de coordenadas esféricas del punto 
que tiene las coordenadas cilindricas indicadas: 

(a) (3, 2 re, 3); (b) (3, \k, 2); (c) (2, |w, -4). 
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En los ejercicios 7 a 12, obtenga una ecuación en coordenadas ii. 

cilindricas de la superficie, e identifique la superficie. 

7. x 2 + y 2 + 4z 2 = 16 8. x 2 - y 2 = 9 

9. x 2 + y 2 = 3z ,10. 9x 2 + 4 y 2 = 36 

11. x 2 - y 2 = 3z 2 12. x 1 + ;y 2 = z 2 

En los ejercicios 13 a 17, obtenga una ecuación en coordenadas 

esféricas de la superficie, e identifique la superficie. 

13. x 1 + y 2 + z 2 - 9z = 0 14. x 2 + y 2 = z 2 
15. x 2 + y 2 = 9 16. x 2 + y 2 = 2z 

17. x 2 + y 2 + z 2 - 8 jc = 0 

¡ii. 

En los ejercicios 18 a 22, obtenga una ecuación en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuación se da en coordena¬ 
das cilindricas. En los ejercicios 18y 19, identifique la superficie. 

18. r = 3 eos 0 19. (a) r = 4; (b) 0 = 

20. r = 3 + 2 eos 8 21. r 2 eos 28 = z 3 

22. z 2 sen 3 0 = r 3 

En los ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuación en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuación se da en coordena¬ 
das esféricas. En los ejercicios 23 a 25, identifique la superficie. 

23. (a) p = 9; (b) 8 = (c) 4> = \’r 

24. p = 9 sec <t> 25. p = 6 esc <t> 

26. p = 3 eos <f) 27. p = 2 tan 8 

28. p = 6 sen (j> sen 0+3 eos <f) IV - 

En los ejercicios 29 a 32, relacione la ecuación, dada en coorde¬ 
nadas esféricas o cilindricas, con una de las superficies mostra¬ 
das en las figuras (i)-ix). 

29. (a) r = 4; (b) p = 4; (c) r = 2 sen 0 

30. (a) 0 = i?r; (b) 4> = ijr; (c) r = 2 eos 0 

31. (a) p sen <f> = 2; (b) r 2 = 4z 

32. (a) pcos<f> = 2; (b) z 2 + r 2 = 4 


z 






4 
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vi. i 



X. 


z 



33. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones paramé¬ 
tricas en coordenadas cilindricas: r = F¡<t), 9 = F 2 (t), 
z = F¡(t). Utilice la fórmula del teorema 11.2.11 y las 
fórmulas (1) de esta sección para demostrar que si L uni¬ 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde t = b, entonces 



34. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones paramé¬ 
tricas en coordenadas esféricas: p = G^f), 9 = G 2 (í), 
<f> = G 3 (t). Utilice la fórmula del teorema 11.2.11 y las 
fórmulas (3) de esta sección para demostrar que si L uni¬ 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
l = a hasta el punto donde t = b, entonces 



H i 

( dó\z „ „ (a 


ifí\ 2 

L = 


{■£} + p sen *( c 

0 + P Vc 

”) * 


35. (a) Demuestre que las ecuaciones paramétricas para la 
hélice circular del ejemplo 7 de la sección 11.2 son r = 2, 
9 = r, z = t. (b) Utilice la fórmula del ejercicio 33 para 
calcular la longitud de arco de la hélice circular del inciso 
(a) de t = 0 a ( = 4n. Compare el resultado con el del 
ejemplo 7 de la sección 11.2. 

36. Una hélice cónica se enrolla en un cono de manera seme¬ 
jante a como se enrolla una hélice circular en un cilindro. 
Utilice la fórmula del ejercicio 34 para calcular la longitud 
de arco de t = 0 a t = 2^ de la hélice cónica que tiene 
ecuaciones paramétricas p = f, 9 = /, <f> = iff. 
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13.2 INTEGRALES DOBLES 
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FIGURA 1 


En el estudio de integrales múltiples, en el cual se tratan funciones de varias 
variables, se hará referencia a una integral de una función de una sola varia¬ 
ble como integral simple. Recuerde que al estudiar la integral simple se re¬ 
quirió que la función estuviese definida en un intervalo cerrado del conjunto 
de números reales. Para la integral doble de una función de dos variables, se 
pedirá que la función esté definida en una región cerrada de R 2 . En este capítu¬ 
lo, cuando se haga referencia a una región, se supondrá que ésta es cerrada. 

El tipo más simple de región cerrada en R 2 es la región rectangular 
cerrada, la cual se definirá a continuación. Dos puntos diferentes A(a\, a 2 ) y 
B(b x , b 2 ), tales que a¡ < b¡ y a 2 < b 2 , determinan un rectángulo cuyos lados 
son paralelos a los ejes coordenados. Refiérase a la figura 1. Los dos puntos, 
junto con los puntos (b\, a 2 ) y (a¡, b 2 ), se denominan vértices del rectángulo. 
Los segmentos de recta que unen vértices consecutivos se llaman lados del 
rectángulo. El conjunto de todos los puntos interiores del rectángulo recibe el 
nombre de región rectangular abierta, y el conjunto de todos los puntos de un 
rectángulo abierto junto con los puntos de sus lados se denomina región 
rectangular cerrada. 

Considere la región rectangular cerrada de la figura 1, la cual se denotará 
por R, y sea/una función definida sobre R. La región R se considerará como 
una región de integración. El primer paso en el estudio de la integral doble es 
definir una partición A de R. Al dibujar rectas paralelas a los ejes coordenados 
se obtiene una red de subregiones rectangulares que cubren a R. La norma de 
esta partición, denotada por || A ||, está determinada por la longitud de la 
diagonal más grande de las subregiones rectangulares de la partición. Se elige 
la longitud de la diagonal debido a que representa la distancia más grande en¬ 
tre dos puntos cualesquiera de una subregión rectangular. Numere las subre¬ 
giones de manera arbitraria y considere que se tienen en total n. Denote el ancho 
de la í-ésima subregión por A¡x unidades y su longitud por A,y unidades. 
Ahora bien, si A ¡A unidades cuadradas es el área de la í-ésima subregión rec¬ 
tangular, entonces 


A,A = A¡xA¡y 


Sea («,, v¡) un punto arbitrario de la í-ésima subregión y sea f(u¿, v,) el valor de 
la función en ese punto. Considere el producto /ÍM;, v,) A, A. Asociado con cada 
una de las n subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es 


n 

V ;) A I A (!) 

i = 1 

llamada suma de Riemann de una función de dos variables. Existen muchas 
sumas de Riemann asociadas con una función particular debido a que la norma 
de la partición puede ser cualquier número positivo y cada punto ( u¡, v¡) puede 
ser cualquier punto de la i-ésima subregión. Si todas estas sumas de Riemann 
se pueden acercar arbitrariamente a un número L tomando particiones con 
normas suficientemente pequeñas, entonces se define L como el límite de estas 
sumas conforme la norma de la partición de R se aproxima a cero. Esta discusión 
conduce a la siguiente definición. 
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13.2.1 Definición del límite de uno suma de Riemann 
de una función de dos variables 


Sea /una función definida en una región rectangular cerrada R. El nú- 

n 

mero ¿es el límite de las sumas de la forma £ /(«,, v¡) A ¡A si L satisface 

la propiedad de que para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que para 
cualquier partición A para la cual || A || < Sy para toda elección posible 
del punto ( u ¡, v¡) en el í-ésimo rectángulo, i = 1 , 2 , .... n, entonces 

¿ f(u¡, v,)A ¡A - L < € 

í-l 

Si tal número L existe, se escribe 

lí/n '¿f(u h v¿)A t A = L 

W-.0JÍÍ 

Puede demostrarse que el número L que satisfaga esta definición será 
único. La demostración es similar a la demostración del teorema 1.5.16 rela¬ 
tivo a la unicidad del límite de una función de una variable. 


13.2.2 Definición de la integral doble 


Sea / una función de dos variables definida en una región rectangular 

cerrada R. La integral doble de / en R. denotada por f(x, y) dA, 
está definida por y 


JJ/(, y) ¿A = |Iün # Vi) A¿A 


si este límite existe. 


Si la integral doble de/en R existe, entonces se dice que/es integrable 
en R. El teorema siguiente, enunciado sin demostración, proporciona una 
condición suficiente para que una función de dos variables sea integrable. 


13.2.3 Teorema 


Si una función de dos variables es continua en una región rectangular 
cerrada R, entonces /es integrable en R. 


► EJEMPLO 1 


Obtenga un valor aproximado de la integral doble 



2 x 2 )dA 


donde R es la región rectangular que tiene vértices en (-1, 1) y (2, 3). Con¬ 
sidere una partición de R generada por las rectas x = 0,x = 1 y y = 2, y 
tome el centro de la í-ésima subregión como (u¡, v ( ). 
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y 


(-1, 3) 

. (2, 3) 


• 

• 

• 



(-0.5,2.5) 

(OS. 2 S) 

(1.5.2.5) 



• 

• 

• 



(“0.5.1.5) 

(0.5.1.5) 

(1.5,1.5) 


:-u> 

(2,1) 

1 0 

1 1 * 


FIGURA 2 


y 



X 


FIGURA 4 



z 

f z=f(x,y) 


Solución Refiérase a la figura 2, la cual muestra la región R dividida en 
seis subregiones que son cuadrados cuyos lados miden l unidad. Así, para 
cada i, A ¡ A = 1. En cada subregión el punto v¡) es el centro del cuadrado. 
Con f(x, y) = 3y - 2x 2 , una aproximación de la integral doble indicada está 
dada por 


íí 


(3y - 2 x 2 )dA = /(-0.5, 1.5) ■ 1 +/(0.5, 1.5) ■ 1 +/(1.5, 1.5) • 1 + 

/(1.5, 2.5) • 1 + /(0.5, 2.5) • 1 + /(-0.5, 2.5) • 1 
=4-1 +4-1 +0*1 +3-7+7-1 +7-1 
= 25 ◄ 


El valor exacto de la integral doble del ejemplo 1 es 24, como se verá en 
el ejemplo 3. 

Ahora se considerará la integral doble de una función sobre una región más 
general. Recuerde que una curva lisa es la gráfica de una función lisa, es decir, 
aquélla cuya derivada es continua. Sea R una región cerrada cuya frontera 
consiste de un número finito de arcos de curvas lisas que se unen para formar 
una curva cerrada simple. Como se hizo con una región rectangular, se dibujan 
rectas paralelas a los ejes coordenados, lo cual proporciona una partición rec¬ 
tangular de R. Si se descartan las subregiones que contienen puntos que no 
pertencen a R, se tendrán sólo aquéllas contenidas completamente en R. Sea n 
el número de estas subregiones, sombreadas en la figura 3. Al proceder de ma¬ 
nera análoga a la descrita para una región rectangular, se pueden aplicar las defi¬ 
niciones 13.2.1 y 13.2.2 para esta región R más general. Conforme la norma de 
la partición se aproxima a cero, n crece sin límite, y el área de las regiones 
omitidas (es decir, los rectángulos descartados) tiende a cero. Si una función 
es integrable en una región R, se puede demostrar que el límite de las sumas de 
Riemann es el mismo sin importar como se subdivida R, siempre y cuando se 
tenga una forma mediante la cual se pueda asignar un área a cada subregión. 

Así como se interpreta geométricamente la integral de una función de una 
variable en términos del área de una región plana, la integral doble puede 
interpretarse geométricamente en términos del volumen de un sólido 
tridimensional. Suponga que la función/es continua en una región cerrada R 
de R 2 . Además, para simplificar la discusión, suponga que f(x, y) es no negativa 
en R. La gráfica de la ecuación z = f(x, y) es una superficie que se encuen¬ 
tra por arriba del plano xy, como se muestra en la figura 4. Esta figura presenta 
una subregión particular de R, cuyas dimensiones son A¡x y A ¡y. La figura 
también muestra un sólido rectangular que tiene esta subregión como base, y 
/(«,-, v ; ) como medida de su altura, donde («,, v¡) es un punto de la í-ésima 
subregión. El volumen del sólido rectangular está determinado por 

A,V = /(«,-, v,) A, A 
= /(«;, v¡) A¡x A ¡y 

El número A, V es la medida del volumen del sólido rectangular delgado que 
se muestra en la figura 4; de modo que la suma dada en (1) es la suma de 
las medidas de los volúmenes de los n sólidos como éste. Esta suma aproxi¬ 
ma la medida del volumen del sólido tridimensional que aparece an la figura 4. 
El sólido está limitado en la parte superior por la gráfica de / y en la parte in¬ 
ferior por la región R del plano xy. La suma de (1) también aproxima el número 
proporcionado por la integral doble 

y) dA 

R 
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y el volumen del sólido tridimensional de la figura 4 es el valor de esta integral. 
Este hecho se establece en el siguiente teorema, omitiéndose su demostración 
formal. 


13.2.4 Teorema 


Sea / una función de dos variables y continua en una región cerrada R 
del plano xy tal que f(x, y) ;> O para todo (x, y) de R. Si V unidades cú¬ 
bicas es el volumen del sólido S que tiene la región R como su base y cuya 
altura es f(x, y) unidades en el punto ( x , y) de R , entonces 

V = imÍ™ X/(«<•> Vf) 

lÍAlUo 

= jjf(x,y)dA 
R 



FIGURA 5 


W EJEMPLO 2 Exprese el volumen del sólido limitado por la 
superficie 

f(x,y) = 4 - ¡x 2 - ±y 2 

los planos x = 3 , y = 2 y los tres planos coordenados como una integral 
doble. A fin de obtener un valor aproximado de la integral doble, considere la 
partición de la región del plano xy generada al dibujar las rectas a: = l,x = 2 
y y = 1, y tome el centro de la ¡-ésima subregión como (u¡, v¡). 

Solución En la figura 5 se muestra el sólido. La región rectangular R 
es el rectángulo del plano xy limitado por los ejes coordenados y las rectas 
x = 3 y y = 2. Del teorema 13.2.4, si V unidades cúbicas es el volumen del 
sólido, entonces 

v = jj(4 - i* 2 - i¿y 2 )dA 
R 

La figura 5 también muestra la región R dividida en seis subregiones que son 
cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Por tanto, para cada ¡, A,A = 1. El 
punto v,) de cada subregión es el centro del cuadrado. Entonces una 
aproximación de V está dada por una aproximación de la integral doble. Por 
tanto. 


V = /(0.5, 0.5) -1 + /(1.5, 0.5) • 1 + /(2.5, 0.5) • 1 + 

/.(0.5, 1.5) • 1 + /(1.5, 1.5) ■ 1 + /(2.5, 1.5) • 1 

Si se emplea una calculadora para determinar los valores de la función, se 
obtiene 

V = 3.957 + 3.734 + 3.290 + 3.832 + 3.609 + 3.165 
= 21.59 


Conclusión: El volumen es aproximadamente 21.59 unidades cúbicas. 4 
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El volumen exacto del ejemplo anterior es 21.5 unidades cúbicas, como se 
mostrará en el ejemplo 4. 

Varias propiedades de la integral doble son análogas a las propiedades de 
la integral definida de una función de una variable. Las más importantes se dan 
en los cinco teoremas siguientes. 


13.2.5 Teorema 


Si c es una constante y la función/es integrable en una región cerrada i?, 
entonces cf es integrable en R y 


Sí 


cf(x, y) dA = 



/(■*. y) dA 


La demostración de este teorema y del siguiente, se deducen inmediata¬ 
mente de la definición de integral doble. 


13.2.6 Teorema 


Si las funciones / y g son integrables en una región cerrada R, entonces 
la función/ + g es integrable en R y 


J [/(*. y) + g(x, y)J dA = jj f(x, y)dA + jj g{x, y) dA 


El resultado de este teorema puede extenderse a cualquier número finito 
de funciones integrables. 


13.2.7 Teorema 


Si las funciones / y g son integrables en una región cerrada R y ade¬ 
más f(x. y) a g(x, y) para todo (x, y) de R, entonces 


Sí 


f(x, y) dA 


a 


jj g(x, y) dA 
R 


Este teorema es análogo al teorema 4.6.1, y el siguiente es análogo al 
teorema 4.6.2. Las demostraciones son similares a las demostraciones corres¬ 
pondientes de la sección 4.6. 


13.2.8 Teorema 


Sea / una función integrable en una región cerrada R, y suponga que m 
y M son dos números tales que m S f(x,y) S M para todo (x. y) de R. 
Si A es la medida del área de la región R, entonces 

mA S 

R 


ss 


f(x, y) dA «S MA 
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13.2.9 Teorema 


Suponga que la función / es continua en la región cerrada R y que la re¬ 
gión R se compone de dos subregiones R-¡ y /? 2 que no tienen puntos en 
común excepto algunos puntos en parte de sus fronteras. Entonces 



f(x,y)dA = 


SS- 


f(x, y) dA 


+ 


íí 


/(*, y) dA 


z 



FIGURA 6 


La demostración de este teorema depende de la definición de integral 
doble y de los teoremas de límites. 

Para funciones de una variable, el segundo teorema fundamental del 
Cálculo proporciona un método para evaluar la integral definida mediante una 
antiderivada, o integral indefinida, del integrando. Un método correspondiente 
para evaluar una integral doble implica realizar integraciones indefinidas 
simples en forma sucesiva. Un desarrollo riguroso de este procedimiento 
corresponde a un curso de Cálculo avanzado. En este libro el análisis es sólo 
intuitivo, y se utiliza la interpretación geométrica de la integral doble como la 
medida de un volumen. Primero se desarrollará el método para la integral 
doble en una región rectangular. 

Sea / una función integrable en una región rectangular cerrada R del plano 
xy limitada por las rectas x - a¡, x = b¡, y = a 2 y y = Suponga que 
f(x, y) > 0 para todo (jc, y) de R. Refiérase a la figura 6, la cual muestra la 
gráfica de la ecuación z = f(x, y), donde (x, y) pertenece a R. El número que 
representa el valor de la integral doble 

jj f(x, y) dA 

R 

es la medida del volumen del sólido entre la superficie y la región R. Este 
número puede determinarse mediante el método de rebanado como se muestra 
a continuación. 

Sea y un húmero del intervalo [a 2 , b 2 ], Considere el plano paralelo al 
plano xz que pasa por el punto (0, y, 0). Sean A (y) unidades cuadradas el área 
de la región plana de intersección de este plano con el sólido. La medida del 
volumen del sólido se expresa por 

f * 2 

A(y) dy 

•'“2 

Como el volumen del sólido también está determinado por la integral doble, 
entonces 


jj /(x, y) dA 

R 



A(y)dy 


( 2 ) 


Así, puede calcularse el valor de la integral doble de la función / en R al eva¬ 
luar una integral simple de A (y). Ahora debe obtenerse A(y) cuando y está dada. 
Como A(y) unidades cuadradas es el área de la región plana, este número puede 
obtenerse mediante integración. Observe en la figura 6 que la frontera superior 
de la región plana es la gráfica de la ecuación z = f(x, y) cuando x pertenece 

a [d], ¿>iJ. Por tanto, A(y) = 

(1) se obtiene 


f 6 ' 

f(x, y) dx. Al sustituir de esta ecuación en 
Ja, 
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Y 
*/ • 


f(x, y) dA = 



dy 


(3) 


La expresión del miembro derecho de (3) se denomina integral iterada. 
Debido a que los corchetes se omiten regularmente cuando se escribe una 
integral iterada, entonces (3) puede expresarse como 


cc 

J. 


(*, y) dA 



f(x, y) dx dy 


(4) 


Al evaluar la “integral interior” de (4), recuerde que x es la variable de integra¬ 
ción y se considera a y como una constante. Esto es análogo a tomar y como 
una constante cuando se obtiene la derivada parcial de/O, y) con respecto a x. 

Si se consideran secciones planas paralelas al plano yz se obtiene una 
integral iterada en la que se intercambia el orden de integración, esto es. 


CC 

J. 


f(x, y) dA 



f b 2 

f(x, y) dy dx 

J a. ' 


(5) 


Una condición suficiente para que (4) y (5) sean válidas es que la función sea 
continua en la región rectangular R. 


^ EJEMPLO 3 Evalúe la integral doble 
(3y - 2x 2 ) dA 


si R es la región del plano xy que consiste de todos los puntos (x, y) para los 
cuales -l<x<2yl<y<3. 

Solución Cono| = -1, ¿>] = 2, «2 = 1 y b 2 = 3, de (4) se tiene 

■3 /* 2 


(3y - 2x 2 ) dA = 


(3 y - 2x 2 ) dx dy 


l •'-1 


í 7 

J \ L J- 


(3y - 2x 2 ) dx 
[ixy - \ x^ d y 


i LJ-l 

3 


dy 


(9y - 6) dy 


i 

- jy 
= 24 


9 ^ - 6y] 


Er. el ejemplo 1 se obtuvo un valor aproximado de 25 para la integral doble 
del ejemplo anterior. 
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Z=f(x.y) 


tn 



Si se toma el límite, conforme la norma de A tiende a cero, de la suma de las 
medidas de los volúmenes para las n franjas verticales de R desde x = a hasta 
x = b, se obtiene la medida del volumen del sólido limitado en la parte superior 
por la superficie z = /(x, y) y en la parte inferior por la región R del plano xy. 
(Refiérase a la figura 10). Este límite es la integral doble de/en R; es decir 


lím Y 

Ha»—. o ~ 


r * 2 (“ í ) r b 

f(u¡,y)dy A¡x = f(x,y)dy 

J J a -'*,(*> 

.¡¡A,. 


dx 


,y)dy dx 


( 6 ) 


z 



FIGURA 11 


Las condiciones suficientes para que la fórmula (6) sea válida son que / sea 
continua en la región cerrada R y que <f> \y <t >2 sean funciones lisas. 


► EJEMPLO 5 Exprese como una integral doble y una integral 
iterada la medida del volumen del sólido que se encuentra por arriba del plano 
xy delimitado por el paraboloide elíptico z = x 2 + 4y 2 y el cilindro x 2 + 
4y 2 = 4. Evalúe la integral iterada para calcular el volumen del sólido. 

Solución La figura 11 muestra el sólido. Se obtendrá el volumen de la 
porción del sólido del primer ociante, el cual, por las propiedades de simetría, 
es un cuarto del volumen requerido. La región R del plano xy es aquélla limitada 
por los ejes x y y, así como por la elipse x 2 + 4y 2 = 4. Esta región se presen¬ 
ta en la figura 12, la cual también muestra la i-ésima subregión de una partición 
rectangular de R, donde v¿) es cualquier punto de esta subregión. Si V uni¬ 
dades cúbicas es el volumen del sólido dado, entonces, por el teorema 13.2.4, 


y 



y 



v - 4 ,, l í l m + 4v < 2 ) A ¡ A 

= 4 íí (x 2 + 4y 2 ) dA 


A fin de expresar V como una integral iterada, se divide la región R en n fran¬ 
jas verticales. La figura 13 muestra la región R y la í-ésima franja vertical 
cuyo ancho es de A¡x unidades y su longitud es | 4 - u 2 unidades, donde 
x,_i < Uj < x r De (6), 

^ - «¡ 2 /2 

(u¡ 2 + 4y 2 ) dy 


V = 4 lím V 

II A II . ^ ' 


A:X 


2 r ^4-«¡ 2 /2 


(x 2 + 4y 2 ) dy dx 

= 4 ¡\x 2 y+<yi]f^ /2 dx 

Jo 


o Jo 
2 


0 L 


\x 2 44^x 2 + i (4 - x 2 ) 3 / 2 


dx 
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= | J (* 2 + 2)^4 - x 2 dx 

V- 

= - 2jc(4 - * 2 ) 3/2 + 2x^4 - x 2 + 8 sen -1 !* 

Jo 

■ 4n 

Conclusión: El volumen es An unidades cúbicas. 4 


Suponga que la región R está limitada por las curvas x = A t (y) y x = 
^2 (y) y las rectas y = c y y = d, donde c < d, y A.] y ^ son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [c, d] para las cuales A., (>0 < A 2 (y) 
siempre que c < y < d. Considere una partición A del intervalo [c, d\ y divida 
la región R en franjas horizontales de ancho A,-y unidades. Consulte la figura 
14, la cual muestra la i-ésima franja horizontal. La intersección de la superfi¬ 
cie z = f(x, y) y el plano y = v¡, donde y¡_ i S v, < >■„ es una curva, y una 
porción de esta curva se encuentra sobre la i-ésima franja horizontal. Enton¬ 
ces, de la misma manera en que se obtuvo la fórmula (6), la medida del volumen 
del sólido limitado superiormente por la superficie z = f(x, y) e inferior- 
mente por la i-ésima franja horizontal es aproximadamente igual a 


, A 2 <Ví) 

f(x, V;) dx 

^2|(v;) 


■Ay 


Al tomar el límite, conforme || A || tiende a cero, de la suma de las medidas de 
los volúmenes para las n franjas horizontales de R desde y = c hasta y = d, 
se obtiene la medida del volumen del sólido limitado superiormente por la 
superficie z = f(x, y) e inferiormente por la región R del plano xy. Esta 
medida de volumen es la integral doble de/en R. En consecuencia, 


lira y 

IIaII— o ~ 


r rW 

I , '4 1 (v i ) 


f(x. V,) dx 


A¡x 


- a: 

i 


f(x, y) dx dy 


= JJ /(*. 7) dx dy 

R 


(7) 


Las condiciones suficientes para que la fórmula (7) sea válida son que 1¡ y X 2 
sean funciones lisas y que/sea continua en R. Al aplicar las fórmulas (6) y 
(7), en ocasiones puede ser necesario dividir la región R en subregiones en 
las cuales se cumplan estas condiciones. 


y 



r EJEMPLO Ó Exprese el volumen del sólido del ejemplo 5 me¬ 
diante una integral iterada en la que el orden de integración sea contrario al de 
dicho ejemplo. Calcule el volumen del sólido. 

Solución Otra vez se obtendrá el volumen del sólido correspondiente al 
primer octante, y después se multiplicará ef resultado por 4. La figura 15 mues¬ 
tra la región R del plano xy y la ¡-ésima franja horizontal cuyo ancho es A,y 
unidades y su longitud es 2^/l - vf unidades. Entonces, por (7), 
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V - 4 lím V 

■ i r 2 yi - y 2 


i 


2Vi - v; 2 


(x 2 + 4v ; 2 ) dx 
( x 2 + 4y 2 ) dx dy 


A,y 


-‘JJ 

•'O •'c 

f 1 r -»2 /] - y 2 

= 4 J || x 3 + 4^ 2 jcj^^ ¿/y 

= 4 Jo [j (1 ~ ? 2)3/2 + 


dy 


32 

3 


r 


(2y 2 + 1)^1 - y 2 dy 


= - j>( 1 - y 2 )^ 2 + 8y v 'l - y 2 + 8 seir'.yj 1 
= 4 n 

Conclusión: El volumen es 4 n unidades cúbicas, lo cual concuerda con la 
respuesta del ejemplo 5. ^ 


íí 


De las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que la integral doble 
(. x 2 + 4y 2 ) dA puede evaluarse por medio de las integrales iteradas 

2 rd 4^?/ 2 - i - i-h - «2 


rr 

40 J 0 


(. x 1 + 4y 2 ) dy dx 


C f 

o 

J 0 Jo 


(x 2 + Ay 2 )dxdy 


Si en (6) o (7), se considera /(x, y) = 1 para toda x y y, entonces la medi¬ 
da A del área de la región R se expresa como una integral doble. Así, 


- jj dy dx <=> A = jjdx dy 


( 8 ) 


y y = * 2 



► EJEMPLO 7 Calcule mediante integración doble el área de la 
región del plano xy limitada por las curvas y = x 2 y y = 4x - x 2 . 

Solución En la figura 16 se muestra la región. De (8) se tiene 

A = jj dy dx 
R 

= ff 

, J o 


• 4JI-X 2 


dy dx 


-i 


(4x - x 2 - x 2 ) dx 


= 2x 2 - \ x 3 f 
J Jo 


Conclusión: El área de la región es ^ unidades cuadradas. 
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EJERCICIOS 13.2 


1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 

JJ (3.r - 2v + \)d A 

R 

donde R es la región rectangular que tiene vértices en (O, -2) 
y (3, 0). Considere la partición de R generada por las rectas 
x = 1, x = 2 y y = -1, y tome el centro de la z'-ésima 
subregión como (« f . v¡). 

2. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 
(y 2 - 4.v) dA 

R 

donde R es la región rectangular cuyos vértices son (-1,0) 
y (1,3). Considere la partición de R generada por las rectas 
x = 0, y = 1 y y = 2, y tome el centro de la í-ésima 
subregión como (»¡, v,). 

El i los ejercicios 3 a 8, obtenga un valor aproximado de la inte¬ 
gral doble, donde R es la región rectangular que tiene vértices en 
P y Q, A es una partición de R y ( u¡. v¡) es el centro de cada 
subregión. 


(!(j,v 5 ) = (0.75, 1.75);(h 6 .v 6 ) = (1.25. 1.5); 

(w 7 , v 7 ) = (2.5, 2); (»g, vg) = (3, 1). 

10. La integral doble, con P. Q y A como en el ejercicio 4; 

(h,,V|) = (0.5, 1.5); («j, v 2 ) = (3, 1); 

(w 3 , v 3 ) = (5.5, 0.5); (w 4 , v 4 ) = (2, 2); 

(h 5 , v 5 ) = (2,2);(¡i 6 , v 6 ) = (5.3). 

11. La integral doble, con P.Q y A como en el ejercicio 5; 
(u,, V[) = (-0.5, 0.5); (« 2 , v 2 ) = (1, 1.5); 

(« 3 . v 3 ) = (2.5, 2); (h 4 , v 4 ) = (-1.5, 3.5); 

(h 5 , Vj) = (0, 3); (m 6 , v 6 ) = (4,4); 

(h 7 ,v 7 ) = (-1,4.5); (u s , Vg) = (1,4.5); 

(Ug, Vg) = (3, 4.5). 

12. La integral doble, con P.Q y A como en el ejercicio 5; 
(h,,V|) = (-2,0); (u 2 , v 2 ) = (0,0); 

(h 3 , v 3 ) = (2, 0); (m 4 , v 4 ) = (-2, 2); 

~(h 5 .v 5 ) = (0, 2): (« 6 . v 6 ) = (2,2); (u 7 , v 7 ) = (-2.4); 

(» 8 > v 8 ) = (0. 4); («g, v g ) = (2. 4). 


rr 

3. (.i 

JJ 


R 

X-) 


(x 2 + y) dA\ P(0, 0); Q(4, 2); A: x¡ = 0, 
1. v 3 = 2,x 4 = 3, y, = 0, y 2 = 1 


4. jfa-, 

R 


y) dA', P(0, 0); Q( 6,4); A: v, = 0, 
4, y, = 0..V2 = 2 


Y 

5. (.n 

J. 


vv + 3y 2 ) ¿A; P(- 2, 0); 2(4, 6); A: v, 


v 2 = 0, v 3 = 2, y! = 0, Vj = 2, y 3 = 4 


6 . 


7. 


V 


Cxy + 3y 2 ) ¡(A; P( 0, -2); 2(6, 4); A: .v, 


= 0, 


R 

.Vi 


4. y, = -2, y 2 = 0, y 3 = 2 


íf 

R 

A: ,v 


(v 2 y - 2vy 2 ) ¿A; P(-3, —2); Q( 1 , 6); 

! = -3, v 2 = —1, = -2,y 2 = 0, v 3 = 2,y 4 = 4 


8 . 


rr 

J. 


(.V“V 


2.vv 2 ) ¿A;P(-3,-2), g(l,6); 


A:.Y| = -3, x 2 = -2, .y 3 = -1, .v 4 = 0, Vj - ~2, 
v 2 = -1, Vi = 0, v 4 = l,v 5 = 2, y 6 = 3,v 7 = 4, 
,V 8 = 5 


En los ejercicios 9 a 12, obtenga un valor aproximado de la 
integral doble donde R es la región rectangular que tiene vértices 
en P y Q, A es una partición de R y («,-, v,) es un punto arbitrario 
en cada subregión. 


9. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 3; 
(»„!■,) = (0.25, 0.5); («i. v 2 ) = (1.75,0); 

(«,, v 3 ) = (2.5, 0.25; (h 4 v 4 ) = (4,1); 


13. Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
ubicado en el primer octante y limitado por la esfera 
v 2 + y 2 + z 1 = 64, los planos x = 3, y = 3 y los tres 
planos coordenados. Afín de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere la partición de la región del plano 
xy generada por las rectas x = 1 , x = 2, y = 1 y y = 2. 
y tome el centro de la i-ésima subregión como (« t , Vj). 

14. Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
limitado por los planos z = 2v + v + 4. y = 3 y los tres 
planos coordenados. A fin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere una partición de la región del plano 
vy generada por las rectas x = 1, y = 1 y y = 2, y tome 
el centro de la /-ésima subregión como (u¡, v,). 

15. Exprese como una integral doble el volumen del sólido limi¬ 
tado por la superficie j = 10 - |.v 2 - | v 2 , los planos 
x = 2, v = 2 y los tres planos coordenados. A fin de obte¬ 
ner un valor aproximado de la integral, considere la partición 
de la región del plano .vy generada por las rectas 
x — 1 y y = 1, y tome el centro de la ¡-ésima subre¬ 
gión como (¡¡j, v¡). 

16. Exprese como una integral doble el volumen del sólido 
limitado por la superficie lOOz = 300 - 25.v 2 - 4v", los 
planos .v = — 1, -V = 3, y = -3. y = 5 y el plano vy. A fin 
de obtener un valor aproximado de la integral, considere una 
partición de la región del plano .vv generada por las rectas 
x = 1. y = —1, y = 1 y y = 3. y tome el centro de la 
í-ésima subregión como («,-, v¡). 


En los ejercicios 17a20, aplk[ue el teorema 13.2.8para obtener 
un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral doble. 


17. 


íí 


(2.V + 5y) dA, donde R es la región rectangular cuyos 


R 

vértices son (0, 0), (1,0). (1. 2) y (0, 2). 
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18. jj (, 2 + y 2 ) dA, donde R es la región rectangular cuyos 38. JJ dA\ 


vértices son (O, 0 ), ( 1 , 0 ), ( 1 , 1 ) y (O, 1 ). 

19. JJ e x> dA, donde R es la región rectangular cuyos vértices 
son (O, 0 ). ( 1 , 0 ), (I, 1 ) y (O, 1 ). 

20 . JJ (sen x + sen y) dA, donde R es la región rectangular 

R 

cuyos vértices son (0, 0), (it, 0). (0, n) y (n, k). Sugeren¬ 
cia: utilice el resultado del ejercicio 24 de la sección 12.8. 

En los ejercicios 21 a 30, evalúe la integral iterada. 

21 . f [ xv 3 dvdx 


; R es Ja región limitada por las rectas v = x 

y y = 2 , y la hipérbola .tv = 1 . 

39. Obtenga el volumen del sólido ubicado debajo del plano 
z = 4.v y que se encuentra por arriba de la circunferencia 
x~ + y 2 = 16 del plano xy. 


i Jo 

4 /.y 


" í í 

■ a 


dx dy 



23. | J y9 + v 2 dxdy 

24 U 

r ^ 


40. Determine el volumen del sólido delimitado por los pla¬ 
nos x = y + 2z + 1, .v = 0. v = 0. z = 0 y 3v + 
i-3 = 0. 


3v + j - 3 = 0 


25. 


26. 


I J> * 


27. í Í | .v - y | dy dx 
Jo Jo 

28. Í í x 2 e x ?dydx 
Jo Jo 

. r .r 

29. I I sen(4jr - y) rfy dx 
’nl2 JO 



2r 

1;; 


J/r/2 Jo 

r* r Vi 

n¡2 Jo 


y* 2T v- 

30. | | sen - dxdy 

y 

En los ejercicios 31 a 38, calcule el valor exacto de la integral doble. 

31. La integral doble del ejercicio I. 

32. La integra] doble del ejercicio 2. 

33. La integral doble del ejercicio 3. 

34. La integral doble del ejercicio 6 . 


41. Calcule el volumen del sólido del primer octante acotado 
por los dos cilindros .v 2 + y 2 = 4 y r 2 + z 2 = 4 


t .v 2 + v 2 = 4 

i 2 j 

/ 

. .v 2 + z 2 = 4 


1 


re 

5. sen x dA: i 

JJ 


42. Obtenga el volumen del sólido del primer octante limita¬ 
do por el paraboloide c = 9 - .v 2 - 3y 2 . 


35. 11 sen x dA: R es la región acotada por las rectas y = 2.v, 
* , 

y = ±X y X = 71. 


36. JJ coser + y) dA: R es la región acotada por las rectas 

R 

y = x y x — K, y el eje x. 


rr 

37. x 2 ^ 9 - y 2 

JJ 


dA\ R es la región acotada por la circunfe- 


1 /• > 

3 2 12 


- 9 - .r 2 -3v 2 


rencia x~ + y" = 9. 
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43. Determine el volumen del sólido del primer octante limi¬ 
tado por las superficies x + z 2 = 1 , ,r = y y x = y 2 . 



44. Calcule mediante integración doble el volumen de la por¬ 
ción del sólido del primer octante limitado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 16. 


SO. Utilice integración doble para obtener el área de la región 
del primer cuadrante limitada por la parábola y 2 = 4.v, 
la circunferencia x 2 + y 2 = 5, y el eje .v mediante dos 
métodos: (a) integre primero con respecto a x; (b) integre 
primero con respecto a y. Compare los dos métodos de 
solución. 


51. Calcule mediante dos métodos el volumen del sólido ubi¬ 
cado debajo del plano 3x + 8y + 6.- = 24 y por arriba de 
la región del primer cuadrante del plano xy limitada por 
la parábola v 2 = 2.v, la recta 2.v + 3y = 10 y el eje .v: 
(a) integre primero con respecto a .r; (b) integre primero 
con respecto a y. Compare los dos métodos de solución. 


52. Considere la integral iterada ^Ja 2 - x 2 dy dx. 

d 0 d 0 

(a) Dibuje el sólido cuya medida de volumen está repre¬ 
sentada por la integral; (b) evalúe la integral iterada; 
(c) escriba la integral iterada que proporciona la medida 
del volumen del mismo sólido con el orden de integración 
inverso. 


4 



.r + v 2 + r = 16 


En los ejercicios 45 a 48, utilice integrales dobles para calcular 
el área de la región limitada por las curvas del plano xy. Dibuje 
la región. 

45. y = x 3 y y = x 2 46. v 2 = 4x y x 2 = 4y 

47. y = x 2 -9yy-9-x 2 

48. x 2 + y 2 = 16 y v 2 = 6 x 

49. Exprese como una integral iterada la medida del volumen 
del sólido limitado por el elipsoide 



53. Considere la integral iterada 



( 2 ,r + y) dy dx 


y efectúe las instrucciones del ejercicio 52. 

54. Utilice doble integración para calcular el volumen del sólido 
común a los dos cilindros circulares rectos de radio r uni¬ 
dades, cuyos ejes se intersectan formando ángulos rectos. 
(Consulte el ejercicio 60 de la sección 4.9). 


En los ejercicios 55 y 56, la integral iterada no puede evaluarse 
exactamente en términos de funciones elementales mediante el 
orden de integración propuesto. Invierta el orden de integración 
v realice el cálculo. 


-ff, 

J o J -v X 

J n u 


sen n y 3 dy dx 


' dx dv 


13.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


En la sección 13.2 se estudió cómo aplicar las integrales dobles a fin de calcu¬ 
lar volúmenes de sólidos. En esta sección se tratarán otras aplicaciones de las 
integrales dobles, tales como determinar centros de masa, momentos de inercia 
y el área de una superficie. 

Cuando se aplicaron las integrales simples para determinar el centro de 
masa de una lámina, se consideraron únicamente láminas homogéneas, excep¬ 
to en casos especiales. Sin embargo, con las integrales dobles se puede deter¬ 
minar el centro de masa de una lámina homogénea o no homogénea. 

Suponga que se tiene una lámina cuya forma es la de una región cerrada 
R del plano xy. Sea p(x , y) la medida de la densidad superficial de la lámina 
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en cualquier punto (.v, y) de R donde p es continua en R. Para calcular la 
masa total de la lámina se procede como sigue. Sea A una partición de R en 
n rectángulos. Si (u¡, v,) es cualquier punto del t-ésimo rectángulo que tiene 
área A ¡A unidades cuadradas, entonces una aproximación de la medida de la 
masa total del t-ésimo rectángulo es p(u ¡, v,) A,A, y la medida de la masa 
total de la lámina está aproximada por 

Xp(«í. v/) A,A 

í=i 

Al tomar el límite de la suma anterior, conforme la norma de A tiende a cero, 
la medida M de la masa de la lámina puede expresarse como 


M = lj, m Ip(«i,v,)Aiá 


= 1 


p(x, y) dA 


(1) 


La medida del momento de masa del Pésimo rectángulo con respecto al eje ,v 
está aproximada por v¡p(u¡. v¿) A,A. Entonces la suma de las medidas de los 
momentos de masa con respecto al eje ,v de los n rectángulos será aproximada 
por la suma de n términos de éstos. La medida M x del momento de masa con 
respecto al eje ,v de la lámina completa está dada por 


M x = Ijm Xv,p(« ¿ , y,.) A,A 
INI-» ■ 

■l 


■>o i - | 

yp{x, y) dA 


De manera análoga, la medida M v de su momento de masa con respecto al eje 
y está determinada por 


My = lím X“;P(“/> l ’i)A,'A 


= // 


xp{x, y) dA 


( 2 ) 


El centro de masa de la lámina se denota por el punto (x, y) donde 


x = 


M,. 

M 


y y 


jWv 

M 


^ EJEMPLO 7 Una lámina cuya forma es la de un triángulo rec¬ 
tángulo isósceles, tiene una densidad superficial que varía de acuerdo al cua¬ 
drado de la distancia a partir del vértice del ángulo recto. Si la masa se mide en 
kilogramos y la distancia en metros, calcule la masa y el centro de masa de la 
lámina. 
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y 



Solución Elija los ejes coordenados de modo que el vértice del ángulo 
recto esté en el origen y los catetos de longitud a queden sobre los ejes coor¬ 
denados (consulte la figura 1). Sea p(x,y) kilogramos por metro cuadrado 
la densidad superficial de la lámina en el punto (x , y). Entonces p{x . y) = 
k(x 2 + y 2 ), donde k es una constante. Por tanto, si M kilogramos es la masa 
de la lámina, se tiene, de (1), 


M = Hm + v,- 2 )A ¿A 

I!a||—> o ¿=i 


‘J 


= k \ \ (x ¿ + y ¿ ) dA 


a * a-x 


-u 

■<[ 

= k í (|< 2 3 - a 

Jo 


(x 2 + y 2 ) dy dx 


a-x 

yx 2 + \y 3 dx 

3 o 


2 x + lea 2 - \x 2 )dx 


'kn* - i/,4 + - 1/74 


a 4 ) 


= 


A fin de determinar el centro de masa, observe que, debido a la simetría, 
éste debe estar sobre la recta y = x. Por tanto, si se obtiene x, también se 
obtendrá y. De (2), 


M y = lím Y,ku¡{u¡ 2 + v 2 ) AfA 

■*í 


MI->o , = i 

jc(jc 2 + y 2 ) dA 


Ct 3 + xy 2 ) dy dx 


-*JT 

•'o * / o 

= k I J x 3 y + |jcy 3 J dx 

Jo 1 0 

= k ~ o : 

Jo 


x 2 + 2ax 3 - kx i )dx 


= k(¡ a 5 - i a 5 + { a 5 - £ a s ) 
= Ts ka5 


ComoAíx = M y , entonces Mx = j^ka 5 ', y debido a que M = ^ka 4 , se 
obtiene x = | a. 

Conclusión: El centro de masa se encuentra en el punto (j a, |a). 4 


El momento de masa de una lámina con respecto a un eje se denomina, en 
ocasiones, primer momento de la lámina con respecto al eje. Otro momento 
de una lámina con respecto a un eje es el momento de inercia , también llamado 
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segundo momento de la lámina. El momento de inercia es una medición de la 
resistencia al cambio en el movimiento de rotación. Para llegar a la definición 
de momento de inercia de una lámina, primero considere una partícula de masa 
m kilogramos cuya distancia perpendicular desde un eje es r metros. El 
momento de inercia de la partícula con respecto al eje se define como mr 2 
kilogramos-metro cuadrado. Entonces el momento de inercia de un sistema de 
n partículas respecto al eje es la suma de los momentos de inercia de todas las 
partículas. Esto es, si la í-ésima partícula tiene una masa de m¡ kilogramos y se 
encuentra a una distancia de r¡ metros del eje, entoncas 7 kilogramos-metro 
cuadrado es el momento de inercia del sistema respecto al eje, donde 

1 = ¿ m i r ? 

i =i 

Al extender este concepto a una distribución continua de masa en un plano, tal 
como una lámina, mediante procesos semejantes a los anteriores, se tiene la 
definición siguiente. 


13*3.1 Definición de momento de inercia respecto 
a un eje 


Suponga que se tiene una lámina que ocupa una región R en el plano xy tal 
que la densidad superficial en el punto (x, y) tiene medida p(x, y), donde 
p es continua en R. Entonces, la medida del momento de inercia de la 
lámina con respecto al eje x, denotado por 7 V , está determinada por 

¡x = Km Xv,- 2 p(«,, v,)A ; A 


Y 


y 2 p(x, y)dA 


R 

De manera similar, la medida del momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje y, denotado por 7 V , está dada por 


n 

7 V = Km lulpiu,, v¡)A¡A 

NI-*o ;=| 



x 2 p(x, y) dA 


W EJEMPLO 2 Un alambre recto homogéneo tiene una densidad 
lineal constante de k kilogramos por metro. Calcule el momento de inercia del 
alambre con respecto a un eje perpendicular al alambre que pasa por uno de sus 
extremos. 

Solución Suponga que la longitud del alambre es de a metros, y que se ex¬ 
tiende a lo largo del eje x a partir del origen. Se determinará el momento de inercia 
del alambre con respecto al eje y. Di vida el alambre en n segmentos de modo que 
la longitud del í-ésimo segmento es A¡x metros. Entonces, la masa del í-ésimo 
segmento es k A¡x kilogramos. Suponga que la masa del í-ésimo segmento se 
concentra en un punto donde x¡-¡ < u¡ < x¡. La medida del momen¬ 
to de inercia del i-ésimo segmento con respecto al eje y se encuentra entre 
kx¡_ t 2 A¡x y kx¡ 2 A¡x y está aproximado por kupA¡x. Si el momento de iner¬ 
cia del alambre con respecto al eje y es 7 V kilogramos-metro cuadrado, entonces 


13.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 1045 


L = lím ¿ ,ku? A¡x 
y lUii-o £[ 



= \ka 2 


Conclusión: El momento de inercia es 2 ka 3 kg-m 2 . 


◄ 


La suma de los momentos de inercia l x e l y de una lámina del plano xy se 
denomina momento polar de inercia, y representa el momento de inercia de la 
lámina con respecto al origen o al eje z. 


13.3.2 Definición de momento polar de inercia 


Suponga que se tiene una lámina que ocupa una región R del plano xy 
tal que la densidad superficial en el punto (;t, y) tiene medida p(x, y), 
donde p es continua en R. Entonces la medida del momento polar de 
Inercia, denotado por /o, está definido por 

n • 

lo = lta> X («, 2 + v¡ 2 )p{u¡, v¡) A¡A 
H4b-»o i«i 

= U (^ 2 + y 2 )p{x, y) dA 

« 



► EJEMPLO 3 Una lámina rectangular homogénea tiene una den¬ 
sidad superficial constante de k slugs por pie cuadrado. Calcule el momento de 
inercia de la lámina con respecto a una esquina. 

Solución Suponga que la lámina está limitada por las rectas x = a, 
y = b y los ejes xy y. Refiérase a la figura 2. Si ¡o slug-pie cuadrado es el 
momento de inercia con respecto al origen, entonces 


■l 


n 

Io = „ lím L k(u i 2 + v > 2 ) &i A 

-»o ,=| 

k(x 2 + y 1 ) dA 

n a 

(x 2 + y 2 ) dx dy 
J 

= kj [^ 3 + xy 2 ] a Q dy 

= k í (|a 3 + ay 2 ) dy 

Jo 


= \kab(a 2 + b 2 ) 


Conclusión; El momento de inercia es 2 kab(a 2 + b 2 ) slug-pie 2 . 
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El radio de giro de una lámina con respecto a un eje L es la distancia desde 
L a un punto de la lámina en el que puede ser concentrada su masa sin afectar 
su momento de inercia con respecto a L. Esto es, si la masa M kilogramos 
de la lámina se concentra en un punto ubicado a r metros de L, el momento de 
inercia de la lámina con respecto a L es la misma que la de una partícula 
de masa Ai kilogramos a una distancia de r metros de L; este momento de iner¬ 
cia es Mr 2 kilogramos-metro cuadrado. Así, se tiene la definición siguiente. 


13.3.3 Definición del radio de giro 


Si I es la medida del momento de inercia con respecto a un eje L de una 
lámina y Ai es la medida de la masa total de la lámina, entonces el radio 
de giro de la lámina con respecto a L tiene medida r, donde 



y 



r EJEMPLO 4 Suponga que una lámina tiene la forma de un 
semicírculo y que la medida de la densidad superficial de la lámina en cual¬ 
quier punto es proporcional a la medida de la distancia del punto a partir del 
diámetro. Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en metros, calcule 
el radio de giro de la lámina con respecto al eje x. 


Solución Elija los ejes x y y de modo que el semicírculo sea la parte su¬ 
perior del círculo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . Consulte la 
figura 3. Entonces la densidad superficial de la lámina en el punto (x, y) es ley 
kilogramos-metro cuadrado. Así, si Af kilogramos es la masa de la lámina, 
entonces 

n 

M = lím ¿_,kv¡A¡A 
IWI-o ti 



Si l x kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia de la lámina con 
respecto al eje x, entonces 


n 

= u 1 ™ 'Evj 2 (kvi) A¡A 
IWI-»o í=i 



ky 2 dydx 
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ky 2 dy dx 


. *.}; 


dx 


(a 4 - 2a 2 x 2 + x A ) dx 


= l*(2a 5 - ja 5 ) 

~ y¡ka 5 


Por tanto, si r metros es el radio de giro, entonces 



15 ^° 5 

f/ta 3 


De modo que r = |VT6a, 

Conclusión: El radio de giro es j VTO a metros. 4 


z 



FIGURA 4 


La integral doble puede emplearse para determinar el área de la porción 
de la superficie z = f(x, y) que se encuentra sobre la región cerrada R del pla¬ 
no xy. A fin de mostrar esto, primero se definirá lo que significa la medida de 
esta área y después se obtendrá una fórmula para calcularla. Suponga que / 
y sus primeras derivadas parciales son continuas en R, y que f(x, y) > 0 en R, 
Sea A una partición de Rúen subregiones rectangulares. El /'-ésimo rectángulo 
tiene dimensiones A¡x unidades y A,y unidades y un área de A,A unidades 
cuadradas. Sea (u¡, v¡) cualquier punto del i'-ésimo rectángulo, y considere el 
plano tan-gente a la superficie en el punto Q(u¡, v¡,f(u¡, v,)). Proyecte verti¬ 
calmente hacia arriba el /'-ésimo rectángulo sobre el plano tangente y sea A ¡a 
unidades cuadra-das el área de esta proyección. La figura 4 muestra la región 
R , la porción de la superficie sobre R , la z'-ésima subregión rectangular de R 
y la proyección del /-ésimo rectángulo sobre el plano tangente a la superficie 
en Q. El número A,<r es una aproximación de la medida del área de la por¬ 
ción de la superficie que se encuentra sobre el /-ésimo rectángulo. Como existen 
n de estas porciones, la suma 



¿A,a 

¡=i 

es una aproximación de la medida a del área de la porción de la superficie 
ubicada sobre R. Esto conduce a definir a como sigue: 

n 

ti = tai 2 >,ct (3) 

IWI-*o /=i 

A continuación se obtendrá una fórmula para calcular este límite. Para esto, se 
deducirá una fórmula a fin de calcular A ¡o como' la medida del área de un 
paralelogramo. Con el fin de simplificar los cálculos se toma el punto v ; ) del 
/-ésimo rectángulo como el vértice (*;_], y¡~ i). Sean A y B los vectores que 
tienen como representaciones los segmentos de recta dirigidos cuyo punto ini¬ 
cial es Q y que forman dos lados adyacentes del paralelogramo cuya área es A ¡a 
unidades cuadradas. Refiérase a la figura 5. Así, A ¡o = || A X B ||. Como 


A = A,-.ti + f x (u„ v,) A,xk y B = A,yj + f y (u„ v,-)A,yk 


FIGURA 5 
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entonces . . . 

1 J K 

A X B = A¡x 0 f x (u¡, V¡) A¡x 
0 A ¡y / v («¡, V¡) A,y 

= -AjX A¡yf x (u h v,)¡ - AjX A¡yf y (.u¡, v,)j + A¡x A,yk 

Por tanto, 

A,<7 = || A X B || 

= y¡fx 2 (u ¡, V,) + f y 2 (u h v¡) + 1 A¡x A¡y 


Al sustituir esta expresión por A,cren (3) se tiene 

n __ 

° = „ l í, m X jL 2 ( u n Vi) + fy 2 (“¡. Vi) + 1 A ¡x A ¡y 
IIaII—> 0 ¡= i 

Este límite es una doble integral que existe sobre R debido a la continuidad de 
fx. y fy en R- De este modo se tiene el teorema siguiente. 


13.3.4 Teorema 


Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son continuas en la 
región cerrada R del plano xy. Si a Unidades cuadradas es el área de 
la superficie z = f(x, y) que se encuentra sobre R, entonces 


a = 



(X* 30 + fy 2 (x> y) + t dxdy 


R 


x 



FIGURA 6 


r EJEMPLO 5 Calcule el área de la superficie en el primer octante 
cortada en el cilindro x 2 + z 2 = 16 por los planos x = 0, x = 2, y = 0 y 

y = 3 . 

Solución La superficie dada se muestra en la figura 6. La región R 
es el rectángulo en ei primer cuadrante del plano xy limitado por las rectas 
x = 2, y = 3. La superficie tiene la ecuación x 2 + z 2 = 16. Si se despeja 
z en la ecuación anterior se obtiene z = v 16 - x 2 . Por tanto, f(x, y) = 
-J 16 - x 2 . De modo que si cr unidades cuadradas es el área de la superficie, 
entonces, por el teorema 13.3.4, 



◄ 


Conclusión: El área de la superficie es 2 n unidades cuadradas. 
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y 



Considere ahora la curva y = F(x) con a < x < b, F(x) > 0 para 
toda x de [a, b] y F' continua en [a, b]. Si esta curva se gira alrededor del eje 
x, se obtiene una superficie de revolución. De la sección 10.6, una ecuación 
de esta superficie es 

y 2 + z 2 = [F{x)\ 2 (4) 

La figura 7 muestra la superficie de revolución. En esta figura el plano xy 
se encuentra en el plano de esta hoja; sin embargo, se tiene un sistema 
coordenado derecho. Se desea obtener una fórmula para calcular el área de 
esta superficie de revolución empleando el teorema 13.3.4. De las propieda¬ 
des de simetría, el área de la superficie ubicada por arriba del plano xz y frente 
al plano xy es un cuarto del área de la superficie completa. Al resolver (4) 
para z y no tomando en cuenta la raíz cuadrada negativa puesto que z > 0, 
se tiene f(x, y) = ^/[F(at)] 2 - y 2 . La región R del plano xy es la región li¬ 
mitada por el eje x, la curva y = F(x) y las rectas x = a y x = b. Si se 
calculan las derivadas parciales de / se obtiene 


fx(x, y) 


F(x)FXx) 
^JlF(x)] 2 - y 2 


f y (x, y) 


-y 

~J[F(x)] 2 - y 2 


Se observa que f x (x, y) y f y (x, y) no existen en parte de la frontera de R (cuan¬ 
do y = -F(x) y cuando y = F(x)). La integral doble que se obtiene a partir del 
teorema 13.3.4 es 



[F(x)] 2 [F'(*)] 
[F(*)] 2 - y 2 


2 


[F(.t )] 2 


+1 dy dx 



F(x)./[F(x)] 2 + 1 
,p(x)l 2 - y 2 


dy dx 


Esta doble integral es impropia debido a que el integrando tiene una dis¬ 
continuidad infinita en cada punto de la frontera de R donde y = -F(x) y en 
donde y = F(x). En consecuencia, se evalúa la doble integral como una in¬ 
tegral iterada para la cual el integrando interior es impropio. Si <T unidades 
cuadradas es el área de la superficie de revolución, entonces 


f b 

/T _ A 1 

F(x)^\F i (x)] 2 + 1 í 

F{x) 

dy 

v — <4 

*' ü 

, - y 2 

rF(x) 

<*y - lím 

r b 

1 dy 

j 0 x¡[F(x)f - y 2 

J o y/[F(. r)] 2 

1 - 


= lím 

b^F(x) 

sen -1 -=^~- 

b 

0 


dx 


= lím sen 1 ■ , 

t^Fur F(x) 

= y* 


Por tanto, de (5) 

rb 


<T = 2 n( F(x) x ¡[F r '(x)] 2 + 1 dx 

* si 


(5) 


Este resultado se establece como un teorema, donde F se sustituye por /. 
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13.3.5 Teorema 


Suponga que la función / es positiva en [a, b] y que /’ es continua 
en [a, b]. Si a unidades cuadradas es el área de la superficie de revolu¬ 
ción que se obtiene al girar alrededor del eje x la curva y = f(x), con 
a < x < b, entonces 

cr = 2rr í f(x)^[f'(x)] 1 2 T\dx 

^ a 



► EJEMPLO 6 Calcule el área del paraboloide de revolución gene¬ 

rado al girar la mitad superior de la parábola y 2 = 4px, con 0 < x < h, 
alrededor del eje x. 

Solución En la figura 8 se muestra el paraboloide de revolución. Si se 
despeja y en la ecuación de la parábola, con y > 0, se obtiene y = 2p 1,2 jtr 1 
De modo que si a unidades cuadradas es el área de la superficie, entonces 
por el teorema 13.3.5, con/(*) = 2p^ 2 x^ 2 , 


- -r 

•'o 


2 p'*x*HJE + 1 dx 

' X 


/ 


= 4 np íl2 í sjp + x dx 

Jo 


= f np lll (p + x) 


,3/2 


~\b 


= ¿n(^lp(p + h) 3 - p 2 ) 

Conclusión: El área del paraboloide de revolución es \n(^¡p(p + h) i - p 2 ) 


unidades cuadradas. 


EJERCICIOS 13.3 


En los ejercicios I a 12, calcule la masa y el centro de masa de la 
lámina si se considera ¡a densidad superficial como se indica. La 
masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

1. Una lámina tiene la forma de una región rectangular limitada 
por las rectas jr = 3yy = 2ylos ejes coordenados. La 
densidad superficial en cualquier punto es xy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

2. Una lámina tiene la forma de una región rectangular aco¬ 
tada por las rectas x = 4 y y = 5 y los ejes coordenados. 
La densidad superficial en cualquier punto es (* 2 + y) 
kilogramos por metro cuadrado. 

3. Una lámina tiene la forma de una región triangular cuyos 
lados son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 
x + 2y = 6. La densidad superficial en cualquier punto es 
y 2 kilogramos por metro cuadrado. 


4. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
limitada por la parábola v = x 2 , la recta y = 1 y el eje y. 
La densidad superficial en cualquier punto es Cr + y) ki¬ 
logramos por metro cuadrado. 

5. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la parábola x 2 = 8y, la recta y = 2 y el eje y. 
La densidad superficial varía como la distancia desde la recta 
y = -1. 

6 . Una lámina tiene la forma de la región limitada por la curva 
y = e 1 , la recta .r = 1 y los ejes coordenados. La densidad 
superficial varía como la distancia desde el eje x. 

7. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes 
coordenados. La densidad superficial varía conforme a la 
suma de las distancias a los dos lados rectos. 
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8. Una lámina tiene la forma de la región limitada por el trián¬ 
gulo cuyos lados son los segmentos de los'ejes coordenados 
y la recta 3x + 2 y = 18. La densidad superficial varía 
como el producto de las distancias a los ejes coordenados. 

9. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la curva 
y = sen x y el eje x desdex = 0 hasta x = ir La densidad 
superficial varía conforme a la distancia desde el eje x. 

10. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la curva 
y = VI y la recta y = x. La densidad superficial varía 
como la distancia desde el eje y. 

11. Una lámina tiene la forma de la región del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x 1 + y 1 = 4 y la recta 
x + y = 2. La densidad superficial en cualquier punto es 
xy kilogramos por metro cuadrado. 

12. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la 
circunferencia x 2 + y 1 = 1 y las rectas x = 1 y y = 1. 
La densidad superficial en cualquier punto es xy kilogra¬ 
mos por metro cuadrado. 

En ¡os ejercicios 13 a 18, calcule el momento de inercia de la 
lámina homogénea con respecto al eje indicado si la densidad 
superficial es k kilogramos por metro cuadrado y la distancia se 
mide en metros. 

13. Una lámina tiene la forma de la región limitada por 
4y = 3*. x = 4 y el eje x; con respecto al eje x. 

14. La lámina del ejercicio 13; con respecto a la recta x = 4. 

15. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la cir¬ 
cunferencia de radio a metros; con respecto a su centro. 

16. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la pará¬ 
bola x 2 = 4 - 4y y el eje x; con respecto al eje x. 

17. La lámina del ejercicio 16; con respecto al origen. 

18. Una lámina tiene la forma de la región acotada por un 
triángulo cuyos lados miden a metros, b metros y c me¬ 
tros; con respecto al lado que mide a metros. 

En los ejercicios ¡9 a 22, determine para cada lámina lo siguien¬ 
te: (a) el momento de inercia con respecto al ejex, (b) el momento 
de inercia con respecto al eje y, (c) el radio de giro con respecto 
al eje x. Id) el momento polar de inercia. 

19. La lámina del ejercicio 1. 

20. La lámina del ejercicio 4. 

21. La lámina del ejercicio 9. 

22. La lámina del ejercicio 10. 

23. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la pará- 
bolay = 2x - x 2 y el eje ¿.Calcule el momento de inercia 
de la lámina con respecto a la recta y = 4 si la densi¬ 
dad supeficial varía como ladistanciadesdelarecta y = 4. 
La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

24. Una lámina homogénea de k slugs por pie cuadrado de 
densidad superficial tiene la forma de la región limitada por 
la curva x = -Vy»el eje jc y la recta x = a, donde a > 0. 
Calcule el momento de inercia de la lámina con respecto a la 
recta x = a. 


25. Determine el área de la superficie cortada en el plano 
2x + y + z = 4 por los planos x = 0, x = Ij = 0 y 
y = 1. 


z 



X 


26. Calcule el área de la superficie cortada en el plano 
z - 2x - y = 5 por los planos x = 0, x = 2, y = 0y 
y = 4. 



x 

27. Obtenga el área de la porción de superficie del plano 36x + 
16y + 9z = 144 cortada por los planos coordenados. 

28. Determine el área de la superficie cortada en el plano 
z = ax + by por los planos x = 0, x = a, y = 0 y 
y = ¿.dondea > 0 y b > 0. 

29. Calcule el área de la superficie del primer octante cortada en 
el cilindro x 2 + y 2 = 9 por el plano x = z. 


z 
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30. Obtenga el área de la superficie cortada en el cilindro x 2 + 
y 2 = 25 por los planos x = 0, x = l,z = 1 yz = 3. 



31. Sea R la región triángular del plano xy con vértices en 
(0, 0, 0), (0,4, 0) y (2, 4,0). Determine el área de la su¬ 
perficie de la parte de la gráfica de z - 5x - y 2 = 2 que 
se encuentra sobre R. 

a^ 32. Calcule el área de la superficie del primer octante cortada en 
p J el cono x 2 + y 2 = z 2 por el plano x + y = 4. 




Obtenga el área de la porción de superficie del cilindro x 2 + 
z 2 = 4 que está dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4. 

Determine el área de la porción de superficie del cono x 2 + 
y 2 = z 2 que se encuentra dentro del cilindro .t 2 + y 2 = 2x. 



35. 


Calcule el área de la porción de superficie del cono jt 2 + 
y 2 = z 2 ubicada entre el cilindro y 2 = x y el plano x - 


y = 2. 



Obtenga el área de la porción del plano x = z que está 
entre los planos y = 0yy = 6y dentro del hiperboloide 
9X 2 - 4y* + lóz 2 = 144. 


37. Se gira el segmento de recta del origen al punto (a, b) alre¬ 
dedor del eje x. Determine el área de la superficie del cono 
generado. 

38. Deduzca una fórmula para calcular el área de la superficie de 
una esfera al girar una semicircunferencia alrededor de su 
diámetro. 

39. Calcule el área de la superficie de revolución generada al 
girar el arco de la catenaria y = a cosh(jt/a) desde x = 0 
hasta x = a alrededor del eje y. 

40. Determine el área de la superficie de revolución que se ob¬ 
tiene al girar alrededor del eje x la catenaria del ejercicio 39. 

41. El lazo de la curva 18y 2 = jt(6 - jt) 2 se gira alrededor del 
eje x. Obtenga el área de la superficie de revolución generada. 

42. Calcule el área de la superficie de revolución generada al 
girar él arco de la curva y = ln x desde x = 1 hasta x = 2 
alrededor del eje y. 

43. Una lámina homogénea de k slugs por pie cuadrado de densi¬ 
dad superficial tiene la forma de la región limitada por un 
triángulo isósceles cuya base mide b pies de longitud y su al¬ 
tura h pies de longitud. Determine el radio de giro de la 
’ámina con respecto a su recta de simetría. 

44. Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son con¬ 
tinuas en una región cerrada R del plano jty. Demuestre que 
si cr unidades cuadradas es el área de la porción de la su¬ 
perficie z = f(x, y) que se encuentra sobre R, entonces 

C = JJ || Vg(.r, y, z) II dx dy 

R 

donde g(x, y, z) = z - fU. y) 


13.4 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 


A fin de definir la integral doble de una función en una región cerrada del plano 
coordenado polar, primero se considera el tipo más simple de región. Sea R la 
región limitada por los rayos 6 = a y 6 = fi y las circunferencias r = a y 
r = b. Sea A la partición de esta región que se obtiene al dibujar rayos que 
pasen por el polo y circunferencias con centro en el polo. Refiérase a la figura 
l, la cual muestra una red de subregiones denominadas rectángulos cur¬ 
vados. La norma || A || de la partición es la longitud de la mayor diagonal de 
los rectángulos curvados. Sea n el número de subregiones y sea A ¡A unidades 
cuadradas el área del i-é simo rectángulo curvado. Como el área de la t-ésima 
subregión es la diferencia de las áreas de dos sectores circulares, entonces 

A- t A = \nhe¡ - e M ) - h-M - 0/-,) 

= - fi-iXo + n-i)(0¡- 0,-_i) 

Sean r¡ = + r ( _,), A¡r = r¡ - r¡~_¡, y A¡6 = 6¡ - 0,_,. Entonces 


AjA = rjAirA'0 
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y 



Tome el punto (r¡, 6¡) en la í-ésima subregión, donde 0,_| < 6¡ < 6¡, y 
forme la suma 

¿ f(r h 6¡) A,i4 = ¿ /(?,-, 0¡) r¡ A ¡r A, 0 

¡=i 

Se puede demostrar que si/es continua en la región R, entonces el límite de 
esta suma, conforme || A || tiende a cero, existe y se considerará como la 
integral doble de/en R. De este modo se puede escribir 


«p o Íflf h 9¡) A ,A = JJ f(r, B) dA 


»a«-.o £ 

«=> )|lí™ 0 ^‘ A ‘ rA i 6 = jJ Z( r ’ 


0)rdrdQ 



Observe que en coordenadas polares, dA = rdr d0. 

También puede demostrarse que la integral doble es igual a una integral 
iterada que tiene una de las dos formas posibles: 


íí 


f(r, G) dA 



f(r, 6)rdrd6 



f(r, 6)rd6dr 



Es posible definir la integral doble de una función continua/de dos va¬ 
riables en regiones cerradas del plano coordenado polar de manera diferente a 
la anterior. Por ejemplo, considere la región R limitada por las curvas 
r = $|(0) y r = <f> 2 ( 0 ), donde <j>\ y <f> 2 son funciones lisas, y por las rectas 
0 = a y 0 = p. Consulte la figura 2. En la figura, <f>\{0) < <f> 2 (0) para 
toda 0 del intervalo cerrado la, p]. Entonces se puede demostrar que la doble 
integral de/en R existe y que es igual a una integral iterada, obteniéndose 


rr rf> r<h@) 

\\f(r,0)dA = 

-Vt») 


f(r, 0)rdrd0 


Si la región R está limitada por las curvas 0 = ^(r), y 6 = % 2 (r), donde x { y 
X 2 son funciones lisas, y por las circunferencias r = a y r = b, como se 
muestra en la figura 3, donde ^(r) < % 2 (r) para toda r del intervalo cerrado 
[a, b], entonces 


z 



FIGURA 4 


e= 


fb fX 2 (r) 

f(r, 8) dA = f(r, 0)rd8dr 

Ja JXiir) 

La integral doble de una función en unaregión cerrada del plano coordenado 
polar puede considerarse como la medida del volumen de un sólido emplean¬ 
do coordenadas cilindricas. La figura 4 muestra un sólido que tiene como base 
a la región R del plano coordenado polar y limitado superiormente por la su¬ 
perficie z = f(r, 0), donde/es continua en R y f(r, 8) > 0 en R. Considere 
una partición de R, la cual proporciona una red de n rectángulos curvados. 
Construya los n sólidos para los cuales el i-ésimo sólido tiene como base al 
í-ésimo rectángulo curvado y cuya altura es f(r¡, 6¡) unidades, donde (r¡, 8¿) 
pertenece a la í-ésima subregión. La figura 4 muestra el í-ésimo sólido. La 
medida del volumen del í-ésimo sólido es 


Sí 
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/('•„ 0¡) A,v4 = /(/-,, 9¡)r¡ A,r A,0 


La suma de las medidas de los n sólidos es 


¿/('•i- e i) r i A,r A,fl 


Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido dado, entonces 


IIaIÍ-*q /=í 


cc 


/(r, 6)r dr dd 


( 1 ) 


► EJEMPLO 1 Calcule el volumen del sólido del primer octante 
limitado por el cono z = r y el cilindro r = 3 sen 6. 

Solución El sólido y el t-ésimo elemento de volumen se muestran en la 
figura 5. Al utilizar (1) conf(r, 9) = r, y si V unidades cúbicas es el volumen 
del sólido dado, entonces 

v = i, 4, m X 7 < • oVM 
IWI-*« ítí 


=/í 

■h 


Pdrde 


tr/2 /• 3 sen 6 


r 2 dr dO 


o Jo 


= i M» 

= 9 Í 

-'o 


de 


sen 3 í )d9 


= -9 eos 0 + 3 eos 3 ©I 

Jo 

= 6 


t/2 


Conclusión: La medida del volumen es 6 unidades cúbicas. 


◄ 


e= o 



9 


FIGURA 5 
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o\ 

FIGURA 6 


► EJEMPLO 2 Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de 
la región limitada por la semicircunferencia r = a eos 9 ,0 < 9 < 3 7T, y cuya 
densidad superficial en cualquier punto es proporcional a la medida de su dis¬ 
tancia desde el polo. La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


(a. 0) 


■ 8 = 0 


Solución La figura 6 muestra un dibujo de la lámina y del i-ésimo 
rectángulo curvado. La densidad superficial en el punto (r, 0) es kr kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
de la lámina, entonces 

n 

M = lím V (kr:) T¡ A¡r A¡9 

ii ,ii „ ^ 1 ' 1 


kr 2 dr d9 


= k 


7l¡2 p a eos 8 


r~ dr dO 


= \ka 3 


0 

7t¡2 


cos J 6d8 


1*/2 

Jo 


= |¿a 3 [sen 6 - \ sen 3 #j c 
= | ka 3 

Conclusión: La medida de la masa es | ka 3 kilogramos. 


► EJEMPLO 3 


Obtenga el centro de masa de la lámina del ejemplo 2. 


Solución Sean i y y las coordenadas cartesianas del centro de masa 
de la lámina, donde, como es costumbre, el eje x está ubicado sobre el eje polar 
y el eje y se encuentra sobre el eje j;r. Sea (x¡, y¡) la representación en 
coordenadas cartesianas del punto (r¡, 9¡). Si M x kilogramos-metro es el mo¬ 
mento de masa de la lámina con respecto al eje x, entonces 

n 

M X - H 1 ?,™ 

IWI--0 f-¡ 

Al sustituir y¡ por r¡ sen 9¡ se obtiene 


M r = lím V kr¡ 3 sen 9: A,r A¡9 

x ii.ii „ ¿-i 1 11 ' 


kr 3 sen 9drd9 


= k 


k}2 /* a eos 6 


* t 

o Jo 


r 3 sen 9dr d9 


n¡2 


= \ka A | cos 4 0sen0d0 

K¡1 
0 


¿ ka 4 eos 5 9 


- ±ka A 
~ 20 Ka 
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Si My kilogramos-metro es el momento de masa de la lámina con respecto al eje 
y, entonces 

n 

M y ~ n 1 !, 151 '2 4 x l (.kr ¡ )r ¡ &¡r A¡0 
Al reemplazar x¡ por r¡ eos 6¡ resulta 

n 

M y = lím V fer 3 eos 6¡ A ¡r A,0 

IUII-.0 “ 

fer 3 eos 6dr d6 


= k 


r a eos 6 


r 3 eos 6 dr d6 


= jka* 


= 5 ka 4 


o 

eos 5 8d6 

o 

sen 6 - | 


sen 3 0 + t sen 5 0 


*/2 


' XI 

0 


— —ka^ 

15 


Por tanto. 


- My 

M x 

X ~ M 

y M 

■3 

II 

_ ¿fea 4 

§fea 3 

| ka 3 

= í« 

- 9 ^ 

— 40 a 


Conclusión: El centro de masa se encuentra en el punto ( \a, ¿a). Á 

El ejemplo siguiente muestra cómo puede calcularse el área de una región 
del plano polar mediante la integración doble. 



FIGURA 7 


► EJEMPLO 4 Calcule por medio de integración doble el área de 
la región limitada por una hoja de la rosa r = sen 30. 

Solución La región y el i-ésimo rectángulo curvado se muestran en la 
figura 7. Si A unidades cuadradas es el área de la región, entonces 

A = lím VA ¡A 

n 

= lím Vr. A.rA .0 

ii .i¡ ^ 1 1 1 


= 11 


rdrdd 


7t ¡3 f sen 30 


J o 


rdr d6 

0 •'0 
tt/3 

sen 2 36d8 
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-iff/3 

= l 6 ~ Ta sen 6É, ] 0 
= 13 * 

Conclusión: El área es ¿ n unidades cuadradas. 4 

En ocasiones resulta más fácil evaluar una integral doble empleando 
coordenadas polares en lugar de coordenadas cartesianas, como se muestra en 
los ejemplos siguientes. 


► EJEMPLO 5 


Evalúe la integral doble 


íí 


e -(x 2 + y 2 ) dA 


R 

donde la región R se encuentra en el primer cuadrante y está limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes coordenados. 


Solución Como x 2 + y 2 = r 2 , y dA - rdr dQ, entonces 


lí 


e -(x 2 + y 2 ) dA 



◄ 


► 


EJEMPLO 6 Calcule el área de la superficie del paraboloide 
x 2 + y 2 que se encuentra debajo del plano z = 4. 



Solución La figura 8 muestra la superficie dada. De la ecuación del para¬ 
boloide se ve que f{x, y) = x 2 + y 2 . La región cerrada del plano xy limitada 
por la circunferencia x 2 + y 2 = 4 es la región R. Si cr unidades cuadradas es 
el área de la superficie requerida, entonces, por el teorema 13.3.4, 


a 



fx 2 (x, >') + fy 2 (x, y) + 1 dx dy 


4(j: 2 + y 2 ) + 1 dx dy 


R 

Como el integrando contiene el término 4(x 2 + y 2 ), la evaluación de la integral 
se simplifica al utilizar coordenadas polares. Así, x 2 + y 2 = r 2 . Puesto 
qu edxdy = dA, entonces dx dy = rdrdO. Además, los límites para rson de 
0 a 2 y los límites para 0 son de 0 a 2 n. Por tanto. 


FIGURA 8 
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FIGURA 9 


a = 


¡Ar 2 + 1 r dr dd 
a /4 r 2 + 1 r dr dd 


2n r 2 


0 •'O 

2 n 


(4 r 2 + l) 3/2 


= i - 1) 


dd 


o 


Conclusión: El área de la porción del paraboloide que se encuentra debajo 
del plano dado es | ^(17^/17 - 1) unidades cuadradas. A 


W EJEMPLO 7 Calcule el área de la mitad superior de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 

Solución La semiesfera se muestra en la figura 9. Al despejar z en la 
ecuación de la esfera y considerando esto igual a f(x, y) se obtiene 


f(x,y) = ^ a~ x 2 - y 2 
Como 


fx (■*. y) 



y fy(x,y) 



f x y f y no están definidas en la circunferencia jr + y 2 = a 2 , la cual es la 
frontera de la región R del plano xy. Además, la integral doble que se obtiene 
al aplicar el teorema 13.3.4 es 


a 



— dx dy 

y 2 


la cual es impropia debido a que el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en cada punto de la frontera de R. Esta situación puede evitarse al considerar la 
región R' como aquella limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = b 2 , donde 
b < a, y tomar el límite cuando b —» a". Además, el cálculo se simplifica si 
la integral doble se evalúa mediante una integral iterada en la que se utilizan 
coordenadas polares. De este modo, si a unidades cuadradas es el área de la 
semiesfera, entonces 


cr = lím 

b—*a 


b r 2it 


O •'O \ 


ja 2 


r dd dr 


Ina lím 

b—ia 

r 

lo V a 

lila lim 

- ¡ñr 

b—*a | 

27 la lím 

b-*a [ 

~^¡a 2 

2na 2 



dr 


◄ 


Conclusión: El área de la semiesfera es 2 na 2 unidades cuadradas. 
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EJERCICIOS 13.4 


En los ejercicios I a 6, utilice integrales dobles para calcular el 9 . El sólido cortado en la esfera z 2 + r 2 = 16 por el cilindro 
área de la región. r — 4 eos 9. 


1. La región ubicada dentro de la cardioide r = 2(1 + sen 9). 

2. Una hoja de la rosa r = a eos 29. 

3. La región ubicada dentro de la cardioide r = a(l + eos 9) 
y fuera de la circunferencia r - a. 

4. La región ubicada dentro de la circunferencia r = I y fuera 
de la lemniscata r 2 = eos 29. 

5. La región que se encuentra dentro del lazo más grande del 
caracol 

r = 2-4 sen 9 
y fuera del lazo pequeño. 

6. La región ubicada dentro del caracol r = 3 - eos 9 y fuera 
de la circunferencia r = 5 eos 9. 

En los ejercicios 7 a 12, obtenga el volumen del sólido. 

7. El sólido limitado por el elipsoide z 2 + 9r 2 = 9. 


z 



8. El sólido cortado en la esfera z 2 + r 2 = 4 por el cilindro 
r = 1. 


z 



z 



10. El sólido sobre el plano polar limitado por el cono z = 2r y 
el cilindro r = 1 - eos 9. 



11. El sólido limitado por el paraboloide z = 4 - r 2 , el cilin¬ 
dro r = 1 y el plano polar. 

12. El sólido ubicado por arriba del paraboloide z = r 1 y por 
debajo del plano z = 2 r sen 9. 

En los ejercicios 13 a 19, calcule la masa y el centro de masa de 
la lámina si la densidad superficial es la que se indica. La masa 
se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

13. Una lámina tiene la forma de la región del ejercicio 1. La 
densidad superficial varía conforme cambia la distancia me¬ 
dida desde el polo. 
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14. Una lámina.tiéne la forma de la región del ejercicio 2. La 
densidad superficial varía como la distancia medida desde 
el polo. 

15. Una lámina tiene la forma de la región acotada por el cara¬ 
col r = 2 - eos 0. La densidad superficial varía como la 
distancia medida desde el polo. 

16. Una lámina tiene la forma de la región acotada por el ca¬ 
racol r = 2 + eos 8, 0 < 8 < n, y el eje polar. La den¬ 
sidad superficial en cualquier punto es k sen 8 kilogramos 
por metro cuadrado. 

17. La lámina del ejercicio 16. La densidad superficial en cual¬ 
quier punto es kr sen 8 kilogramos por metro cuadrado. 

18. Una lámina tiene la forma de la región del ejercicio 6. La 
densidad superficial varía como la distancia medida desde 
el polo. 

19. Una lámina tiene la forma de la región acotada por el lazo 
pequeño del caracol del ejercicio 5. La densidad super¬ 
ficial varía como la distancia medida desde el polo. 

En los ejercicios 20 a 24, calcule el momento de inercia de la 

lámina con respecto al eje o punto indicado si la densidad su¬ 
perficial es la que se indica. La masa se mide en kilogramos y 

la distancia en metros. 

20. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la 
circunferencia r = sen 0; con respecto al eje 2 n. La den¬ 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

21. La lámina del ejercicio 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 


donde R es la región limitada por las circunferencias x 2 + 
y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 9. 

28. Evalúe por medio de coordenadas polares la integral 



donde R es la región del primer cuadrante limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = 1 y los ejes coordenados. 

29. Calcule el área de la porción de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4x cortada por un manto del cono y 2 + 



30. Determine el área de la porción de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 36 que se encuentra dentro del cilindro 
x 2 + y 2 = 9. 


22. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la car- 
dioide r = a( 1 - eos 8 ); con respecto al polo. La den¬ 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

23. Una lámina tiene la forma de la región limitada por la car- 
dioide r = a (1 + eos 8) y la circunferencia r = 2a eos 0; 
con respecto al polo. La densidad superficial en cualquier 
punto es k kilogramos por metro cuadrado. 

24. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la 
lemniscata r 2 = a 2 eos 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 

25. Una lámina homogénea tiene la forma de la región limitada 
por un lazo de la lemniscata r 2 = eos 20. Calcule el radio 





x 2 +y 2 + z = 36 


de giro de la lámina con respecto a un eje perpendicular al 
plano polar que pase por el polo. 

26. Una lámina tiene la forma de la región acotada por la 
circunferencia r — 4, y la densidad superficial varía con¬ 
forme la distancia medida desde el polo. Determine el ra¬ 
dio de giro de la lámina con respecto un eje perpendicular 
al plano polar que pase por el polo. 

27. Evalúe por medio de coordenadas polares la integral 


JJ' 


31. Calcule el área de la porción de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4z que se encuentra dentro del parabo¬ 
loide x 1 + y 2 = 3z. 

32. Para la esfera y el paraboloide del ejercicio 31, obtenga el 
área de la porción de la superficie del paraboloide que se 
encuentra dentro de la esfera. 

33. Determine el área de la porción de la superficie xy = az 
del primer ociante que se encuentra dentro del cilindro 

- y 2 = a 2 . 


+ - v dA 


^34 . Calcule el área de la superficie cortada en el paraboloide 


hiperbólico y 


2 - r 2 = 


= 6z por el cilindro x 2 


2 = 36. 
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13.5 INTEGRALES TRIPLES 



FIGURA 1 


La extensión de la integral doble a la integral triple es análoga a la extensión 
de la integral simple a la integral doble. El tipo de región más simple en /? 3 es 
un paralelepípedo rectangular limitado por seis planos: x = a¡, x = a 2 , 
y = bi, y = b 2 , z = C\ y z = c 2 , con a t < a 2 , b\ < b 2 y c\ < c 2 . Sea 
/ una función de tres variables y suponga que / es continua en una región 
S de este tipo. Una partición de esta región se forma al dividir S en cajas 
rectangulares mediante planos paralelos a los planos coordenados. Denote 
tal partición por A y suponga que se tienen n cajas. Sean A¡V unidades cú¬ 
bicas el volumen de la í-ésima caja. Se elige un punto arbitrario (u¡, v,, w,) 
en fa í-ésima caja y se forma la suma 

n 

Im, Wj) A, V (1) 

t=i 


Refiérase a la figura 1, la cual nluestra el paralelepípedo rectangular junto con 
la i-ésima caja. La norma || A || de la partición es la longitud de la diagonal más 
grande de las cajas. Si las sumas de la forma (1) se aproximan a un límite con¬ 
forme || A || tiende acero para cualesquiera elecciones de los puntos v ; , w¡), 
entonces este límite recibe el nombre de integral triple de/en S, y se escribe 


„ Ijm Z/(«,. v„ w¿) A, V = | j /(*, y, z) ÍV 

s 

Una condición suficiente para que exista la integral triple de/en S es que/ 
sea continua en S. 

Así como una integral doble es igual a una integral iterada doble, la inte¬ 
gral triple es igual a una integral iterada triple. Cuando S es el paralelepípedo 
rectan-gular descrito anteriormente, y / es continua en S, se tiene entonces 

ÍÍf f(x,y,z)dV =: í 
« J “¡ 


ff 

J b i J c, 


f(x, y, z) d?dy dx 



► EJEMPLO 1 


Evalúe ia integral triple 



xy sen yz dV 


si S es el paralelepípedo rectangular limitado por los planos x = n, y = ~ n, 
z = | it y los planos coordenados. 


Solución La figura 2 muestra el paralelepípedo rectangular S. 


¡•rr r* r^ r^ 

jjjxyseny, d V= j o ^ ^ 


xy sen yz dz dy dx 


FIGURA 2 
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n jr/2 

, I 

rr 

■>0 

(,- | S e»l» y ) 

(!-!“■ t)-" 

x 2 ( n _ 3 ;r 2 \ 

2(2 n 67 

t (* 2 ~ 6 sen í) 


■j*/3 

x eos vzJ o dy dx 


-í 

■I 


x( 1 - eos } ttv) dy dx 


dx 


A continuación se discutirá cómo definir la integral triple de una fun¬ 
ción continua de tres variables en una región de i? 3 diferente de un paralele¬ 
pípedo rectangular. Sea S la región tridimensional cerrada y limitada por 
los planos x = a y x = b, los cilindros y = <t> i(x) y y = ^¿(x), y las 
superficies z = F ( (x, y) y z = Fjfx, y), donde las funciones </>\, <f> 2 , F\ y F 2 
son lisas. Trace planos paralelos a los planos coordenados de modo que se for¬ 
me un conjunto de paralelepípedos rectangulares que cubran toda la región S. 
Los paralelepípedos que se encuentran completamente dentro de S o en la 
frontera de S forman una partición A de S. Elija un sistema para numerar de 1 
a n estos paralelepípedos. La norma || A || de esta partición de S es la longitud 
de la diagonal más grande de los n paralelepípedos. El volumen del 
í-ésimo paralelepípedo es A,V unidades cúbicas. Sea / una función de tres 
variables continua en S, y sea (u¡, v,-, w¡) un punto arbitrario del í-ésimo 
paralelepípedo. Refiérase a la figura 3. 


z 



FIGURA 3 


Forme la suma 

n 

X/(«,v v¿, Wj) A¡V 

i—l 

Si esta suma tiene un límite conforme || A ¡¡ tiende a cero, y si el límite es in¬ 
dependiente de la elección de los planos de la partición y de los puntos arbi- 
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trarios ( u¡, v¡, w¡) en cada paralelepípedo, entonces el límite se denomina 
integral triple de /en S, y se escribe 


n 


1( ljm X/(«¿> v¡, w¡) A,V = 
NI->o ¿=i 


jjj f(x,y,z)dV 
s 


( 2 ) 


Se puede demostrar, en Cálculo avanzado, que una condición suficiente 
para que el límite de (2) exista es que / sea continua en S. Además, con la 
condición impuesta a las funciones <f>\, 4>i, F\ y Fi de que sean lisas, también 
es posible demostrar que la integral triple puede evaluarse mediante la integral 
iterada 


rb r 4 2 (.x) rF^(x,y) 
'a •'¿i(x) ■'FiCx.y) 


f(x, y, z) dz dy dx 


Así como la integral doble puede interpretarse como la medida del área 
de una región plana cuando/(x, y) = 1 en R, la integral triple puede interpre¬ 
tarse como la medida del volumen de una región tridimensional. Si f(x, y, z) = 1 
en S , entonces (2) se transforma en 


lím 



dV 


de modo que la integral triple es la medida del volumen de la región S. 


► EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sólido del ejemplo 5 de la 
sección 13.2 mediante integración triple. 



FIGURA 4 


Solución El sólido se encuentra sobre el plano xy y está limitado por 
el paraboloide elíptico z = x 2 + 4y 2 y el cilindro x 2 + 4y 2 = 4. Consulte 
la figura 4. Si V unidades cúbicas es el volumen del sólido, entonces 

V = 

-ílí" 

s 

donde S es la región limitada por el sólido. Los límites de z son de O (el valor 
de z en el plano xy) a x 2 + 4y 2 (el valor de z en el paraboloide elíptico). 
Los límites de y para un cuarto del volumen son de O (el val or de y en plano xz) 
a i/4 - x 2 (el valor de y en el cilindro). Los límites de x para el primer 
octante son de O a 2. Al evaluar la integral triple por medio de una integral 
iterada se obtiene 


lím ^ A¡V 
IWUo i=1 
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n \4-x 2 ¡2 r x r 2 +4v 2 

j dzdy dx 

0 ■'O 

n \4-x 2 /2 

( x 2 + 4y 2 ) dy dx 

O 

Ésta es la misma integral iterada doble que se obtuvo en el ejemplo 5 de la 
sección 13.2, por lo que el resto de la solución es la misma. A 



v 


FIGURA 5 


EJEMPLO 3 

.,2 


Calcule el volumen del sólido limitado por el ci¬ 


lindro x 1 + y 1 = 25, el plano x + y + z = 8yel plano xy. 

Solución El sólido se muestra en la figura 5. Los límites de z para la in¬ 
tegral iterada son de 0 a 8 - x - y (el valor de z en el plano). Los límites de 
y se obtienen de la frontera de la región en el plano xy, la cual es la circunfe¬ 
rencia x 2 + y 1 = 25. Por tanto, los límites para y son de -a/25 - x 2 a 
a/ 25 - x 2 . Los límites para x son de -5 a 5. Si V unidades cúbicas es el 
volumen requerido, entonces 

V = lím Y A, V 
lLil->o T^i 


dV 

f 25-x 2 


0 \'25-x r> 
-^25-x 2 J() 

-/:r 


dzdy dx 


-V25-jr 2 


(8 - x)y - '-y 2 


(8 - x - y) dy dx 


y 25 - x 2 
-y 25 - x 2 


dx 


(8 - x) a/25 - x 2 dx 


a/25 - x 2 dx + a/25 - x 2 (-2x) dx 


< 

’ 'Í 

= 16(IxV25 - x 2 + “ sen -1 2 jc) + | (25 - x 2 ) 3,/2 | 
= 200/r 

Conclusión: El volumen es 200k unidades cúbicas. 


► EJEMPLO 4 Calcule la masa del sólido ubicado por arriba del 
plano xy y limitado por el cono 9x 2 + z 1 = y 2 y el plano y = 9 si la medida 
de la densidad volumínica en cualquier punto (jc, y, z) del sólido es proporcional 
a la medida de la distancia del punto al plano xy. La densidad volumínica se 
mide en kilogramos por metro cúbico. 

Solución La figura 6 muestra el sólido. Sean M kilogramos la masa 
del sólido. La densidad volumínica en cualquier punto (x, y, z) del sólido es kz 
kilogramos por metro cúbico, donde k es una constante. Si («,-, v¡, w¡) es cual¬ 
quier punto del i-ésimo paralelepípedo rectangular de la partición, entonces 
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M = lim 5>,A,V 

IU||-»o f . a| 



Conclusión: La masa es kilogramos. 4 


EJERCICIOS 13.5 


En los ejercicios I a 8, evalúe la integral iterada. 
.1 . I -x - I 


x dzdydx 
xy dzdydx 
(x + y * z)dzdydx 


■ai 

■ m 

'■ ÍÍS 

J o J o J o 

f2 .,U-7f2-, 

4. I zdxdzdy 

•'o •'o •'o 

m ^/3 

y ln z tan x dx dz dy 

> 

m ln x 

ye z dzdxdy 

) 

- n¡2 * njl - 

•'O Jz •'O 

. /Tí 

J o •'o J o 


eos — dy dx dz 


r 2 f y r V3z 


d_y 


’•/// 

por el | 

q (r 2 + z 2 ) dV si 5 es la región del ejercicio 9. 


i z dV si S es la región acotada por el tetraedro cuyos 


vértices son (0,0,0),(1, 1,0), (1,0, 0) y (1, O, 1). 


/i/’ 

s 

vérticf 

12. I yz dV si 5 es la región del ejercicio 11. 

4 / 


xy dV si 5 es el paralelepípedo rectangular del primer 


ociante limitado por los planos coordenados y los planos 
jr = 2, y = 3yz = 4. 


14 | | | x dV si S es el tetraedro delimitado por los planos 

Jr + 2y + 3z = 6, jr = 0, y = 0 y z = 0. 

dV si 5 es la región limitada por las superficies z = 


x L + z 

En los ejercicios 9 a 18, evalúe la integral triple. 

9 . jjj v d V si S es la región limitada por el tetraedro formado 

5 

porel plano 12.r + 20y + 15z = 60 y los planos coordenados. 

10 . 


■I 

5 

x + ; 

i 

s 

X 2 + 

JJJ 

s 

■ 2 + 

ÍJJ 


15, 

jjj 
s 

x 2 + y 2 y z = 27 - 2x 2 - 2y 2 . 

16 | | | y 2 dV si S es la región acotada por los cilindros 

x 2 + y = 1 yz 2 + y = 1 y el plano y = 0. 

(jtz + 3z) dV si S es la región limitada por el cilindro 


r ! + z J = 9 y los planos r + y = 3, z = 0yy = 0, 
y ubicada arriba del plano .ry 


•rr 

8 . 

J J . 


jjj jjj xyz dV si S es la región acotada por los cilindros 
r ! t y ! = 4 j x 2 + z 2 = 4. 
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19. Calcule el volumen del sólido del primer octante limitado 
inferiormente por el plano xy, superiomente por el pla- 
, z = y, y lateralmente por el cilindro y 2 = x y el plano 

© x = 1. 


22. Calcule el volumen del sólido acotado por el cono elíptico 
4x 2 + 9 y 2 - 36z 2 = 0 y el plano z = 1. 


z= 1 






\ír 

A >53. 


Determine el volumen del sólido ubicado sobre el parabo¬ 
loide elíptico 3 jc 2 + y 2 = z y debajo del cilindro x 2 + 
z = 4. 

24. Obtenga el volumen del sólido limitado por la esfera 
jt 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 

25. Calcule el volumen del sólido acotado por el elipsoide 


20. Determine el volumen del sólido del primer octante acotado 
or el cilindro x 2 ’ 2 


por el cilindro x 2 + z L = 16, el plano x + y = 2 y los tres 
H.P^ anos coordenados. 


r . r 

a 2 b 


= 1 



tenga el volumen del sólido limitado por los cilindros 


F 





Obtenga el volumen del sólido del primer octante limitado 


= 5x 2 y z = 3 - Jt 2 , el plano y + z = 4 y el plano ;tz. 

27. Determine la masa del sólido homogéneo acotado por el 
cilindro z - 4 - Jt 2 , el plano y — 5 y los planos coordena¬ 
dos si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido 
es k kilogramos por metro cúbico. 

28. Calcule la masa del sólido limitado por el tetraedro formado 
por los planos lOOx + 25 y + 16z = 400 y los planos 
coordenados si la densidad volumínica varía como la distan¬ 
cia medida desde el plano yz. La densidad volumínica se 
mide en kilogramos por metro cúbico. 

^-0^29. Obtenga la masa del sólido acotado por los cilindros jc = z 2 
y y = jc 2 , y los planos jc = l.y = Oyz = O.Ladensidad 
volumínica varía conforme el producto de las distancias 
medidas desde los tres planos coordenados, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico. 


por los cilindros x l + 
tres planos coordenados. 


4 y x 2 + 2z = 4 y los 


30. Determine la masa del sólido limitado por la superficie 
z = 4 - 4r 2 - y 2 y el plano xy. La densidad volumínica 





^ en cualquier punto del sólido es 3z | jc | 
"^cúbico. 


kilogramos por metro 


31. Calcule la masa del sólido limitado por la superficie z = xy . 
y los planos x = 1, y = 1 yz = 0. La densidad volu¬ 
mínica en cualquier punto del sólido es 3^x 2 + y 2 kilo- 
gramos por metro cúbico. 

32. Un sólido tiene la forma de un cilindro circular recto cuyo 
radio de la base mide r metros y cuya altura mide h metros. 
Calcule la masa del sólido si la densidad volumínica varía 
como la distancia a una de las bases. La densidad volumíni¬ 
ca se mide en kilogramos por metro cúbico. 


2 
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13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILÍNDRICAS 
Y ESFÉRICAS 


z 





FIGURA 1 


Si una región S de R 3 tiene un eje de simetría, las integrales triples en S son más 
fáciles de evaluar si se emplean coordenadas cilindricas. Si la región es simé¬ 
trica con respecto a un punto, entonces conviene elegir el punto como origen y 
emplear coordenadas esféricas. En esta sección se discutirán las integrales tri¬ 
ples en estos sistemas coordenados y se aplicarán a problemas físicos. 

A fin de definir la integral triple en coordenadas cilindricas se construye 
una partición de la región S dibujando planos que contengan al eje z, planos 
perpendiculares al eje z y cilindros circulares rectos que tengan al eje z como 
eje. La figura 1 muestra una subregión típica. Los elementos de la partición 
construida se encuentran completamente en S. A esta partición se le denomina 
partición cilindrica. La medida de la longitud de la “diagonal” más grande de 
todas las subregiones es la norma de la partición. Sea n el número de subre¬ 
giones de la partición y sean A¡V unidades cúbicas el volumen de la i-ésima 
subregión. El área de la base de la i-ésima subregión es r¡ A ¡r A ¡0 unida¬ 
des cuadradas, donde 7,- = j(r¿ + r M ) como se mostró en la sección 13.4. 
En consecuencia, si A ¡z unidades es la altura de la i-ésima subregión, entonces 


A¡V = r¡ A,r A¡0 A¡z 


Sea/ una función de r, 6 y z, y suponga que/es continua en S. Elija un punto 
(r¡, 0¡, z¡) en la i-ésima subregión tal que 0¡_i < 0,- < 0,-, y z/_i < z¡ < z¡. 
Forme la suma 

¿ fin, 0¡, z¡) A¡V = ¿ f(r¡, 0„ z¡)r¡ A¡r A¡6 A¡z (1) 

,-=i ,=i 

Si la norma de A tiende a cero, se puede demostrar, con ciertas condiciones 
sobre S, que el límite de esta suma existe. Este límite se denomina integral 
triple en coordenadas cilindricas de la función/en S, y se escribe 


lím 

IIaIUo 


£/(/, 0¡, Zi ) A,y = JJJ f{r, 6 , z) dV 

S 

<=> u ¿/(Z> Ob z¡)ñ A¡r A¡6 A ¡z = JJJ f(r, 0, 


z)rdrdQdz 


Observe que en coordenadas cilindricas, dV = r dr dd dz. De modo que 
puede evaluarse una integral triple por medio de una integral iterada. Por 
ejemplo, suponga que la región S de R 3 está limitada por los planos 
O = a y 0 = P, con a < ¡i, por los cilindros r = A/0) y r = ^(0), 
donde y ^ son lisas en [a, ¡3] y /li(0) < ^(0) para a < 0 < /3, y por las 
superficies z = F\(r, 0) y z = F 2 (r, 0), donde F¡ y F 2 son dos funciones 
de dos variables y que son lisas en alguna región R del plano polar limitada 4 
por las curvas r = k\(0), r = ¿2(0), 0 = a y 0 = ¡5. También suponga 
que F| (r, 0) < F 2 (r, 0) para todo punto (r, 0) de R. Entonces la integral 
triple puede evaluarse como una integral iterada por medio de la fórmula 

,0 X 2 W) , F 2 (r,8) 

f(r, 0,z)r dr dOdz = I I f(r, 0, z)r dz dr d0 

K h t (e> J Fi{r,B) 


c c c 
J J. 
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X 



Existen otras cinco integrales iteradas que pueden emplearse para evaluar la 
integral triple ya que se tienen seis permutaciones posibles de las tres variables 
r, 9 y z. 

Las integrales triples y las coordenadas cilindricas son útiles especialmen¬ 
te cuando se calcula el momento de inercia de un sólido con respecto al eje z 
debido a que la distancia desde el eje z a un punto del sólido está determinada 
por la coordenada r. 


W EJEMPLO I Un sólido homogéneo tiene la forma de un cilindro 

circular recto cuyo radio de la base mide 2 m y cuya altura es de 4 m. Calcule el 
momento de inercia del sólido con respecto a su eje. 

Solución Elija los planos coordenados de modo que el plano xy coinci¬ 
da con la base del sólido y el eje z sea el eje del sólido. La figura 2 muestra la 
porción del sólido en el primer octante junto con la i-ésima subregión de 
una partición cilindrica. Al emplear coordenadas cilindricas y tomar el punto 
(?,, 6z¡) de la i-ésima subregión con k kilogramos por metro cúbico como la 
densidad voluminica en cualquier punto, y si I z kilogramos-metro cuadrado es 
el momento de inercia del sólido con respecto al eje z, entonces 


FIGURA 2 


h 


lím 

Hall—»o 




-ííí tr2dV 

s 

Se tiene seis órdenes posibles de integración. En la figura 2 se muestra el orden 
dz dr dO. Al emplear este orden se obtiene 


■m 


= 4 k 


kr 2 r dz drdQ 


is/2 


IT 

J o J o 


r 3 dz drdd 


En la primera integración se suman los bloques desde z = O hasta z = 4; 
por lo que los bloques se transforman en una columna mostrada en la figura. 
En la segunda integración se suman las columnas desde r = 0 hasta r = 2; 
de modo que las columnas se transforman en una rebanada del cilindro en 
forma de cuña, también mostrada en la figura. En la tercera integración se 
gira la cuña desde 6 = 0 hasta 6 = 2 zr, esto hace que la cuña se desplace por 
toda la región tridimensional del primer octante. Después se multiplica por 
4 para obtener el volumen completo. Al realizar la integración se obtiene 

- ff/2 ,2 

r^drdd 
•'o 


h ~ 


16 k 


= 64 k 


ttkn 


*P 


de 


Conclusión: El momento de inercia es ?>2kn kg-m 2 . 


◄ 


► EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 1 tomando el orden de inte¬ 
gración indicado: (a) dr dz d6; (b) dddr dz. 
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*''2 



FIGURA 3 


Solución 

(a) En la figura 3 se ilustra el orden dr dz dd. En ella se muestran los bloques 
sumados desde r = 0 hasta r = 2 para obtener un sector en forma de 
cuña. Después se suman desde z = 0 hasta z = 4,1o que produce una re¬ 
banada en forma de cuña también mostrada en la figura. Luego, se gira la 
cuña desde© = O hasta© = f^a fin de cubrir el primer ociante. Entonces 


I z = 4 k 
= 32 kn 


m 2 

3 


r 3 dr dz dd 


(b) La figura 4 muestra el orden dd dr dz . En ella se presentan los bloques 
sumados desde © = O hasta © = para obtener un anillo dentro del 
cilindro. Después se suman estos anillos desde r = O hasta r = 2, lo 
que produce una rebanada horizontal del cilindro. Luego se suman las 
rebanadas horizontales desde z = O hasta z = 4. Por tanto, 

m ít/2 

r 3 dddrdz 
3 

= Wat ◄ 


r> O 


Z* 4 


8-0 


8= j* 





Oí. . r = 2 

Z'O 'Y-* y 


^2 


FIGURA 4 



► EJEMPLO 3 Calcule la masa de una semiesfera sólida de radio a 
metros si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido es proporcional 
a la distancia del punto al eje x, y se mide en kilogramos por metro cúbico. 


Solución Si se eligen los planos coordenados de modo que el origen 
sea el centro de la esfera y el eje z sea el eje del sólido, entonces una 
ecuación de la superficie semiesférica ubicada por arriba del plano xy es 
Z = *Ja 2 - x 2 - y 2 . La figura 5 muestra esta superficie y el sólido junto 
con la i-é sima subregión de una partición cilindrica. Una ecuación de la 
semiesfera en coordenadas cilindricas es z = Va 2 - r 2 . Si (r¡, ©,, z¡) es 
un punto de la i-ésima subregión, entonces la densidad volumínica en este 
punto es kr¡ kilogramos por metro cúbico, donde k es una constante; y si Ai 
kilogramos es la masa del sólido, entonces 


Ai = lím Y kr¡ A¡V 

■I- 


=1 

kr dV 


2/r f>a a/íi 2 —r 2 


y» Z7I /» ü /> 

= *J J J 

•'O J o J o 

n o 

r 2 aÍü 
i 

-i 


r 2 dz dr dd 


r 2 dr dd 


O •'O 
2 n r 


--rio 1 - r 2 ) 3 / 2 + '-a 2 r^a 2 - r 2 + '-a 4 


= ±ka 4 n | dd 


’f 


dd 


= ~ka 4 n 2 


FIGURA 5 


Conclusión: La masa de la semiesfera sólida es jka 4 n 2 kilogramos. ^ 
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► EJEMPLO 4 


Determine el centro de masa del sólido del ejemplo 3. 


z 



Solución Sea (x, y, z ) una representación en coordenadas cartesianas 
del centro de masa. Debido a la simetría, x = 0 y y =0, por lo que se nece¬ 
sita calcular z. Si M xy kg-m es el momento de masa del sólido con respecto 
al plano xy, entonces 


M xy = „ l f l m A/V 

■I 


kzrdV 


2n r ü r \ a 2 -r 2 


ZK /• (i ñ V 

= *J J J 

J 0 ^0 

n l 

o 

r 


= u 


zr 2 dz dr d6 
(a 2 - r 2 )r 2 dr d6 


= -> 5 


- j^ka^ n 


z 



Z 



Como M z = M xy , se obtiene z. = W xv /M;de modo que 
^ ka s K 


ka A n 2 


16 . 
15?r 


Conclusión: El centro de masa se encuentra sobre el eje del sólido a una 
distancia de 16a/157T metros sobre el plano de la base. 4 


Ahora se procederá a definir la integral triple en coordenadas esféricas. 
Una partición esférica de la región tridimensional S se forma al trazar planos 
que contengan al eje z, esferas con centro en el origen, y conos circulares que 
tengan su vértice en el origen y el eje z como su eje. La figura 6 muestra una 
subregión típica de la partición. Si A,V unidades cúbicas es el volumen de la 
í-ésima subregión, y (p,-, 0¡, 4>¡) es un punto en ella, puede obtenerse una 
aproximación de A¡V al considerar la región como si fuese un paralelepípe¬ 
do rectangular y tomando el producto de las medidas de las tres dimensiones. 
Estas medidas son p, sen 4>, A ¡0, p, A ¡<f>, y A,p. Las figuras 7 y 8 ilustran cómo 
se obtienen las dos primeras medidas, mientras que la figura 6 muestra la di¬ 
mensión de la medida A,p. En consecuencia, 

A¡V = p, 2 sen 4>¡ A,pA,0A, <¿> 

La integral triple en coordenadas esféricas de una función/en S está defi¬ 
nida por 


i™ Z/(P;> 0;. 4>i) A¡V 


• r r 

m o, 

J J * 


<t>) dV 


n __ _ 

0 Z 4>¡)Pi 2 sen 4>i A¡P A¡0 Ai4> 

||a||—* o f=l 

= JJJ /(p, 0, 4>)p 2 sen Ó dp dOd<f> 


FIGURA 8 






13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 1071 


La integral triple puede evaluarse mediante una integral iterada. Observe que 
en coordenadas esféricas, dV = p 2 sen 4> dp d9 dcf>. 

Las coordenadas esféricas son especialmente útiles en algunos problemas 
que involucran esferas, como en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 5 Calcule la masa de la semiesfera sólida del ejemplo 
3 si la densidad volumínica en cualquier punto del sólido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la base. 

Solución Si (p¡, 6¡, <t>¡) es un punto de la i'-ésima subregión de una par¬ 
tición esférica, entonces la densidad volumínica en este punto es kp¡ kilogra¬ 
mos por metro cúbico, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
del sólido, entonces 

M = lím ¿tp.-A.-V 

(|a||—>0 /= | 


ílí 


kpdV 


• Ttfl r K¡1 /• a 

= 4k | I p 3 sen <f> dp d6d<t> 

'o 

• 7t¡2 p7t¡2 

= a 4 k | ( sen <f> ddd<t> 


m a 

) 

n tc, 

) 

f 

J o 


= jü A kíC | sen 4> d<f> 

r 1^2 

= ^a A kn -eos <t>\ 

= \a A kn 


Conclusión: La masa de la semiesfera sólida es \a A kn kilogramos. 


Resulta interesante comparar la solución del ejemplo 5, en la cual se uti¬ 
lizan coordenadas esféricas, con la que se obtuvo cuando se emplearon coor¬ 
denadas cartesianas. En el último método se generó una partición de S cuando 
se dividió en cajas rectangulares al trazar planos paralelos a los planos coor¬ 
denados. Si (u¡, v¡, w¡) es cualquier punto de la í-ésima subregión, y como 
p = ~Jx 2 + y 2 + z 2 , entonces 


M = lím YíWm 2 + v¡ 2 + w¡ 2 A.V 
IIaIUo á 


-sil 


k^jx 2 + y 2 + z 2 dV 


n \ ; a 2 -z 2 r v a 2 -y 2 ~z 

J 

) J 0 


■x 2 + y 1 + z 2 dxdy dz 


El cálculo implicado en la evaluación de esta integral es obviamente mucho 
más complicado que cuando se emplearon coordenadas esféricas. 
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<f> = a 


FIGURA 9 


► EJEMPLO 6 Un sólido homogéneo está limitado superior¬ 
mente por la superficie p = a e inferiormente por el cono <f> = a, donde 
0 < a < j/r. Calcule el momento de inercia del sólido con respecto al eje z- 
La densidad volumínica en cualquier punto del sólido es k kilogramos por 
metro cúbico. 

Solución En la figura 9 se muestra el sólido. Considere una partición 
esférica y sea ( p¡ , 6 ¡, ,) un punto de la /'-ésima subregión. La medida de la 

distancia del punto (p„ 6 V 4>¡) al eje z es p¡ sen <p¡. En consecuencia, si 
I z kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia del sólido con respec¬ 
to al eje z, entonces 

h = n'F 1 É(A sen 4>i) 2 kt±¡V 
Ua||~>o ¡ = i 


kp 2 sen 2 <f> dV 


m a 

(p 2 sen 2 <j>)p 2 sen 4> dp ddd<f> 

j 

n ln 

sen 3 dOdp 

) 

f a 

= lka s Jt sen 3 4> d<j> 

Jo 

= lka 5 n [^-cos + j¡cos 3 ^>J 


'o J o J o 

r a /• 2 n 


= jka 5 


sen 3 dOdp 


= f/fea 5 it sen 3 <f> d<j> 


= ^ka 5 /:( eos 3 a - 3 eos a + 2) 


Conclusión: El momento de inercia del sólido con respecto al eje z es 
jzka 5 n( eos 3 a - 3 eos a + 2) kg-m 2 . 4 


EJERCICIOS 13.6 


En los ejercicios I a 6, evalúe la integral iterada. 


» Jt/4 /.a p r eos 9 

1. I I J rsec 3 Odz drdO 

■'n ■'n ■'n 


- tt/4 p 2 eos 9 p r sen 9 

2. I I I r 2 eos 6 dz dr d$ 

■'O ^2 sen0 ■'0 


fff 

Jq J2 

, f'ff 

J o J 0 J o 


re z dz dr dd 


p 3 sen 4> dp d<f> dd 


. nf4 p 2a eos <t> p2n 


p - ZJl tus «P p 

5 ' J 

J 0 JO J 0 

p n¡2 p (j) p a ese 9 

6- J J J , 

J ir 14 J irl4 J O 


p 2 sen <f> dOdp d<t> 


p n¡2 p p a ese 9 

6. I p 3 sen 2 <?sen <t> dpddd<f> 

•J n¡4 ^ nf4 ■'0 

7. Calcule el volumen del sólido acotado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 empleando (a) coordenadas cilindricas, 
y (b) coordenadas esféricas. 

8. Si S es el sólido del primer octante limitado por la esfera 
x 1 + y 1 + z 2 = 16 y los planos coordenados, evalúe la 


integral triple J'JJ xyz dV mediante tres métodos: (a) utili- 

s 

¿ando coordenadas esféricas; (b) empleando coordenadas 
rectangulares; (c) usando coordenadas cilindricas. 
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En los ejercicios 9 a 16, utilice coordenadas cilindricas. 

9. Calcule el volumen del sólido del primer octante acotado por 
el cilindro x 2 + y 2 = 1 y el plano z = x. 


18. Utilice coordenadas esféricas para calcular el centro de masa 
del sólido limitado por la semiesfera del ejemplo 5. La 
densidad volumínica es la misma que en ese ejemplo. 





10. Determine el volumen del sólido limitado por el paraboloide 
x 2 + y 2 + z = 1 y el plano jty. 

z 


En los ejercicios 19 a 22, emplee coordenadas esféricas. 

. 19. Determine el volumen del sólido ubicado dentro de la esfe- 

ra x 2 + y 1 + z 2 = 4z y que se encuentra arriba del cono 
x 2 + y 2 = z 2 . 



11. Obtenga el volumen del sólido acotado por el paraboloide 
_¿x 2 + y 2 + z = 12 y el plano z = 8 . 

‘ ‘ 12. Calcule el volumen del sólido limitado por el cilindro 
i¿M' A ‘ CK jr 2 + y 2 = 2y, el paraboloide x 2 +■ y 2 = 2zy el plano Jty. 
- 13. Determine la masa del sólido acotado por una esfera de radio 
a metros si la densidad volumínica varía de acuerdo al 
cuadrado de la distancia desde el centro. La densidad 
volumínica se mide en kilogramos por metro cúbico. 

14. Obtenga la masa del sólido del primer octante ubicado dentro 
del cilindro Jt 2 + y 2 = 4jt y que se encuentra debajo de la 
esfera jt 2 + y 2 + z 2 = 16. La densidad volumínica varía 
de acuerdo a la distancia desde el plano Jty, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico. 

15. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo limitado por el cilindro r = 5, el cono z = r 
y el plano jty. La densidad volumínica en cualquier punto es 
k slugs por píe cúbico. 


20. Obtenga el volumen del sólido que se encuentra dentro de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2 zy por arriba del paraboloide 



21. Determine el momento de inercia con respecto al eje z del 
sólido homogéneo ubicado dentro del cilindro x 2 + y 2 - 
2x = 0 , debajo del cono x 2 + y 2 = z 2 y por arriba del 
plano xy. La densidad volumínica en cualquier punto del só¬ 
lido es k kilogramos por metro cúbico. 

22. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. La 
densidad volumínica en cualquier punto del sólido es k slugs 
por pie cúbico. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice el sistema coordenado que crea 
más conveniente para el problema. 


16. 


17. 


Determine el momento de inercia del sólido limitado por un 
cilindro circular recto de altura h metros y radio a metros, 
con respecto al eje del cilindro. La densidad volumínica va¬ 
ría de acuerdo la distancia al eje del cilindro, y se mide en 
kilogramos por metro cúbico. 

Obtenga la masa del sólido del ejercicio 13 mediante el uso 
de coordenadas esféricas. 


23. Obtenga la masa de la semiesfera sólida de radio 2 m si la 
densidad volumínica varía de acuerdo a la distancia desde el 
centro de la base y se mide en kilogramos por metro. 
n 24. ib etermine la masa cfel sólido homogéneo que se encuentra 
dentro del paraboloide 3x 2 + 3y 2 = z y fuera del cono 
x 2 +/ = z 2 si la densidad volumínica constante es k 
kilogramos por metro cúbico. 




1074 CAPÍTULO 13 INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 


25. Calcule el momento de inercia con respecto a un diámetro 
del sólido ubicado entre dos esferas de radios a pies y 2 a 
pies . La densidad volumfnica varía inversamente al cuadrado 
de la distancia desde el centro, y se mide en slugs por pie 
cúbico. 

26. Obtenga la masa del sólido del ejercicio 25. La densidad 
volumínica es la misma de ese ejercicio. 

27. Determine el centro de masa del sólido ubicado dentro del pa¬ 
raboloide x 2 + y 2 = z y fuera del cono x 2 + y 2 = z 2 . La 
densidad volumínica constante es k kilogramos por metro 
cúbico. 

28. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sólido 
homogéneo del ejercicio 27. 


En los ejercicios 29 a 32, evalúe la integral iterada empleando 
coordenadas cilindricas o coordenadas esféricas. 

.4 - 3 - V 9-* 2 

29. | I I Jx 2 + y 2 dydxdz 


30, 


31. 


m l/V-J* 

í 

J 

n Vi-x 2 /• Ví-* 2 -y* 

J 

) ■'o 

■ iTi 

Jo Jo JJ 

-rn- 

•'O •'o •'o 


■V * 2 + y‘ 


■ dz dy dx 


•ji-x 1 -y 2 


zr dz dx dy 


x 2 + y 2 + z 2 


dzdydx 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 13 


1. Defina las coordenadas cilindricas de un punto del espacio 
tridimensional. 

2. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car¬ 
tesianas en términos de las coordenadas cilindricas. Escriba 
las ecuaciones que expresan las coordenadas cilindricas en 
términos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones. 

3. Si la representación en coordenadas cilindricas de un punto 
es (r, 6, z), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) r - c; (b) 6 = c; (c) z = c. 

4. Defina las coordenadas esféricas de un punto del espacio 
tridimensional. 

5. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car¬ 
tesianas en términos de las coordenadas esféricas. Escriba las 
ecuaciones que expresan las coordenadas esféricas en térmi¬ 
nos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre cómo se obtienen estas ecuaciones. 

6 . Si la representación en coordenadas esféricas de un punto es 
(p, 0, <(>), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) p = c;(b) 6 = c\ (c) <t> = c. 

7. Defina el límite de una suma de Riemann de una función de 
dos variables. 

8 . Defina la integral doble de una función de dos variables en 
una región rectangular cerrada del plano. 

9. ¿Cómo puede extenderse la definición de la sugerencia 8 a la 
de integral doble de una función sobre una región del plano 
más general? 

10. Dé una interpretación geométrica de la integral doble. 

11. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calculad volumen de 
un sólido mediante una integra] doble. 

12. ¿Cómo se utilizan las integrales iteradas para evaluar una 
integral doble? Invente un ejemplo. 


13. Invente un ejemplo que muestre cómo se determina el área 
de una región plana por medio de una integral doble. 

14. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calculan la masa y 
el centro de masa de una lámina mediante una integral doble. 

15. Invente un ejemplo que muestre cómo puede calcularse el 
momento de inercia con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

16. Invente un ejemplo que ilustre cómo se obtiene el momento 
polar de inercia mediante una integral doble. 

17. Invente un ejemplo que muestre cómo se determina el radio 
de giro de una lámina con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

18. Invente un ejemplo que ilustre cómo se calcula el área de una 
superficie mediante una integral doble. 

19. Escriba la fórmula, que involucra una integral simple, para 
calcular el área de una superficie de revolución. Invente un 
ejemplo que muestre la aplicación de esta fórmula. 

20. Invente un ejemplo que ilustre cómo se utiliza una integral 
doble en coordenadas polares para calcular el volumen de un 
sólido. 

21. Invente un ejemplo que muestre cómo se pueden emplear las 
integrales dobles en coordenadas polares para calcular la 
masa y el centro de masa de una lámina. 

22. Invente un ejemplo que ilustre cómo se puede calcular el 
área de una región del plano polar mediante integración 
doble. 

23. ¿Cómo puede cambiarse una integral doble en coordenadas 
rectangulares a una integral doble en coordenadas polares? 
Invente un ejemplo que muestre un caso en el que un cambio 
de coordenadas sea conveniente. 

24. Defina la integral triple de una función de tres variables en 
un paralelepípedo rectángula^ 
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25. ¿Cómo se utilizan las integrales iteradas para calcular inte¬ 
grales triples? Invente un ejemplo. 

26. Invente un ejemplo que ilustre cómo se puede calcular el 
volumen de un sólido por medio de integración triple. 

27. Defina una integral triple en coordenadas cilindricas y una 
integral triple en coordenadas esféricas. 


28. ¿Cuándo es ventajoso emplear una integral triple en coorde¬ 
nadas cilindricas en lugar de una integral triple en coordena¬ 
das rectangulares? Invente un ejemplo. 

29. ¿Cuándo es ventajoso emplear una integral triple en coorde¬ 
nadas esféricas en lugar de una integral triple en coordena¬ 
das rectangulares? Invente un ejemplo. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13 


1. Determine un conjunto de coordenadas cilindricas para el 
punto que tiene coordenadas cartesianas (3, n. \k). 

2. Obtenga un conjunto de coordenadas esféricas para el punto 
que tiene coordenadas cartesianas (-3, -, 3, 2). 

3. Determine una ecuación en coordenadas cilindricas de la 
gráfica de la ecuación: (a) (x + y) 1 + 1 = z; (b) 25x 2 + 
4y 2 = 100. 

4. Obtenga una ecuación en coordenadas esféricas de la gráfi¬ 
ca de la ecuación: (a) x 2 + y 2 + 4 z 2 = 4; (b) 4x 2 - 
4y 2 + 9z 2 = 36. 


En los ejercicios 5 a 12, evalúe la integral iterada. 
.1 r -í! 

5. | | x 2 y dy dx 


U. 

-a 

>■ n; 

n 3(1 f cus o; 
) 

- fff 

J 0 J Q J 0 


- 

6. I I xy dx dy 

J-2 

. it¡2 f 2 sen 6 

7. I I r eos 2 QdrdQ 

■'O •'O 

. ti f 3(l+cos 6) 

8. I I r 2 sen 9 drdd 

2 o -'o 

• 1,2 , J +2 

9. | I I e x e y e z dxdydz 


m V3 y 

y dzdydx 

> y + 2 

m i 

p 3 sen 4> eos <j> dp d4> dd 

) 

m V a 2 - z 2 

zre- r2 drd$dz 

) 


En los ejercicios 13 a 16, evalúe la integral múltiple. 


13. | I xy dA\ R es la región del primer cuadrante limitada por 

R 


3. jj xy dA\ R 

R 

la ci 

-íí 


la circunferencia x 2 + y 2 = 1 y los ejes coordenados. 


(x + y) dA\ R es la región delimitada por la curva 


y = eos * y el eje x desde x = - hasta x = 


15. I z 2 dV; S es la región limitada por los cilindros x 2 + 

s 


z=lyy 2 + z= lyel plano xy. 

y eos (x + z) dV; S es la región acotada por el cilin- 


- I 


drox = y 2 y los planos x + z = |rr, y = 0 y z = 0. 
17. Evalúe mediante coordenadas polares la integral doble 


íí 


1 


rdA 


donde R es la región del primer cuadrante limitada por 
las dos circunferencias x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 = 4. 

18. Evalúe mediante coordenadas polares la integral iterada 


1 , ./4-J.2 


í í 

•'O J v3 y 


ln(* 2 + y 2 )dxdy 


En los ejercicios 19 y 20, evalúe la integral iterada invirtiendo el 
orden de integración. 


19. 



sen y 2 dy dx 


20 . 



y 

e senx dx dy 


En los ejercicios 21 y 22, utilice integrales dobles para clacular 
el área de la región limitada por las curvas del plano xy. Dibuje 
la región. 

21. y = x 2 y y = x 4 22. y = V* y y = x 3 


En los ejercicios 23 y 24, evalúe la integral iterada cambiando a 
coordenadas cilindricas o esféricas. 


23. I I I ^ jx 2 + y 2 dz dy dx 

J 0 Jq Jq 

. 2 ^ v'4-j 2 ^ V4-x 2 ->’ 2 

24. | | | z^j4 - x 2 - y 2 dzdydx 


fí f 

J o J o J o 


25. Utilice integración doble para determinar el área de la región 
de) primer cuadrante limitada por las parábolas x 2 = 4y y 
x 2 = 8 - 4y. Integre primero con respecto a x. 


26. Emplee integración doble para calcular el área de la región 
del plano xy acotada por las parábolas y = 9 - x~ y 
y = x 2 + 1. Integre primero con respecto a x. 



1076 CAPÍTULO 13 INTEGRACIÓN MÚLTIPLE 


27. Use integración doble a fin de obtener el área de la región 
del ejercicio 25 integrando primero con respecto a y. 

28. U tilice integración doble para determinar el área de la región 
del ejercicio 26 integrando primero con respecto a y. 

29. Emplee integración doble con el propósito de calcular el 
volumen del sólido limitado por los planos x — y, y = 0, 

^'■z = 0, x=lyz = I. Integre primero con respecto a*. 

30. Use integración doble para obtener el volumen del sólido 
ubicado por arriba del plano xy y limitado por el cilindro 
x 2 + y 2 = 16 y el plano z = 2y. Integre primero con 
respecto a x. 

31. Utilice integración doble a fin de determinar el volumen del 
ejercicio 29 integrando primero con respecto a y. 

32. .Emplee integración doble para calcular el volumen del sóli¬ 
do del ejercicio 30 integrando primero con respecto a y. 

33. Obtenga el volumen del sólido ubicado por arriba del 
plano xy y limitado por las superficies x 2 = 4y, y 2 - 4* y 



34. Determine la masa de la lámina que tiene la forma de la 
región acotada por la parábola y = x 2 y la recta 
/x - y + 2 = 0, si la densidad superficial en cualquier 

-p punto es x 2 y 2 kilogramos por metro cuadrado. 

1^5. Calcule el área de la superficie del cilindro x 2 + y 2 = 9 
ubicada en el primer octante y que se encuentra entre los 
planos x = z y 3x = z. 

36. Obtenga el área de la parte de la superficie del cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 que está dentro del cilindro y 2 + z 2 = a 2 . 

37. Utilice integración doble con el objeto de determinar el área 
de la región ubicada dentro de la circunferencia r = 1 y a 
la derecha de la parábola r( 1 + eos 6) = 1. 

38. Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de la región 
exterior al caracol r = 3 - eos 0 y que está en el interior 
de la circunferencia r = 5 eos 0 si la densidad superficial en 
cualquier punto es 2 | sen 6 kilogramos por metro cuadrado. 

39. Obtenga el centro de masa de la lámina rectangular limitada 
por las rectas x = 3 y y = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es xy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

40. Determine el centro de masa de la lámina que tiene la forma 
de la región acotada por las parábolas x 2 = 4 + 4y y 
x 2 = 4 - 8y si la densidad superficial en cualquier 
punto es kx 2 kilogramos por metro cuadrado. 

41. Calcule la masa de la lámina que tiene la forma de la región 
limitada por el eje polar y la curva r = eos 26, donde 
0 < jlZ. La densidad superficial en cualquier pun 
to es r6 kilogramos por metro cuadrado. 

42. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lámina que tiene la forma de la región acotada por la circun¬ 


ferencia x 2 + y 2 = a 2 si la densidad superficial en cual¬ 
quier punto es k ^x 2 + y 2 kilogramos por metro cuadrado. 

Utilice coordenadas cilindricas a fin de determinar el vo¬ 
lumen del sólido limitado por el paraboloide x 2 + 
y 2 = 4z, el cilindro x 2 + y 2 = 4<jy y el plano z = 0. 

44. Use coordenadas esféricas con el objeto de calcular la masa 
de la esfera sólida de radio a metros si la densidad volu- 
mínica en cualquier punto del sólido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la esfera. La densidad 
volumínica se mide en kilogramos por metro cúbico. 

45. Emplee integración triple para obtener el volumen del sólido 
acotado por el plano z = 1 y el segmento más pequeño de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 cortado por este plano. 

46. Utilice integración triple a fin de determinar el volumen del 
sólido del primer octante limitado por el plano y + z = 8, 
el cilindro y = 2c 2 , el plano xy y el plano yz. 

47. Calcule el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lámina que tiene la forma de la región acotada por la cur¬ 
va y = e x , la recta x = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es xy kilogramos por 
metro cuadrado. 

48. Obtenga el momento de inercia de la lámina del ejercicio 47. 

49. Determine el momento de inercia con respecto al eje jtrde 
la lámina homogénea que tiene la forma de la región acotada 
por la curva r 2 = 4 eos 20 si la densidad superficial en 
cualquier punto es de k kilogramos por metro cuadrado. 

50. Calcule la masa de la lámina del ejercicio 49. 

51. Obtenga el momento polar de inercia y el radio de giro 
correspondiente de la lámina del ejercicio 49. 

52. Determine el momento de inercia con respecto al eje y de la lá¬ 
mina que tiene la forma de la región limitada por la parábola 
y = x - x 2 y la recta x + y = 0, si la densidad superficial 
en cualquier punto es (x + y) kilogramos por metro cuadrado. 

53. Calcule la masa del sólido acotado por las esferasx 2 + y 2 + 
z 2 = 4 y x 2 + y 2 + z 2 = 9 si la densidad volumínica 
en cualquier punto es k ^x 2 + y 2 + z 2 kilogramos por 
metro cúbico. 

54. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje z del 
sólido del ejercicio 53. 

55. El sólido homogéneo limitado por el cono z 2 = 4x 2 + 4y 2 
y ubicado entre los planos z = 0 y z = 4 tiene una den¬ 
sidad volumínica de k kilogramos por metro cúbico en 
cualquier punto. Determine el momento de inercia con 

especto al eje z para este sólido. 

56. Calcule el centro de masa del sólido acotado por la esfera 
x 2 y y 2 + z 2 - 6z = 0 y que se encuentra por arriba del 
cono x 2 + y 2 = z 2 , si la densidad volumínica en cualquier 
punto del sólido es kz kilogramos por metro cúbico. 
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C conceptos elementales de campos vectoriales, 
mismos que se desarrollan completamente en 
los cursos de Cálculo avanzado. De igual forma que en el 
capítulo 13, el estudio de varios de estos conceptos y de 
algunos métodos es informal e intuitivo. 

Los campos vectoriales, (funciones que asocian vecto¬ 
res con puntos del espacio), la divergencia y el rotacional 
de un vector se presentan en la sección 14.1. Después, en 
la sección 14.2, se aplican las integrales de línea para 
calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza al 
mover una partícula a lo largo de una curva. Las integra¬ 
les de línea independientes de la trayectoria se estudian 
en la sección 14.3, donde se presenta un teorema análo¬ 
go al segundo teorema fundamental del Cálculo para inte¬ 
grales de línea. También en esta sección se demuestra la 
ley de conservación de energía, concepto muy importante 
en física. 

En el Cálculo vectorial existen tres teoremas impor- 
k tantes que reciben sus nombres en honor de tres ma- 
temáticos: el teorema de Green, el cual es el tema 
principal de la sección 14.4; el teorema de la 
divergencia de Gauss y el teorema de Stokes se 
presentan en la sección final, después de la 
sección 14.5 que trata sobre integrales de 
superficie. Las aplicaciones de estos tres 
teoremas en física, química e ingeniería se 
estudian en los cursos de estas disciplinas. 
Se incluyen algunas aplicaciones de las integrales 
de superficie en las que se calcula la masa de una super¬ 
ficie y el flujo de un campo de velocidad o través de una 
superficie. 
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14.1 CAMPOS VECTORIALES 

i / 

A fin de preparar el terreno para el estudio de campos vectoriales, se 
. .. mpstrará cómo se determina si una función vectorial particular es el gra¬ 

diente de alguna función real /, y si lo es, de qué forma determinar tal 
función. Primero considere el problema de cómo obtener / si se conoce su 


gradiente. Esto es, se tiene 

Wf(x, y) = f x (x, y)i + f y (x, y) j (1) 

y se desea determinar f(x, y). 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que 

V/(jc, y) = (y 2 + 2x + 4)i + (2xy + Ay - 5)j (2) 

Como la ecuación (1) debe satisfacerse, entonces se infiere que 

f x (x,y) = y 2 + 2x + 4 (3) 

f y (x, y) = 2xy + 4y - 5 (4) 

Al integrar ambos miembros de (3) con respecto a x se tiene 

f(x,y) = y 2 x + .r 2 + Ax + g(y) (5) 

Observe que la “constante” de integración es una función de y e indepen¬ 
diente de x debido a que se integró con respecto a x, Si ahora se derivan 
parcialmente los dos miembros de (5) con respecto a y, se obtiene 

f y {x, y) = 2 xy + g'(y) (6) 


Las ecuaciones (4) y (6) son dos expresiones para f y (x, y). En consecuencia, 
2xy + Ay - 5 = 2xy + g'(y) 

Por tanto, 

g'(y) = 4y - 5 y g(y) = 2y 2 - 5y + K 

Al sustituir este valor de g(y) en (5) resulta 

f(x, y) = y 2 x + x 2 + 4x + 2y 2 -5 y + K 

donde K es una constante arbitraria. ^ 

Cada vector de la forma M(x, y)i + N(x, y)j no necesariamente es un 
gradiente, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se demostrará que no existe 

una función / tal que 

V/( x, y) = 3yi - 2xi (7) 

Suponga que existe tal función. Entonces se deduce que 

L(x, y) = 3 y ' ( 8 ) 

y 

U.X, y) = ~2x ( 9 ) 
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Si se integran los miembros de (8) can respecto a x se tiene 

f(x,y) = 3jcy + g(y) 

Al derivar parcialmente los dos miembros de esta ecuación con respecto a y 
se obtiene 

/ y (jc,y) = 3x + g'(y) 

Si se igualan los miembros derechos de esta ecuación y de (9) resulta 

3 * + gXy) r ~ 2x 
gXy) = -5x 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuación con respecto a x se obtiene 
0 = -5 

lo cual, por supuesto, no es verdad. Asi, la suposición de que 3yi - 2 jcJ es 
un gradiente conduce a una contradicción. 4 

A continuación se estudiará una condición que debe satisfacer un vector 
para que sea un gradiente. 

Suponga que M y y N x son continuas en un disco abierto B de R 2 . Si 


M(x, y)l + N(x, y)j (10) 

es un gradiente en B, entonces existe una función /tal que 

/jt(Jf.y) = M(x, y) (11) 

f y (x,y) = N(x,y) (12) 

para todo (x, y) de B. Como M y (x, y) existe en B, entonces, de (11), 

M y (x, y) = f xy (x, y) (13) 

Además, como N/x, y) existe en B, entonces, de (12), 

N x (x, y) = f yx (x, y) (14) 


Debido a que M y y N x son continuas en B, sus equivalentes f xy y f yx también 
son continuas en B. Así, por el teorema \23.3,f xy (x, y) = f yx (x, y) en todos 
los puntos de B. Por tanto, los miembros izquierdos de (13) y (14) son igua¬ 
les en todos los puntos de B. De este modo se ha demostrado que si M y yN x 
son continuas en un disco abierto B de R 2 , entonces una condición nece¬ 
saria para que el vector (10) sea un gradiente en B es que 

M y (Jt,y) = N x (x, y) (15) 

Esta ecuación también es una condición suficiente para que el vector (10) 
sea un gradiente en B. Si (15) se cumple, entonces se puede mostrar cómo 
obtener una función / tal que el vector (10) sea un gradiente. Sin embargo, 
la demostración de que dicha función existe, siempre que (15) se cumpla, 
pertenece a un curso de Cálculo avanzado. El método para determinar / es 
una generalización de lo que se hizo en el ejemplo ilustrativo 1. De esta 
forma, se tiene el teorema siguiente. 
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14.1.1 Teorema 


'Suponga que M y N son funciones de las variables x y y definidas en 
un disco abierto B((x^ y,j); r) de R 2 , y que M y y N x son continuas en B. 
Entonces el vector 

M(x, >')¡ + N(x, >')j 

es un gradiente en B si y sólo si 
M y (x,y) = N x (x, y), 
en talos los puntos de'fl. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) Se aplicará el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de (2) del 
ejemplo ilustrativo 1. Sean 

M(x,y) = y 2 + 2jc + 4 N(x,y) = 2xy + 4y - 5 
M y (x,y) = 2y N x (x, y) = 2y 

De modo que M y (x, y) = N x (x, y), y por tanto, el vector es un gradiente. 

(b) Si se aplica el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de la ecua¬ 
ción (7) del ejemplo ilustrativo 2, con M(x, y) = 3y y N(x, y) = -2x, 
entonces se tiene 

M y (x, y) = 3 N x (x, y ) = -2 

En consecuencia, M y (x, y) * N x (x, y); de modo que el vector no es un 
gradiente. 4 


► EJEMPLO 1 Determine si el vector 
(e~y - 2x)i - (xe~y + sen >’)j 
es un gradiente V f(x, y), y si lo es, entonces obtenga f(x, y). 


Solución Se aplicará el teorema 14.1.1. Sean 

M(x, y) = e~y - 2x N{x, y) = -xe~y - sen y 
M y (x, y) = ~e~y N x (x, y) = 

Por tanto M y (x, y) = N x (x, y); de modo que el vector dado es un gradiente 
V/(x, y). Además, 


f x (x, y) = e y - 2x (16) 

f y (x, y) = -xe~ y - sen y (17) 

Al integrar ambos miembros de (16) con respecto a x se tiene 

f(x, y) = xe-y - x 2 + g(y) (18) 

donde g(y) es independiente de x. Si ahora se derivan parcialmente los dos 
miembros de (18) con respecto a y se obtiene 

f y (x, y) = -xe-y + g\y) 
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Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (17) resulta 

-xe~y + g'(y) = -rxe~y - sen y 
g\y) = -sen y 
g(y) = eos y + K 

Si se sustituye esta expresión para g(y) en (18) se tiene 

f(x, y) = xe~ y - x 2 + eos y + K A 

El teorema siguiente es una extensión del teorema 14.1.1 para funciones 
de tres variables. 


14.1.2 Teorema 


Sean M. N y R funciones de tres variables x, y y z definidas en la bola 
abierta B((xq. yo> Zo); r ) de /? 3 , y suponga que M r M„ N x , N z , R x y R y 
son continuas en B. Entonces el vector Afije, y, z)i + N({x, y, ;)j + 
R(x, y, z)k es un gradiente en B si y sólo si M y (x, y , z) = N x (x, y, z), 
M.(x, y, z) = «,(x, y, z) y N z (x, y, z) = R y (x, y, z). 

La demostración de la parte “sólo si” es semejante a la demostración 
de la parte “sólo si” del teorema 14.1.1 y se deja como ejercicio (consulte 
el ejercicio 49). La demostración de la parte “si” se omite debido a que está 
más allá del alcance de este libro. 


► EJEMPLO 2 Determine si el vector siguiente es un gradiente 
V/(*,y, z), y si lo es, entonces obtenga f(x, y, z): 

(e x senz + 2yz)¡ + (2*z + 2y)j + (e*cosz + 2*y + 3z 2 )k 


Solución Se aplicará el teorema 14.1.2. Sean 

Af(x,y,z) = exsenz + 2 yz N(x,y,z) = 2*z + 2 y R(x,y,z) = e*cosz + 2 xy + 3z 2 

M y (x, y, z) = 2z N x (x,y,z) = 2z R x (x,y,z) = e x eos z + 2y 

M z (x,y,z ) = e x cosz + 2 y N z (x,y,z) = 2x R y (x,y,z ) = 2x 

Por tanto, 

M y (x, y, z) = N x (x, y, z) MJx,y,z) = R x (x,y,z) N z (x, y, z) = R y (x, z) 


Así, el vector dado es un gradiente V/(x, y, z). Además, 

f x (x,y,z) = e*senz + 2 yz (19) 

f y (x, y, z) = 2xz + 2y (20) 

f z (x, y, z) = e*cos z + 2 xy + 3z 2 (21) 

Al integrar ambos miembros de (19) con respecto a x se tiene 

f(x,y,z) — exsenz + 2 xyz + g(y, z) (22) 


donde g(y, z) es independiente de x. Si se derivan parcialmente los dos 
miembros de (22) con respecto a y se obtiene 


f y (x,y,z) = 2 xz + g y (y,z) 
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Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (20) resulta 

2jcz + g y (y, z) = 2xz + 2y 
g/y,z) = 2y 

Ahora, al integrar ambos miembros de esta ecuación con respecto a y se 
obtiene 

g(y,z) = y 2 + h(z) (23) 

donde h es independiente de x y y. Al sustituir de (23) en (22) se tiene 

f(x, y, z) = e^senz + 2jcyz + y 2 + h (z) (24) 

Si se derivan parcialmente los dos miembros de (24) con respecto a z resulta 

f z (.x,y,Z ) = e-'cos z + 2jcy + h\z) 

Después de igualar los miembros derechos de esta ecuación y de (21) se 
obtiene 

e-'cos z + 2jty + A'(z) = e-'cos z + 2jty + 3z 2 
h\z) = 3z 2 
h(z) = z 3 + K 

Al sustituir z 3 + K por h(z) en (24) se tiene 

/( x, y, z) = e *sen z + 2*yz + y 2 + z 3 + K A 

Un campo vectorial asocia un vector con un punto del espacio. Por 
ejemplo, si F es una función vectorial, definida en alguna bola abierta B de 
R 3 , tal que 

F(jt,y,z) = M(x, y, z)i + N(x, y, z)J + R(x, y, z)k (25) 

entonces F asocia a cada punto (jc, y, z) de B un vector, y F recibe el nombre 
dé campo vectorial. Este campo vectorial tiene como dominio un sub¬ 
conjunto de R i y como contradominio un subconjunto de Vj. Si el dominio 
de un campo vectorial es un conjunto de puntos de un plano y su contrado¬ 
minio es un conjunto de vectores de V 2 , entonces el campo vectorial tiene 
una ecuación de la forma 

F(*, y) = M(x, y)i + N(x, y)j 

Si en tugar de un vector se asocia un escalar con un punto del espacio, 
entonces se tiene un campo escalar; de modo que un campo escalar es una 
función real. Un ejemplo de un campo escalar se obtiene al expresar la tem¬ 
peratura en un punto como una función de las coordenadas del punto. 

Como un ejemplo de campo vectorial, considere el flujo de un fluido, 
tal como el agua a través de un tubo o la sangre en una arteria. Suponga que 
el fluido consiste de un número infinito de partículas y que la velocidad de 
una de éstas depende sólo de su posición; de modo que la velocidad es 
independiente del tiempo, y debido a este hecho, el flujo del fluido se designa 
como un flujo de estado estable. En un punto (jc, y, z) la velocidad del fluido 
está dada por F(jc, y, z), definida mediante una ecuación de la forma (25). Así, 
F es un eampo vactorial denominado campo de velocidad dei fluido. Los 
campos de velocidad pueden describir otros movimientos, tales como el 
viento o el giro de una rueda. Todos los campos vectoriales que se presentan 
én este libro serán independientes del tiempo; por lo que se llaman campos 
vectoriales de estado estable. 
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No es posible mostrar en una figura las representaciones de todos los 
vectores de un campo vectorial particular. Sin embargo, al dibujar las repre¬ 
sentaciones de algunos vectores se puede obtener una representación visual 
del campo vectorial, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


Tabla 1 


0», y) 

F(x, y) 

(i. i) 

“i + j 

(1,-ri 

i + j 

(- 1 , O 

-i - j 

(-I.-D 

i - j 

(1,2) 

“2i + j 

(1,-2) 

21 + j 

(-1, 2) 

-21 - j 

(-1.-2) 

21 -J 

(2, 1) 

-i + 2j 

(2,-1) 

i + 2j 

(-2, 1) 

-1 - 2j 

(-2, -1) 

i - 2j 

(2, 2) 

-21 + 2J 

(2,-2) 

2i + 2j 

(-2, 2) 

-21 - 2j 

(-2,-2) 

21 - 2j 



FIGURA 1 


► EJEMPLO 3 (a) Muestre en una figura las representaciones, 

que tienen su punto inicial en (x, y), de los vectores del campo vectorial 

F(x, y) = -yi + xj ' ; '' 

donde x = ±1 o x = ±2, y y = ±1 o y = ±2. (b) Demuestre que 
cada representación es tangente a la circunferencia que tiene su centro en 
el origen y que tiene un longitud igual al radio de la circunferencia. 

Solución 

(a) La tabla 1 presenta los vectores F(x, y) asociados con los dieciseis 
puntos (x, y). Las representaciones de estos vectores se muestra en la 
figura 1. 

(b) Sea 


R(x, y) = xi + yj 

el vector de posición cuyo punto terminal está en (x , y). Entonces 

R(*, y) • F(x, y) = (xi + yi) • (-yi + xj) 

= -xy + xy 
= 0 

Por tanto, R y F son ortogonales. De esta manera, la representación de 
F cuyo punto inicial está en (x, y) es tangente a la circunferencia que 
tiene su centro en el origen y radio || R(x, y) ||. Como 

|| F(x, y) || = -J(-y ) 2 + x 2 

= ||R<*y)|| 

entonces la longitud de cada representación es igual al radio de la cir¬ 
cunferencia. A 

El campo vectorial del ejemplo 3 es similar al campo de velocidad 
determinado por una rueda que gira en el origen. 

Un ejemplo de un campo vectorial en V 3 surge de la ley de atracción 
gravitacional de Newton. Esta ley establece que la medida de la atrac¬ 
ción gravitacional entre dos partículas de M unidades y m unidades de ma¬ 
sa, respectivamente, es 


GMm 
d 2 

donde d unidades es la distancia entre las partículas y G es la constante 
gravitacional. De modo que si una partícula de masa M unidades está en el 
origen y otra partícula de masá 1 unidad (m = 1) se encuentra en el punto 
P(x, y, zj, y si F(x, y, z) es la fuerza gravitacional ejercida por la partícula 
ubicada en el origen sobre la partícula que está en P, entonces 


||F(x,y,z) || 


GM( 1) 

l|R(x, y, z)|| 2 
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Z 


t / 



FIGURA 2 


donde RU, y, z) = xi + yj + zk. Para obtener el vector fuerza FU, y, z), 
también se necesita la dirección de F. Como esta dirección es hacia el 

origen, entonces es la misma que la dirección del vector unitario ——R. 

11*11 

Con esta dirección y la intensidad (o módulo) indicadas anteriormente se 
tiene 


FU, y, z) 


CM í RU, y, z) ^ 
l|RU. y, z)|| 2 l ||RU,y,r)l|/ 


Debido a que || RU, y , z) |¡ = -\jx 2 + y 2 + z 2 , se obtiene 

FU, y, z) = —z - ^ M -— V (xi + yj + zk) ( 26 ) 

U 2 + y ¿ + z 2 r' z 

El campo vectorial definido por (26) se denomina campo de fuerza. La fi¬ 
gura 2 muestra representaciones de algunos vectores de este campo de fuerza, 
donde el objeto del origen es un esfera (por ejemplo, la Tierra) y || R || es 
mayor que el radio de la esfera. Cada representación apunta hacia el origen. 
Las representaciones de los vectores en puntos cercanos al origen son más 
largas que las representaciones de vectores en puntos más alejados, y las 
longitudes son iguales en puntos que están a la misma distancia del origen. Con 
estas propiedades, el campo de fuerza definido por (26) se denomina campo 
de fuerza central. 

El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial. Si <f> es un 
campo escalar y F es el campo vectorial definido por F = V<£, entonces a F 
se le llama campo vectorial gradiente y <¿> recibe el nombre de función 
potencial para F. Un campo vectorial gradiente también se denomina campo 
vectorial conservador (o conservativo). El término conservador se 
aclarará después de que lea la sección 14.3. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el campo vectorial 

definido por 

FU, y) = (y 2 + 2x + 4)i + (2xy + 4 y - 5)j 

( 

Del ejemplo ilustrativo 1, si 

<p(x,y) = y 2 x + x 2 + 4x + 2y 2 -5 y + K 
entonces 

FU, y) = V0U,y) 

De modo que F es un campo vectorial conservador y 0 es una función po¬ 
tencial para F. ^ 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra que el campo de fuerza 
gravitacional definido por (26) es conservador. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

ción 12.6 se demostró que si 


En el ejemplo 6 de la sec- 


V(x,y,z ) = 


x ¿ + y ¿ + z z 
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VV(x,y,z) = — - - - T~m(x\ + y i + ¿k) 

( x 2 + y 2 + z 2 y' 2 

De esta forma, si 


<f> (x, y, z) = 


V * 2 + y 2 + z 2 


V<j>(x,y,z) = — - - - + y j + zk ) 

(x 2 + y 2 + z r ' 2 

Al comparar esta ecuación con (26), se observa que 
FU, y,z) = V <¿> (x, y, z) 

Por tanto, F es conservador y <f> es una función potencial para F. 4 

En los dos ejemplos ilustrativos anteriores fue fácil demostrar que el 
campo vectorial es conservador debido a que se conocía una función <£ para 
la cual F es su gradiente. Para'decidir si un campo vectorial dado es con¬ 
servador, y en caso de serlo, determinar una función potencial, se aplican los 
teoremas 14.1.1 y 14.1.2 como en los ejemplo 1 y 2. 

Existen dos campos que involucran derivadas y que se asocian con un 
campo vectorial F. Uno es el campo llamado rotacional de F, el cual es 
un campo vectorial, y el otro es el campo denominado divergencia de F, el 
cual es un campo escalar. Antes de dar sus definiciones, se mostrará la forma 
en que se utiliza el símbolo V como un operador. 

Si/es una función escalar de tres variables x,yyz, el gradiente de/es 

V/U, y, z) = f x (x, y,z)i + f y (x, y, z) j + f z (x, y, z)k (27) 

Ahora se utilizará el operador V en tres dimensiones para denotar 


Por tanto, la operación de V sobre la función escalar /significa 


V/= ^_i + + ÍL k 

VJ dx dy 1 dz 


lo cual concuerda con (27). 


14.1.3 Definición de rotacional de un campo vectorial 


Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta B de /? 3 tal que 
FU, y, z) = M(x, y, zji + N(x, y, z)j + R(x, y, z) k 
Entonces el rotacional de F, denotado por rot F, está definido por 

, í dR dN\. (dM dR\. (dN dM~ 

rot F U, y, ¿) = [Ty'dír [ Tz-TxP + 1 Tx~ . 


si estas derivadas parciales existen. 
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Un truco nemotécnico para calcular rot F consiste en desarrollar la 
notación del producto cruz de dos vectores al “producto cruz” del operador V 
y el campo vectorial F y escribir 

rot F = V x F 

i j k 

d_ _dj, 

dx dy dz 

M N R 

Como se indicó cuando se utilizó por primera vez la notación de determi¬ 
nantes para el producto cruz de dos vectores, los elementos del determinan¬ 
te no fueron todos números reales como es costumbre. En el “determinante” 
anterior el primer renglón contiene vectores, el segundo consiste de operado¬ 
res de derivadas parciales, y el tercer renglón está constituido por funciones 
escalares. 


► EJEMPLO 4 

do por 


Calcule rot F si F es el campo vectorial defini- 


F(x, y, z) = e 2x i + 3.r 2 yzj + (2 y 2 z + x)k 


Solución 


rot F(.t, y, z) 


i j k 

d_ d_ d_ 

dx dy dz 

e 2x 3 x 2 yz 2y 2 z + x 

= (4yz - 3x 2 y)¡ + (0 - l)j + (6xyz - 0)k 


= (4y z - 3x 2 y)i - j + 6xyzk 


◄ 


14.1.4 Definición de divergencia de un campo 
vectorial 


Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta de R 3 tal que t 

F (x,y,z) = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + R(x, y, z)k 
Entonces la divergencia de F, denotada por div F, está definida como 


dM dN dR 
dx dy o 

si estas derivadas parciales existen. 


div F(x, y, z) = °¿i + “ty + dz 


Se extenderá la notación del producto punto de dos vectores al “pro¬ 
ducto punto” del operador V y el campo vectorial F para calcular la diver¬ 
gencia de F, y se escribirá 

div F = V • F 

= + + + *j + * k) 

— dM dN dR 

dx + dy dz 
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W EJEMPLOS Calcule div F si F es el campo vectorial deL 
ejemplo 4. 

Solución 

div FU, y,z) = V • FU, y, z) 

= Tx {e2X) + Jy® x2yz ^ + Jz~ 2y2z + ^ 

= 2e 2x + 3 x 2 z + 2y 2 4 

En las secciones 14.4-14.6 se explicará el significado físico de rot F y 
div F al estudiar el movimiento de un fluido. En esta sección sólo interesa 
aprender a calcularlos y demostrar algunas de sus propiedades. Dos de di¬ 
chas propiedades se dan el los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se 
le pedirán en los ejercicios 47 y 48. 


14.1.5 Teorema 


Suponga que F es un campo vectorial sobre una bola abierta B de R J 
tal que 

FU. y, z) = MU. y, z)i + N(x, y, z)j + R(x. y, z)k 

Si las segundas derivadas parciales de M , N y R son continuas en B, 
entonces 

Hiy(rot F) = 0 


14.1.6 Teorema 


Si / es un campo escalar sobre una bola abierta B de y las segun¬ 
das derivadas parciales de/ son continuas en B, entonces 

rot(V/) = 0 


La ecuación del teorema 14.1.6 establece que el rotacional del gra¬ 
diente de / es igual al vector cero. Considere ahora la divergencia del 
gradiente de /, esto es, V • ( V/), lo cual puede escribirse como V • V/ o 
V 2 /. Por definición. 


V 2 /U. y. z) 


l.d_ .3 . d \ (if 

V dx + dy + dz \<U 


3y J 


i + 



V 2 /U, y, z) = 



dy 2 + dz 2 


La expresión del miembro derecho de esta ecuación se denomina el lapla- 
ciano de /. La ecuación siguiente, obtenida al igualar a cero el laplaciano, 
recibe el nombre de ecuación de Laplace, en honor al matemático y astró¬ 
nomo francés Pierre Simón, marqués de Laplace (1749-1827): 


dx 2 


+ 




A toda función escalar que satisfaga la ecuación de Laplace se le llama 
armónica. Este tipo de funciones tienen aplicaciones importantes en físi¬ 
ca en el estudio de la transferencia del calor, radiación electromagnética y 
acústica, entre otras. 
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Si F es un campo vectorial sobre algún disco abierto B de R 2 tal que 
FU, y) = M(x, y )i + N(x, y)j, entonces el rotacional de F y la divergencia 
de F en dos dimensiones están definidas por 


. . ( dN dM\. 

rot F(x, y) = 


.. ; dM M dN 

d.vF(x,y) = + ^ 


si estas derivadas parciales existen. El laplaciano en dos dimensiones está 
definido como 

* 0*0 


► EJEMPLO 6 Si F(x, y) = 3x 2 yi - 2xy 3 j, calcule: 

(a) rot F (x, y), y (b) div FU, y). 

Solución Si M(x, y) = 3 x 2 y y N(x, y) = -2 xy 3 , entonces 


(a) rot FU, 




= (-2y 3 - 3x 2 )k 


(b) div FU, y) = 


dM dN 
dx dy 

6xy - 6xy 2 


◄ 


EJERCICIOS 14.1 


En los ejercicios I a 6, muestre en una figura las represen¬ 
taciones de los vectores del campo vectorial que tienen su 
punto inicial en (x, y), donde x = ±1 o x = ±2, y v = ±1 o 

y = ±2. 

1. FU, y) = xi - yj 2. FU, y) = -xi + yj 

3. FU, y) = 4yi + 3xj 4. FU, y) = —3yi + 4xj 

5. FU, y) = ,■ -- 1 - . U¡ + yj) 

4 X + y 1 

6. F(x, y) = y \ + 2j 

En los ejercicios 7 a 14, determine un campo vectorial con¬ 
servador que tenga la junción potencial dada. 

7. f(x, y) = 3x 2 + 2y 3 

8. /U, y) = 2x 4 - 5x 2 y 2 + 4y 4 

9. /U, y) = tan -1 x 2 y 

10. /U, y) = ye* - xe y 

11. /U,.v,z) = 2 jc 3 - 3x 2 y + ry 2 - 4y 3 

12. /U, y, z) = , ¡x 2 + y 2 + z 2 

13. /U.y.z) = x 2 ye~ iz 

14. /U, y, z) = z senU 2 - y) 

En los ejercicios 15 a 20, determine si el campo vectorial es 
conservador. 

4 15. FU, y) = (3jf 2 - 2y 2 ) i + (3 - 4xy)j 

16. FU, y) = (e*e y + 6e 2 *)i + (e x e y - 2e y )j 


17. FU, y) = ycosU + y) ¡ - X senU + y)j 

18. FUy.z) = (3x 2 + 2yz)¡ + (2xz + 6yz)j 

+ (2xy + 3y 2 - 2z)k 

19. FU,y, z) = (2ye 2 * + e*)i + (3ze 3 - v + e 2 *)j 

+ (xe z + e 3 >)k 

20. FU, y, z) — ysec 2 xi + (tan.v - zsec 2 y)j 

+ x sec z tan zk 

En los ejercicios 21 a 32, demuestre que el campo vectorial es 
conservador y obtenga una función potencial. 

21 . FU, y) = yi + xj 

22. FU,y) = xi + yj 

23. FU, y) = e x sen yi + e 1 eos yj 

24. F(x, y) = (sen y senh x + eos y cosh x) i 

+ (eos y cosh x - sen y senh vij 

25. FU, y) = (2xy 2 - y 3 )i + (2x 2 y - 3xy 2 + 2)j 

26. Fu, y) = (3x 2 + 2y - y 2 e x )i + (2x - 2ye*)j 

27. FU,y,z) = U 2 - y)i - U - 3z)j + (z + 3y)k 

28. FU. y, z) = yzi + xzj + xyk 

29. FU,y, z) = (ze* + e v )i + (xe y - e z )j + (-ye 1 + e*)k 

30. FU, y, z) = (tan y + 2xy sec z)i 

+ (xsec 2 y + x 2 sec z)j + secz(x 2 ytanz - secz)k 

31. F(x, y, z) = (2xcosy - 3)i - (x 2 seny + z 2 )j 

- (2yz - 2)k 

32. F(x,y, z) = (2y 3 - 8xz 2 )i + (6xy 2 + l)j 

- (8x 2 z + 3z 2 )k 
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En los ejercicios 33 a 42, calcule rot F y div F para el campo 
vectorial F indicado. 

33. FU, .y) = 2x¡ + 3yj 

34. FU, >0 = eos xi - sen yj 

35. FU, y) = e* eos y i + e x sen yj 

36. FU, y) = - - i + - j 

XX 

37. FU, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k 

38. F(x, y, z) = xz 2 i + y 2 j + x 2 zk 

39. FU, y, z) = eos y i + eos zj + cosxk 

40. FU, y, z) = (y 2 + z 2 )i + xe v coszj - x^coszk 


41. FU, y, z) = sjx 2 + y 2 + li + -jx 2 + y 2 + lj + z 2 k 


42. FU, y, z) 


(x 2 +y 2 ) 3 / 2 (x 2 +y 2 ) 3/2 


j + k 


En los ejercicios 43 a 46, demuestre que la función escalar es 

armónica probando que su Laplaciano es cero. 

43. /U, >') = e y sen x + e x eos y 

44. /U,y) = ln(^x 2 + y 2 ) 

45. /U, y, z) = 2x 2 + 3 y 2 - 5z 2 

46. /U, y, z) = U 2 + y 2 + z 2 )~ l/2 

47. Demuestre el teorema 14.1.5. 

48. Demuestre el teorema 14.1.6. 

49. Demuestre la parte “sólo si” del teorema 14.1.2. 

50. Explique por qué la definición del rotacional de un cam¬ 
po vectorial aplicada al teorema 14.1.2 indica que el 
campo vectorial FU, y, z) es un gradiente si y sólo si 
rot F = 0. 


14.2 INTEGRALES DE LÍNEA 

En el capítulo 4 se utilizó el concepto geométrico de área para motivar la 
definición de la integral definida. Para motivar la definición de integral de 
un campo vectorial, se empleará el concepto físico de trabajo. 

En la sección 10.3 se dijo que si una fuerza constante de medida vecto¬ 
rial F mueve una partícula a lo largo de una recta de un punto A a un punto B, 
y si IV es la medida del trabajo realizado, entonces 

IV = F • V(AB) (1) 

Suponga ahora que el vector de fuerza no es constante, y en lugar de que el 
movimiento sea a lo largo de una recta, es a lo largo de una curva. Considere 
que la fuerza ejercida sobre la partícula ubicada en el punto ( x , y), de algún 
disco B de R 1 , está dada por el campo vectorial 

FU, y) = M(x,y) i + N(x, y)j 

donde M y N son continuas en B. Sea C la curva, contenida en B, que tiene 
la ecuación vectorial 

R(0 = /(0i + g(t )j a < t < b 

Se requiere que las funciones f y g sean tales que /' y g' resulten continuas 
en [a, b ] y que en cualquier punto de [ a , b\ al menos una de ellas sea dife¬ 
rente de cero; esto es, de acuerdo con la definición 9.1.1, la curva C es suave 
en [a, b]. Se desea definir el trabajo realizado por la fuerza variable de me¬ 
dida vectorial F al desplazar la partícula a lo largo de C del punto (/(a), g(aj) 
al punto (f(b), g(b )). En cualquier punto (/(f), g(í)) de C el vector fuerza es 

F(/(í), g(t)) = M(/(í), g(t))i + N(f(t), g(t))i (2) 

Considere que A es una partición del intervalo [a, b] tal que 


a = t 0 < f| < h < ■ ■ ■ < ‘n-i < ¡n = b 
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y 



Se a P¡ el punto (x¡, y,) = (/(/¡), g{t¡)) de C. Refiérase a la figura 1. El vector 
y(P¡-\P¡') es igual a R(í,) - R(í¡_ j); por tanto, 


y(P^P,) =/(í,)i + g(t¡) j - [/(í,-i)i + g{ti-\)i] 

\(P~¡P¡) = [/(/,) - /(/ M )l¡ + [*(/,) - g(/,_i)]j (3) 

Puesto que/' y g' son continuas en [a, b], se infiere del teorema del valor 
medio que existen números c¡ y d¡ en el intervalo abierto t¡) tales ¿Jlie 


m - /(í,-i) = f\ci)(u - 

g(t¡) - g(r M ) = g'idiXtj - t ¡_|) 


Al tomar A ¡t = t¡ - j, y sustituir de las dos ecuaciones anteriores en (3) 
se obtiene 


V(P,= [/'(c,)i + g'(d¡) j] A,/ 
Para cada i considere el vector 


(4) 


F, = M(/(q),g(c,))i + N(f(di), g(d i ))j (5) 

Cada uno de los vectores F,- (¿ = 1,2,..., n) es una aproximación al vec¬ 
tor fuerza F(/(r), g(t)), dado por (2), a lo largo del arco de C desde P,-_ j a 
P¡. Observe que aunque c¡ y d¡ son, en general, números diferentes del 
intervalo abierto (/,■_(, /,•), los valores de los vectores F(/(f), g( 0) se en¬ 
cuentran cerca de F,. Además, el arco de C desde P,_ i a P¡ se aproxima 
mediante el segmento rectilíneo P¡-\P¡. Así, al aplicar la fórmula (1) se ob¬ 
tiene el trabajo realizado por el vector F(/(í), g(t)) al desplazar la partícula a 
lo largo del arco de C desde P,_ [ a P¡. Si se denota esta aproximación por 
AjlV, de la fórmula (1) y las ecuaciones (4) y (5) se tiene 


A,-H" = [M(/(c,), g(c¡))\ + N(f(d¡), g(d,))]\ • [/'(c,)i + g\d,)¡\ A,/ 

« A,W = [M(f(c¡), g(c,))/'(c,)J A¡t + [N(f(d¡), gid^g'id,)) A¡/ 

Una aproximación de la medida del trabajo realizado por F(/(í), g(t)) a lo 

n 

largo de Ces ^ A,1F o bien, equivalentemente, 

;=i 

X g(c¡))f'(Ci)] Ajt + X Wf(d¡), g(d¡)) g'(d¡)] A 

¡=i <=i 


Cada una de estas sumas es una suma de Riemann. La primera es una suma 
de Riemann para la función que tiene valores g{ij)f\t), y la segunda 

es una suma de Riemann para la función que tiene valores N(f(t), g(t))g'(t). 
Si n se incrementa sin límite y cada A ¡t se aproxima a cero, entonces estas 
sumas tienden a la integral definida: 


í 


[ M(f(t),g(t))f\t) + N(f(t),g(t))g'(t)]dt 


Por tanto, se tiene la definición siguiente, donde se emplea la notación 
F(R(í)) en lugar de F(/(r), g(t)). 
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14.2.1 Definición del trabajo realizado por un campo 
de fuerza sobre una partícula que se desplaz j 
a lo largo de una curva de R 2 


Sea C una curva suave contenida en un disco abierto B de Ai 2 para la 
cual una ecuación vectorial de C es R(í) = f(t)i + g(t) j. Además, 
considere un campo de fuerza definido por FOc, >') = Af(.r, y) i + 
N(x, y)j, donde M y (V son continuas en B. Si W es la medida del Ira- 
bajo realizado por una fuerza de medida vectorial F al desplazar una 
partícula a lo largo de C desde (/(a), g(a)) hasta (f(b), g(b)), entonces 


W 


f 

Ja 


imm, gm\t) + g(t))g\t)] dt 


( 6 ) 


o, equivalentemente, utilizando notación vectorial, 
rb 

w = i mm, wao. m) • (fxo. g% o> ¿t 


<=> w 


■r 

■r 


F(R(í)) • R'(0 dt 


(7) 


y 



FIGURA 2 


w EJEMPLO I Suponga que una partícula se mueve a lo largo 
de la parábola y = .x 2 desde el punto A(-l, 1) hasta el punto B( 2, 4). Calcule 
el trabajo total efectuado si el movimiento es ocasionado por el campo de 
fuerza 

F(j;, y) = ( x 2 + y 2 )i + 3jc 2 yj 

Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solución La figura 2 muestra el arco de la parábola de A a B. La pa¬ 
rábola tiene las ecuaciones paramétricas 

x = t y y = t 2 -1 < í < 2 
De esta forma, la ecuación vectorial de la parábola es 

R(r) = ti + r 2 j y R’(f) = i + 2rj 
Como F(a:, y) = (x 2 + y 2 , 3x 3 _y), entonces 

F(R(í)) = F(r, t 2 ) 

= (t 2 + f 4 , 3f 4 > 


Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de (7), se tiene 
r 2 

ÍL = | F(R(r)) • R'(f) dt 


-í 

-L 

-i 


(t 2 + r 4 , 3r 4 ) • <1, 2t)dt 


(r 2 + t 4 + 6 t 5 )dt 


-I 

r 3 t 5 f\ 

= y + V + ' 


I, 


= f + ^ + 64 - (-1 - i + !) - 

_ 363 
5 


( 8 ) 
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Conclusión: El trabajo efectuado es 72.6 joules. 4 

Las integrales de las ecuaciones (6) y (7) se denominan integrales de 
línea. Para la integral de línea de la ecuación (6), una notación común que 
involucra la forma diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy es 

M(x, y) dx + N(x, y) dy 

Esta notación es sugerida por el siguiente hecho: como las ecuaciones para¬ 
métricas de C son x = f(t) y y = g(t), entonces dx = f'{t)dt y dy = g'{t)dt. 
Una notación vectorial para la integral de la ecuación (7) es 

I"" 

La notación anterior proviene de considerar la ecuación vectorial de C, la 
cual es R(7) = f(t)i + g(t)\, y tomar d’R = R'(t)dt. Entonces 

F(R(0) • dR = F(R(r)) • RíU dt 
En consecuencia, se tiene la definición formal siguiente. 


14.2.2 Definición de integral de línea 
sobre una curva de R 2 


Sea C una curva suave contenida en un disco abierto 5 de i? 2 y que 
tiene la ecuación vectorial 


R(0 = /(Oí + je(f>j a <. t < b 
Sea F un campo vectorial sobre B definido por 
F(x, y) = M(x, y)i + N(x,y) j 

donde M y N son continuas en B. Si se emplea la notación de la forma 
diferencial, la integral de línea de M(x, y)dx + N(x,y)dy sobre C 
está definida por 


M(x, y) dx + N(x, y) dy 




i mm g(t))f(t) + N(m,g(t))g\t)idt 


o. equivalentemente, usando la notación vectorial, li integral de línea 
de F sobre C está definida por 


I F ' JR 


f 


F(R(/>) • R'W dt 


Se empleará la notación de la forma diferencial así como la notación 
vectorial para las integrales de línea. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 1, la integral 
de la ecuación (8) que define W es una integral de línea. Con la notación 
vectorial, esta integral de línea puede expresarse como 
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donde F(x, y) = (x 2 + y 2 )¡ + 3x 2 yj y R(t) = ti + t 2 j. Con la notación 
de la forma diferencial, esta integral de línea puede escribirse como 

f (x 2 + y 2 ) dx + 3x 2 ydy (9) 


Si una ecuación de C es de la forma y = F(x), entonces puede emplearse 
x como un parámetro en lugar de t. De manera semejante, si una ecuación 
de C es de la forma x - G(y), entonces y puede utilizarse como parámetro 
en lugar de t. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 1 y en el 

ejemplo ilustrativo 1, la ecuación de C es y = x 2 , la cual es de la forma 
y = F(x). Por tanto, x puede emplearse como parámetro en lugar de t. Así, en 
la integral (9) del ejemplo ilustrativo 1 se puede sustituir y por x 2 y dy por 
2 x dx, obteniéndose 

W = j (x 2 + x 4 )dx + 3x 2 x 2 (2x dx) 

= J (x 2 + x 4 + 6 x 5 )dx 

esta integral es la misma que la tercera la cual aparece en la solución del 
ejemplo 1, excepto que se tiene la variable x en lugar de t. 4 

Si la curva C de la definición de la integral de línea es el intervalo ce¬ 
rrado [a, b] del eje x, entonces y = O y dy = 0. De modo que 

M(x, y) dx + N(x, y)dy = j M(x, 0) dx 

Por tanto, en tal caso, la integral de línea se reduce a una integral definida. 

Se puede extender el concepto de integral de línea para incluir a las 
curvas que son suaves a trozos. Recuerde de la sección 9.1 que si un inter¬ 
valo I puede dividirse en un número finito de subintervalos en los que la 
curva C es suave, entonces se dice que C es suave a trozos en I. 


14.2.3 Definición de integral de linea 

sobre una curva suave a trozos de R 2 


Suponga que la curva C consiste de Los arcos suaves C )t C 2 . C„ 

contenidos en un disco abierto B de R 2 , y considere R(í) y F(x, y) co¬ 
mo en la definición 14.2.2. Entonces la integral de línea de 
M(x, y)dx + N(x, y)dy sobre C está definida por 


M(x, y) dx + N(x, y) dy 


M(x, y) dx + h(x, y)dy] 


o, equivalentemente, empleando la notación vectorial, la integral de 
línea de F sobre C se define como 


F(R(r)) • R'(f)dr 
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► EJEMPLO 2 


Evalúe la integral de lfnea 


FIGURA 3 


I 4 xy dx + ( 2x 2 - 3 xy)dy 

Je 

si la curva C consiste del segmento de recta de (-3, -2) a (1,0) y el arco del 
primer cuadrante de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 de (1, 0) a (0, 1), reco- 
rridá en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

Solución La figura 3 muestra la curva C compuesta por los arcos C¡ y 
C 2 - El arco C¡ es el segmento de recta. Una ecuación de la recta que pasa 
por los puntos (-3, -2) y (1, 0) es x - 2y = l. Por tanto, C¡ puede repre¬ 
sentarse paramétricamente por 

*=1+2/ y = t -2 < / < 0 

El arco C 2 , el cual es el arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1, puede representarse paramétricamente por 

* = eos / y = sen z 0 < f < ¿ ll 

Si se aplica la definición 14.2.2 a cada uno de los arcos Cj y C 2 se tiene 


4 xy dx + ( 2x 2 - 3 xy)dy 

Je, 

= J 4(1 + 2f)f( 

= J (8/ + 16/ 2 

= j (18/ 2 + 13/ + 2) dt 


4(1 + 2/)/(2 dt) + [2(1 + 2/) 2 - 3(1 + 2/)/]dz 


(8/ + 16/ 2 + 2 + 8/ + 8/ 2 - 3/ - 6 / 2 )dt 


= 6/ 3 + f / 2 + 2/]“ 2 

= - (-48 + 26 - 4) 
= 26 


4*y dx + (2* 2 - 3*y) dy 


rtt\2 

= 4 eos / sen/(-sen/d/) + (2 eos 2 / - 3 eos / sen /)(cos / dt) 

2o 

rn¡ 2 

= (- 4 eos / sen 2 / + 2 eos 3 / - 3 eos 2 / sen /) dt 

Jo 

[Xl2 

= [-4 eos/sen 2 / + 2cos/(l - sen 2 /) - 3 eos 2 /sen /) dt 

Jo 

Y «12 

= (2 eos / - 6 eos / sen 2 / - 3 eos 2 / sen /) dt 

Jo 


(2 eos / - 6 eos / sen 2 / - 3 eos 2 / sen /) dt 


= 2 sen / - 2 sen 3 / + cos 3 /J 

= 2 - 2-1 
= -1 
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Por tanto, de la definición 14.2.3, 


4xydx + (2x 2 - 3;ry) dy = 26 + (-1) 


La definición de integral de línea en tres dimensiones requiere que la 
curva sea suave: una curva dé & que tiene la ecuación vectorial 

R(í) = /(í)i + g(t )j + h(t)k a <. t < b 

es suave si f',g' y h' son continuas en [a, b] y en cualquier punto de [a, b] 
no son simultáneamente cero. 


14.2.4 Definición de integral de línea sobre una curva de R 3 


Sea C una curva suave contenida en una bola abierta B de R 3 que tiene 
la ecuación vectorial 

R(») = m + ¿KOI +■ A(/)k aSt £ b 

Sea F un campo vectorial sobre B definido por 

F(x,y,z) = M(x, y, z)l + N(x, y, z) j + R(x, y, z)lt 

donde M,N y R son funciones continuas en B. Si se emplea la notación 
de la forma diferencial, la integral de línea de M(x, y, z)dx + 
N(x, y, z)dy + R(x, y. z)dz sobre C está definida por 

j M(x, y , z) dx + N(x. y, z) dy + R(x, y, z) dz 

> 

mf(i),go).H(i))m + N(/u), gu), m)g'(t) + R(mm,mmmdi 

o, equivalentemente, empleando la negación vectorial, la integral de 
línea de F sobre C se define como 


F* dR 


F(R(f)) • R'(0 dt 


► EJEMPLO 3 


Evalúe la integral de línea 


3 xdx + Ixydy + zdz 


si la curva C es la hélice circular definida por las ecuaciones paramétricas 
x = eos t _y = sent z = t 0s/s2tr 

Solución De la notación de la forma diferencial para una integral de 
línea de la definición 14.2.4, se tiene 


3xdx + Ixydy + zdz 


3 eos /(-sen t dt) + 2(cos t)(sen /)(cos tdt) + tdt 
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r 271 

= (-3 sen t eos t + 2 cos 2 f sen t + t) dt 

Jo 

= - f sen 2 / - | eos 3 / + i/ 2 ]** 

= - | (0) - | (1) + i (4*2) + | (0) + | (1) + i (0) 

V ?;' - 2* 2 ◄ 

El trabajo realizado por un campo de fuerza al desplazar una partícula 
a lo largo de una curva de R 3 se puede definir de manera semejante como se 
hizo en la definición 14.2.1 para una curva de R 2 . En el ejemplo siguiente 
se aplica dicha definición. 


z 



FIGURA 4 


► EJEMPLO 4 Una partícula recorre la cúbica alabeada 

R(/) = /i + / 2 j + / 3 k 0 < / < 1 

Calcule el trabajo total efectuado si el movimiento es causado por el cam¬ 
po de fuerza 


FU, y, ¿) = e x i + xe z } + x sen *y 2 k 


Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solución La figura 4 muestra la cúbica alabeada a partir de / = 0 
hasta / = 1. Como R(/) = /i + / 2 j + / 3 k, entonces 

R'(/) = i + 2/j + 3/ 2 k 

Debido a que FU, y, z) = (e x , xe z , x sen ny 2 ), entonces 

F(R(/)) = F(/, t 2 , t 3 ) 

= (e', te' 3 , /sen nt 4 ) 

i 

Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de la notación vectorial para la 
integral de línea de la definición 14.2.4, se tiene 


-í 
-f 
■i; 

= (e‘ + 2 t 2 e ' 3 + 3/ 3 sen */ 4 ) dt 

Jo 


F • dR 


F(R(/)) • R ’(/) dt 


(i e ', te' 3 , / sen zr/ 4 ) • (1,2/, 3 t 2 )dt 


= e< + | e ' 3 


-j- eos W 4 ] 
An Jo 


= e + % e — 7 "— eos * - 1 - % + ~ eos 0 
34 * 34 * 
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3 

= 3.34 


_3_ 

2 K 


5 

3 


Conclusión: El trabajo realizado es 3.34 joules. 


◄ 


EJERCICIOS 14.2 


En los ejercicios 1 a 22, evalúe la integral de línea sobre la 
curva C. 

1. ¡ c F ■ dR; F(x, y) = yi + jcj; 

C: R(r) = ri + r 2 j, Osis 1 . 

2. J c F • dR; F(x, y) = 2xyi - 3jcj; 

C: R(r) = 3/ 2 i - /j,0 < / < 1. 

3. J c F • dR; F(x, y) = 2xyi + (x - 2y)j; 

C: R(/) = sen /i - 2 eos rj, 0 < / < n. 

4. ¡ c F • dR; F(jc, y) = ;tyi - y 2 j; C: R(/) = / 2 i + / 3 j, 
del punto (1, 1) al punto (4, -8). 

5. j f; F • dR; F(.t, y) = (jc — y)i + (y + jc) j; C: la circunfe¬ 
rencia ;t 2 + y 2 = 4 a partir del punto (2, 0) en el sentido 
contrarío al giro de las manecillas del reloj. 

6. ¡ c F • dR; FU, >•) = (jc - 2y)i + -cyj; 

C: R(í) = 3 eos ti + 2 sen rj, 0 < t < ^n. 

7. } F ■ dR; F(x, y) = y sen x¡ - eos jtj; C: el segmento de 
recta de (|/r, 0) a (n, 1). 

8. f c F • dR; F(x, y) = 9x 2 yi + (5x 2 - y)j; C: la curva 
y = x 3 + 1 de (1,2) a (3, 28). 

9. f c (x 2 + xy) dx + (y 2 - xy) dy; C: la recta y = x del 
origen al punto (2, 2). 

10. La integral de línea del ejercicio 9; C: la parábola 
x 2 = 2y desde el origen hasta el punto (2, 2). 

11. La integral de línea del ejercicio 9; C: el eje jc desde el ori¬ 
gen hasta el punto (2, 0) y después la recta x = 2 de (2, 0) 
a (2, 2). 

12. J c yx 2 dx + ( x + y) dy; C: la recta y = -x desde el ori¬ 
gen hasta el punto (1, -1). 

13. La integral de línea del ejercicio 12; C: la curva y = -x 3 
desde el origen hasta el punto (1,-1). 

14. La integral de línea del ejercicio 12; C: el eje y del origen 
al punto (0,-1) y después la recta y = -1 desde (0,-1) 
hasta (1,-1). 

15. / 3 xy dx + (4x 2 - 3y) dy; C; la recta y = 2jc + 3 de 

(0, 3) a (3, 9) y después la parábola y = x 1 de (3, 9) a 
(5, 25). 

16. ¡ (xy - z) dx + e J dy + y dz; C: el segmento de recta 
de (1,0, 0) a (3, 4, 8). 

17. J c (x + y) dx + (y + z) dy + (x + z) dz; O. el seg¬ 
mento de recta desde el origen hasta el punto (1,2, 4). 

18. La integral de línea del ejercicio 16; 

C: R(r) = (f + t)¡ + t 2 j + r 3 k, 0 £ t s 2. 


19. J c F* dR; F(.r, y, z) = zi + xj + yk; C: la helice 

circular R(í) = a eos ti + a sen tj + rk, 0 < t < 2 Jt. 

20. J c F • dR; F(jt, v, z) = 2:tyi + (6y 2 - Jtz)j + 10zk; 

C: R(r) = ti + t 2 j + r 3 k, 0 < / < 1. 

21. La integral de línea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (0, 0, 1); después el 
segmento de (0, 0, 1) a (0, 1, 1); luego el segmento de 
(0, 1, 1) a (1, 1, 1). 

22. La integral de línea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (1, 1, 1). 

En los ejercicios 23 a 36, calcule el trabajo total realizado al 
mover una partícula a lo largo del arco C si el movimiento lo 
ocasiona el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide 
en metros y la fuerza en newtons. 

23. F(jc, y) = 2jty¡ + (x 2 + y 2 )j; C; el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (1, 1). 

24. El campo de fuerza del ejercicio 23; C: el arco de la pa¬ 
rábola y 2 = x desde el origen hasta el punto (1, 1). 

25. F(jc, y) = (y - z)i + x 2 yj; C: el segmento de recta del 
punto (1, 1) al punto (2,4). 

26. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el arco de la pa¬ 
rábola y = x 2 desde el punto (1,1) hasta el punto (2,4). 

27. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el segmento de rec¬ 
ta de (1, 1) a (2, 2) y después el segmento de (2, 2) a (2,4) 

28. F(jc, y) = -x 2 yi + 2yj; C; el segmento de recta de 
(a, 0) a (0, a). 

29. El campo de fuerza del ejercicio 28; 

C: R(í) = a eos ti + a sen tj, 0 < t < ^tt, a > 0. 

30. El campo de fuerza del ejercicio 28; C: el segmento de rec¬ 
ta de (a, 0) a (a, a ) y después el segmento de (a, a) a (0, a). 

31. F (x,y,z) = (y + z)¡ + (x + z)j + (x + y)k; C; el 
segmento de recta desde el origen hasta elpunto(l, 1, 1). 

32. F(jc, y, z) = z 2 1 + y 2 j + xzk; C; el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (4, 0, 3). 

33. F(jc, y, z) = e x i + e y j + e : k; 

C: R(r) = ti + t 2 j + t 3 k, 0 < t < 2. 

34. F(x, y, z) = (xyz + x)i + {x 2 z + y)j + (x 2 y + z)k; 
C: el arco del ejercicio 33. 

35. El campo de fuerza del ejercicio 34; C; el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (1, 0, 0); después el 
segmento de (1, 0, 0) a (1, 1, 0); luego el segemento de 

( 1 , r,0)a(I, 1,1). 

36. F(JC, y, z) = xi + yj + (yz - x)k; 

C: R(r) = 2/1 + / 2 j + 4/ 3 k,0 < / < 1. 
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14.3 INTEGRALES DE LÍNEA INDEPENDIENTES 
DE LA TRAYECTORIA 

En la sección 14.2 se dijo que el valor de una integral de línea está deter¬ 
minado por el integrando y una curva C entre dos puntos P\ y Pj. Sin em¬ 
bargo, en ciertas condiciones el valor de una integral de línea depende sólo 
del integrando y de los puntos P¡ y Pj y no de la trayectoria de P\ a P-¿. De 
dicha integral se dice que es independiente de la trayectoria. 



FIGURA 1 



FIGURA 2 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

fuerza 


Suponga que un campo de 
F(jc,y) = (y 2 + 2jc + 4)i + (2jty + 4y - 5)j 


mueve una partícula desde el origen hasta el punto (1,1). Se demostrará que 
el trabajo total realizado es el mismo si la trayectoria es a lo largo (a) del 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1); (b) del arco de la 
parábola y = jc 2 desde el origen hasta el punto (1,1); y (c) del arco de 
la curva x = y 3 desde el origen hasta el punto (1,1). 

Si W es la medida del trabajo efectuado, entonces 


-Je 


IV = (y 2 + 2x + 4 )dx + (2 xy + 4 y - 5 )dy 

c 


( 1 ) 


(a) Consulte la figura 1. Una ecuación de C es y = x. Se emplea x como 
parámetro y se considera y = xy dy = dx en (1). Entonces 

•i 

IV = I (jc 2 + 2jc + 4)dx + (2x 2 + 4x - S)dx 

Jo 


-i: 

i 


= (3x 2 + 6x - 1) dx 

Jo 


— x 2 + 
= 3 


3x2 - 4 


(b) Refiérase a la figura 2. Una ecuación de C es y = jt 2 . Otra vez, tomando 
jc como parámetro y considerando y = x 2 y dy = 2x dx en (1), se tiene 


IV 


-r 

-r 


(jc 4 + 2x + 4) dx + (2jc 3 + 4x 2 - 5)2xdx 


(5jc 4 + 8jc 3 - 8* + 4) dx 


= jc 5 + 2jc 4 - 4* 2 + 4jc] q 
= 3 

(c) Vea la figura 3. Una ecuación de C es x = y 3 . Si se loma y como pa¬ 
rámetro y se considera jc = y 3 y dx = 3y 2 dy en (1), se obtiene 


IV 


-r 


(y 2 + 2y 3 + 4)3y 2 dy + (2y 4 + 4y - 5 )dy 
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=* J o ^ 5 lf ^WÍ3>' 2 5 * d y, Wtñl 

= y 6 + y 5 + 4y¿"+tyy 2 - 5 y] 

Jo 


En el ejemplo ilustrativo se ha visto que el valor de la integral de línea es 
el mismo sobre las tres trayectorias diferentes de (O, 0) a (1, 1). En realidad, el 
' valor de la integral de lírtéa es el mismo sobre cualquier curva suave a trozos 
desde el origen hasta el punto (1, 1); por tanto, esta integral de línea es indepen¬ 
diente de la trayectoria. Este hecho se demuestra en el ejemplo ilustrativo 2. 

A continuación se establecerá y demostrará un teorema que no sólo 
proporciona condiciones para las cuales el valor de la integral de línea es 
independiente de la trayectoria, sino que también provee una fórmula para 
calcular el valor. 


14.3.1 Teorema 


Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco abierto B 
de R 2 desde el punto (x¡, y¡) hasta el punto y i)- Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre B y g es una función potencial 
para F, entonces la integral de línea 

f F-¿R 


es independiente de la trayectoria C, y 


F-dR = <f>(x 2 ,yi) - <¿(x,,y|) 


Demostración Se presenta la demostración en el caso de que'&es 
suave. Si C es suave a trozos, entonces considere cada parte por separado; *» 
demostración siguiente se aplica a cada parte suave. 

Considere como ecuaciones paramétricas de C las siguientes; 


* = m 


t x < t < t 2 


De esta forma, una ecuación vectorial de C es 


R(o = m + g(‘)í 


í] ¿ t < t 2 


Además, se tiene que el punto (,t|,;y ) ) es (/(/]), g(f|)) y el punto (x 2 , y 2 ) 
es (/( ( 2)> #(*2))- Puesto que c f> es una función potencial para F, entonces 
V<f>{x,y) = F(r, y), donde Fft, y) = M(x,y) i + N(x, y)j. En consecuencia, 




V<f> • d R 


V<£(R(í)) • R'(f) dt 
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(M(/«, *(/)), V(/(r), *(/))> • </'(/), gXD) dt 
[M(/(í), g{t))f'{t) dt + N(m,gO))g\t)dt\ 


Observe que como M(x, y) dx + N(x,y) dy = dcf>{x, y), entonces 


( 2 ) 


M(f(t),g(t))f'(/)dt + N(f(t),g(t))g\t)dt = d<t>(f(t\g(t)) 


Si se sustituye de esta ecuación en (2) y después se aplica el segundo teore¬ 
ma fundamental del Cálculo se obtiene 


F • dR = 

c J 


d4>(f(t), g(t)) 


= <A(/(0,g(í))] ( 2 


= Hñh), g(h)) - C¿>(/(í,),g(íl)) 
= <t>(x 2 ,y 2 ) - 4>(x t , y,) 


lo cual es lo que se deseaba demostrar. 


Debido a la semejanza del teorema 14.3.1 con el segundo teorema 
fundamental del Cálculo, en ocasiones se le denomina teorema funda¬ 
mental para las integrales de línea. Puesto que un campo vectorial conser¬ 
vador tiene un número infinito de funciones potenciales que se diferencian 
por una constante arbitraria K, se omitirá dicha constante para la función po¬ 
tencial cuando se aplique el teorema 14.3.1. Por supuesto, lo que en rea¬ 
lidad se está haciendo es elegir la función potencial para la cual K = 0. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicará el teorema 14.3.1 
para evaluarla integral de línea del ejemplo ilustrativo 1: 

J (y 2 + 2x + 4) dx + (2.xy + 4y - 5) dy 

Con la notación vectorial, esta integral de línea se expresa como 

- 

F dR 
. c 

donde 

F(r, y) = (y 2 + 2r + 4)i + (2xy + 4y - 5)j 

En el ejemplo ilustrativo 4 de la sección 14.1 se demostró que F es un cam¬ 
po vectorial conservador que tiene la función potencial 

4>(x,y ) = y 2 x + x 2 + 4x + 2y 2 - 5 y 

Por tanto, del teorema 14.3.1, la integral de línea es independiente de la tra¬ 
yectoria, y C puede ser cualquier curva suave a trozos desde (0,0) hasta (1, 1). 
Además, del teorema 14.3.1, 
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J (y 2 + 2x + 4) dx + (2 xy + 4y - 5) dy = <f>{ 1, 1) 

= 3-0 
= 3 


</>(0,0) ~ 


Este resultado concuerda con el del ejemplo ilustrativo 1. 


◄ 


► EJEMPLO I Utilice el resultado del ejemplo 1 de la sección 
14.1 para evaluar la integral de línea 


l 


F • dR 


si F(jc, y) = (e y - 2x)i - (xe - v + sen >')j y C es el arco en el primer 
cuadrante de la circunferencia 


R(í) = 7rcosfi + rrseníj 0 < t < jtr 

Solución Del ejemplo 1 de la sección 14.1, se sabe que 

V(xe~y - x 2 + eos y) = (e~ y - 2x)i - (xe~ y + senyjj 

Por tanto, F es un campo conservador, de modo que puede aplicarse el teo¬ 
rema 14.3.1 con <f>(x, y) = ~ x 2 + eos y. El punto para el cual t = Oes 

(tt, 0) y el punto correspondiente ai = K es (0, n). 

J F • dR = <j>( 0, n) - 0) 

= eos % - (n - n 2 + 1) 

= n 2 - n - 2 A 

Si el valor de una integral de línea es independiente de la trayectoria, 
entonces no es necesario determinar la función potencial para calcular el 
valor. El procedimiento para esto se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 2 


Considere el campo vectorial 


Fía:, y) = 


i ¡ 

y 


X . 


Si C es cualquier curva suave a trozos desde el punto A( 5, -1) al punto 
5(9, -3), demuestre que el valor de la integral de línea J C F • dR es indepen¬ 
diente de la trayectoria y evalúela. 


Á 

1 

] 

L. 

5 

i i i i i i i i i t .. 

J 

I 1 ! 1 1 1 ! 1 ^ 1 ^ 

- A(5,-l)«^ 10 



-sJ 

- 


x + 2y = 3 


Solución Sean 

M(x,y) = ~ y N(x,y) = -p- 

M y (x,y ) = -jf N x (x,y) = -y 2 - 

Puesto que M y (x, y) = N x (x, y), entonces F es conservador. Por tanto, la 
integral de línea es independiente de la trayectoria. 

Se toma como trayectoria el segmento de recta de A a B, mostrado en la 
figura 4. Una ecuación de la recta que pasa por A y B es x + 2y = 3. Al 
considerar y = -/ y r = 3 + 2 1. una ecuación vectorial de esta recta es 


FIGURA 4 



1102 CAPÍTULO 14 INTRODUCCIÓN AL CÁLCULO DE CAMPOS VECTORIALES 



A = B 

FIGURA 5 


♦ 


R(f) = (3 + 2f)i - fj 1 < t < 3 

Ahora se calculará el valor de la integral de línea aplicando la definición 14.2.2. 

F(R(í» • R'(t)dr 


¡/■ jr= L 

■r 


F(3 + 2r, -f) • <2, -1) dt 


-i (-i- 

-f(-í 

■r 


3 + 2r \ 
t 2 ¡ 


<2, -1) dt 


2 +i±-?í! dt 

t 2 - 


- -T 


= 2 


Recuerde de la definición 9.1.2 que si en una curva C definida por las ecua¬ 
ciones paramétricas x = /(f) y y = g(t), o la ecuación vectorial equivalente 

R(0 = fO)i + g(t)j a < / < b 


el punto inicial A(/(o), g{a)) y el punto B(f(b), g(b)) coinciden, entonces se 
dice que la curva C es cerrada. La figura 5 muestra una curva suave y cerrada. 

El teorema siguiente se refiere a la integral de línea de un campo vecto¬ 
rial conservador sobre una curva cerrada y suave a trozos, y se deduce 
inmediatamente del teroema 14.3.1 


14.3.2 Teorema 


Si C es una curva carada y suave a trozos cantárida en algún disco abierto 
B de R 2 y F es una campo vectorial conservador continuo en B, entonces 



Demostración Se aplicará el teorema 14.3.1, y como C es cerrada, 
entonces el punto (x\, y¡) coincide con el punto (* 2 , >' 2 ). Por tanto. 


F-dR 


= 4>(x2-y2) 
= o 




► EJEMPLO 3 


Una partícula se mueve sobre la circunferencia 


R(í) = 2 eos ti + 2seníj 0 < t < 2n 


Calcule el trabajo total realizado si el movimiento lo ocasiona el campo de 
fuerza 
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F(x,y) = (pr^)i + e 2y ln(x 2 + 2)j 


Solución Sean 

M(x,y) = ^ 

, s 2xe 2 y 
M y (x,y) = ¡¡ 7 ] 


N(x,y) = e 2y ln(x 2 + 2) 

„ , , 2xe 2y 

N x (x,y) = 


Como M y (x, y) = N x (x, y), entonces F es conservador. Además, la circun¬ 
ferencia es una curva cerrada y suave. Por tanto, si W es el trabajo realizado, 
del teorema 14.3.2 se tiene 

W = í F • dR 


Ahora se extenderá el estudio a las funciones de tres variables. El 
enunciado del teorema siguiente y su demostración son análogos a los del 
teorema 14.3.1. Se le pedirá que efectúe la demostración en el ejercicio 32. 


14.3.3 Teorema 


Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco B de R 3 
desde el punto (aq, yj, z¡) hasta el punto (x 2 , y 2 , z 2 ). Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre B y <f> es una función potencial 
para F, entonces la integral de línea 

f F-dR 


es independiente de la trayectoria C, y 

J F-dR = <f>(x 2 , y 2 , z 2 ) ~ <j>(x h y h zi) 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 2 de la sec¬ 
ción 14.1 se demostró que el campo vectorial definido por 

F(x, y, z) = (e-'senz + 2yz)i + (2xz + 2y)j + (e^cos z + 2xy + 3z 2 )k 

es un gradiente V/(;r, y, z), y 

f(x,y,z) = e^senz + 2xyz + y 2 + z 3 

Así, F es un campo vectorial conservador. Por tanto, si C es cualquier curva 
suave a trozos desde (0, 0, 0) hasta (1,-2, n), entonces se infiere, por el teo¬ 
rema 14.3.3, que la integral de línea 

F-dR 

Je 

es independiente de la trayectoria y su valor es 
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i_ 

/(1, -2, tc) - /(O,0, 0) = (e sen n - 4/r + 4 + tt 3 ) - 0 

= 7T 3 - 4?r + 4 4 

En el próximo ejemplo, se evaluará una integral de línea independien¬ 
te de la trayectoria cuando el integrando se ha expresado con la notación de 
la forma diferencial y se emplearán ecuaciones paramétricas de la curva C 
en lugar de una ecuación vectorial. 


► EJEMPLO 4 Demuestre que la integral de línea 

(4x + 2 y - z) dx + (2x -2 y + z)dy + (-x + y + 2 z) dz 
Je 

es independiente de la trayectoria, y evalúe la integral si C es una curva 
suave a trozos de (4, -2, 1) a (-1,2, 0). 

Solución Sean 

M(x, y, z) = 4x + 2y - z A(x,y, z) = 2x - 2y + z f?(x,y, z) = - x + y + 2z 
M y (x, y, z) = 2 N x (x, y, z) = 2 R x (x, y, z) = - 1 

M z (x,y, z ) = -1 N z (x,y,z) = 1 R y (x, y, z) = 1 

Como 


M y (x, y, z) = N x (x, y, z) M z (x, y, z) = R/x, y, z) N¿x, y, z) = R v (x. y, z) 

el campo vectorial (4x + 2y - z)i + (2x - 2y + z)j + (-x +y + 2z)k 
es conservador. Por tanto, del teorema 14.3.3, la integral de línea es inde¬ 
pendiente de la trayectoria. Se considerará la trayectoria como el segmento 
de recta de (4, -2, 1) a (-1, 2, 0). Un conjunto de números directores de la 
recta que pasa por esos dos puntos es [5, -4, 1]. Por tanto, las ecuaciones 
de la recta son 

x + 1 _ y - 2 _ z 
5 " -4 _ 1 

En consecuencia, las ecuaciones paramétricas del segmento de recta son 


x = -5f -1 y = 4f + 2 z = ~t 


Así, 


i 


(4x + 2y - z)dx + (2x - 2y + z)dy + (-x + y + 2 z) dz 


-r 


[4(-5í - 1) + 2(4 r + 2) - (—/)](—5 dt) 


/: 


+ [2(-5í - 1) - 2(4 r + 2) + (-r)](4 dt) 


r° 

= (-28/ - 21)dt 

3 ° 

= -14 2 - 27fj_ ] 


r- 


+ | [-(-5/ - 1) + (4r + 2) + 2(-m-dt) 

-i 


= -13 
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La integral de línea del ejemplo 4 también puede calcularse si se 
determina la función potencial del campo vectorial conservativo 
(4x +2y - z)i + (2x - 2y + z)j + (—jc + y + 2z)k. Se le pedirá que 
haga esto en el ejercicio 31. 


r EJEMPLO 5 Suponga que F es el campo de fuerza gravitacio- 
nal ejercido por una partícula de masa M unidades ubicado en el origen sobre 
una partícula de masa 1 unidad localizada en el punto P(x, y, z). Entonces, de 
la sección 14.1, 


F(x, y, z) = 


-GM 

(x 2 + y 2 + z 2 ) i/2 


(xi + yj + zk) 


Calcule el trabajo realizado por la fuerza F que mueve una partícula de 
masa 1 unidad a lo largo de una curva suave C desde el punto (0, 3, 4) hasta 
el punto (2, 2, 1). 


Solución En el ejemplo ilustrativo 5 de la sección 14.1 se demostró 
que F es un campo vectorial conservador y que una función potencial para F 
está determinada por 


<¿(*, y, Z) 


GM 


Jx 2 + y 2 + z 2 


GM 


Si W es la medida del trabajo realizado al mover la partícula de masa 1 uni¬ 
dad a lo largo de C, entonces 


W 


■L 


F • dR 


Por el teorema 14.3.3, la integral de línea es independiente de la trayectoria, y 


W = <¿(2,2, 1) - <¿(0,3,4) 

GM _ GM 

'¡2 2 + 2 2 + l 2 \/0 2 + 3 2 + 4 2 

GM GM 
“3 5 

= TfiM < 

Ahora se mostrará cómo los resultados de esta sección conducen a una 
importante conclusión en física. Si el movimiento de una partícula es causado 
por un campo vectorial conservador F, entonces la energía potencial de la 
partícula en el punto (x, y, z) está definida por un campo escalar E tal que 

F(x, y, z) = -V£(x, y, z) 


Esto es, -E es una función potencial de F. Se utilizará la notación E(P) 
para denotar la energía potencial de la partícula en el punto P. Si W es la me¬ 
dida del trabajo realizado por F al desplazar una partícula a lo largo de una 
curva suave a trozos C desde un punto A hasta un punto B, entonces, por el 
teorema 14.3.3, 


W - 
W = 


l"". 

-Efay, z) 


B 

A 
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W = ~[E(B) - E(A )] 

W = £(,4) - E(B) (3) 


Por tanto, W es la diferencia de las energías potenciales de la partícula enAyB. 

Ahora suponga que la partícula está ubicada en un punto A en el tiempo t¡, 
y en el punto B en el tiempo t 2 , y que la curva C tiene la ecuación vectorial 

R(0 = fU) i + g(t)j + h(t) k r, < t < t 2 

Entonces los vectores velocidad y aceleración en el tiempo t son V(í) y A(f) 
definidos por 

V(f) = R'(t) y A(í) = V-(í) 


La rapidez de la partícula en el tiempo t se denota por v(f), donde 
v(t) = || V(/) ||. Entonces, otra fórmula para calcular W está dada por 


W 


W 


W 


= i F 

í: 


d R 


F(R(0) • R’(0 dt 


F(R(í)) • V(í) dt 


(4) 


La segunda ley de Newton acerca del movimiento establece que si la fuerza 
F actúa sobre una partícula de masa m unidades, entonces 


F(R(f)) = mk(t) 

« F(R(f)) = mX'(t) 

Al sustituir de esta ecuación en (4) se tiene 


W 




m[X'(t) • V(f)] dt 


Como D t \X(t) • V(í)] = 2V'(í) • V(í) y V(f) • V(í) = [v(f)] 2 , se tiene 


W = \m J D,[V(í) • V(í)J dt 


l \ 

r't 


W = jm D,[v(/)] 2 dt 


1Í2 

W = 2 m[v(f)] 2 

J fi 


W = |m[v(f 2 )] 2 - ytn[v(í|)] 2 

(5) 


En física, la energía cinética de una partícula se define como ~_mv 2 . 
Por tanto, la ecuación (5) afirma que el trabajo efectuado al desplazar una 
partícula a lo largo de C desde un punto A hasta un punto B es la variación 
en la energía cinética de una partícula. Si se emplea la notación K(P) para 
denotar la energía cinética de una partícula ubicada en el punto P, entonces 
(5) puede expresarse como 

W = K(B) - K(A) 


Al igualar los valores de VP de (3) y de esta ecuación se obtiene 
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E(A) - E(B) = K(B) ~ K(A) 

E(A ) + K(A) = E(B) + K(B) 

La ecuación anterior establece que la suma de las energías potencial y 
cinética son iguales en el punto inicial A y en el punto final B. Como A y B 
pueden ser puntos cualesquiera de C, la suma de las dos energías es cons¬ 
tante a lo largo de C; esto es, la energía total de la partícula permanece sin 
alteración durante el movimiento. Este hecho es un concepto muy impor¬ 
tante en física denominado ley de conservación de la energía. Por esta 
razón, se utilizó el término conservador para un campo de fuerza que es 
un gradiente. 


EJERCICIOS 14.3 


En los ejercicios l a 12, utilice el resultado del ejercicio de la 
sección 14.1 indicado para demostrar que el valor de la integral 
de línea es independiente de la trayectoria. Después evalúe la 
integral de línea aplicando el teorema 14.3.1 o el teorema 14.3.3 
y empleando la función potencial obtenida en el ejercicio indi¬ 
cado. En cada ejercicio C es cualquier curva suave a trozos 
desde el punto A hasta el punto B. 

1. ¡ c ydx + x dy; A es (1, 4) y B es (3, 2); ejercicio 21. 

2. I x dx + y dy;A es (-5, 2) y B es (1, 3); ejercicio 22. 

3. J e x sen ydx + e x eos y dy; A es (0, 0) y B es (2, í n); 
ejercicio 23. 

4. | (sen y senh x + eos y cosh x) dx + 

(eos y cosh x - sen 2v senh c) dy ; 
A es (1,0) y B es (2, tí); ejercicio 24. 

5. j c (2cy 2 - y 3 ) dx + (2cc 2 _y - 3cy 2 + 2) dy; A es (-3, 
-1) y B es (1, 2); ejercicio 25. 

6. J c (3c 2 + 2y - y 2 e x ) dx + ( 2x - 2ye x ) dy; A es (0,2) 
y Bes (1,-3); ejercicio26. 

7. J c (x 2 - y) dx - (x - 3z)dy + (z + 3y) dz;A es (-3, 1, 
2) y Bes (3,0, 4); ejercicio27. 

8. J yz dx + xz dy + xy dz; A es (0, -2, 5) y B es (4, 1, 
-3); ejercicio 28. 

9. \ c (ze x + e y )dx + (xe y - e z ) dy + ( - ye z + e x )dz; 
A es (1,0, 2) y B es (0,2, 1 ); ejercicio 29. 

10. j (tan y + 2xy sec z) dx + (x sec 2 y + x 2 sec z) dy + 

sec z(x 2 y tan z - sec z) dz; 
A es (2, ^ ;r, 0) y B es (3, f n, f n); ejercicio 30. 

11. J c (2ccosy - 3)dx - (x 2 seny + z})dy - (2yz - 2 )dz; 
A es (-1, 0, 3) y B es (1, n, 0); ejercicio 31. 

12. | c (2y 3 - 8 xz 2 )dx + (6cy 2 + 1 )dy - (8c 2 z + 3 z 2 )dz; 
A es (2,0, 0) y B es (3, 2, 1); ejercicio 32. 

En los ejercicios 13 a 20, demuestre que el valor de la integral 
de línea i( F • ¡I R para el campo vectorial F y la curva C indi¬ 
cados es independiente de la trayectoria, y evalúe la integral 
de línea. 


13. FU. y) = 2U - y)i + 2(3y - jc) j; C es el arco ubicado 
en el primer cuadrante de la circunferencia x 2 + y 2 - 9 
desde el punto sobre el eje x hasta el punto sobre el eje y. 

14. FU, y) = (3c 2 + 6cy - 2y 2 )i + (3c 2 - 4cy + 3y 2 )j; 
C es el arco ubicado en el primer cuadrante de la elipse 
4c 2 + 9y 2 = 36 limitado por los puntos donde intersecta 
a los ejes coordenados. 

15. F(c, y) = (4e 2x - 3e x e-'ji + (2e 2v - 3e x e y )j; C es el 
arco de la parábola y 2 = 4c desde su vértice hasta el ex¬ 
tremo del lado recto del primer cuadrante. 

16. F(c, y) = e y eos yi - e ' sen yj; C es el segmento de la 
recta 3c + 4y = 12 desde el punto sobre el eje c hasta el 
punto sobre el eje y. 

17. F(c, y, z) = 2ci + 3y 2 j + k; C es la traza del elipsoide 
4c 2 + 4y 2 + z 2 = 9 en el plano xz desde la parte posi¬ 
tiva del eje c hasta la parte positiva del eje z. 

18. F(c, y, z) = (2cy + z 2 )i + U 2 - 2yz)j + (2cz - y 2 )k; 
C es la traza de la esfera c 2 + y 2 + z 2 = lene! plano yz 
desde la parte positiva del eje y hasta la parte positiva del 
eje z. 

19. F(c, y, z) = 2ye 2x \ + e 2x j + 3z 2 k; Ces cualquier curva 
suave a trozos desde el punto (ln 2, 1, 1) hasta el punto 
(ln 2, 2,2). 



C es cualquier curva suave a trozos desde el punto (1, 2. -1) 
hasta el punto (2,4, -2). 

En los ejercicios 21 a 30, demuestre que el valor de la inte¬ 
gral de línea es independiente de la trayectoria, y calcule su 
valor de cualquier manera conveniente. En cada ejercicio, C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 

21. j c (2y - x)dx + (y 2 + 2c) dy; A es (0, -1) y B es (1, 2). 

22. j c (lnc + 2y) dx + (e y + 2c) dy;A es(3, 1)y Bes(l, 3). 

23. J tan y dx + c sec 2 y dy; A es (-2, 0) y B es (4, ~tt). 
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24. f sen y dx + (sen y + x eos y) dy\A es (-2,0) y B es (2, |jt). 

25. J — J - 2x 


r dx + 


{xy + l) 2 , (xy + l) 2 


dy\ A es (0, 2) y B es (1, 0). 


*1 


T rfx- 


í<(y + : 


jdz; A es 


x^ + y^ + z-* x^ + y-' + z^ x z + y- 4 + z- 1 
(1,0, 0) y Bes (1, 2,3). 

27. j (y + z) dx + (x + z) dy + (x + y) dz; A es (0, 0, 0) y 
B es (1,1, 1). 

28. ¡ c (yz + x) dx + (xz + y) dy + (jcy + z) dz\ A es (0, 0, 
0) y B es (1, 1, 1). 

29. | (e x sen y + yz) dx + (e x eos y + z sen y + xz) dy + 

(xy - eos y) dz; A es (2, 0, I) y B es (0, ir, 3). 

30. [ (2xlnyz - 5ye x )dx - (5e* - x 2 y~')dy + 

(x 2 z _1 + 2z) dz; A es (2, 1, 1) y B es (3, 1, e). 

31. Evalúe la integral del ejemplo 4 determinando una fun¬ 
ción potencial para el campo vectorial conservador 

(4x + 2y - z)i + (2x - 2y + z)j + (-x + y + 2z)k 


y aplicando el teorema 14.3.3. 

32. Demuestre el teorema 14.3.3. 

En los ejercicios 33 a 36, calcule el trabajo realizado al mover 
una partícula a lo largo de C si el movimiento es causado por el 


campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. Sugerencia: primero demuestre que F es 
conservador. 


33. F(x, y) = 3(x + y) 2 i + 3(x + y) 2 j; C: el arco de la pará¬ 
bola y = x 2 desde su vértice hasta el punto (2, 4). 

34. F(x, y) = (2xy - 5y + 2y 2 )i + (x 2 - 5x + 4xy)j; C: 
un cuarto de la circunferencia R(r) = 2 eos t i + 2senrj, 
0 < t < ±7T. 

35. F(x, y, z) = 2y 2 z 3 i + 4xyz 3 j + 6xy 2 z 2 k; C: el arco de 
R(í) = ti + r 2 j + r 3 k desde t = 1 hasta t = 2. 

36. F(x, y, z) = 4y 2 zi + 8xyzj + 4(3z 3 + xy 2 )k; C: el arco 
de R(í) = 3 eos ti + 3 sen tj + tk desde t = 0 hasta 



37. Si F es el campo de fuerza, con régimen de cuadrado in¬ 
verso, definido por 


F(x, y, z) 


l(xi + yj + zk) 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 / 2 


donde k es una constante positiva, calcule el trabajo reali¬ 
zado por F al desplazar una partícula a lo largo del segmen¬ 
to de recta desde el punto (3, 0, 0) hasta el punto (3, 0, 4). 
Evalúe la integral de línea mediante dos métodos: (a) utili¬ 
ce una función potencial para F; (b) no emplee una función 
potencial para F. 


14.4 TEOREMA DE GREEN 



El teorema de Green, así llamado en honor del matemático y físico inglés 
George Green (1793-1841) quien lo presentó en un trabajo sobre aplicacio¬ 
nes de las matemáticas a la electricidad y el magnetismo, expresa una doble 
integral sobre una región plana R en términos de una integral de línea sobre 
la curva frontera de R. 

Antes da p ro segu ji revise la,^ definiciones 9.1.1-9.1.3 concernientes 
a curvas WQGA respectivamente. El enunciado del 

teorema de Green se refiere a una integral de línea sobre una curva ce¬ 
rrada, simple y suave a trozos que constituye la frontera de una región plana, 
y el sentido en que se recorre C es el contrario al giro de las manecillas del 
reloj. La figura 1 muestra una región R junto con la curva C la cuál es su 
frontera. La integral de línea sobre C, recorrida en el sentido contrario al 

giro de las manecillas del reloj, se denota por • 


14.4.1 Teorema de Green 


Sean M y N funciones de las dos variables x y y tales que sus primeras 
derivadas parciales son continuas en un disco abierto B de R 2 . Si C es 
una curva cerrada, simple y suave a trozos contenida completamente 
en B, y si R es la región limitada por C, entonces 

j> M(x, y) dx + N(x,y)dy = JJ ( " §*) 

C R 

La demostración del teorema de Green para todas las regiones limi¬ 
tadas por curvas que son suaves a trozos, simples y cerradas pertenece a un 
curso de Cálculo avanzado. Sin embargo, se demostrará el teorema para 
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un tipo particular de regiones, aquellas para las cuales cada recta horizontal y 
cada recta vertical intersectan a su curva frontera a lo más en dos puntos. 
Enseguida se presenta la demostración 

Demostración Sea R una región del plano xy que puede definirse por 
R = {(x,y) \a < x < b, /,(*) < y < f 2 (x)) (1) 

O 

R = {(*»>') |csyá d, g,(y) < x < g 2 (y)) ( 2 ) 

donde las funciones f t , / 2 , gj y g 2 son suaves. La figura 2 muestra dicha 
región R, la cual se considera definida por (1) en la figura 3, y por (2) en la 
figura 4. La demostración consiste en probar que 


FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


M(x, y) dx =* 


N(x,y) dy 


A fin de demostrar (3) se considera a R como una región 
Refiérase a la figura 3. Sea C¡ la gráfica de y = f¡(x) desde x = a hasta 
x = b; esto es, C¡ es la parte inferior de la curva frontera C recorrida de 
izquierda a derecha. Sea C 2 la gráfica de y = f 2 (x) desde x = b hasta 
x = a; es decir, C 2 es la parte superior de la curva frontera C recorrida de 
derecha a izquierda. Considere la integral de línea -<jj M(x, y) dx. 


M(x, y) dx 


M(x, y) dx + M(x, y) dx 


M(x, fi(x))dx + M(x,f 2 (x))dx 


M(x, f\(x))dx 


M(x, f 2 (x)) dx 



FIGURA 4 


Al comparar (5) y (6) se deduce que se cumple (3). 
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V 



FIGURA 5 


Para demostrar (4), se considera que R es una región definida por (2), 
como en la figura 4. Los detalles de la demostración se dejan como ejerci¬ 
cio (vea el ejercicio 43). 

Si se suman los miembros correspondientes de las ecuaciones (3) y (4) 
se obtiene el teorema de Green para esta región R. m 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicará el teorema de 

Green para evaluar la integral -<j)y 2 dx + 4xy dy, donde C es la curva ce¬ 
rrada que consiste del arco de parábola y = x 2 desde el origen hasta el 
punto (2, 4) y el segmento de recta desde el punto (2, 4) hasta el origen. La 
región R con la frontera C se muestra en la figura 5. Del teorema de Green, 



64 

15 


A fin de mostrar la ventaja de emplear el teorema de Green, se evaluará 
la misma integral de línea mediante el método de la sección 14.2. Si Cj es el 
arco de la parábola y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4) y C 2 es el segmento de 
recta desde (2, 4) hasta (0, 0), entonces 



dx + 4 xy dy = 


y 2 dx + 4.ry dy + 

Je, 


y 2 dx + 4.ry dy 

Jc 2 


Las ecuaciones paramétricas para C¡ son 


x = t y = t 2 0 < / < 2 


Por tanto. 


y 2 dx + 4 xydy = (t 2 ) 2 dt + 4(r)(r 2 )(2r di) 


9 r dt 


= -' 5 f 

5 JO 


288 

5 


El arco C 2 puede representarse paramétricamente por 


x 


t 


y — 2 1 de r = 2 a / = 0 
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Así, 


c 2 


y 2 dx + 4 xy dy = (2 1) 2 dt + 4(r)(2r)(2 dt) 


0 


20 t 2 dt 


= 20,3 I 


3 J2 
160 

3 


En consecuencia, 

■j) y 2 dx + 4xy dy = - if 1 


64 

15 


lo cual concuerda con el resultado obtenido al utilizar el teorema de Green. A 


► EJEMPLO I Utilice el teorema de Green para calcular el tra¬ 
bajo total realizado al mover un objeto en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj una vez sobre la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 si el mo¬ 
vimiento es causado por el campo de fuerza F(*, y) = (sen * - y)i + 
(e y - x 2 )]. Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solución Si W joules es el trabajo realizado, entonces 


W = 


(sen* - y) dx + (e y - x 2 )dy 


donde C es la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 Del teorema de Green, 


S 

R 

-5 


£ {e y - x 2 )- ¿-(sen x- y) 


(-2x + l)dA 


dA 


Se emplearán coordenadas polares para evaluar la integral doble. Con 
* = r eos 6 y dA = rdrdd se tiene 
rlK ra 

(-2rcos0 + 1 )rdrd6 


W = 


2 iz 


2 iz 


2ic 


(-2 r 2 eos 6 + r)drd6 


| r 3 eos 6 + y 


dd 


= ^ a 3 eos 6 + y-j dd 


= - ^ a 3 sen 6 + y- 6 


Jo 


Conclusión: El trabajo realizadb es na 2 joules. 
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El teorema siguiente, el cual es una consecuencia del teorema de 
Green, proporciona un método útil para calcular el área de una región limi¬ 
tada por una curva cerrada, simple y suave a trozos. 


14.4.2 Teorema 


Si R es una región que tiene como su frontera una curva C cerrada, sim¬ 
ple y suave a trozos, y A unidades cuadradas es el área de R, entonces 


-í 


xdy - ydx 


Demostración En el enunciado del teorema de Green, considere 


A/O, y) = -~y y /VO, y) = O. Entonces 


j)-\ydx + rdy=jj 


dA 


1 1 
2 + 2 


dA 


■5 


dA 


Como II dA es la medida del área de R, entonces 


>í 


2 tV xdy - ydx = A 


► EJEMPLO 2 Utilice el teorema 14.4.2 para calcular el área de 
la región acotada por la elipse 


il . Z1 = i 

a 2 b 2 


Solución Las ecuaciones paramétricas para la elipse son 

x = a eos t y = b sen t 0 < / < 2n 

Entonces dx = -a sen r dt y dy = b eos t dt. Si C es la elipse y A unidades 
cuadradas es el área de la región limitada por C, entonces, por el teorema 14.4.2, 

A = xdy - y dx 


= * I 


c 

2n 


[(a eos t)(b eos t dt) - (b sen t)(-a sen t dt)] 


2 K 


a Wcos 2 t + sen 2 r) dt 


= {abj 
Jo 

= jtab 


dt 


Conclusión: El área es Jtab unidades cuadradas. 
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FIGURA 6 


► EJEMPLO 3 Utilice el teorema de Green para evaluar la integral 
( x 4 - 3y) dx + (2y 3 + 4x) dy 


' 

4) 

' r 


x 2 y 2 

si C es la elipse -g- + = 1. 

Solución Del teorema de Green, 


í 


(x 4 


3y) dx + (2y J + 4x) dy = 


-J 

R 

-ti 


£(2yl + 4x)-j- y (x 4 -3y) 


dA 


(4 + 3 )dA 


R 

= 7 


I 


dA 


La doble integral ¡j dA es la medida del área de la región acotada por la 

R 

elipse. Del ejemplo 2 con a = 3 y b = 2, el área de región limitada por 
la elipse es 6k unidades cuadradas. Por tanto. 



(x 4 - 3y) dx + (2y 3 + 4 x) dy = 42?r 


◄ 


Existen dos formas vectoriales del teorema de Green, las cuales se 
obtendrán a continuación. Sea C una curva cerrada, simple y suave a trozos 
del plano xy. Suponga que una ecuación vectorial de C es 


R(j) = xi + yj 


con x = f(s) y y = g(s), donde s unidades es la longitud de arco medida en 
el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj a partir de un punto 
particular P Q de C hasta un punto P de C. Entonces si T(.s) es el vector 
tangente unitario de C en P, T(.s) = D v R(.s). Así, 

t ( í ) = + pi < ? ) 

ds ds 

El vector normal N(j) definido por 

N (S) = (8) 

ds ds 

es un vector normal unitario de C en P. Este vector normal unitario se ha 
elegido en lugar de su valor negativo debido a que cuando el sentido en que 
se recorre C es contrario al giro de las manecillas del reloj, N(,s) apuntará 
hacia afuera de la región R limitada por C. A este vector se le denomina 
vector normal saliente unitario. Vea la figura 6. Sea 

F(x,y) = M(x, y) i + N(x, y)j 

donde M y N satisfacen la hipótesis del teorema de Green. Como 

F(jt,y) • N (s)ds = [M(x, y)i + N(x, y)j] • ^i - -^jj ds 
= M(x, y) dy - N(x, y) dx 
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entonces 


FU, y) • N(s) ds 


= -j) -N(x, 


y) dx + M(x, y) dy 


Al aplicar el teorema de Green a la integral de línea del miembro derecho de 
esta ecuación se obtiene 


-j) FU, y) • N(.í) ds = jj 
c JJ 

-n 

R 

íí 


¥ - #-<-*> 

dx dy 


dA 


dM dN 
dx dy 


dA 


= |J div F dA 

R 

Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en 
el teorema siguiente, llamado teorema de la divergencia de Gauss en honor 
al matemático y científico alemán Karl Gauss (1777-1855). 


14.4.3 Teorema de la divergencia de Gauss 
en el plano 


Considere las funciones M y N, la curva C y la región R como se defi¬ 
nieron en el teorema de Green. Si FU, y) = M(x, y)i + N(x, y)j y N(s) 
es el vector normal saliente unitario de C en P, donde s unidades es la 
longitud de arco medida en el sentido contrarío al giro de las maneci¬ 
llas del reloj desde un punto particular P 0 de C hasta P, entonces 


-fj) F • N ds = jj di 


div F dA 


r EJEMPLO 4 Verifique el teorema de la divergencia de Gauss 
en el plano si 

FU, y) = 2y\ + 5*j 

y R es la región limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 1. 

Solución La frontera de R es la circunferencia unitaria que puede re¬ 
presentarse paramétricamente por las ecuaciones 

x = eos 5 y = sen s 0 < s < 2 K 

donde .v es la longitud de arco desde el punto donde 5 = 0 hasta el punto P 
de C. Entonces una ecuación vectorial de C es 

RU) = eos si + sensj 0 < s < 2 n 

De (8), el vector normal saliente unitario es 

N(s) = eos si + sen sj 

En un punto P (eos s, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 eos sj. Por 
tanto. 
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F- Ndf 


f 2 * 

(2 sen si + 5 eos sj) • (eos si + sen sj) ds 

Jo 


rljt 

(2 sen s eos s + 5 sen s eos s) ds 

Jo 


’ln 

7 sen i eos s ds 

Jo 


7 2 l 2 * 

sen ¿ s 

2 Jo 
0 


Como M = 2y, = 0, y puesto que N = 5jc, 'J— = 0. Así, 



R R 


= 0 


De esta manera se ha verificado el teorema de la divergencia de Gauss en el 
plano para F y R. A 



FIGURA 7 


Observe en el ejemplo 4 que Jj div F dA es más fácil de calcular que 
<j> F • N di. R 

Si F es un campo vectorial y div F = 0, entonces se dice que F está 
libre de divergencia. El campo vectorial del ejemplo 4 está libre de diver¬ 
gencia. En el estudio de hidrodinámica (movientó de los fluidos), si el cam¬ 
po de velocidad de un fluido está libre de divergencia, entonces el fuido se 
denomina incompresible. En la teoría de la electricidad y el magnetismo, 
un campo vectorial que está libre de divergencia se dice que es solenoidal. 

A continuación se utilizará el teorema de la divergencia de Gauss en el 
plano para dar una interpretación física de la divergencia de un campo vecto¬ 
rial. Considere las funciones M y N, la región R y la curva C como se defi¬ 
nieron en el teorema de Green. Suponga que F es el campo de velocidad de 
un fluido bidimensional (es decir, con profundidad constante) y que F está 
definido por FU, y) = M(x, y)¡ + N(x, y)j. Además suponga que el fluido 
fluye a través de la región R que tiene la curva C como su frontera, para la 
cual el sentido en que se recorre C es contrario al giro de las manecillas del 
reloj. Se asumirá que el fluido tiene una densidad constante en R, y por con¬ 
veniencia, la densidad es de valor unitario. El flujo del campo vectorial F a 
través de C es la tasa a la que el fluido atraviesa C en dirección perpendicular 
a C. Se mostrará cómo este flujo puede expresarse como una integral de línea. 

Sea s la longitud de arco de la curva C medida desde un punto particular 
P 0 hasta un punto P. Divida la curva C en n arcos y sea A ¡s la longitud del 
i-ésimo arco que contiene al punto /’,(*,, y¡), donde s¡ es la longitud del arco 
de C desde Pq hasta P¡. Como F es continuo, entonces una aproximación de 
la velocidad del fluido en cada punto del í-ésimo arco es FQq, y,). La can¬ 
tidad de fluido que cruza el arco por unidad de tiempo está dada aproxi¬ 
madamente por el área de un paralelogramo que tiene un par de lados 
opuestos de longitud A ¡s y una altura de longitud F(x¿, y¡) • N(s,-) unidades, 
donde N(í,) es el vector normal saliente unitario de C en P¡(x¡, y¡). Vea la fi¬ 
gura 7. El área del parelelogramo es F(X), y¡) • N(s¡) A ¡s unidades cuadradas. 
La cantidad total de fluido que atraviesa C por unidad de tiempo está dada 
aproximadamente por 
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¿FU,, y¡) • N(j,-) A¡s 


Al tomar el límite de esta suma conforme n se incrementa sin límite y como 
cada A,í tiende a cero, se obtiene la integral de línea 


F(jc, y) • N(j) ds 


la cual se denomina flujo de F a través de C. 

Ahora bien, sea P(x, y) un punto particular de R. Considere una cir¬ 
cunferencia que tiene centro en P y radio pequeño S, y denótela por Cg. Sea 
Rg la región limitada por Cg. Entonces 


flujo de F a través de Cg 


Al aplicar el teorema .14.4.3 se tiene 


flujo de F a través de Cg 


= •€) F(x, y) • N 
iene 

íí 


ds 


div F dA 


Si M x y N y son continuas en Rg, entonces div F es continua en esa región, 
y para una 8 pequeña, div F en R¿es aproximadamente F(x, y). Así, 


-f dl ' 

R 

jj dA es la i 


flujo de F a través de Cg = | j div F(x, y) dA 

R 

Como div F(x, y) es constante y f| dA es la medida del área de una circun¬ 


ferencia de radio S, entonces se tiene 


flujo de F a través de Cg = div F(x, y) (nS 2 ) 


(9) 


Recuerde que el flujo de F a través de Cg es la cantidad total de fluido que 
atraviesa Cg por unidad de tiempo. Por tanto, de (9), div F(x, y) puede 
interpretarse como la medida aproximada de la tasa de flujo del fluido por 
unidad de área que sale del punto (x, y). Si div FU, y) > 0, se dice que el 
fluido tiene una fuente en (x,y). Si div F(x,y) < 0, entonces el fluido tiene 
una antifuente o sumidero en (x, y). Si F está libre de divergencia en todos 
los puntos de una región, entonces no existen fuentes ni antifuentes en la 
región. Como se mencionó anteriormente, el fluido es incompresible. 

La palabra flujo normalmente significa escurrimiento o fluencia; sin 
embargo, el término flujo se aplica a campos vectoriales en general, no sólo 
a aquellos asociados con la velocidad de un fluido. De esta manera, si F es 
un campo vectorial, entonces 


flujo de F a través de C 


= ■fj) F • N 


ds 


( 10 ) 


► EJEMPLO 5 El campo de velocidad de un fluido está defini¬ 
do por 

F(x, y) = (5x - y)i + (x 2 - 3y)j - 

Calcule la intensidad (tasa) de fluencia del fluido cuando sale de una región 
limitada por una curva C cerrada, simple y suave cuya área es de 150 cm 2 . 
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Solución La intensidad de fluencia del fluido está dada por el flujo de F 
a través de C. De (10) y del teorema de la divergencia de Gauss en el plano 
se tiene 


flujo 


ds 


■j) F-N 
= jj div F dA 

R 

- 

d 


y 

JJ 


dx (5x - y) + Ty (X ' 


- 3y) dA 


= JJ (5 - 3 )dA 

R 


-II 


dA 


Como el área de R es de 150 cm 2 , entonces JJ dA = 150. Así, 

R 

flujo = 300 

Conclusión: La intensidad de fluencia (o flujo) del fluido que sale de la 
región es 300 cm 2 por unidad de tiempo. ^ 

A fin de obtener la segunda forma vectorial del teorema de Green se 
considerará el producto punto de F(x, y) y el vector tangente unitario T(s) 
definido por la ecuación (7). De este modo, 

F(x, y) • T(s) ds = [M(x, y)i + A(x,y)j] • (g i + ^ j) 

= M(x, y) dx + N(x, y) dy 

De donde 


ds 


F(x, y) • T(s)ds = fj) M(x, y) dx + N(x, y) dy 
El rotacional de F en dos dimensiones se definió en la sección 14.1 como 


( 11 ) 


rot F(x, y) 

Por tanto, 

rot F(x, y) * k = ^ 


_ ÍM _ dM) . 

~ \dx dy ) 1 


¿W _ M_ 
dx dy 


) k ‘ 


. 17 / \ i ¿9V dM 

rot F(x, y) • k = Tx ~ ^ 


En consecuencia, de esta ecuación y (11), la ecuación del teorema de Green 
puede escribirse como 


'O 

J r 


Y(x, y) • T(s) ds 


-ti 


rot F(x, y) • k dA 
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Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en el 
teorema siguiente denominado teorema de Stokes , en honor al matemático 
y físico irlandés George Stokes (1819-1903). 


14.4.4 Teorema de Stokes en el plano 


Considere las funciones M y Ai, la curva C y la región R como se defi¬ 
nieron en el teorema de Green. Si F(x, y) - M(x, y)i + N(x, y)j y T(s) 
es el vector tangente unitario de C en P, donde s unidades es la longi¬ 
tud de arco medida desde un punto particular Pq de C hasta P. entonces 



• Tds 



rot F * k dA 


^ EJEMPLO 6 Verifique el teorema de Stokes en el plano para 
F y la región R del ejemplo 4. 

Solución Como en el ejemplo 4, el campo vectorial F está definido por 
F(x,y) = 2 vi + 5*j 
y una ecuación vectorial de C es 

R(s) = eos si + sensj 0 < s < 2n 
Como T(s) = Z)jR(s), 

T(s) = -sen si + cossj 

En un punto P (eos s, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 eos sj. 
Por tanto, 


F • T ds = (2 sen si + 5 eos sj) • (-sen si + cossj)ds 


(-2 sen 2 s + 5 eos 2 s)ds 


rlK 

~»í L 

Jo 


-ds + 5 


1 + eos 2s 


= -s + f sen 2s + 2s + | sen 2s]^ 


= §s + 1 sen 2s]^ 


ComoV = 5 je, ^ = 5, y como M = 2y, = 2. Así 


rot F * k dA 


dN dM i , . 
Tx ~ ¿ 7 ) dA 


(5 - 2) dA 
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flujo 

del 

fluido 



FIGURA 9 


- 3 S m 

R 

= 3 n 


De esta manera se ha verificado el teorema de Stokes para este campo vec¬ 
torial F y esta región R. ^ 


Si F es el campo de velocidad de un fluido, entonces el producto punto 


F • T es la componente tangencial de F y la integral de línea -tp F • T ds 

se denomina circulación de F sobre o alrededor de C. De manera in¬ 
tuitiva, se puede pensar que la circulación es la suma de las componentes 
tangenciales de F alrededor de C. Si el desplazamiento alrededor de C se 
efectúa en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj y 

■® F • T ds > 0, entonces el fluido circula en ese sentido; refiérase a la fi- 
Jc r 

gura 8. Si <b F ■ T ds < 0, la circulación del fluido se efectúa en el mis¬ 
mo sentido que el giro de las manecillas del reloj; consulte'la figura 9. 

Sea P(x, y) un punto particular de la región R y sea Cg la circunferen¬ 
cia de centro P y radio pequeño 8. Si Rg es la región limitada por Cg, entonces 



F • Tds 


íí 


rot F • k dA 


Si M y y N x son continuas en Rg, entonces rot F • k es continua en esa región 
y para un valor pequeño de 8, rot F • k en Rg es aproximadamente igual a 
rot F(x, y) • k. Por tanto, 



F ■ T ds ~ rot F(x, y) • k 


íí 


dA 


F • T ds ~ rot F(x, y) • k(;r5 2 ) 


De esta forma se interpreta rot F(x, y) • k como la medida aproximada de la 
intensidad (o tasa) de circulación por unidad de área en el sentido contrario 
al giro de las manecillas del reloj en el punto P. Cuando F y T son vecto¬ 
res ortogonales, F • T = 0 por lo que rot F = 0. En tal caso se dice que F es 
irrotacional. Este término se emplea aún si F no es el campo de velocidad 
de un fluido. 


EJERCICIOS 14.4 


En los ejercicios 1 a 8, evalúe la integral de línea mediante el 
teorema de Creen. Después verifique el resultado por medio 
del método de la sección 14.2. 

1. 4 y dx + 3jt dy, donde C es el cuadrado cuyos vértices 
son (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). 

2. y 2 dx + x 2 dy, donde C es el cuadrado del ejercicio 1. 

3. -j> 2xy dx - x 2 y dy, donde C es el triángulo cuyos vérti¬ 
ces son (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 

4. La integral de línea del ejercicio 3, donde C es el triángulo 
cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). 


5. x 2 y dx - y 2 x dy, donde C es la circunferencia x 2 + 
y 2 = 1. 

6. -j> (x 2 - y 2 ) dx + 2 xy dy, donde C es la circunferencia 
x 1 + y 2 = 1. 

7. La integral de línea del ejercicio 5, donde C es la curva 
cerrada que consiste del arco de 4y = x 3 de (0,0) a (2, 2) 
y el segmento de recta de (2, 2) a (0, 0). 

8. La integral de línea del ejercicio 6, donde C es la curva 
cerrada del ejercicio 7. 
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En los ejercicios 9 a 20, utilice el teorema de Green para eva¬ 
luar la integral de linea. 

9. ^ (* + y) dx + xy dy, donde C es la curva cerrada deter- 
’ c , 

minada por el eje x, la recta x = 2 y la curva 4y = x. 

10. y 2 dx + x 2 dy, donde C es la curva cerrada determina¬ 
re . 

da.por el eje x, la recta x = 1 y la curva y = * . 

11. ( -x 2 + x) dy, donde C es la curva cerrada determi¬ 
ne 

nada por la recta * - 2y = 0 y la parábola x = 2y . 

12. -j> (* 2 + y) dx, donde C es la curva cerrada determinada 
por el eje x y la parábola y = 4 - x 2 . 

13. -j> eos y dx + eos x dy, donde C es el rectángulo cuyos 
vértices son (0,0), (j n, 0), (| rt, i ti) y (0, | ti). 

14. e x+y dx + e x+y dy, donde C es la circunferencia x 2 + 

n c 

y 2 = 4. 

15. -ji (sen 4 * + e 2x ) dx + (eos 3 y - e y ) dy, donde C es la 
curva* 4 + y 4 = 16. 

16. -j> x sen y dx - y eos * dy, donde C es el rectángulo cuyos 
vértices son (0, 0), ( '-Jt, 0), (| Jt, '-jt) y (0, | rt). 

17. J¡ y y dx - tan' 1 * dy, donde C es la elipse 4* 2 + 

¡c * + 1 

25y 2 = 100. 

18. e y eos x dx + e y sen * dy, donde C es la curva * 6 + 
y 4 = 10. 

19. ^ (e x - x 2 y) dx + 3* 2 y dy, donde C es la curva cerrada 
determinada por y = * 2 y* = y 2 . 

20. <f> tan y dx — x tan 2 y dy, donde C es la elipse * 2 + 

J c 

4y 2 = 1. 

En los ejercicios 21 a 26, emplee el teorema 14.4.2 para 
calcular el área de la región. 

21. La región limitada por el cuadrilátero cuyos vértices son 
(0,0), (4, 0), (3, 2) y (1, 1). 

22. La región cuya frontera es la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . 

23. La región limitada por las gráficas de y = * 2 y y = V* • 

24. La región acotada por la parábola y = 2* 2 y la recta 
y = 8*. 

25. La región limitada por la hipocicloide cuyas ecuaciones 
paramétricas son 

x = a eos 3 1 y = a sen 3 1 

donde a > 0 y 0 < t < 2it. 

26. La región acotada inferiormente por el eje * y superior¬ 
mente por un arco de la cicloide que tiene ecuaciones 
paramétricas 

* = r - sen í y=l-cosr 0 < r < 2tr 

En los ejercicios 27 a 30, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss en el plano y el teorema de Stokes en el plano para 
Fy R. 

27. F(*, y) = 3*i + 2yj y R es la región acotada por la 
circunferencia* 2 + y 2 = 1. 

28. F(*, y) = 3yi - 2*j y R es la región limitada por 
* 2 ' 3 + y 2 ' 3 = 1. 


29. F(*, y) = * 2 i + y 2 j y R es la región acotada por la elipse 
4* 2 + 25y 2 = 100. 

30. F(*, y) = y 2 i + * 2 j y R es la región limitada por la 
circunferencia* 2 + y 2 = 4. 

En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover una vez un objeto 
en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alre¬ 
dedor de la curva C si el movimiento es causado por el cam¬ 
po de fuerza F(*, y). Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. 

31. C es la elipse* 2 + 4y 2 = 16; 

F(*,y) = (3* + y)i + (4* - 5y)j. 

32. Ces la circunferencia * 2 + y 2 = 25; 

F(*, y) = (e x + y 2 )i + (* 2 y + cosy)j. 

33. C es el triángulo cuyos vértices son (0, 0), (2,0) y (0, 2); 
F(*,y) = (e x2 + y 2 ) i + (e y2 + * 2 )j. 

34. C consiste de la mitad superior de la elipse 

9* 2 + 4y 2 = 36 y el intervalo [-2, 2] sobre el eje *; 
F(*,y) = (*y + y 2 ) i + *yj. 

En los ejercicios 35 a 38, determine la intensidad (o tasa) de 
fluencia (o flujo ) del fluido que sale de la región R limitada por 
la curva C si F es el campo de velocidad del fluido. Suponga 
que la velocidad se mide en centímetros por segundo y el área 
de R en centímetros cuadrados. 

35. F(*,y) = (y 2 + 6*)i + (2y - * 2 )j; C es la elipse 
* 2 + 4y 2 = 4. 

36. F(*,y) = (5* - y 2 )i + (3* - 2y)j; C es el triángulo 
rectángulo cuyos vértices son (1, 2), (4, 2) y (4, 6). 

37. F(*, y) = * 3 i + y 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia* 2 + y 2 = 1. 

38. F(*, y) = *y 2 i + y* 2 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia* 2 + y 2 = 9. 

En los ejercicios 39 a 42, F es el campo de velocidad de un 
fluido alrededor de la curva cerrada C, donde el movimiento 
alrededor de C se efectúa en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj. Emplee el teorema de Stokes en el plano 
para calcular -j> F • T ds y del resultado determine cual de 
los siguientes enunciados es correcto; (i) la circulación del 
fluido es en el sentido contrario al giro de las manecillas del re¬ 
loj; (ii) la circulación del fluido es en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj; (iii) F es irrotacional. 

39. F(*, y) = 4yi + 6*j; C es el triángulo cuyos vértices 
son (0, 0), (3, 0) y (3, 5). 

40. F(*, y) = 8yi + 3*j; C es la elipse 4* 2 + 9y 2 = 1. 

41. F(*, y) = sen 2 *i + eos 2 yj; C es la curva determinada 
por la elipse 9* 2 + y 2 = 9. 

42. F(*, y) = y 3 i + * 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia* 2 +y 2 = 25. 

43. Demuestre que ji N(x, y) dy = jj jf~dA si R es la re¬ 
gión definida por g 

R = ((*, y) |c S y < d, g,(y) < * < g 2 (y)} 

donde g , y g 2 son suaves. 
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14.5 INTEGRALES DE SUPERFICIE 


Q(u¡, f(u¡, V,)) 



FIGURA 1 


El concepto de integral de superficie es una extensión del concepto de in¬ 
tegral de línea en tres dimensiones. Se inicia el estudio de las integrales de 
superficie al considerar una región cerrada en el plano xy. Denote esta re¬ 
gión por D, en lugar de R, a fin de evitar confusiones con la función definida 
por R(x, y, z) empleada posteriormente en la discusión. Suponga que S es 
una superficie que se encuentra sobre D y que tiene la ecuación z = f(x, y), 
donde/y sus primeras derivadas parciales son continuas en D. Entonces, si 
eres la medida del área de la superficie S, por el teorema 13.3.4 se tiene 

cr = jj -¡f x 2 (x, y) + f y 2 (x , y) + 1 dxdy (1) 

D 

Se puede generalizar la integral de (1) si se considera una función G de las 
tres variables x, y y z, donde G es continua sobre S. Se procede de manera 
semejante a la discusión de la sección 13.3 que precede al teorema 13.3.4. 
Sea A una partición de la región D en subregiones rectangulares, donde el 
í-ésimo rectángulo tiene las dimensiones de medidas A¡x y A,y, y un área de 
medida A,-A. Sea (u¡, v,) cualquier punto del z'-ésimo rectángulo, y considere 
el plano tangente a la superficie en el punto Q(u¿, v¡, f(u¡, v,)) de S. Pro¬ 
yecte verticalmente hacia arriba el z'-ésimo rectángulo en el plano tangente, 
y sea A, a la medida del área de esta proyección. Vea la figura 1. El número ■ 
A,cr es una aproximación de la medida del área correspondiente a la por¬ 
ción de la superficie ubicada sobre el z'-ésimo rectángulo. En la sección 13.3 
se demostró que 

A ¡a = A ¡f x 2 (u h v¡) + f y 2 (u¡, v¡) + 1 A,A (2) 

Si se forma la suma 


n 

'5j}(u h v¡, f(u¡, v¡)) A ¡a 

i= 1 

y se toma el límite de ésta conforme la norma de la partición tiende a 
cero, se tiene 


lím YC(u h v¡, f(u¡, v,)) A,(T 

iiaii-»o n 


(3) 


Este límite se denomina integral de superficie de G sobre S y se denota 
mediante 


íí 


G(x, y,z)da 


s 

A fin de obtener una fórmula para evaluar esta integral de superficie, se 
sustituye de (2) en (3) y se obtiene 


'Zp(u ¡ ,v i ,f{u i ,v ¡ )) y ¡f x z (u : , V,) + //(«,-, V¡) + 1 A;A 
Este límite es una doble integral sobre la región D del plano xy. De modo que. 


,z)da 


jj G{x, y,; 

= |J G(x, y, f(x, y)) Jf x 2 (x, y) + f y 2 (x, y) + 1 dA 


(4) 
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Si G(x, y,z)= t, entonces (4) se transforma en 

ir- 

S D 

Al comparar esta ecuación con (1), se observa que para esta G la integral de 
superficie de G sobre S proporciona la medida del área de la superficie S. 

Para la integral de superficie de (4), z = f(x, y) es una ecuación de la 
superficie S que se proyecta sobre la región D del plano xy. Si una ecuación 
de la superficie S es de la forma y = g(x, z) y S se proyecta sobre la re¬ 
gión D del plano xz, y si g y sus primeras derivadas parciales son conti¬ 
nuas en D, entonces 


fx' U y) + f y (x, y) + \dA 


Jm 


G(x, y, z) da 


G(x, g(x, z), z) 4sx 2 (x, z) + g/(x, z) + 1 dA 


D 


(5) 


Además, si una ecuación de la superficie S es de la forma x = h( y, z) y 
S se proyecta sobre la región D del plano yz, y si h y sus primeras deri¬ 
vadas parciales son continuas en D, entonces 


cc 

J m 


G(x, y, z) da 

= íf G(h(y, z),y,Z)Jh y 2 (y, z) + A r 2 (>, z) + 1 dA 


D 


(6) 


► EJEMPLO 7 


Evalúe la integral de superficie 




s 

donde S es la porción del cono x 2 + y 2 = z 2 ubicada entre los planos 
z = 1 y z = 2. 

Solución La figura 2 muestra la superficie 5 y la proyección dé S sobre 
la región D del plano xy. La región D está limitada por las dos circunfe¬ 
rencias de radios 1 y 2, y cuyos centros están en el origen. Al despejar z de 
la ecuación de S, donde z > 0,se obtiene z = ¡x 2 + y 2 . Por tanto, 

f(x,y) = ^ ¡x 2 + y 2 f x (x,y) = x - ■ f y (x,y) = , x 

V * 2 + y 2 v* + y 2 

De (4), con G(x, y, z) = x 2 z 2 se obtiene 



s 


x 2 z 2 da 


x\x 2 + y 2 ) 


x 2 + y 2 


x 2 + y 2 


+ 1 dA 


CC 

Jm 


x z {x ¿ + y ¿ ) a/2 dA 


D 

Se evalúa la integral doble empleando coordenadas polares. Con x = r eos 6, 
x 2 + y 2 = r 2 y dA = r dr dO se tiene 
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JJ x 2 z 2 da = V 2 J J (r 2 eos 2 O^rdrdff) 


= -J2 


n 

í 


eos 2 Or 5 drd6 


1 n r a 

cos ¿ 0 -T- 

o 


de 


de 


= V2 

21V2 

2 

21V2 

~ 4 

21 ;r 4 

" V2 

Si la medida de la densidad superficial en el punto (x, y, z) de la super¬ 
ficie S es p(x, y, z), y si M es la medida de la masa de S, entonces 


P 


e + 


+ eos 20 
2 

sen 20 


JO 


M 


-íí 


Z)ífo 


(7) 


z 



FIGURA 3 


► EJEMPLO 2 Calcule la masa de la porción del plano x + y + 
z = 1 que se encuentra en el primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (x, y, z) de la superficie es kx 2 kilogramos por metro cua¬ 
drado, donde k es una constante. 


Solución La figura 3 muestra S, la cual es la superficie del plano dado en 
el primer octante, la región D , que es la proyección de 5 en el plano xy. Si se 
despeja z en la ecuación del plano se obtiene z = 1 - x - y. De esta manera, 

f(x,y) = l - x- y /^(x, y) = -1 f y (x,y) = -1 


De (7), con p(x, y, z) = kx 2 , si M kilogramos es la masa de la superficie, 
entonces 


kx 2 da 


S 

s 

= JJ kx u 

D 


//(*, y) + //(*, y) + 1 dA 


D 

= -J3k 


l) 2 + (-1) 2 + 1 dA 
1 r 1 -jt 


II 


x 2 dy dx 


1 r i1 


P 


= V3* \x 2 y 


Jo 


dx 


Jo 


= y[3k\ (x 2 - x 3 ) dx 
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= ^ 

Conclusión: La masa es ^ V3 k kilogramos. 4 

Ahora se presentará una aplicación de las integrales de superficie para 
determinar el flujo de un fluido. Sea F el campo de velocidad de un fluido 
definido por 

F(x,y,z) = M(x,y,z) i + N(x,y,z) j + R(x,y,z) k 



FIGURA 4 


Además, suponga que el fluido fluye a través de la superficie S cuya ecua¬ 
ción es z = f{x, y), la cual se encuentra sobre la región D del plano xy. 
También suponga que / y sus primeras derivadas parciales son continuas en 
D. En cada punto de S existen dos vectores normales unitarios a S. El vector 
normal unitario que tiene la componente k positiva se denomina vector nor¬ 
mal superior unitario y el que tiene la componente k negativa recibe el 
nombre de vector normal inferior unitario. 

Como en la discusión anterior a la ecuación (2), tome una partición de 
la región D que consiste de n subregiones rectangulares. Elija un punto 
(u¡, v¡) en el i-ésimo rectángulo. Proyecte verticalmente hacia arriba el 
i'-ésimo rectángulo sobre el plano tangente a la superficie S en el punto 
Q(u v v„ /(«,, v,)) y sea A ¡a, dado por (2), una aproximación de la medida 
del área de esta proyección. Otra vez refiérase a la figura 1. Ahora sea N, 
el vector normal superior unitario a S en el punto Q y sea F,- el vector velo¬ 
cidad del fluido en Q. La cantidad del fluido que atraviesa la proyección 
por unidad de tiempo está dada aproximadamente por el volumen del 
paralelepípedo que tiene una base de área A ¡a unidades cuadradas y una 
altura de longitud F¡ • N, unidades. Refiérase a la figura 4. La medida del 
volumen del paralelepípedo es F, • N,- A, cr. La cantidad total de fluido 
que atraviesa S por unidad de tiempo está dada aproximadamente por 


L F i • N A CT 

1=1 


1 

Al tomar el límite de esta suma conforme n crece sin límite y cada A, <7 se 
aproxima a cero, se obtiene la integral de superficie 


C C 
J* 


F • N da 


( 8 ) 


s 

la cual se denomina flujo de F a través de S. 

Con el fin de evaluar la integral de superficie (8), se escribe la ecuación 
de S en la forma g(x, y, z) = 0, donde 


g(x, y, z) = z - f(x, y) 


Del teorema 12.7.2, un vector normal unitario de la superficie definida por 
g(x, y, z) = 0 es 


Vg 

II Ví || 

-f x (x, y)i - f y (x, y)j + k 
yjfx 2 (x, y) + fy 2 (x, y) + 1 


N = 
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De modo que 


íí-íí 


( -fr Í - / v j + k 

(Mi + JVJ + flk) • 

+ f'y 2 + 1 


T ~Mf X - Nfy + R 

\¡fx 2 + /v 2 + 1 


(V/, 2 + fy 2 + 1) dA 


Por tanto, se concluye que 




(-Mf x - Nf y + R) dA 


donde N es un vector normal superior unitario. Si N es un vector normal in¬ 
ferior unitario (donde la componente k es negativa), entonces se tiene 




(Mf x + Nf y - R) dA 


Esta fórmula se demuestra de manera semejante a la empleada al deducir (9). 


► EJEMPLO 3 


El campo de velocidad de un fluido está dada por 


F(x,y,z) = yi - xj + 8k 

y la superficie S es la porción de la esfera* 2 + y 2 + z 2 = 9 ubicada sobre 
la región D del plano xy acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4. 
Calcule el flujo de F a través de S. 

y Solución La figura 5 muestra la superficie 5 y la región D del plano 
xy. Al despejar z de la ecuación de la esfera, con z > 0, se obtiene 
z = -^9 - x 2 - y 2 . Por tanto, 

/(*, y) = ^9 - x 2 - y 2 f x = , ~4- j f y = y = 

V 9 - x ~ y y¡9 ~ x 2 - y 2 

f = _£ f = _Z 

Jx z Jy z 

De la definición de flujo se tiene 


flujo de F a través de S 


Y 

= F • N < 
J. 


Del campo de velocidad dado, M = y, N = - xy R = 8. Por tanto, de (9), 


flujo de F a través de S = (.-Mfx - Nf y + R) dA 




8 \ \ dA 
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Como D es la región limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4, en¬ 
tonces A = 4n. Así, 

flujo de F a través de S = 8(4tt) 

= 32 n 



FIGURA 6 


Conclusión: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) a través de S es 
32 k unidades cúbicas de volumen por unidad de tiempo. A 


Suponga que S es una superficie cerrada, como lo son los paralelepí¬ 
pedos rectangulares, las esferas y los elipsoides. Cuando se utiliza (8) para 
calcular el flujo de F a través de una superficie cerrada, se elige N como 
un vector normal saliente unitario, el cual es un vector normal cuya di¬ 
rección es hacia afuera del sólido limitado por la superficie. En particular, 
si S es un elipsoide, como el mostrado en la figura 6, se considera que S 
consiste de una susperficie superior 5) y una superficie inferior S 2 , como 
se indica en la figura. En tal caso el flujo de F a través de S es 



s 


r 


S, 


F • Nj dcr + 


íí 


F-N 2 d<T 


Para la integral de superficie a través de N] es un vector normal su¬ 
perior unitario y para la integral de superficie a través de S 2 , N 2 es un 
vector normal inferior unitario. 



FIGURA 7 


► EJEMPLO 4 El campo de velocidad de un fluido está dado por 
F(x, y, z) = 5zk, y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 — 16. Calcule el flujo de F 
a través de S si la longitud se mide en centímetros y el tiempo en horas. 

Solución La figura 7 muestra la esfera y la región D del plano xy, la 
cual es el círculo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 = 16. Como 
F(jc, y, z) = 5zk, M = 0, N = 0 y R = 5z. El flujo de F a través de S es 


•/• f f p r 

F • N da = F-Njárr-t 
J J J J J m 


F • N 2 da 


( 11 ) 


donde 5) es la mitad superior de la esfera y S 2 es la mitad inferior. Para Si, 
N| es un vector normal superior unitario y una ecuación de S) es 
Z = Vi 6 ~ x 2 — y 2 . Así, f(x, y) = -J\6 - x 2 - y 2 .De (9), 


J . 


F • N, da 


-b 

D 

-s 


Mf x - Nf y + R] dA 


cc 

= 5 4 

Jm 


16 - x 2 - y 2 dA 


= 5 



Vl6 - r 2 rdrdd 
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= 5 | - i (16 - r 2 


2 n 

= ^ 


-i4 

)3/2 

Jo 


de 


Para S 2 . N 2 es un vector normal inferior unitario y una ecuación de S 2 es 
z = - ^16 - x 2 - y 2 . Por tanto,/(x, y) = - - x 2 - y 2 . De (10), 


• r rr 

F • N 2 do = 

J J JJ 


F • N 2 do = [Mf x + - R] dA 


-5 zdA 


= 5 x /16 - x 2 - y 2 dA 


De igual modo que en el cálculo del flujo de F a través de S], se tiene 


En consecuencia, de (11), 


»T 640 , 640 

N da = -r-rr + -y-n 


Conclusión: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) del fluido a través 
de la esfera es ™ n cm 3 /hr. 4 


El concepto de flujo no se limita sólo a campos de velocidad de fluidos. 
Por ejemplo, si F es un campo eléctrico, entonces la integral de superficie (8) 
es un flujo eléctrico, y si F es un campo magnético, entonces dicha inte¬ 
gral es un flujo magnético. La integral de superficie (8) también puede 
representar un flujo de calor. 


EJERCICIOS 14.5 


En los ejercicios 1 a 14, evalúe la integral de superficie 
JJ G(x, y, z¡ da para G y S. 

5 

1. G(x, y, z) = z; S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 
que se encuentra por arriba del plano xy. 

2. G(x,y,z) = x; S es la porción del plano x + y + 
z = I del del primer octante. 

3. G(x, y, z) = x + 2y - z; S es la porción del plano x + 
y + z = 2 del primer octante. 

4. G(x, y, z) = z; S es la porción del plano 2x + 3y + 
z = 6 de) primer octante. 

5. G(x, y, z) = xyz; S se define como en el ejercicio 4. 


6. G(x, y, z) = X 2 ; 5 es la porción del cilindro x 2 + 
y 2 = 1 ubicado entre el plano xy y el plano z = 1 en el 
primer octante. 

7. G(x, y, z) = x; 5 es la porción del cilindro z = x 2 del 
primer octante limitada por los planos coordenados y los 
planos x = 1 y y = 2. 

8. G(x, y, z) = y; S es la porción del cilindro z = 4 - y 2 
del primer octante limitada por los planos coordenados y 
el plano x = 3. 

9. G(x, y, z) = z 2 ; S es la porción del cono x 2 + y 2 = z 2 
que está entre los planos z = 1 y z = 2. 
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10. G(x , y, z) = xyz\ S es la porción del cono x 2 + y 2 = z 2 
que se encuentra entre los planos z = 1 y z = 2. 

11. G(x, y, z) — x + y; S es la porción del plano 4x + 3y + 
6z = 12 del primer octante. 

12. GU, y, Z) = <¡X 2 + y 2 + z 2 ; S es la porción del cono 
x? + y 2 = z 2 ubicada entre el plano xy y el plano z = 2. 

13. G(x,y,z) = xyz\ S es la porción del cilindro x 2 + 
z 2 = 4 que se encuentra entre los planos y = 1 y y = 3. 

14. G(x,y.z) = x 2 \ S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 9 
que está por arriba del plano .ty. Sugerencia: la integral 
de superficie es impropia. Vea el ejemplo 7 de la sección 
13.4. 

En los ejercicios 15 a 20, calcule la masa de la superficie S si 

la densidad superficial en cualquier punto (x, y, z) es p(x, y, z) 

kilogramos por metro cuadrado. 

15. S es la parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 ubicada por 
arriba de la región limitada por circunferencia x 2 + 
y 2 - 1; p(x,y,z) = k^x 2 + y 2 + z 2 , donde k es una 
constante. 

16. S es la porción del plano 3i + 2y + z = 6 del primer 
octante; p(x, y, z) = y + 2 z. 

17. S es la porción del paraboloide z = 9 - x 2 - y 2 que se 
encuentra por arriba del plano xy, p(x, y, z) = 

i/Víjc^tvti. 

18. 5 es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 que está debajo del 
plano xy, p(x, y, z) = x 2 + y 2 . Consulte la sugerencia 
del ejercicio 14. 


19. S es la porción del cono x 2 + y 2 = z 1 ubicada entre los 
planos z = 2y z- 3 \p(x,y,z) = y 2 z 2 . 

20. S es la porción de la esfera x 2 + y 2 y z 2 = 16 del pri¬ 
mer octante; p(x, y, z) = kz 2 . donde k es una constante. 

En los ejercicios 21 a 24 calcule el flujo de F a través de la 

superficie S donde FU, y, z) proporciona el campo de velo¬ 
cidad de un fluido. 

21. F(x,y,z) = xi + yj + zk; S es la porción del plano 
3x + 2y + z = 6 del primer octante. 

22. F(x, y, z) está definido del mismo modo que en el ejerci¬ 
cio 21; S es la porción de la esfera x 1 + y 2 + z 2 = 1 
ubicada por arriba de la región del plano xy acotada por 
la circunferencia 4x 2 + 4y 2 = 1. 

23. Ffr, y, z) = -2yi + 2x\ + 5 k; S es la parte de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 — 16 que se encuentra sobre la región del 
plano xy limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 9. 

24. F(jt, y, z) = 3xi + 3yj + 6¿k; S es la porción del pa¬ 
raboloide z = 4 - x 2 - y 2 ubicada por arriba del 
plano xy. 

25. Suponga que FU, y, z) = x 2 i + xyj + 2zk y S es el 
cubo del primer octante limitado por los planos coorde¬ 
nados y los planos x = l.y = 1 yz = 1. Calcule el flujo 
de F a través de S evaluando seis integrales de superficie, 
una para cada cara del cubo. 

26. Si FU, y, z) = 3ri + y 2 j + yzk y S es el cubo del ejer¬ 
cicio 25, calcule el flujo de F a través de S evaluando 
seis integrales de superficie, una para cada cara del cubo. 


14.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA DE GAUSS Y TEOREMA 
DE STOKES 


Las dos formas vectoriales del teorema de Green, el teorema de la diver¬ 
gencia de Gauss en el plano y el teorema de Stokes en el plano, pue¬ 
den generalizarse a tres dimensiones. Una exposición rigurosa de estos 
teoremas pertenece a un curso de Cálculo avanzado. Sin embargó, en esta 
sección se proporcionará una breve introducción a estos teoremas. 


14.6.1 Teorema de la divergencia de Gauss 


Sean M, N y R funciones de las tres variables x, y y z, y suponga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en una bola abierta B de 
/? 3 Sea S una superficie cerrada y suave a trozos contenida en B, y sea 
E la región limitada por S. Si 

FU, y, z) = M(x, y, z)¡ + N(x,y,z )j + R(x,y,z)k 


y N es un vector normal saliente unitario de S, entonces 


jj F • Nda = jJJ di 


div F dV 
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Este teorema afirma que el flujo de F a través de la frontera S de una 
región E de R 3 es la integral triple de la divergencia de F sobre E. La 
demostración de este teorema está más allá del alcance de este libro. En el 
ejemplo siguiente se verifica este teorema para una F y una S particulares. 


► EJEMPLO I Utilice el teorema de la divergencia de Gauss para 
resolver el ejemplo 4 de la sección 14.5. 

Solución FU, y, z) = 5zk y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16. Del 
teorema de la divergencia de Gauss, el flujo de F a través de S es 


F • Nda = 


div F dV 


Como FU, y, z) = 5zk, div F = ^-(5z); esto es, div F = 5. De este modo, 


Y 
J. 


F-Ndcr = 5 


dV 


S E 

Debido a que el volumen de E es el volumen de una esfera de radio 4, se tiene 


y F • N da = 5 [| zr(4) 3 ] 



/(l, 0,0) 


FIGURA 1 


Al comparar la solución del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la 
sección 14.5, se observa cómo el teorema de la divergencia de Gauss sim¬ 
plifica el cálculo de una integral de superficie. 

^ EJEMPLO 2 Si F(^, y, z) = x 2 yi + y 2 i + .xzk, y S es el 
cubo del primer octante limitado por los planos x - 1, y = lyz = l,ylos 
planos coordenados, calcule el flujo de F a través de S. 

Solución El cubo se muestra en la figura 1. El flujo de F a través de S es 
F • N dct 


Al calcular esta integral de superficie directamente se tendrían que evaluar 
seis integrales de superficie, una por cada cara del cubo. Si se aplica el teo¬ 
rema de la divergencia de Gauss con 

divF= £ (x 2 y)+ *_tf )+ 3_ (xz) 


= 2xy + 2 y + x 


se tiene 


jj F • N da = JjJ div F dV 


'fifi 


(2xy + 2y + x)dzdydx 


o Jo Jo 
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0 Jo 

I 


(2 xy + 2y + x)dydx 
[xy 2 + y 2 + xy^ Q dx 


(2x + l) dx 


x z + x\ 


= 2 


Conclusión: La tasa de flujo del fluido a través de 5 es 2 unidades cúbicas 
de volumen por unidad de tiempo. 4 


La segunda forma vectorial del teorema de Green, conocida como 
teorema de Stokes en el plano, afirma que 


F • T ds = 

Jr J. 


rot F • k dA 


D 

donde C es una curva cerrada simple y suave a trozos de R 2 y D es la región 
limitada por C. A continuación se extenderá este teorema al espacio tridi¬ 
mensional. 


14.6.2 Teorema de Stokes 


Sean M, N y R funciones de las tres variables x, y y z, y suponga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en uiiu bolú abierta B de 
R 3 . Sea S una superficie suave a trozos contenida en B y C una curva 
cerrada, simple y suave a trozos que es la frontera de S. Si 

FU, y, z) = M(x,y, r)j + N(x, y,z)j + R(x,y,z) k 

y si N es un vector normal saliente unitario de S, y T es un vector 
tangente unitario de C donde s unidades es la longitud de aico medida 
a partir de un punto particular Pq de C hasta P, síiíonccs 

F • T ds = 

D 



rot F • N da 


z 



C 


FIGURA 2 


El teorema de Stokes afirma que la integral de línea de la compo¬ 
nente tangencial de un campo vectorial F alrededor de la frontera C de una 
superficie S puede calcularse evaluando la integral de superficie de la com¬ 
ponente normal del rotacional de F sobre S. El teorema 14.6.2 se ha res¬ 
tringido a superficies para las cuales N es un vector normal saliente de S. Un 
enunciado completo del teorema de Stokes, que involucra superficies orien¬ 
tadas y para las cuales puede definirse adecuadamente un vector normal 
unitario N, puede encontrarse en un texto de Cálculo avanzado. La demos¬ 
tración de este teorema también puede hallarse en dicho texto. 

La figura 2 muestra una superficie S, con la curva C como frontera, a la 
cual se aplica el teorema 14.6.2. Una ecuación de S es de la forma 
z = f(x, y), donde las primeras derivadas parciales de / son continuas en 
la región D, que es la proyección de S en el plano xy. La curva C es la pro¬ 
yección de C en el plano xy,yDyC satisfacen las condiciones del teorema 
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de Green. El sentido positivo a lo largo de C es el mismo que el sentido po¬ 
sitivo a lo largo de C, el cual es contrario al giro de las manecillas del reloj. 
La figura 2 también muestra representaciones de N y T. 

Otra forma de la ecuación del teorema de Stokes se obtiene al escribir 
d R en lugar de T ds en la integral de línea de la izquierda. De modo que, 



( 1 ) 


l0-x 2 -y 2 



W EJEMPLO 3 Sea F el campo de fuerza definido por 
F(x, y, z) = - 4yi + 2¿j + 3*k 

y sea R(/) = 3 eos /i + 3 sen /j + k una ecuación vectorial de C. Su¬ 
ponga que S es la porción del paraboloide z = 10 - x 2 - y 2 ubicada arri¬ 
ba del plano z = 1. Verifique el teorema de Stokes para estas F, C y S al 


determinar cada una de las expresiones siguientes: (; 


(b) 


* r r 

■OF-Tdi;(c) 

Je J- 


a) -O 
Je 


F • d R; 


rot F • N d a. 


Solución La figura 3 muestra la superficie S y la región D, la cual es la 
proyección de S en el plano xy. La región D está limitada por la circun¬ 


ferencia x 2 + 


,2 = 


9. La curva C, la cual es la frontera de S, es la cir¬ 


cunferencia con centro en (0, 0,1) y radio 3, del plano z = 1. 
(a) La curva C tiene la siguiente ecuación vectorial: 

R(/) = 3 eos ti + 3 sen /j + k 0 < t < 2n 

Así, 

R'(/) = -3 sen ti + 3 eos íj 
Por tanto. 


( 2 ) 


(3) 


Í F - JR -Í 

-i 


F(R(0) * R'(0 dt 

(-12 sen íi + 2j + 9 eos t k) • (-3 sen íi + 3 eos íj) dt 


■í 

=36 I 


(36 sen 2 / + 6 eos /) dt 


1 - eos 2 1 


= 18-9 sen 2 1 + 6 
= 36ít 


dt + 6 
,2jc 
lo 


„ ‘ 


eos / dt 


(b) Para calcular F • T ds, se obtiene una ecuación vectorial de C que 
tenga a í como parámetro, donde í es la longitud de arco medida a partir 
del punto donde / = 0. Como = || R’(0 ||, de (3) se tiene 


ds 


j sen 2 / + 9 eos 2 / 

= 3^/sen 2 / + eos 2 / 

= 3 
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Por tanto, s = 3t + k, y puesto que s = 0 cuando t = 0, entonces 
k = 0. De esta manera, 

s = 3t 

De (2) con t = 3 s, se obtiene 

R(i) = Scos^ii + 3sen|ij + k 0 < s < Ó 7 T 
Debido a que T(í) = D s R(s), se tiene 

T(í) = -sen^si + cosjíj 0 < j S 61 


En consecuencia, 


•fj) F • T ds = J 

■í 

-í 


F(R(s)) • T(.y) ds 


(-12 sen|íi + 2j + 9 cos^ík) • (-sen^íi + cos^íj) ds 


0 

(¡K 


(12 sen 2 3 5 + 2 eos 3 í) ds 


= 12 


J * 6 n , 2 c6n 

- - ^^ds +2 f eos \sds 

o Jo 


= 6 s - 9sen|í + ósen^r 
= 36n- 

(c) Primero se calculará rot F. 


6 ÍT 
0 


rotF 


i j k 

A A A 

dx dy dz 
-Ay 2 z 3a: 

= -2i - 3j + 4k 


De donde. 


ss 


rot F • N da 


íí 


(-21 - 3j + 4k)-N da 


s s 

A fin de evaluar esta integral de superficie se aplica (9) de la sección 
14.5 ya que N es un vector normal superior unitario. El campo vectorial 
es -2i - 3 j + 4k; por lo que M = -2, N = -3 y R = 4. Puesto que 
una ecuación de la superficie es z = 10 - x 2 - y 2 , entonces 


f(x, y) = 10 - a: 2 - y 2 f x (x, y) = -2x f y (x, y) = - 2 y 


Por tanto. 


II 


rot F • N da 


II 


[-(-2X-2ac) - (—3)(—2y) + 4] dA 


II 


(-4a: - 6 y + 4) dA 
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■n<- 

rln r 

-í t-í 
-f* 


4rcos 0 - 6 rsen 8 + A)rdrd8 


r 2 eos 0 - 2 r 3 sen 0 + 2 r 2 


13 


¿0 


JO 


-36 eos 0 - 54 sen 0 + 18) d8 

-,2)r 

= -36 sen 0+54 eos 0 + 180 


*1 

Jo 


= 36 7T 

Los resultados de los incisos (a), (b) y (c) son iguales a 36 n. De modo 
que así se ha verificado el teorema de Stokes para estas F, C y S. 4 


( 2 , 0 , 0 ) 



► EJEMPLO 4 

tegral de línea 


Utilice el teorema de Stokes para evaluar la in- 


■O 

Je 


F-T ds 


si F(x, y, z) = xzi + xyj + y 2 k y C es la frontera de la superficie que 
consiste de la porción del cilindro z = 4 - x 2 del primer octante deter¬ 
minada por los planos coordenados y el plano y = 3. 

Solución La figura 4 muestra la superficie 5 y la curva C, que es su 
frontera, compuesta por C], C 2 , C 3 y C 4 . Del teorema de Stokes, 


• rr 

OF-Tdí = 

Je J. 


rotF • T da 


rot F 


i j k 

A A A 

dx dy dz 
| JCZ xy y 2 

= 2 yi + xj + yk 


De modo que, 


* r r 

■O F • T ds = (2yi + xj + yk) • N 
Je J J 


da 


Como N es un vector normal superior unitario, se calcula el valor de la in¬ 
tegral de superficie aplicando (9) de la sección 14.5. Debido a que el campo 
vectorial es 2yi + xj + yk, entonces M = 2 y, N = x y R = y. Una 
ecuación de S es z = 4 - x 2 . Por tanto, 

f(x, y) = 4 - x 2 f x (x, y) = -2x f y (x, y) = 0 

En consecuencia, se tiene 


Í t - Td ‘-¡Í 

D 

-ti 


[-(2y)(-2x) - x(0) + y] dA 


(4xy + y) dA 
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La región D está acotada por el rectángulo del plano xy delimitado por los 
ejes x y y, y las rectas x = 2 y y = 3. Por tanto, 


-á F • T ds = í í 

Je J o Jo 

-f 
-f 


(4xy + y) dy dx 


2xy 2 + ± y 2 


dx 


Jo 


(18* + \)dx 


= 9x 2 + \x 
= 45 


2 ' 

-,2 

.0 


◄ 


EJERCICIOS 14.6 


En los ejercicios I a 4, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss para F y S. 

1. F(x, y, z) = 2zk; S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

2. F(x, y, z) = xi + yj + zk; S es la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 9. 

3. F(jc, y, z) = xyi + xyj; S es el cubo delimitado por los 
planos coordenados y los planos * = l,y = lyz = 1. 

4. F(jc, y, z) = 4xi - 2yj + zk; S es la frontera de la re¬ 
gión limitada por el paraboloide z = x 2 + y 2 y el plano 
z = 4. 

En los ejercicios 5 a 8, para F y S del ejercicio indicado de la 
sección 14.5, calcule el flujo de F a través de S mediante el 
teorema de la divergencia de Gauss. 

5. Ejercicio 21 6. Ejercicio 22 

7. Ejercicio 25 8. Ejercicio 26 

En los ejercicios 9 a 16, utilice el teorema de la divergencia de 
Gauss para evaluar la integral de superficie jj F • N da para 
FyS. s 

9. F(x, y, z) = x 2 yzi + xy 2 z¡ + xyz 2 k; S es el cubo del 
primer octante limitado por los planos coordenados y los 
planos x = l,y = lyz = 3. 

10. F(jc, y, z) = 6xi + 3yj + 2zk; S es el tetraedro cuyos 
vértices son el origen y los puntos (3,0,0), (0, 1,0) y 
(0, 0, 2), 

11. F(x, y, z) = jcí + yj + zk; S es la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 4. 

12. F(x, y, z) = xi + yj + zk; S es la frontera de la región 
limitada lateralmente por el cilindro x 2 + y 2 = 9, 
inferiormente por el plano xy y superiormente por el 
plano z = 4. 

13. F(.t, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k; S es la superficie del 
ejercicio 12. 

14. F(.r, y, z) = _t 2 i + y 2 j + z 2 k; S es la superficie del 
ejercicio 11. 

15. F(x, y, z) = 2-ti + 2yzj + 3zk; S es la frontera de la 
región acotada por los planos coordenados y el plano 
* + y + z = 1. 


16. F(jt, y, z) 


xi + yj + zk 
x 2 + y 2 + z 2 


; S es la frontera de la región 


exterior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 que se encuentra 
dentro de la esfera x 1 + y 2 + z 2 = 4, 

En los ejercicios 17 a 22, verifique el teorema de Stokes para 


17. F(jc, y, z) = y 2 i + x 2 j + z 2 k; S es la semiesfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 1 que se encuentra arriba del plano xy. 

18. F(x, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k; S es la semiesfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 1 que está debajo del plano xy. 

19. F(x, y, z) = y 2 i + xj + z 2 k; S es la porción del parabo¬ 
loide z = x 2 + y 2 ubicado por debajo del plano z = 1. 

20. F(x, y, z) = xyi + y 2 j + 2k; S es la superficie del ejer¬ 
cicio 19. 

21. F(x, y, z) = -3yi + 3xj + 2k; S es la porción del plano 

Z = 1 dentro del cilindro x 2 + y 2 = 9. 

22. F(x, y, z) = 2zi + 3xj + 4zk; S es la porción del para¬ 

boloide z = 4 - x 2 - y 2 que se encuentra arriba del 
plano xy. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice el teorema de Stokes para eva¬ 
luar la integral de línea ^ F • T ds para F y C. 

23. F(x, y, z) = 4yi + 3zj + xk; C es el triángulo cuyos 
vértices son (1, 0,0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). 


24. F(x, y, z) = (y - x)i + (x - z)j + (x - y)k; C es el 
triángulo cuyos vértices son (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, I). 

25. F(x, y, z) = -yi + xj + zk; C es la circunferencia x 2 + 
y 2 = 4 del plano xy. 

26. F(x, y, z) = yz¡ + xyj + xzk; C es el cuadrado cuyos 
vértices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (2, 2, 0). 

27. F(x, y, z) = (2y + sen -1 x)i + e y2 j + (x + ln(z 2 + 4))k; 
C es el triángulo con vértices en (1,0,0), (0, 1,0) y 
( 0 , 0 , 2 ). 

28. F(x, y, z) = (2z - e x )\ + (x 3 + sen y)j + (y 2 - tan z)k; 
C tiene la ecuación R(r) = eos ti + sen tj + k, 
0 < t < 2tt. 


29. Explique por qué el teorema de la divergencia de Gauss y 
el teorema de Stokes son versiones tridimensionales del 
teorema de Green. 
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REVISIÓN DEL CAPÍTULO 14 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISIÓN DEL CAPÍTULO 14 


1. Establezca una condición que pueda emplearse para deter¬ 
minar si un vector del plano es un gradiente. Invente un 
ejemplo. 

2. Realice la sugerencia 1 para un vector de tres dimensiones. 
Invente un ejemplo. 

3. ¿Qué es un campo vectorial ? Invente un ejemplo de un 
campo vectorial en el plano y otro en tres dimensiones. 

4. ¿Qué es un campo vectorial conservador (o conservativo) 
y qué es una función potencial para un campo vectorial 
consevador? Invente un ejemplo de cada uno. 

5. Defina el rotacional de un campo vectorial en tres dimen¬ 
siones. Invente un ejemplo. 

6. Defina la divergencia de un campo vectorial en tres di¬ 
mensiones. Invente un ejemplo. 

7. Establezca un truco nemotécnico, que involucre la no¬ 
tación de determinantes, para calcular rot F. Invente un 
ejemplo. 

8. ¿Cómo se calcula el trabajo realizado por un campo de 
fuerza sobre una partícula que la desplaza a lo largo de una 
curva? Invente un ejemplo. 

9. ¿Qué es una integral de lineal Invente un ejemplo de una 
integral de línea expresada tanto con la notación de la 
forma diferencial como con la notación vectorial. 

10. ¿Qué significa que una integral de línea sea independiente 
de la trayectoria ? Invente un ejemplo. 

11. Enuncie un teorema que proporcione condiciones para que 
una integral de línea de un campo vectorial del plano sea 
independiente de la trayectoria. Invente un ejemplo. 

12. Realice la sugerencia 11 para una integral de línea de un 
campo vectorial en tres dimensiones. 


13. Establezca la fórmula del teorema fundamental de la inte¬ 
gral de línea que proporciona el valor de una integral de 
línea independiente de la trayectoria. Invente un ejemplo 
para el plano y otro para el espacio tridimensional. 

14. Enuncie el teorema de Green. 

15. Invente un ejemplo que muestre cómo se aplica el teorema 
de Green para evaluar una integral de línea. 

16. Enuncie un teorema que proporcione un método para 
calcular el área de una región plana limitada por una curva 
cerrada, simple y suave a trozos. Invente un ejemplo. 

17. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss para el 
plano. Invente un ejemplo que muestre cómo este teorema 
relaciona el flujo con la divergencia de un campo vectorial 
en el plano. 

18. Enuncie el teorema de Stokes para el plano. Invente un 
ejemplo que muestre cómo relaciona este teorema la circu¬ 
lación y el rotacional de un campo vectorial en el plano. 

19. ¿Qué es una integral de superficie ? Invente un ejemplo. 

20. ¿Cómo puede calcularse la masa de una superficie me¬ 
diante una integral de superficie? Invente un ejemplo. 

21. ¿Cómo se aplican las integrales de superficie para calcular 
el flujo de un campo vectorial a través de la superficie? 

22. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss en tres 
dimensiones. Invente un ejemplo que muestre cómo rela¬ 
ciona este teorema el flujo y la divergencia de un campo 
vectorial en tres dimensiones. 

23. Enuncie el teorema de Stokes en tres dimensiones. Invente 
un ejemplo que muestre cómo relaciona este teorema la 
circulación y el rotacional de un campo vectorial en tres 
dimensiones. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 14 


En los ejercicios 1 a 4, determine si el vector es un gradiente, y 
si lo es, obtenga una función que tenga ese gradiente. 

1. 2xe J:2 lnyi + -—j 

y J 

2. (e x tan y - sec y )i - sec y (x tan y - e x sec y)j 


(. ^ + _üj + + + aV 

\(* + z ) 2 X 2 ) X + \{x + z) 2 z 2 ) 


4. y(cosx - ¿sen*)! + z(cosx + senv)j 

- (eos y - ycosJt)k 

En los ejercicios 5 y 6, obtenga un campo vectorial conserva¬ 
dor que tenga como una función potencial a la Junción f 

5. (a) f{x, y) = 2x 2 y + 3xy 3 ; 


(b) /( x, y, z) = xe y - yze y . 


6. (a) f(x, y) = e x eos y + x sen y; 


(b) f(x, y, z) 


■ + y + z 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre que el campo vectorial F es 
conservador, y después obtenga una función potencial. 

2y 2 . 4 xy 


7. F(x, y) 


íl 


I + 4jr 2 y 4 5 1 + 4jr 2 y 4 ' 

8. F(x, y.z) = (6x - 4y)i + (z - 4x)j + (y - 8z)k 

9. F(x, y, z) = z 2 sec 2 xi + 2ye 3z j + (3 y 2 e 3z + 2z tan x)k 


10. F(x, y) = (y sen x - sen v) i - (x eos y + cosxjj 
En los ejercicios 11 a 14, calcule rot F y div F. 

11. F(x, y, z) = e yz i + e xz j + e xy k 

12. F(x, y) = sen yi + sen x k 
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13. FU,y) = ji-yi 

14. FU, y, z) = - i + - j + - k 

7 y z x 

En los ejercicios 15 a 22, evalúe la integral de línea sobre la 
curva C. 

15. ¡ c F • dR; FU, y) = 3yi - 4jcj; 

C: R(f) = 2r 2 i - fj,0 < t < 1. 

16. J c F • dR;F(*,y) = (* + y)i + (y - *)j; 

C: R(r) = r 3 i + t 2 j del punto (8,4) al punto ( 1, 1). 

17. ¡ c (2x + 3 y)dx + *ydy; 

C: R(r) = 4 sen ti - eos rj, 0 < / < ^tt. 

18. ¡ c (2x + y) dx + (* - 2 y) dy; C: * 2 + y 2 = 9. 

19. \ c y 2 dx + z 2 dy + x 2 dz; 

C:R(f) = (r - 1)¡ + (í + l)j + r 2 k,0 < t < 1. 

20. \ c xe y dx - xe z dy + e z dz; 

C: R(r) = ri + t 2 j + r 3 k, 0 < r < 1. 

21. J c F • dR; F(jc, y, z) = 3*yi + (4y 2 - *z)j + 6zk; 

C: la cúbica alabeada R(r) = ri + t 2 j + r 3 k, 0 < r < 1. 

22. J c F • dR; FU, y, z) = 2 jc¡ + 3>’i + zk; C: la hélice circu¬ 
lar R(r) = 2 eos ri + 2 sen rj + rk, 0 < r < 2 n. 

En los ejercicios 23 a 30, demuestre que el valor de la integral 
de línea es independiente de la trayectoria, después calcule el 
valor en cualquier forma conveniente. En cada ejercicio C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 

23. ¡ c 2xe y dx + x 2 e s dy;A es (1, 0) y B es (3, 2). 

24. j 1 ~ - y j dx + -y - x j dy; A es (0, 1 ) y B es (6, 3). 

25. í F • ¿R; 

> c ’ 

F(zc, y) = (eos y - y eos x)i - (sen * + x sen y) j 
A es (0, ~p)y Bes(p, 0). 

26. J c F • dR; 

FU, y) = (2xy - 2y)i + U 2 - 2x + 3^ 2 )j; 

A es (2, -1) y 3 es (3, 2). 

27. ¡ c 3y dx + (3* + 4y) dy - 2z dz\ A es (0, 1, -1) y B 
es (1,2,0). 

28. Jz sen y dx + xz eos y dy + * sen y dz; A es (0, 0, 0) y 
B es (2, 3, | rr). 

29. í F • dR; 

> c 



A es (2,-1, 1) y Bes (4, 2,-2). 

30. j c F • dR; FU, y, z) = (2xy + 3yz)i + 

(x 2 - 4yz + 3a:z)j + (3-ty - 2y 2 )k; 
A es (0, 2, 1) y Bes (1,-1, 4). 


En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
evaluar la integral de línea. 

31. (3* + 2y) dx + (3* + y 2 ) dy, donde C es la elipse 

16* 2 + 9y 2 = 144. 


32. 


j> c ln(y + 1 )dx - 


■■ dy, donde C es la curva cerrada 
y + 1 


determinada por la curva 4x + ^y = 2 y los interva¬ 
los [0, 4] en los ejes * y y. 

33. j c e x sen y d* + e x eos y dy, donde C es cualquier curva 
cerrada y suave. 

34. ^ c (aí 2 - y 3 ) dx + (y 2 + x 3 ) dy, donde C es la circun¬ 
ferencia* 2 + y 2 = 1. 


En los ejercicios 35 y 36, utilice el teorema 14.4.2 para 
calcular el área de la región. 

35. La región limitada por la parábola y = x 2 y la recta 
y = * + 2. 

36. La región acotada por las dos parábolas y - x 2 y 
x 2 = 18 - y. 

En los ejercicios 37 a 40, calcule el trabajo total efectuado al 
mover un objeto a lo largo de C si el movimiento es causado 
por el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en me¬ 
tros y la fuerza en newtons. 

37. FU y) = 2* 2 yi + (x 2 + 3y)j; C: el arco de la parábola 
y = 3* 2 + 2x +- 4 desde (0, 4) hasta (1, 9). 

38. FU y) = *y 2 i - * 2 yj; C: el arco de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 desde (2, 0) hasta (0, 2). 

39. FU, y, z) = Uy - z)i + yj + zk; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (4, 1,2). 

40. FU, y, z) = *yzi + e v j + U + z)k; 

C: R(r) = 3ri + r 2 j + 2rk;0 < t < 3. 

En los ejercicios 41 y 42, verifique los teoremas de la diver¬ 
gencia de Gauss y de Stokes en el plano para F y R. 

41. FU, y) = 4 y i + 3*j y R es la región limitada por 

* 2/3 + y 2l3 _ ! ’ 

42. F(x, _y) = 3.r 2 i + 4y 2 j y R es la región acotada por la 
elipse 9 jc 2 + 16y 2 = 144. 


En los ejercicios 43 y 44, emplee el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover un objeto en el 
sentido contrario al del giro de las manecillas del reloj una 
vez alrededor de C si el movimiento es causado por el campo 
de fuerza F (x, y). Suponga que el arco se mide en metros y la 
fuerza en newtons. 

43. C es la circunferencia * 2 + y 2 = 4; 

F(*, y) = (xy 2 + cos*)i + (* 2 + e- v )j. 

44. C es la elipse 9* 2 + y 2 = 9; 

F(*, y) = (2* - 3y)i + (* + 2y)j. 

En los ejercicios 45 y 46, calcule la tasa de flujo (o intensidad 
de fluencia) de un fluido fuera de la región R limitada por C 
si F(*, y) es el campo de velocidad del fluido. Suponga que la 
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velocidad se mide en centímetros por segundo y el área de R 
en centímetros cuadrados. 

45. F(*, y) = (4je - 3y)i + (5y - 4jc 2 )j; C es el triángulo 
rectángulo cuyos vértices son (0, 1), (0,4) y (4, 4). 

46. F(jc, y) = (y 2 + 1 2 jc) i + (4 y - * 2 )j; C es la elipse 
x 2 + 4y 2 = 16. 

47. Obtenga el valor de la integral de línea 


í 


x 2 + y 2 


dx + 


■dy 


si C es el arco de la ciicunferencia x 1 + y 2 — 4 desde 
(V2, V2) hasta(- %/2, v5). 


48. Aplique el teorema de Green para calcular el área del 
cuadrilátero cuyos vértices son los puntos (0, 0), (3, 2), 
(1,5) y (-2, 1). 

49. Evalúe la integral de superficie jjxy do, donde S es la 

s 

porción del plano 3* + 2y - z = 0 del primer octante 
y que se encuentra debajo del plano z = 6. 

50. Calcule la integral de superficie ¡jx 2 do, donde S es la 

. . s 

porción del cilindro x + y = 1 del primer octante li¬ 
mitada por el plano xy y el plano z = 1. 

51. Determine la integral de superficie jfx do, donde S es la 

porción del cilindro z = 9 - * del primer octante limita¬ 
da por los planos coordenados y el plano y = 2. 

52. Evalúe la integral de superficie jfxyz do, donde S es la 

s 

porción del cilindro y 2 + z 2 = 9 ubicada entre los 
planos * = 1 y x = 4. 

53. Calcule la masa de la porción de la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 4 del primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (r, y, z) de la supercie es kz 2 kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. 

54. Determine la masa de la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 
que se encuentra arriba del plano xy si la densidad super¬ 
ficial en cualquier punto (*, y, z) de la superficie es (4 - z) 
kilogramos por metro cuadrado. Sugerencia: la integral de 
superficie es impropia. Consulte el ejemplo 7 de la sec¬ 
ción 13.4. 


55. Un embudo tiene la forma de la porción del cono 
x 2 + y 2 = z 2 que está entre los planos z = 1 y z = 4. 
Si la densidad superficial en cualquier punto (r, y, z) de 
la superficie es (10 - z) kilogramos por metro cuadrado, 
obtenga la masa del embudo. 


56. Suponga que la superficie S es parte de la esfera jr 2 + 
y 2 + z 2 = 9 que se encuentra por arriba de la región D 
del plano xy limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 1. 
Si el campo de velocidad de un fluido está determinado por 

F(r, y, z) - -yi + xj + 3k 

calcule el flujo de F a través de S. 

57. El campo de velocidad de un fluido está definido por 

F(r, y, z) = 2xi + 2yj + 3zk 

y la superficie S es la porción del paraboloide z = 4 - 
x 2 - y 2 ubicada arriba del plano xy. Calcule el flujo de F 
a través de S. 

58. Verifique el teorema de la divergencia de Gauss si 
F(r, y, z) = |zi y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. 

En los ejercicios 59 y 60, emplee el teorema de la divergencia 
de Gauss para calcular la integral de superficie JJ F • N do 
para F y S. 5 

59. F(r, y, z) = 2xi + yj + 2zk; S es la frontera de la re¬ 
gión limitada lateralmente por el cilindro x 2 + y 2 = 16, 
inferiormente por el plano xy y superiormente por el pla¬ 
no z = 2. 

60. FCt, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k; S e s la front era de la re¬ 
gión limitada por el cono z = ^¡x 2 + y 2 y el plano 
z = 1. 

En los ejercicios 61 y 62, verifique el teorema de Stokes para 
FyS. 

61. F(jc, y, z) = zi + 4jcj + 2zk; S es la porción del para¬ 
boloide z = 9- jc 2 -y 2 ubicada arriba del plano xy. 

62. P'Oc, y, z) = xyi + yzj + rzk; S es la semiesfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 16 que está arriba del plano xy. 

En los ejercicios 63 y 64, utilice el teorema de Stokes para 
evaluar la integral ^ F ■ T ds para F y C. 

63. F(jc, y, z) = (z + ln(jc 2 + l))i + eos (y - * 2 )j + 

(3y 2 - e z )k; 

C: R(t) = eos fi + sen fj + k, 0 < t <, 2¡t. 

64. F(jc, y, z) = -2yi + 3jcj + zk; C es la circúnferencia 
x 2 + y 2 = 1 del plano xy. 

En los ejercicios 65 y 66, demuestre la identidad si f es una 
función real y V es una función vectorial. 

65. div(/V) = V/ • V + /div V 

66. rot(/V) = V/X V + /rotV 




\\S\ON Vm.U'MNAR 


Temas de matemáticas 
previas al Cálculo 


v n este apéndice se encuentran en forma concisa los 
kp conocimientos previos al estudio del Cálculo nece- 
sarios para una mejor comprensión de este libro. 

La habilidad para resolver ecuaciones y desigual¬ 
dades es crucial en Cálculo; por esto, en la sección A. 1 se 
tratan aspectos relativos al conjunto de los números reales 
entre ellos las relaciones de orden, los intervalos y el valor 
absoluto. 

La geometría analítica es fundamental para el estudio 
del Cálculo. Los conceptos elementales de esta rama de las 
matemáticas tales como el sistema de coordenadas carte¬ 
sianas rectangulares, la distancia entre dos puntos y punto 
medio de un segmento, asi como los de gráfica de una 
ecuación y simetría de una gráfica, se presentan en la 
sección A.2. 

La sección A.3 está dedicada al estudio de la recta. 
Aqui se muestran algunas formas de sus ecuaciones y los 
conceptos sobre paralelismo y perpendicularidad. 

En la sección A.4 se inicia el análisis de las secciones 
cónicas (o cónicas) con el estudio de la parábola y sus 
propiedades, mientras que en la sección A.5 se aborda la 
circunferencia. Con el objeto de obtener las ecuaciones 
generales de las cónicas, se ha destinado la sección A.ó a 
la traslación de ejes. En las secciones A.7 y A.8 se tratan 
las elipses e hipérbolas, respectivamente. 
i En la sección A.9 se estudian las funciones trigono- 

L métricas de manera general, es decir, definidas en la 
circunferencia unitaria. 

En la sección A. 10 se analiza la ecuación ge- 
neral de segundo grado en dos variables y se es- 
ludia la rotación de ejes. Estos dos temas están 
^k ligados debido a que una ecuación del tipo 
^k mencionado represento una cónica, o cónica 
\ degenerada, cuyo eje principal no es paralelo 
a ninguno de los ejes coordenados. A fin de 
eliminar el término en xy de una ecuación de 
esta clase y de que el eje principal de la cónica sea 
paralelo a alguno de los ejes coordenados, es necesario 
rotar los ejes mediante un ángulo conveniente. 

El estudio de las fracciones parciales, indispensable 
para ciertas manipulaciones en Cálculo integral, se pre¬ 
senta en la sección final de este apéndice, en el A. 11. 


A.1 

Números reales 
y desigualdades 

A. 2 

Coordenadas y gráficas 
de ecuaciones 

A.3 

Rectas 

A.4 

Parábolas 

A.5 

Circunferencias 

A.6 

Traslación de ejes 

’A .7 

Elipses 

A.8 

Hipérbolas 

A.9 

Funciones trigonométricas 

A. 10 

Ecuación general de segundo 
grado en dos variables 


y rotación de ejes 

A. 11 

Fracciones parciales 
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A.l NÚMEROS REALES Y DESIGUALDADES 



El sistema numérico real consiste de-ua conjunto//? de elemetnos dem n; i na¬ 
dos núrm+os reales y dos operdcitifies llamadas adición y multiplicación, 
denotadas por los símbolos + y •, respectivamente. Si a y b son elementos del 
conjunto R, a + b indica la suma de a y b. y a ■ b (o ah) representa sp 
producto. La operación sustracción se define mediante la ecuación 

a - b = a + (~b) 

donde -b denota el negativo de b el cual es el número para el que 
b + {-b) = 0. La operación división se define mediante la ecuación 

a -s- b = a ■ ¿T 1 b ^ 0 

donde h _i representa el recíproco de b, que es el número para el cual 
b ■ ir 1 = 1. 

El sistema numérico real puede describirse completamente mediante 
un conjunto de axiomas (la palabra axioma se emplea para indicar una propo¬ 
sición formal que se considera verdadera sin demostración). Con base en estos 
axiomas se pueden deducir las propiedades de los números reales de las que se 
obtienen las conocidas operaciones algebraicas de adición, sustracción, 
multiplicación y división, así como los conceptos algebraicos de resolución 
de ecuaciones y factorización, entre otros. 

Las propiedades que pueden obtenerse como consecuencias lógicas de los 
axiomas se denominan teoremas. En los enunciados de la mayoría de los teo¬ 
remas se presentan dos partes: la parte del “si”, llamada hipótesis, y la parte del 
“entonces", denominada conclusión. El argumento que verifica un teorema 
recibe el nombre de demostración (o prueba). Una demostración consiste en 
mostrar que la conclusión se infiere de la supuesta verdad de la hipótesis. 

Un número real es positivo, negativo o cero, y cualquier número real puede 
clasificarse como racional o irracional. Un número racional es aquel que 
puede expresarse como la razón de dos número enteros. Esto es, un número 
racional es de la forma pjq, donde p y q son números enteros y q ^ 0 . Los 
números racionales consisten de: 

Los números enteros (positivos, negativos y cero) 

. . . , -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5,. . . 

Las fracciones positivas y negativas, tales,como 


2 _ 4 83 

7 5 5 

Los números decimales finitos positivos y negativos, por ejemplo, 


2.36 = 


236 

100 


-0.003251 


3251 

1000000 


Los números decimales infinitos periódicos positivos y negativos, 
tales como 


0.333 . . . = i -0.549549549 .. . = -^ 

Los números reales que no son racionales se denominan números irra¬ 
cionales. Estos son los números decimales infinitos no periódicos positi¬ 
vos y negativos, por ejemplo, 




V3 = 1.732... 


K = 3.U159... 


En ocasiones se utilizará notación y terminología de conjuntos. La idea 
de conjunto se emplea extensivamente en matemáticas y'se considera un 
concepto básico, del que no se presenta una definición formal. Se puede 
decir que un conjunto es una colección de objetos, y los objetos de un con¬ 
junto se denominan elementos. Si cada elemento de un conjunto S es tam¬ 
bién un elemento de un conjunto T, entoces se dice que S es un subconjunto 
de T. Eli Cálculo se tratará con el conjunto R de los números reales. Dos 
subconjuntos importantes de R son el conjunto N de los números naturales 
(o enteros positivos ) y el conjunto Z de los números enteros. 

Se utilizará el símbolo £ para indicar que un elemento específico perte¬ 
nece a un conjunto. En consecuencia, se puede escribir 8 £ N, lo cual se lee 
“8 es un elemento de N". La notación a, b £ S expresa que tanto a como b 
son elementos de S. El símbolo é- se lee “no es elemento de”. Así, y ^ Ase 
lee “ y no es elemento de A”. 

Un par de llaves. ( ), empleado junto con palabras o símbolos, puede 
describir un conjunto. Si S es el conjunto de los números naturales menores que 
6, puede escribirse el conjunto S como 

{1,2,3, 4, 5} 

También puede expresarse el conjunto S como 

(jc, tales que x es un número natural menor que 6} 

donde el símbolo x se denomina variable. Una variable es un símbolo que se 
emplea para representar cualquier elemento de un conjunto dado. 

El conjunto 5 también se puede expresar por medio de la notación por 
construcción como sigue, donde se emplea una barra vertical en lugar de las 
palabras tales que: 

{x | x es un número natural menor que 6) 

lo cual se lee “el conjunto de todas las x tales que x es un número natural menor 
que 6”. 

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales, lo que se escribe como 
A = B, si A y B tiene elementos idénticos. La unión de dos conjuntos A y B, 
denotada por A U B y que se lee “A unión B”, es el conjunto de todos los 
elementos que están en A o en B, o en ambos. La intersección de A y B, deno¬ 
tada por A f) £ y que se lee “A intersección B”, es el conjunto de sólo 
aquellos elementos que están tanto en A como en B. El conjunto que no 
contiene elementos recibe el nombre de conjunto vacío y se denota por 0. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere los siguientes 
conjuntos A = (2,4,6, 8, 10, 12}, B - {1,4, 9, 16) y C = {2, 10). 
Entonces 

A U B = {1, 2, 4, 6, 8, 9, 10. 12, 16) A fl B = {4) 

B U C = {1,2, 4, 9, 10, 16) ' £ D C = 0 ◄ 

Los elementos del conjunto R pueden ordenarse mediante una relación 
denotada por los símbolos < (léase “menor que”) y > (léase “mayor que”), 
los cuales se definen a continuación. 
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A. 1.1 Definición de < y > 


Dados a,beR, 

(i) a < b si y sólo si b - a es positivo; 

(ii) a > b si y sólo si a bes positivo. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

(a) 3 < 5 porque 5 - 3 = 2, y 2 es positivo. 

(b) -10 < -6 porque-6 - (—10) = 4, y 4 es positivo. 

(c) 7 > 2 porque 7-2 = 5y5es positivo. 

(d) -2 > -7 porque -2 - (-7) = 5, y 5 es positivo. 

(e) | > | porque | ¿, y ^ es positivo. A 

Ahora se definirán los símbolos < (léase “es menor que o igual a”) 
y > (léase “es mayor que o igual a”). 


A. 1.2 Definición de < y > 


Dados a,beR, 

(i) a S b si y sólo si a < b o a = b\ 

(ii) a £ b si y sólo si a > b o a = b. 

Las proposiciones a < b, a > b, aSiyaSíse denominan desi¬ 
gualdades. En particular, a < b y a > b se llaman desigualdades estrictas, 
mientras que o < bya > b reciben el nombre de desigualdades no estrictas. 

De la definición de < y >, 

a > 0 si y sólo si a es positivo 

a < 0 si y sólo si a es negativo 

El teorema siguiente proporciona algunas porpiedades de las desi¬ 
gualdades. Estas propiedades pueden demostrarse utilizando los axiomas 
del conjunto R y las definiciones anteriores. 


A. 1.3 Teorema Propiedades de < y > 


Dados a,b-, c, d e R, 

(i) si a > 0 y b > 0, entonces a + b > 0; 

(ii) si a > 0 y b > 0, entonces ab > 0; 

(iii) si a < b y b < c, entonces a < c; (propiedad transitiva) 

(iv) si a < b, entonces a + c < b + c; 

(v) si a < b y c < d, entonces a + c < b + d\ 

(vi) si a < b y c > 0, entonces ac < bc\ 

(vil) si a < b y c < 0. entonces ac > be. 

La propiedad (i) anterior establece que la suma de dos números positi¬ 
vos es positiva, y la propiedad (ii) establece que el producto de dos números 
positivos es positivo. 










EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


D> 

(a) Six < 5y5 < y, entonces, por la propiedad (iii), x < y. 

(b) Si x < y, entonces, por la propiedad (iv), x + 4 < y + 4. Por ejemplo, 
3 < 9; de modo que 3 + 4<9 + 4o, equivalentemente, 7 < 13. 
Además, si x < y, entonces x — 11 < y - 11. Por ejemplo, 3 < 9, 
por lo que 3 - 11 < 9 - lio, equivalentemente, -8 < -2. 

(c) Si jc < 8 y y < -3, entonces, de la propiedad (v), x + y < 8 + (-3); 
esto es, x + y < 5. 

(d) Si x < y, entonces, de la propiedad (v), Ix < ly. Por ejemplo, como 
5 < 8, entonces 7-5 < 7 • 8 o, equivalentemente, 35 < 56. 

(e) Como 4 < 6, y si z < 0, entonces, de la propiedad (vii), Az > 6z. Por 
ejemplo, como 4 < 6, entonces 4(-3) > 6(—3) o, equivalentemente, 
-12 > -18. ◄ 

La propiedad (vi) establece que si los dos miembros de una desigualdad 
se multiplican por un número positivo, entonces el sentido de la desigual¬ 
dad no se altera, mientras que la propiedad (vii) establece que si los dos 
miembros de una desigualdad se multiplican por un número negativo, en¬ 
tonces el sentido de la desigualdad se invierte. Las propiedades (vi) y (vii) 
también se cumplen para la división en vista de que al dividir los dos miem¬ 
bros de una desigualdad entre un número d(d * 0) equivale a multipli¬ 
carlos por 1 ¡d. 

Se dice que un número x está entre a y b ú a < x y x < b. Esto se 
puede expresar como la desigualdad continua a < x < b. Otra desigual¬ 
dad continua es a < x < b la cual significa que a '< x y x < b. Además 
de éstas, otras desigualdades continuas son a < x < by a < x < b. 


r EJEMPLO I Exprese los siguientes conjuntos con la notación 
de conjuntos y uno o más de los símbolos <, >, < y >: (a) el conjunto de 
todas las x tales que x está entre -2 y 2; (b) el conjunto de todas las t tales 
que 4f - 1 es no negativo; (c) el conjunto de todas las y tales que y + 3 
es positivo y menor que o igual a 15; (d) el conjunto de todas las z tales que 
2z es mayor que o igual a -5 y menor que -1. 

Solución 

(a) = {jc|- 2 < x < 2} (b) = (r|4í - 1 > 0} 

(c) = (y ¡0 < y + 3 < 15} (d) = [z | -5 < 2z < -1} ◄ 

A continuación se presentará una interpretación geométrica del con¬ 
junto R de los números reales al asociarlos con puntos de una recta hori¬ 
zontal denominada eje. Se elige un punto, llamado origen, para representar 
el número 0. Se selecciona arbitrariamente una unidad de distancia. Después, 
cada núme-ro entero positivo n se representa por el punto situado a n uni¬ 
dades a la derecha del origen, y cada número entero negativo -n se repre¬ 
senta por el punto ubicado a una distancia de n unidades a la izquierda del 
origen. A estos puntos se les conoce como puntos unidad y se designan 
mediante los números con los cuales se asocian. Por ejemplo, 4 se representa 
por el punto que está 4 unidades a la derecha del origen, y -4 se representa por 
el punto ubicado a 4 unidades a la izquierda del origen. La figura 1 muestra 
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los puntos unidades que representan a 0 y los primeros doce números 
enteros positivos y sus correspondientes enteros negativos. 



FIGURA 1 


Los números racionales se asocian con puntos del eje de la figura 1 al 
dividir los segmentos cuyos entremos son puntos que representan números 
enteros sucesivos. Por ejemplo, si el segmento de 0 a 1 se divide en siete partes 
iguales, el extremo derecho de la primera subdivisión se asocia con ~, el 
extremo derecho de la segunda se asocia con 2 y así sucesivamente. El punto 
asociado con el número ^4 está a tres séptimos de la distancia del punto uni¬ 
tario 3 al punto unitario 4. De manera semejante, un número racional nega¬ 
tivo se asocia con un punto situado a la izquierda del origen. La figura 2 
muestra algunos puntos asociados con números racionales. 

-4 -•—*— 4—4 - 44—4 - 44 -* 4 — 4 — 4-4 - *—4 4-4 

-4 —24 _-l _ 5 _9 _ 5_i 2 Q i 31392 1 24 a , 

? I 3 U 7 4 l I' ¿ 3 J T q 

FIGURA 2 

Las construcciones geométricas pueden utilizarse para determinar puntos 
que corresponden a ciertos números irracionales, tales como V2, V3, 4 5 , 
etcétera. Consulte los ejercicios 35 y 36. Los puntos que corresponden a otros 
números irracionales pueden determinarse empleando aproximaciones deci¬ 
males. Por ejemplo, el punto que corresponde al número n puede aproximarse 
empleando algunos de los dígitos de la representación decimal 3.14159.. . . 

Todo número irracional puede asociarse con un único punto del eje y 
cada punto que no corresponde a un número racional puede asociarse con un 
número irracional. Este hecho está garantizado por el axioma de completez 
(axioma 8.2.9), cuyo enunciado se presenta en la sección 8.2 debido a que 
se requiere cierta terminología presentada y discutida ahí. De esta manera, 
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto R y el conjunto de los 
puntos de un eje. Por esta razón, al eje horizontal se le conoce como recta 
numérica real (recta real o eje real). Como los puntos de esta recta están 
identificados con los números que representan, se utiliza el mismo símbolo 
para representar el número y el punto. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el conjunto 

{x |-6 < x < 4}. Este conjunto está representado en la recta numérica real 
de la figura 3. El corchete en 4 indica que el 4 pertenece al conjunto, y el pa¬ 
réntesis en -6 indica que -6 no está en el conjunto. 4 

-I—i—i—(—|—i—l—i—i—|—l—l—i—j—(-> 

-10 -6 -5 0 4 5 

(jc | —6 < x < 4| 

FIGURA 3 

El conjunto de los números x que satisfacen la desigualdad a < x < b se 
denomina intervalo abierto y se denota por (a, b). Por tanto, 

(a, b) = [x\a < x < b) 
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FIGURA 5 
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FIGURA 6 
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a b 

FIGURA 7 
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a 

FIGURA 8 


FIGURA 9 




b 


El intervalo cerrado de a a b es el intervalo abierto ( a , tí) junto con los 
dos extremos del segmento a y b, y se denota por [a, b]. Así, 

[a, b] = (,r| a S x S b) 

La figura 4 muestra el intervalo abierto (a, b), y la figura 5 presenta el 
intervalo cerrado [a, b]. 

El intervalo semiabierto por la izquierda es el intervalo abierto 
(a, tí) junto con el extremo derecho b. Este intervalo se denota por (a, b]; 
de modo que 

(á, b] = (x|a < x S b ) 

Se define el intervalo semiabierto por la derecha de manera similar y 
se denota por [a, tí). Así, 

[a, b) = {x| a á x < b\ 

El intervalo (a, b] se muestra en la figura 6, y el intervalo [a, tí) se presenta 
en la figura 7. 

Se utilizará el símbolo +oo (infinito positivo o más infinito) y el símbolo 
-oo (infinito negativo o menos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos símbolos con números reales, ya que no cumplen las propie¬ 
dades de dichos números. Así, se tienen los siguientes intervalos: 

(a, +oo) = {jcJ x > a ] 

(-«, tí) = (x jx < h) 

[a, + oo) - (x|x ^ a) 

(-oo,b] = (xjx S b) 

( oo, + oo) = R 

La figura 8 muestra el intervalo (a, + oo), mientras que la figura 9 presenta 
el intervalo (-oo, tí). Observe que (-oo, +oo) representa el conjunto de todos 
los números reales. 

Para cada uno de los intervalos ( a , b), [a, tí], [a, b) y (a, b] los números a 
y b se denominan extremos del intervalo. El intervalo cerrado [a, tí] con¬ 
tiene a los dos extremos, mientras que el intervalo abierto (a, tí) no contiene 
a ninguno de sus extremos. El intervalo [a, tí) contiene a su extremo iz¬ 
quierdo pero no al derecho, y el intervalo (a, b] contiene a str extremo 
derecho pero no al izquierdo. Un intervalo abierto puede considerarse como 
el intervalo que no contiene a sus extremos; por el contrario, un interva¬ 
lo cerrado puede considerarse como el intervalo que contiene a todos sus 
extremos. En consecuencia, el intervalo [a, +oo) se considera como un in¬ 
tervalo cerrado porque contiene a su único extremo o. De forma semejante, 
(-oo, b] es un intervalo cerrado, en tanto que (a, +oo) y (-oo, tí) son abiertos. 
Los intervalos [a, tí) y (a, b] no son abiertos ni cerrados. El intervalo 
(-oo, + oo) no tiene extremos, y se considera tanto abierto como cerrado. 


► EJEMPLO 2 Muestre el conjunto sobre una recta numérica real 
y exprese el conjunto en notación de intervalos. 


(a) {* 
(c) {x 
(e) {x 


-7 < x < -2} 
x < -5 o x > 5} 
x < 0) U (x|x > 3] 


(b) {x 
(d) {x 


x > 1 y x < 10} 

X > 2} n (x|x < 9} 
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1 

o 

-lll — 

i.-- 

-H-4* 

0 

{x\-l <x<-2) 


(a) 



1 1 )> 

Ó 1 5 

f 1 r 
10 

{jc|jc> 1 y jc< 10} 


(b) 


-5 0 

' 1 r+* 

5 

{jc|jc<- 5 o jc > 5 ) 


(c) 

i A L» 

0 2 5 

* 7 1» 

9 10 


{jc|x:a2) n (jc | jc < 9} 

(d) 

I II ) 1 I [ I 1 I 
O 3 

{jr | jr < 0) u ¡jr|jra3) 

(e) 

FIGURA 10 


Solución Las figuras 10(a), (b), (c), (d) y (e) muestran los conjuntos sobre 
la recta numérica real, respectivamente. Con la notación de intervalos, se tiene 

(a) {jc | —7 < x < -2} = [-7,-2) 

(b) [jc|jc > 1 y jc < 10} = (1, 10) 

(c) [jc¡jc < -5 o ,c > 5} = ‘(-o* -5] U [5, + oo) 

(d) [jc ¡ jc > 2} O {jc|jc < 9} = [2,9) 

(e) {jc |jc < 0) U (jc | jc > 3} = (-oqO) U [3,+oo) ◄ 


W EJEMPLO 3 Muestre el intervalo sobre la recta real y utilice la 
notación de conjuntos y los símbolos de desigualdad para expresar: (a) (-2,4); 
(b) [3, 7]; (c) [1, 6); (d) (-4, 0]; (e) [0, +oo); (f) 5). 

Solución Los intervalos se muestran en la recta real de las figuras 11 (a), 

(b) , (c), (d), (e) y (f), respectivamente. Con la notación de conjuntos se tiene 

(a) (-2,4) = [jc | -2 < x < 4} (b) [3, 7] = [jc | 3 < jc < 7} 

(c) [1, 6) = (jc | 1 < jc < 6} (d) (-4, 0] = [x | -4 < jc < 0} 

(e) [0,+oo) = [x\x > 0} (f) (-oo,5) = [jc | jc <5} ◄ 

El concepto de valor absoluto de un número se emplea en algunas 
definiciones importantes del Cálculo. 


i—H- i ( i )- i—h i ) i i 

-5 -2 0 4 5 

(-2,4) 

(a) 

I 1 I I [ "I + -+ "] 1 I I 

0 3 5 7 10 

[3, 7] 

(b) 

I 1 [ H I I ) l> 

0 1 5 6 

(1,6) 

(c) 


A. 1.4 Definición de valor absoluto 


Si a es un número real, entonces el valor absoluto de a. denotado por | a |, 
es a si a es no negativo, y es -o si a es negativo. Con símbolos se escribe 



a si a > 0 

-a si a < 0 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Si en la definición anterior se 

toma a como 6, 0 y -6, se tiene, respectivamente, 

16 | = 6 10 | = 0 |-61 = -(- 6 ) 

= 6 ◄ 


1—1— I — ( — I —1— 1 —]—I—1—I—H 

-5 -4 0 

(-4,0] 

(d) 

I I I [ I I M l > 

0 

fO,+ oo) 

(e) 

i - i — i i i i i i i ) i ii 
0 5 

(-“>. 5) 

(f) 

FIGURA 11 


El valor absoluto de un número puede considerarse como su distancia 
(sin tener en cuenta el sentido, a la derecha o a la izquierda) desde el origen. 
En particular, los puntos 6 y -6 están cada uno a seis unidades del origen. 

De la definición de valor absoluto, se tiene 


| a - b 


í a - b 

I -(a - b ) 


si a - b > 0 
si a - b < 0 


o, equivalentemente, 

I i a - b si o a 
\a - b\ = ■ 

b - a si a < b 


En la recta numérica real, | a - b | unidades puede interpretarse como 
la distancia entre a y b sin tener en cuenta el sentido. Refiérase a la figura 12. 
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a ( < b a 2 > b 

\o. t - b\ =-(a t - 6) —j— \a 2 -b\ =a 2 -b —| 

-* - ♦ - ♦> 

«l &■■.. . 

FIGURA 12 


4 


-a < * < a 


O 

1*1 <a 


* 


V EJEMPLO 4 Muestre en la recta real los puntos que correspon¬ 
den a los números -10, -7, -5, -3, 0, 3, 5, 7 y 10. Calcule la distancia entre u 
y v en los siguientes casos: (a) u = 10, v = 3;(b)« = 3, v = 7;(c)w = 5, 

V - —(d) u = -7,v =f0; (e)u = -3, v = -5; (f) u = -10, v = -7. 

Solución La figura 13 muestra en la recta real los puntos que correspon¬ 
den a los números dados. En cada inciso la distancia entre uy ves | u - v | 


unidades; 

(a) \u - v 

= | 10 - 3 | 

(b) 

| « - v | = | 3 - 

7 | 

(c) |« - v 

= 7 

= | 5 - (-3) | 

(d) 

R 

1 

< 

ti It II 

- 0| 

(e) \u - v 

1 

- m 

oo 1 

_ OO - 

ti II 11 

(f) 

— o 

II II II 

1 

3 

- (-7) 


= 12 I 


= | -3 | 



= 2 = 3 ◄ 

l— l ♦ i ♦ l ♦ i—l ♦ — )—l ♦ l ♦ i ♦ l—i— 

-10 -7 -5 -3 0 3 5 7 10 


FIGURA 14 


FIGURA 13 


\x\ > a \x\ > a 


-a 0 a 

x <-a x > a 

FIGURA 15 


Ahora se trabajará con desigualdades que contienen valores absolutos. 
La desigualdad | x \ < a, donde a > 0, establece que en la recta numérica 
real la distancia del origen al punto x es menor que a unidades; esto es, 
-a < x < a. Consulte la figura 14. La desigualdad |x| > a, donde a > 0, 
indica que en la recta real la distancia del origen al punto x es mayor que a 
unidades; esto es, x > a o x < -a. Refiérase a la figura 15. A continuación 
se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble <=> se utili¬ 
za aquí y a lo largo del texto para indicar que la proposición anterior al sím¬ 
bolo y la proposición posterior son equivalentes. Así, 

|x|<o <=> -a < x < a donde a > 0 (1) 

|jt|>a <=» jr>a o x < -a donde a > 0 (2) 


Recuerde de álgebra que el símbolo 4a , donde a > 0, está definido co¬ 
mo el único número no negativo x tal que x 2 = a. Se lee 4a como “la raíz 
cuadrada principal de a ”. Por ejemplo. 


44 = 2 V0 = 0 


r± = 3 

V 25 5 


Nota: 4i 3* -2 aunque (—2) 2 = 4, debido a que 44 denota sólo la raíz 
cuadrada positiva de 4i. La raíz cuadrada negativa de 4 se representa por - 44. 

Como se tratarán únicamente números reales en Cálculo, 4a no está 
definida si a <0. 

De la definición de 4a se deduce que 


4x¿ = \x 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

V52 = |5| -/(—3)2 = | -3 j 

= 5 =3 


4 
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Las propiedades del valor absoluto dadas en el teorema siguiente son 
útiles en Cálculo. 


A. 1.5 Teorema 


Sean4, A € i?,entonces • •>. • 

(i) |«4 = | cj | |4 ,/ '* 

(U) 121 = jfi si ft 0 

1*1 \b\ 

Demostración de (i) 

| ab | = a ¡(ab ) 2 
= -faW 
= Ja* • VF 

= | a | ■ j b | ■ 

La demostración de (ii) es similar. 

En Cálculo, con frecuencia se desea reemplazar una desigualdad por otra 
equivalente y más simple, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 5 


Muestre que la desigualdad 


| (3* + 2) - 8 | < 1 es equivalente a | x - 2 


Solución Las desigualdades siguientes son equivalentes: 


(3* + 2) - 8 
[ 3jc — 6 
| 3(.r - 2) 
|3|- 2 
3 j jc — 2 

l*-2 


< 1 
< 1 
< 1 
< 1 
< 1 


◄ 


En el teorema siguiente, denominado desigualdad del triángulo (o 
triangular), y sus dos corolarios dados en el teorema A. 1.7, se emplean 
regularmente en la demostración de teoremas del Cálculo. 


A. 1.6 Teorema La desigualdad del triángulo 


Dados a,be R, entonces 

I a + *1 s 14+ 1*1 


Demostración Por la definición de valor absoluto, a = | a | o 
a = -1 a |; así 

- | a | < a < | a \ 

Además, 

-14 á b < 14 

De estas dos desigualdades continuas y la propiedad (v) del teorema A. 1.3, resulta 
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En consecuencia, de la proposición (1) con < en lugar de <, se tiene 

\a + ¿| < | a | + |b| ■ 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra el contenido de la de¬ 
sigualdad del triángulo para cuatro casos particulares. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

Si a — 3 y b = 

4, entonces 

|«+b|=|3+4| |a¡ 

+ 1*1 

= |3| + |4| 


= |7| 


= 3 + '4 


= 7 


= 7 


Si a = -3 y b = 4, entonces 




\a + b\ = |-3 + 4| |a j 

+ I*J 

+ 

1 

II 


= ¡ 1 | 


= 3 + 4 


= 1 


= 7 


Si a = 3 y b = -4, entonces 




\a + b\ = |3 + (-4)| |a| 

+ 1 b\ 

= |3| + I “4 | 


= | - 1 | 


= 3+4 


= 1 


= 7 


Si a = -3 y b = -4, entonces 




\a + ¿| = |-3 + (-4)| |aj 

+ 1*1 

1 

+ 

Y 

ii 


'' = 1-7 | 


= 3+4 


= 7 


= 7 


En cada caso |o + b| £ |a| + |b| 



◄ 

1 A. 1 .7 Teorema | 


Sean a.b e R, entonces 
(I) \a-b\<, | ü | + |fr| 
(i¡) \a\ - |¿>| £ |a - b\ 


Demostración de (i) 


| a - b | = | a + (~b) | £ | a | + | (- b ) | = | a j + | b | 

Demostración de (ii) 

| a | = | (a - b) + b | £ | a - b\ + | b \ 

De este modo, al restar | b | de los dos miembros de la desigualdad, se tiene 
|a|-|¿|<|a-¿| ■ 


EJERCICIOS A. 1 


En los ejercicios l y 2, acomode los elementos del subconjunto 
dado de R en el mismo orden que sus puntos correspondientes de 
la recta numérica real de izquierda a derecha. 

1. (-2, 3, 21, 5,-7, §, V2,-2,-^5, -10,0, f,-f,-l) 

2. {Ü,7T. -8.-V2, 3.-V3.4, f ,-§,1.26, \tt) 

En los ejercicios 3 a 6, utilice la notación de conjuntos y uno o 
más de los símbolos <, >, < y > para denotar el conjunto. 


3. (a) El conjunto de todas las x tales que x es mayor que -9 y 
menor que 8; (b) el conjunto de todas las y entre -12 y -3; 
(c) el conjunto de todas las z tales que 4z - 5 es negativo. 

4. (a) El conjunto de todas las x entre -5 y 3; (b) el conjunto de 
todas las y tales que y es mayor que o igual a -26 y menor 
que -16; (c) el copjunto de todas las /-.tales que 8/ - 4 es 
positivo. 

5. (a) El cbnjunto de todas las x tales que 2x + 4 es no negati¬ 
vo; (b) el conjunto de todas las r tales que r es mayor que o 
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igual a 2 y menor que 8; (c) el conjunto de todas las a tales 
que a - 2 es mayor que -5 y menor que o igual a 7. 

6. (a) El conjunto de todas las i tales que 2s + 3 es no positi¬ 
vo; (b) el conjunto de todas las x tales que 3x es mayor que 
10 y menor que o igual a 20; (c) el conjunto de todas las z tales 
que 2z + 5 está entre -1 y 5, incluyendo estos números. 

En los ejercicios 7 a 14, haga lo siguiente:!!) maestre el Conjunto 
sobre la recta real; (ii) represente el conjunto por medio de no¬ 
tación de intervalos; (iii) describa el conjunto en palabras, de 
manera semejante a la descripción de los ejercicios 3 a 6. 


I. (a) I* 

8. (a) [x 

9. (a) (x 
(b) {x 

10. (a) [x 
(b) [x 

II. (a) {x 
(b) {x 

12. (a) {* 
(b) [x 

13. (a) [x 
(b) \x 

14. (a) [x 
(b) U 


* > 2 ) 
x £ 8) 

x > 2 y x < \2] 
x <. -4 o x > 4] 
x > -5 y x < 5) 
x < 3 o x > 6) 

* > 2) n {* 1 * < i2) 

x < —4) U [x\x > 4) 

* a -5) fl [x\x < 5) 
x < 3) U [x |x > 6) 

* > — 4 ) n {*1* < oí 

jt < 0 ) U [x\x s 7) 

x > - 8 ) n {*1* < 0) 

x > 2} U {jc|jc > 10) 


(b) {jc| — 4 < a: £ 4) 
(b) ¡x 3 < jc < 9) 


15. 

(a) (2,7) 

(b) [-3, 6] 


(c) (-5, 4] 

(d) [-10,-2) 

16. 

(a) (-5, 5) 

(b) [1,9] ’ 


(c) [-8, 3) 

(d) (-7, 0] 

17. 

(a) [3, +oo) 

(b) (-oo,0) 


(c) (-4, + oo) 

(d) (- 00, + 00) 

18. 

(a) (-oo, -2] 

(b) (-1, + oo) 


(c) (-oo, 10) 

(d) [0, + oo] 


19. (a) |7| 

(c) 13 - V3 

20. (a) | 11 

(c) \rt-2\ 


<■»> I"? I 

(d) | v3 - 3 | 
(b) | -8 | 

(d) 3 - Jt\ 


21. (a) u = 8, v = 2 
(c) u = 8, v = -2 

22. (a) u = 6, v = 4 
(c) u - 6, v = -4 

23. (a) u = t, v = 2f, y t > 0 
(b) u = t, v = 2r, y t < 0 


(b) u = -8, v = 2 
(d) u = -8, v = -2 

(b) u = -6, v = 4 
(d) u = -6, v = -4 


24. (a) u = t, v = ~t, y t > 0 
(b) u = t, v = jt, y t < 0 

En los ejercicios 25 a 30, demuestre que las dos desigualdades 
son equivalentes. 

\x ~ 6 I< i 

+ 6 | < 

- 2 I 


25. |(2* - 3) - 9| < 1 

26. | (2* + 3) - 11 < 1 

27. | (3x - 5) - 1 | < { 

28. | (5jc - 2) - 3 | < } 

29. |(1* - 5) + 71 < | 

30. |(1*- 1) + 21 < ¿ 


x 1 I < 10 

* + 4 I< 5 

* + 4 I < í 


En los ejercicios 31 y 32, verifique la desigualdad del triángulo 
para los valores de ay b. 

31. (a) a = 5 y b = 7 
(c) a = -5 y b = 7 


32. (a) a = 1 y b = \ 
(c) a = } y b = -i 


(b) a = 5 y b = -1 
(d) a = -5 y b = -7 
(b) a = -1 y b = i 
(d)a = -i y fo = - i 


En los ejercicios 15 a 18, muestre el intervalo sobre la recta 
numérica real y utilice la notación de conjuntos y símbolos de 
desigualdad para denotar el intervalo indicado. 


En los ejercicios 19 y 20, determine el valor absoluto en cada 
inciso. 

. 3 ; 


En los ejercicios 33 y 34, utilice la desigualdad del triángulo 

para demostrar la proposición indicada, 

33. Si | jc — 1 | < ^ y |y + 1 | < i, entonces 

\* + y\< i- 

34. Si | jc — 1 | < j y | y - 1 | < 1, entonces 

l*-'y| <' tí - 

35. Para determinar el punto de la recta numérica real que co¬ 
rresponde al número V2, utilice la construcción indicada 
en la figura adjunta; desde el punto 1, se dibuja un segmento 
de recta perpendicular al eje. Al unir el extremo superior de 
este segmento con el origen se forma un triángulo rectán¬ 
gulo. La longitud de la hipotenusa de este triángulo es -j 2 
unidades. Este hecho se deduce del teorema de Pitágoras, 
el cual establece que c 2 tiene el mismo valor que a 2 + b 2, 
donde c unidades es la longitud de la hipotenusa, y a uni¬ 
dades y b unidades son las longitudes de los otros dos lados. 
Después se dibuja un arco de la circunferencia que tiene 
su centro en el origen y radio \2 ; el punto donde este arco 
íntersecta al eje es J2. Utilice este método para deter¬ 
minar el punto correspondiente a -Jí. 


En los ejercicios 21 a 24, muestre los puntos que corresponden a 
u y v sobre la recta real y después calcule la distancia entre ellos. 



36. Determine el punto de la recta real que corresponde al nú¬ 
mero irracional Vio. Sugerencia; consulte el ejercicio 35. 
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A.2 COORDENADAS Y GRÁFICAS DE ECUACIONES 


o 


x 


FIGURA 1 


P(x, y) 


(ordenada) 



(abscisa) 


FIGURA 2 


(- 4 , 5 ) , 

i 

l 

- .( 8 , 5 ) 

-•(1,2) 

'(- 6 , 0 ) 


: a, o) 

• (- 8 , - 6 ) 

i 

1 

; ( 0 .- 4 ) 

íq _-n - 


FIGURA 3 


segundo cuadrante : 

primer cuadrante 

O 

tercer cuadrante ¡ 

cuarto cuadrante 


La creación de la geometría analítica se atribuye a Rene Descartes (1596-1650), 
matemático y filósofo francés. En su libro Geometría , publicado en 1637, 
Descartes estableció la unión Üel álgebra y de lá geometría mediante un sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares (llamado así en su honor). Este 
sistema de coordenadas utiliza pares ordenados de números reales. 

Dos números reales cualesquiera forman un par, y cuando el orden en que 
aparecen los números es significante, se le denomina par ordenado. Si x es el 
primer número real y y es el segundo, este par ordenado se denota por (x, y). 
Observe que el par ordenado (5, 2) es diferente del par ordenado (2, 5). 

El conjunto de todos los pares ordenados de números reales recibe el 
nombre de plano numérico, el cual se denota por R 2 , y cada par ordenado 
(x, y) es un punto del plano numérico. De la misma forma en que R, el con¬ 
junto de los números reales, se identifica con los puntos de un eje (espacio 
unidimensional), puede identificarse R 2 con los puntos de un plano geomé¬ 
trico (espacio bidimensional). Para ello se eligen dos rectas en el plano 
geométrico, una horizontal, llamada eje x, y la otra vertical, denominada 
eje y. El punto de intersección de los ejes x y y recibe el nombre de origen, 
y se denota por O. Por lo común, las unidades de medición a lo largo de los 
dos ejes es la misma. Se establece que el sentido positivo del eje x es hacia 
la derecha del origen, y el sentido positivo del eje y es hacia arriba del 
origen. Refiérase a la figura 1. 

Ahora se asociará un par ordenado de números reales (x, y) con un punto 
del plano geométrico. En el punto x del eje horizontal y en el punto y del eje 
vertical, se dibujan segmentos de recta perpendiculares a los ejes respectivos. 
La intersección de estos dos segmentos de recta perpendiculares es el punto P 
asociado con el par ordenado (x, y). Consulte la figura 2. El primer número x del 
par se denomina abscisa (o coordenada x) de P, y el segundo número y se lla¬ 
ma ordenada (o coordenada^) de P. Si la abscisa es positiva, P estará a la dere¬ 
cha el eje y; y si es negativa, P se hallará a la izquierda del eje y. Si la ordenada 
es positiva, P estará arriba del eje x, y si es negativa, P se hallará debajo del eje 
x. La abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas 
cartesianas rectangulares del punto. Existe una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de un plano geométrico y R 2 ; esto es, a cada punto le corres¬ 
ponde un único par ordenado (x, y), y cada par ordenado (x, y) está asociado con 
un único punto. Esta correspondencia uno a uno se denomina sistema coor¬ 
denado cartesiano rectangular. La figura 3 ilustra un sistema coordenado 
cartesiano rectangular con algunos puntos indicados. 

A los ejes x y y se les llama ejes coordenados. Estos dividen al plano en 
cuatro partes denominadas cuadrantes. El primer cuadrante es aquel en el que 
las abscisas y las ordenadas son positivas, es decir el cuadrante superior 
derecho. Los otros cuadrantes se numeran en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, por lo que el cuarto cuadrante es el cuadrante inferior 
derecho. Vea la figura 4. 

Debido a la correspondencia uno a uno, se identifica R 2 con el plano 
geométrico. Por esta razón a un par ordenado (x, y) se le llama también punto. 

A continuación se discutirá el problema de calcular la distancia entre 
dos puntos de R 2 . Si A es el punto (jq, y ( ) y B es el punto (x 2 , y]) (es decir, A 
y B tiene la misma ordenada pero diferente abscisa), entonces la distancia 
dirigida de A a B se denota por AB y se define como 


AS = jc 0 — je. 


FIGURA 4 
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4(3,4) 8( 9,4) 


-4—1—I < , 4- 1 


A8 = 6 

(a) 


(- 8 , 0 ) 


AB = 14 

(b) 


( 6 , 0 ) 


6(1, 2) A(4, 2) 


H-1-1-1-► 4 


45 =-3 

(c) 

FIGURA 5 


C( 1,-2) 


D(-2,4) 


-I- i D(l, -8) C(—2, -3) 


CD=- 6 
(a) 


CD = 7 
(b) 


FIGURA 6 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Refiérase a las figuras 5(a), 

(b) y (c). Si A es el punto (3, 4) y B es el punto (9, 4), entonces AB = 9-3; 
esto es, AB = 6. Si A es el punto (-8, 0) y B es el punto (6,0), entonces AB = 
6 - (-8); es decir, AS = 14. Si A es el punto (4, 2) y B es el punto (1, 2), en- 
toncesAB = 1 - 4;estoes, AB = -3. Se observa que AB es positiva si B está 
a la derecha de A, y AB es negativa si B se encuentra a la izquierda de A. ^ 

Si C es el punto (a-j, y¡)-y D es el punto (a,, y 2 ), entonces la distancia 
dirigida de C a D, denotada por CD, se define por 

cd = y 2 ~ y i 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Refiérase a las figuras 6(a) y 
(b). Si Ces el punto (1,-2) y Des el punto (1,-8), entonces CD = -8 - (-2); 
esto es, CD = -6. Si C es el punto (-2, -3) y D es el punto (-2, 4), enton¬ 
ces CD = 4 - (-3); es decir, CD = 7. El número CD es positivo si D está por 
arriba de C, y CD es negativo si D se encuentra debajo de C. ^ 

Observe que el término distancia dirigida indica tanto la distancia 
como el sentido (positivo o negativo). Si sólo interesa la longitud del seg¬ 
mento de recta entre los punto P ¡ y P 2 sin considerar el sentido, entonces se 
emplea el término distancia no dirigida. La distancia no dirigida de P ] a P 2 
se denota por | P|P 2 j, la cual es un número no negativo. Si se utiliza la pala¬ 
bra distancia sin el adjetivo dirigida o no dirigida, debe entenderse que se 
hace referencia a la distancia no dirigida. 

Ahora se obtendrá una fórmula para calcular la distancia | P,P 2 | si 
Pj(jCj, y¡) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos cualesquiera del plano. Se empleará el 
teorema de Pitágoras de la geometría plana, el cual se enuncia a continuación. 
Consulte la figura 7. 


A.2.1 Teorema El teorema de Pitágoras 


En un triángulo rectángulo, si a y b son las longitudes de los lados 
perpendiculares y c es la longitud de la hipotenusa, entonces 

+ = ¿ ■ 

La figura 8 muestra a P x y P 2 en el primer cuadrante y el punto R(x 2 , y¡). 
Observe que | PjP 2 ¡ es la longitud de la hipotenusa del triángulo rectángulo 
P¡PP 2 . Del teorema de pitágoras, se tiene 

mi 2 = |/ y ?¡ 2 + | bp ¡| 2 
TOI = v'lpP + l^l 2 

\Pfz\ = V(*2 - *i) 2 + (y 2 - y,) 2 

En esta fórmula no se considera el símbolo ± frente al radical debido a que 
| P|P 2 | es un número no negativo. La fórmula se cumple para todas las posi¬ 
ciones posibles de P¡ y P 2 en los cuatro' cuadrantes. La longitud de la hipote¬ 
nusa siempre es | P X P 2 [, y las longitudes de los catetos siempre son | P X R | y 
| RP 2 1 • En consecuencia, se tiene el teorema siguiente. 
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p 2 (.x 2 , y 2 ) 




#> ií*f yd" 


' /?cx 2 , >,) 


FIGURA 8 


A.2.2 Teorema La fórmula de la distancia 


La distancia entre dos puntos P¡(x j, y,) y P^JCj, y 2 ) está determinada por 

\Ffa\ - Wte ^ «i) 2 ' + (>2 - >i) 2 

Si P, y P 2 están en la misma recta horizontal, como en la figura 9, en¬ 
tonces y 2 = y, y 

\P¡P¡\ = V(x 2 - X,) 2 + 02 

<=> |PjP 2 | = |* 2 - x¡ I (porque Va^ = |o¡; 


Además, si P¡ y P 2 están en la misma recta vertical, como se muestra en la 
figura 10, entonces ,r 2 = x¡ y 


y 


1^1 = VO 2 + (y 2 - y,) 2 
« 1^1 = l>2 - >il 


P2^2-y¡'> 


FIGURA 9 


A continuación se obtendrán las fórmulas para determinar el punto 
medio de un segmento de recta. Sea M(x, y) el punto medio del segmen¬ 
to de recta de Pj(jt lt yj) a P 2 (x 2 , y 2 ). Consulte la figura 11. Como los triángu¬ 
los P { RM y MTP 2 son congruentes, entonces 


P,P| = \MT\ y \RM\ = \TP 2 \ 


Así, 


P i<*pyi) 

!vTl = b2->il 
P'A X 2' y2^ 

FIGURA 10 


2x = x¡ + Xj 
X, + x 2 

x = 


y - ?i = y 2 - y 
2 y = y¡ + y 2 

v = - v i + - V 2 
y 2 


De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


A.2.3 Teorema Fórmulas del punto medio 


» 

Si M(x,y) es el punto medio del segmento de recta de 'Y*,.*) a 
P 2 (jtj. y 2 ), entonces 

xi + x 2 _ yi + y 2 
2 y 2 


y 



En la deducción de las fórmulas, se supuso que x 2 > y y 2 > y y Las 
fórmulas también se cumplen al considerar cualquier otro orden de estos 
números. 


P EJEMPLO 1 (a) Determine las coordenadas del punto medio M 

del segmento de recta de A(5, -3) a B(-l, 6). (b) Ubique los puntos A, M y B en 
un sistema coordenado y demuestre que | AM | = | MB \. 

Solución 

(a) Si M es el punto (x, y), de las fórmulas del punto medio, se tiene 
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y 



(b) 


x = 


5 - 1 
2 


y = 


-3 + 6 
2 


De modo que M es el punto (2, |). 

La figura 12 muestra los puntos A,MyB. De la fórmula de la distancia se 
obtiene 


AM\ = ^(2 - 5) 2 + (§ + 3) 2 


MB 1 = ^(-1 - 2) 2 + (6 - |) 2 


V 9 + " 




81_ 

4 


= |Vñ 


3 

2 


VÍ3 



-5 



• +-5 


!■ II ► x 
5 


Por tanto, | AM \ = \ MB \. A 

Se ha mostrado cómo el sistema coordenado cartesiano puede emplear¬ 
se para obtener hechos geométricos mediante álgebra. Ahora se mostrará 
cómo dicho sistema permite asociar una gráfica (un concepto geométri¬ 
co) con una ecuación (un concepto algebraico). 

Una ecuación algebraica en dos variables x y y es un enunciado en el 
que se establece que dos expresiones en x y y son iguales. Cuando x y y se 
sustituyen por números específicos, por decir a y b, entonces el enunciado 
que resulta puede ser verdadero o falso. Si es verdadero, entonces el par 
ordenado (a, b) se denomina solución de la ecuación. 


- 10 t 

FIGURA 13 


Tabla 1 


X 

-2 -1 

0 ] 

[ 2 

3 

es 

1 

H 

m 

II 

>> 

-8 -5 

-2 1 

1 4 

7 



FIGURA 14 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuación 

y = 7>x - 2 (1) 

donde ( x , y) es un punto en R 2 . Si x se sustituye por 2 en la ecuación, se ob¬ 
serva que y es igual a 4; así, el par ordenado (2, 4) es una solución de esta 
ecuación. Si cualquier número se sustituye por x en el miembro derecho de 
(1), se obtiene un valor correspondiente para y. Por tanto, (1) tiene un nú¬ 
mero ilimitado de soluciones. Las soluciones que se obtienen de la tabla 1 
son (-2, -8), (-1, -5), (0, -2), (1, 1), (2,4) y (3, 7). ◄ 


A.2.4 Definición de la gráfica de una ecuación 


La gráfica de una ecuación en R 2 es el conjunto de todos los puntos de 
R 2 cuyas coordenadas son soluciones de la ecuación. 


Debido a que la ecuación (1) tiene un número ilimitado de soluciones, su 
gráfica consiste de un número infinito de puntos. Los seis puntos proporciona¬ 
dos por la tabla 1 y mostrados en la figura 13, parecen estar sobre un recta. De 
hecho, aprenderá en la sección A.3 del apéndice que cada solución de la 
ecuación (1) corresponde a un punto sobre una recta, y recíprocamente, las 
coordenadas de cada punto de la recta satisfacen (1). Por tanto, la recta es la 
gráfica de la ecuación. Esta gráfica se muestra en la figura 14, donde las puntas 
de flecha indican que la recta continúa en los dos sentidos. Las coordenadas de 
cualquier punto ( x , y) de la recta satisfacen (1), y las coordenadas de cualquier 
punto que no pertenece a la recta no satisfacen la ecuación. 
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FIGURA 15 


Recuerde, de la sección del principio del libro titulada Preparación para 
el estudio del Cálculo , que se indicó que las gráficas se obtendrían en dos 
formas: (i) a mano, donde se utilizan los términos dibuje la gráfica ; (ii) en una 
calculadora gráfica o graficadora, donde se indica trace la gráfica. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La gráfica de la ecuación 

y = 3x - 2 

trazada en el rectángulo de inspección de [-12, 12] por [-8, 8], se muestra en la 
figura 15. Compare las figuras 14 y 15, las cuales muestran la misma recta. 4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La gráfica de la ecuación 
y = x 2 - 3 

trazada en el rectángulo de inspección de [-9, 9] por [-6, 6], se muestra en 
la figura 16. 4 

La gráfica de la ecuación del ejemplo ilustrativo 5 es una parábola. Las 
parábolas se estudian con detalle en la sección A.4 del apéndice. 

La mayoría de las graficadoras pueden trazar gráficas para más de una 
ecuación en el mismo rectángulo de inspección. Esto se realiza en el ejemplo 
siguiente. 


► EJEMPLO 2 (a) Dibuje la gráfica de la ecuación 

y 2 = 4x 

localizando en un sistema coordenado los puntos para los cuales x es igual a 0, 
1, 2, 3 y 4 y uniendo estos puntos mediante una curva, (b) Trace las gráficas 
de las dos ecuaciones 




FIGURA 17 


y = 2fx y y = -2fx 

en el mismo rectángulo de inspección, (c) ¿Por qué son idénticas las curvas 

obtenidas en los incisos (a) y (b)? 

Solución 

(a) Como y 2 es no negativo, los valores de x están restringidos a números no 
negativos. Para cada valor positivo de x existen dos valores de y. La tabla 
2 proporciona los valores de y cuando x es igual a 0,1,2, 3 y 4. Al locali¬ 
zar y unir los puntos cuyas coordenadas son los valores x y y de la tabla 
se obtiene la gráfica dibujada en la figura 17. 


X 

0 

1 

12 2 3 3 

- 1 - 

4 

4 

y* — 4x 

0 

2 

-2 2f2 -2fl 2f¡ -2 V3 

4 

-4 


(b) En la graficadora se consideran 

y, = 2 fx y y 2 = -2fx 
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y¡ =2 Vi y y 2 = - 2 VV 


FIGURA 18 



[-6, 6] por [-2, 6] 
y = ABS(jr) 

FIGURA 19 


y 



FIGURA 20 


• (-3, 2) 


(3,2). 


H-1-1-1-► x 


• (-3,-2) 


(3,-2). 


FIGURA 21 


y se trazan las gráficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectángulo de 
inspección de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 18. 

(c) La ecuación y 2 = 4x es equivalente a las dos ecuaciones y = 2-Jx y 
y = -2-.fx . Por tanto, la.unión de las gráficas de >y y y, trazadas en él 
inciso (b) es la misma que la gráfica dibujada en el inciso (a). 4 

La úúrVa del ejemplo 2 también es una parábola. 


W EJEMPLO 3 (aj Trace la gráfica de la ecuación y = \x 
(b) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (a). 

Solución 


(a) El cálculo del valor absoluto de un número se efectúa internamente en la 
graficadora y en la mayoría de las calculadoras se denota por ABS. Sea 

y = ABSU) 


y trace la gráfica en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-2, 6], 
mostrada en la figura 19. 

(b) De la definición de valor absoluto de un número, 

¡ x si ye > 0 

y = 

{- x si x < 0 

La tabla 3 proporciona algunos valores de x y y que satisfacen la ecua¬ 
ción, y la gráfica se muestra en la figura 20, la cual concuerda con la fi¬ 
gura 19. 


Tabla 3 


X 

0 

1 2 

3 

4 

-1 

-2 

-3 

-4 

1! 

>•> 

0 i 

l 2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 


La simetría es una propiedad de las gráficas, especialmente útil cuando 
se dibujan las gráficas de ciertas ecuaciones. 


A.2.S Definición de simetría de dos puntos 


Se dice que los dos puntos PyQ son simétricos con respecto a una recta 
si y sólo si la recta es la bisectriz perpendicular (mediatriz) del segmento 
PQ. Dos puntos P y Q se dicen simétricos con respecto a un tercer 
punto si y sólo si el tercer punto es el punto medio del segmento PQ. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Los puntos (3, 2) y (3, -2) 
son simétricos con respecto al eje x, los puntos (3, 2) y (-3, 2) son simétricos 
con respecto al eje y, y los puntos (3, 2) y (-3, -2) son simétricos con res¬ 
pecto al origen. Refiérase a la figura 21. 4 

En general, los puntos (x, y) y (x, -y) son simétricos con respecto al 
eje x; (x, y) y (-x, y) son simétricos con respecto al eje y; y (x, y) y (-x, -y) 
son simétricos con respecto al origen. * 
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A.2.7 Definición de simetría de una gráfica 


La gráfica de una ecuación es simétrica con respecto a una recta l si y 
sólo si para cada punto P de la gráfica existe un pumo Q también de la 
gráfica tal que P y Q son simétricos coé respecto a la recta l. La gráfi- , 
ca de una ecuación es simétrica con respecto a un punto P si y sólo si ; 
para cada punto P de la gráfica existe un punto S también de la gráfica 

tal que Py S son simétricas con respecto al punto R. ¿ 

. • n - ■ • . 

La figura 22 muestra una gráfica simétrica con respecto al eje x, la fi¬ 
gura 23 presenta una gráfica simétrica con respecto al eje y, y la figura 24 
muestra otra gráfica simétrica con respecto al origen. 

De la definición de simetría de una gráfica, se deduce que si un punto 
( x , y) está en una gráfica simétrica con respecto al eje x, entonces el pun¬ 
to ( x , -y) también debe estar en la gráfica. Si los puntos (x, y) y (x, -y) están 
en la gráfica, entonces la gráfica es simétrica con respecto al eje x. Por tanto, 
las coordenadas del punto ( x , -y) así como las del punto (x, y) deben satisfa¬ 
cer la ecuación de la gráfica. En consecuencia, la gráfica de una ecuación en 
x y y es simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuación. De esta forma, se 
ha demostrado el inciso (i) del siguiente criterio de simetría. Las demostra¬ 
ciones de los incisos (ii) y (iii) son semejantes. 


y 



A.2.7 Teorema Criterios de simetría 


La gráfica de una ecuación en x y y es 

(i) simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye y por -y en la ecuación; 

(ii) simétrica con respecto al eje y si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye x por -x en la ecuación; 

(iii) simétrica con respecto al origen si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando se sustituye* por -x y y por-y en la ecuación. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refiérase a la gráfica de la 

figura 16, la cual es simétrica con respecto al eje y, y cuya ecuación es 


y = x 1 - 3 


y 



Si x se reemplaza por —x, se obtiene la ecuación 
y = (-x) 2 - 3 

<=> y = x 2 - 3 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 La gráfica dibujada en la fi¬ 
gura 17 es simétrica con respecto al eje x , y su ecuación es 

y 2 = 4x 

Al sustituir y por -y en esta ecuación, se obtiene 
(-y) 2 = 4x 

<=> y 2 = 4x A 




FIGURA 24 
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► EJEMPLO 4 


Verifique la simetría de la gráfica cuya ecuacióires 


y = 


Después trace su gráfica. 

Solución Se verificará la simetría. Si x se reemplaza por -x y y se 
sustituye por -y en la ecuación dada, se tiene 

-y = i(-a;) 3 


FIGURA 25 


y = i* 3 


Por tanto, por el criterio de simetría (iii), la gráfica es simétrica con respecto al 
origen. La gráfica no es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al eje y 
como se puede verificar al aplicar los criterios de simetría (i) y (ii). 

La gráfica de la ecuación dada, trazada en el rectángulo de inspección de 
[-10, 10] por [-10, 10], se muestra en la figura 25. Observe la simetría con 
respecto al origen. 4 


EJERCICIOS A.2 


En los ejercicios 1 y 2, localice el punto P en un sistema coor¬ 
denado cartesiano rectangular y determine el cuadrante en el 
que se encuentra. 


1. (a) «3, 7) 
(c) P( 2,-5) 

2. (a) «5, 6) 
(c) «-7,-2) 


(b) «- 4,-6) 
(d) «-1,4) 
(b) P( 8, -1) 
(d) P(-9, 3) 


En los ejercidos 3 a 8, localice el punto P y cada uno de los 
puntos siguientes en un sistema coordenado cartesiano rec¬ 
tangular. (a) El punto Q tal que el segmento de recta de P a Q 
sea perpendicular al eje x y bisecado por dicho eje. Proporcio¬ 
ne las coordenadas de Q. (b) El punto R tal que el segmento de 
recta de P a R sea perpendicular al eje y y bisecado por este 
eje. Dé las coordenadas de R. (c) El punto S tal que el segmen¬ 
to de recta de P a S sea bisecado por el origen. Proporcione 
las coordenadas de S. (d) El punto T tal que el segmento de recta 
de P aT sea perpendicular a la recta a 45° que pasa por el ori¬ 
gen y biseca los cuadrantes primero y tercero, y que biseque al 
segmento PT. Dé las coordenadas de T. 

3. «1,-2) 4. «-2,2) 5. « 2,2) 

6. «-2,-2) 7. «-1,-3) 8. «0,-3) 


En los ejercicios 11 y 12, dibuje el triángulo que tiene vértices 
en A, B y C y calcule las longitudes de los lados. 


11. A(4,-5), B(-2, 3), C(-l,7) 

12. A(2,3), fl(3,-3), C(-l.-l) 

13. Una mediana de un triángulo es un segmento de recta tra¬ 
zada desde un vértice hasta el punto medio del lado opues¬ 
to. Calcule la longitud de las medianas del triángulo cuyos 
vértices son A(2, 3), «3. -3) y C(—1, —1). 

14. Calcule las longitudes de las medianas del triángulo que 
tiene vértices A(-3, 5), B(2, 4) y C(-l, -4). 

15. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son A(3,-6), 
«8, -2) y C(-l, -1) es un triángulo rectángulo. Sugeren¬ 
cia: utilice el recíproco del teorema de Pitágoras. 

16. Determine los puntos medios de las diagonales del cuadri¬ 
látero cuyos vértices son (0, 0), (0,4), (3, 5) y (3, 1). 

17. Demuestre que los puntos A(- 7, 2), B( 3, -4) y C(l, 4) son 
los vértices de un triángulo isósceles. 

18. Demuestre que los puntos A(-4, -1), B(- 2, -3), C(4, 3) y 
D( 2, 5) son los vértices de un rectángulo. 

19. Demuestre que los puntos (-3,2), (1.-2) y (9,-10) son 
colineales utilizando la fórmula de la distancia. 


En los ejercicios 9 y 10, haga lo siguiente: (a) determine las 
coordenadas del punto medio M del segmento de recta de A a B; 
(b) localice los puntos A, M y B en un sistema coordenado 
cartesiano rectangular y demuestre que \ ÁM \ = \MB\. 

9. A(—4, 7) y «1,-3) 10. A(3, 4) y «4, -3) 


20. Determine si los puntos (14, 7), (2, 2) y (-4, -1) son coli¬ 
neales empleándo la fórmula de la distancia. 

21. Demuestre que los puntos A(6, -13), B(-2, 2), C( 13, 10) y 
D(21, -5) son los vértices de un cuadrado. Calcule la lon¬ 
gitud de una diagonal. 
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22. Si un extremo de un segmento de recta es el punto (-4, 2) y 
el punto medio del segmento es (3, -1), determine las coor¬ 
denadas del otro extremo del segmento. 

23. La,abscisa de pnpqnto es r-6, y su distancia desde el punto 
(1,3) es -/74. Obtenga la ordenada del punto. 

24. Dados los dos puntos A(-3, 4) y ¿f(2, 5), determine las 
coordenadas de un punto P en la recta que pasa por Ay B y 
que no se encuentra entre A y B tal que (a) la distancia de P 
a A sea el doble que la de P a B y (b) la distancia de P a B 
sea el doble que la de P a A. 


En los ejercicios 25 a 32, haga lo siguiente: (a) verifique la 
simetría de la gráfica de la ecuación (i); (b) dibuje la gráfica de 
la ecuación (i); (c) trace las gráficas de las ecuaciones (ii) y (iii) 
en el mismo rectángulo de inspección; (d) compare las curvas 
obtenidas en los incisos (b) y (c). 


25. 

(i) y 2 = 

9* 

(ü) 

26. 

(i) y 2 = 

i* 

4 a 

(ii) 

27. 

(i) y 2 = 

- i* 

4 

(ii) 


(üi) y = 

-\^F~x 


28. 

(i) y 2 = 

-4* 

(ii) 


(üi) y = 

-2 V 3 * 


29. 

(i) y 2 = 

1 -* 2 

(ii) 


(iii) y = 

-Vi - * 

(2 

30. 

(i) y 2 = 

9 - * 2 

(ii) 


(iii) y = 

-■49 - * 2 

31. 

(i) y 2 = 

x 2 - 4 

(ii) 


(iii) y = -s¡x 2 - 4 

32. (i) y 2 = x 2 - 16 (ii) y 
(iii) y = - V * 2 - 16 


3V* (iii) y = -3V* 

{V* (iii) y = -\4x 

\^F~x 

2-j—x 


sJT^x 2 


-49 - *2 


■ix^A 


4x 2 - 16 


En los ejercicios 33 y 34, dibuje la gráfica de la ecuación. 

33. (a) y = \x - 2\ (b)y = \x + 2| 

(c) y = ¡je| — 2 (d) y = |x | + 2 


34. (a) y = 2\x - 3| (b) y = 2\x + 3| 

(c) y = 21*| - 6 (d)y = 2\x\ + 6 

En los ejercicios 35 a 38, verifique la simetría de la gráfica de 
la ecuación y después trace la gráfica. 


35. 

(a) y 

= 

* 3 

(•>) y = 

-* 3 


(c) y 

= 

1*3 

8 a 

(d)y- 

-'-x 
8 a 

36. 

(a) y 

= 

2* 3 

(b)y = 

-2* : 


(c) y 

= 

i* 3 

6 a 

(d)y = 

-i* : 
6 a 

37. 

(a) y 

= 

2* 4 

(•>) y = 

-2x 


(c) y 

= 

i * 4 

4 a 

(d) y = 

-i* 

4 a 

38. 

(a) y 

= 

4* 4 

(•>) y = 

-Ax 


(c) y 

= 

i-* 4 

2 * 

(d) y = 

- 1 *' 
2 * 


En los ejercicios 39 a 44, trace las gráficas de las ecuaciones de 

cada ejercicio en el mismo rectángulo de inspección. 

39. y = x 2 , y = (x + 2 ) 2 ,y = (x - l) 2 ,y = (jc - 4) 2 

40. y = x 2 , y = x 2 + 2,y = x 2 -2,y = x 2 ~4 

41. y = x 2 , y — 2 x 2 ,y= - 2 x 2 ,y = 4* 2 

42. y = x 2 t y ~ ^x 2 , y = - \x 2 , y = jx 2 

43. y = |*|, y = |*| + 3,y = |x| - 3, 
y = ¡*¡ - 4 

44. y = |*| .y = |* + 3 |,y = |* - 3 |, 
y = |* - 4| 

45. Describa en qué son similares las gráficas del ejercicio 39 
y en que son diferentes. Haga lo mismo para las gráficas 
del ejercicio 41. 

46. Siga las instrucciones del ejercicio 45 para las gráficas de 
los ejercicios 40 y 42. 

47. Siga las instrucciones para el ejercicio 45 para las gráficas 
de los ejercicios 43 y 44. 

48. Utilice las definiciones de simetría para explicar por qué 
una gráfica simétrica con respecto a los dos ejes coorde¬ 
nados también es simétrica con respecto al origen. 


A.3 RECTAS 

Suponga que el costo de alquiler de un avión de una plaza, de una aerolínea 
privada, es de $310 por el avión y el piloto, más 75 centavos por milla de vuelo. 
Si y dólares es el costo de un viaje de * millas, entonces 

y = 0.75* + 310 

La figura 1 muestra la gráfica de esta ecuación trazada en el rectángulo de 
inspección de [0,1200] por [0,^00], con una escala de 100 en los ejes. La gráfica 
parece ser una recta. En el teorema A.3.4 se establece que la gráfica de una 
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y = 0.75*+ 310 

FIGURA 1 


ecuación de este tipo es una recta. Observe que para cada incremento de LOO 
unidades en x, y se incrementa en 75 unidades, o, equivalentemente, por 
cada unidad de incremento en x, y se incrementa en 0.75 unidades. De este 
modo, la razón de cambio en y al cambio en x es la constante 0.75. Esta razón 
constante) se denomina pendiente'' de'Ja'recta.- A 'continuación se obtendrá 
una definición formal de la pendiente de una recta. 

Sean / una recta no vertical, y P^(x v y) y P 2 (x 2 , y 2 ) dos puntos dis¬ 
tintos cualesquiera de /. La figura 2 muestra está recta. En la figura, R es el 
punto {x 2 , y), y los puntos P v P 2 y R son vértices de un triángulo rec¬ 
tángulo; además, P { R = x 2 - x, y RP 2 = y 2 - y y El número y 2 - y, 
mide el cambio en las ordenadas de a P 2 , y puede ser positivo, negativo 
o cero. El número x 2 - x í mide el cambio en las abscisas de P l a P 2 , y 
también puede ser positivo o negativo. Como la recta / no es vertical, 
x 2 jtj, y por tanto, x 2 - Zj no puede ser cero. Sea 



FIGURA 2 


m = 

*2 - *1 


( 1 ) 


El valor de m calculado a partir de esta ecuación es independiente de la elec¬ 
ción de los dos puntos / > 1 y /’j de /. A fin de mostrar esto, suponga que se 
eligen dos puntos diferentes R,^,, y x ) y P 2 (x 2 , y 2 ) de la recta /, y se calcula 
un número m a partir de (1) 

^ ñ - y\ 

m = =-- 

*2 - *l 

Se probará que m = m. Refiérase a la figura 3. Los triángulos P X RP 2 y P\PP 2 
son semejantes; por lo que las longitudes de los lados correspondientes son 
proporcionales. Por tanto, 

y_i - yi _ yi - y 

z 2 - x x x 2 - x t 
o bien. 


m 


m 



Así, el valor de m calculado a partir de (1) es el mismo número sin importar cuales 
dos puntos de / se eligieron. Este número m se denomina pendiente de la recta. 


A.3.1 Definición de la pendiente de una recta 


Si P'U,, y,) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos cualesquiera de la recta /, la 
cual no es paralela al eje y, entonces la pendiente de /, denotada por m, 
está determinada por 

~ y» 

x 2 - JC| 


Al multiplicar ambos miembros de la ecuación anterior por x 2 - x v 
se obtiene 

y 2 - y t = m(x 2 - *,) 


De esta ecuación se deduce que si se considera una partícula que se mueve a 
lo largo de una recta, el cambio en la ordenada de la partícula es igual al 
producto de la pendiente y el cambio en la abscisa. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si / es la recta que pasa por 

los puntos P x {2, 1) y P 2 (4, 7) y m es la pendiente de /, entonces 
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y 




y 




= 3 


Refiérase a la figura 4. Si una partícula se mueve a lo largo de la recta /, el 
cambio en la ordenada es 3 veces el cambio en la abscisa. Esto es, si la 
partícula está en P 2 (4, 1) y la abscisa se incrementa una unidad, entonces 
la ordenada se incrementará en 3 unidades, y la partícula estará en / 3 3 (5, 10). 
De igual manera, si la partícula está en Py(2, 1) y la abscisa se disminuye en 
2 unidades, entonces la ordenada se disminuirá en 6 unidades, y la partícula 
estará en P 4 (0, -5). A 

Si la pendiente de una recta es positiva, entonces conforme la abscisa 
de un punto de la recta se incrementa, la ordenada se incrementa también, tal 
como se muestra en la figura 5. En la figura 6 se presenta una recta cuya 
pendiente es negativa. Para esta recta, conforme la abscisa de un punto de la 
recta se incrementa, la ordenada disminuye. 

Si una recta es paralela al eje x , entonces y 2 = >j, de modo que la 
pendiente es cero. Si una recta es paralela al eje y, entonces x 2 = x¡, por lo 

que la fracción —-carece de significado debido a que no puede divi- 

*2 - *1 

dirse entre cero. Por esta razón, las rectas paralelas al eje y se excluyen de la 
definición de pendiente. Por tanto, la pendiente de una recta vertical no 
está definida. 


► EJEMPLO 1 Para cada par de puntos, dibuje la recta que pasa 
por ellos y determine su pendiente: (a) A(3, 7) y B(- 2, -4); (b) A(-2, 5) y 
B( 2, -3); (c) A(-3,4) y B( 5, 4); (d) A(5, 3) y B( 5, -1). 


Solución Las rectas se muestran en las figuras 7(a)-(d). Al calcular 
la pendiente se obtiene 


(a) m 


-4-7 

-2-3 

-11 

-5 

jy 

-5 


(b) 


m = 


-3-5 
2 - (- 2 ) 


8 

4 


(c) 


0 

8 


4 


- 4 
(-3) 


(d) Como la recta es vertical, la pendiente no está definida. Si se intenta 
emplear la definición para calcular la pendiente, se obtendrá cero en el 
denominador. A 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

(a) Suponga que una recta contiene al punto P( 5, 2) y su pendiente es |. 
Para determinar otro punto de la recta, se inicia en P y como la pendiente 
es |, se desplaza 4 unidades a la derecha y 3 unidades hacia arriba. 
Entonces se tiene el punto (1(9, 5), que también está en la recta. La recta 
se dibuja de modo que pase por los puntos P y Q, como se muestra en 
la figura 8. 

(b) Si una recta pasa por el punto P( 5, 2) y tiene la pendiente negativa -1, se 

obtiene otro punto de la recta desplazándose, a partir de P, 4 unidades 
a la derecha y 3 unidades hacia abajo. Esto proporciona el punto 
2(9, -1). La figura 9 muestra la recta que pasa por P y Q. A 
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y 



y 




(c) 


y 



FIGURA 8 


y 



En la sección A.2 del apéndice se definió la gráfica de una ecuación. 
Ahora se explicará lo que se entiende por ecuación de una gráfica. 


A.3.2 Definición de ecuación de una gráfica 


Una ecuación de una gráfica es una ecuación que es satisfecha por las 
coordenadas de aquellos, y sólo aquellos, puntos de la gráfica. 

A partir de esta definición, se deduce que una ecuación de una gráfica 
tiene las siguientes propiedades: 

1. Si un punto PQ c, y) está en la gráfica, entonces sus coordenadas satisfacen 
la ecuación. 

2. Si un punto P(x, y) no está en la gráfica, entonces sus coordenadas no 
satisfacen la ecuación. 

A fin de obtener la ecuación de una recta, se emplea el hecho de que un 
punto P |(xj, >• t ) y la pendiente m determinan sólo una recta. Sea P(x, y) 
cualquier punto de la recta diferente de P y Entonces, como la pendiente de 
la recta que pasa por P¡ y P es m. de la definición de pendiente, se tiene 


x - x t 

<=> y - y, = m(x - x,) 


.V 


1 

5 - 

- -4(5,3). 


-5 

-5 - 

o 1 1 1 1 

- ñ(5,-l)' 



pendiente indefinida 

(d) 

FIGURA 7 


Esta ecuación se denomina forma punto-pendiente de la ecuación de la 
recta. Esta forma proporciona la ecuación de la recta si se conocen un punto 
y,) de la recta y la pendiente de la misma. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Con el fin de obtener una 

ecuación de la recta que pasa por los puntos -4(6, -3) y B(- 2, 3), primero se 
calcula m. 


m 


3 ~ (~3) 

- 2-6 

i. 

-8 

_ 3 

4 
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Al emplear la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta con A como 
P v resulta 

.„ . 3- - (-3) = -f(x - 6) 

' Ay + 12 = -3.t- +18 

3x + Ay - 6 = 0 ” * 

Sí se considera B como P, en la forma punto-pendiente, se obtiene 

, : y - 3 = -f[x - (-2)] 

Ay - 12 = -3x - 6 

3jc + Ay - 6 = 0 

la cual, por supuesto, es la misma ecuación obtenida anteriormente ^ 

Si en la forma punto-pendiente se elige el punto particular (0, b) (es de¬ 
cir, el punto donde la recta intersecta al eje y) como el punto (jt 1 ,;y 1 ), se tiene 

y - b = m(x - 0) 

« y - mx + b 

El número b, la ordenada del punto donde la recta corta al eje y, se 
llama intercepción y (u ordenada al origen) de la recta. En consecuencia, 
la ecuación anterior recibe el nombre de forma pendiente-intercepción 
de la ecuación de la recta. Esta forma es especialmente útil debido a que 
expresa de manera explícita la coordenada y de un punto de la recta en tér¬ 
minos de su coordenada x. 


W EJEMPLO 2 Determine la pendiente de la recta que tiene la 
ecuación 

6x + 5y - 7 = 0 

Solución Al resolver la ecuación para v, se obtiene. 

5y = -6x + 7 
y = -¡x + ¡ 

Esta ecuación está en la forma pendiente-intercepción, donde m = -| y 
b = j. Por tanto, la pendiente es -1. 4 

Como la pendiente de una recta vertical no está definida, no se puede 
aplicar la forma punto-pendiente para obtener su ecuación. En lugar de esta 
forma se utiliza el teorema siguiente, el cual también proporciona una ecuación 
de una recta horizontal. 


A.3.3 Teorema 


(i) Una ecuación de la recta vertical que tiene intercepción x igual a a es 
x = a 

(ti) Una ecuación de la recta horizontal que tiene intercepción y igual 
a b es 

y = b 
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y X = a 

+ i 


1 



0 


Uo) * 


FIGURA 10 


y 



\ 

\ y - b , 


( 0 , 6 ) 

0 



FIGURA 11 


Demostración 

(i) La figura 10 muestra la recta vertical que intersecta al eje x en el punto 
(o, 0). Esta recta consta de aquellos puntos del plano y sólo aquellos que 
tienen la misma abscisa a. De este modo, P(x, y) es cualquier punto de la 
recta si y sólo si 

x = a 

(ii) La recta horizontal que intersecta al eje y en el punto (0, b) se muestra 
en la figura 11. Para esta recta, m = 0. Por tanto, de la forma pendiente 
intercepción, una ecuación de esta recta es 

y = b B 

Se ha mostrado que una ecuación de una recta no vertical es de la forma 
y = mx + b, y una ecuación de una recta vertical es x = a. Como cada una 
de estas ecuaciones es un caso especial de una ecuación de la forma 

Ax + By + C = 0 (2) 

donde A, B y C son constantes y A y i no son cero simultáneamente, se 
deduce que cada recta tiene una ecuación de la forma (2). El recíproco de 
este hecho se presenta en el teorema siguiente. 


A.3.4 Teorema 


La gráfica de la ecuación 
Ax + By + C = 0 

donde A.ByC son constantes, y A y B no son ambas cero, es una recta. 



La demostración de este teorema se deja como ejercicio. Vea el ejercicio 51. 

Como la gráfica de (2) es una recta, esta ecuación se denomina 
ecuación lineal; y es la ecuación general de primer grado en * y y. 

A fin de trazar una recta en la graficadora, primero se escribe la 
ecuación en la forma punto-pendiente, como se hizo con la figura 1. Para 
dibujar a mano una recta, sólo se necesita determinar las coordenadas de dos 
puntos de la recta, localizar los puntos y después dibujar la recta. Cuales¬ 
quiera dos puntos serán suficientes, pero por conveniencia, usualmente se 
eligen los puntos donde la recta corta a los ejes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Con el fin de dibujar la recta 

que tiene ecuación 
4x - 3y = 6 


primero se obtiene la intercepción x igual a a y la intercepción y igual a b. Para 
ello, se sustituye en la ecuación 0 por y y se obtiene a = j. Al reemplazar 0 
por* resulta b = -2. Así, se tiene la recta que se muestra en la figura 12. 4 


Una aplicación de la pendiente se presenta en el teorema siguiente. 


A.3.5 Teorema 


Si /, y ¡ 2 son dos rectas no verticales diferentes que tiene pendientes m, y 
m 2 , respectivamente, entonces /, y / 2 son paralelas si y sólo si m, = m 2 . 
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y 



Demostración Sean las ecuaciones de /, y l 2 , respectivamente, 
y = m x x + b x y y = m 2 x + A 2 

Refiérase a la figura 13, la cual muestra las dos rectas que intersectan al eje y 
en los puntos Aj) y B 2 (0, b 2 ). La recta vertical x = 1 intersecta a/, en 
el punh>i4j(l, m x + A,), y a l 2 en el punto A 2 (l, m 2 + b 2 ). Entonces 

\Wfi 2 \ = b 2 - A, y ¡A,A 2 | = (m 2 + b 2 ) - (m, + A,) 

Las dos rectas son paralelas si y sólo si las distancias verticales \B ] B 1 \ y 
\AiA -2 | son iguales; esto es, /, y l 2 son paralelas si y sólo si 


FIGURA 13 


A 2 - A, = (m 2 + A 2 ) - (m l + A f ) 
A 2 - b { = m 2 + A 2 - m, - A, 

mj = m 2 


Así, /j y l 2 son paralelas si y sólo si = m 2 . 


y 



0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean l x la recta que pasa por 

los puntos A(l, 2) y B(3, -6), y m, la pendiente de l x \ y sean / 2 la recta que 
pasa por los puntos C(2, -5) y D(-l, 7), y m 2 la pendiente de / 2 . Consulte la 
figura 14. Entonces 


- 6-2 
3 - 1 


m 2 


7 - (-5) 
- 1-2 



12 

-3 


= -4 


Como m x = m 2 , entonces, por el teorema A.3.5, l t y l 2 son paralelas. ^ 


Dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta. Tres puntos 
diferentes pueden, o no estar en una recta. Si tres o más puntos están en la 
misma recta se les llama colineales. En consecuencia, tres puntos A, B y C 
son colineales si y sólo si la recta que pasa por los puntos A y B es la misma 
que la que pasa por los puntos B y C. Como la recta que pasa por A y B y la 
recta que pasa por B y C contienen al punto B, ellas serán la misma recta 
si y sólo si sus pendientes son iguales. 


► EJEMPLO 3 Determine por medio de pendientes si los puntos 
A(-3, -4), B( 2, -1) y C(7, 2) son colineales. 


Solución Si m, es la pendiente de la recta que pasa por A y B, y m 2 es 
la pendiente de la recta que pasa B y C, entonces 


m 


1 


-1 - (-4) 

2 - (-3) 

3 
5 


2 - (-D 
7-2 

3 
5 


En consecuencia, m¡ = m 2 . Por tanto, la recta que pasa por A y B y la recta 
que pasa por B y C tienen la misma pendiente y contienen al punto común B. 
Así, ellas son la misma recta, y por tanto. A, B y C son colineales. 4 
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A continuación se demostrará un teorema acerca de las pendientes de 
dos rectas perpendiculares. 


A.3.6 Teorema 


Dos rectas no verticales y/ 2 'qüe tienen pendientes m,'y m^, respec¬ 
tivamente! son perpendiculares si y sólo si = -1. 



Demostración Considere los ejes coordenados de modo que el origen 
coincida con el punto de intersección de l { y l 2 . Vea la figura 15. Puesto que 
las rectas l x y ¿ 2 no son verticales, las dos rectas intersectan a la recta 
x = 1 en los puntos P l y P 2 , respectivamente. Las abscisas de P l y P 2 son 
iguales a 1. Sea y la ordenada de P v Como /, contiene a los puntos (0, 0) y 
(1, y ) y su pendiente es m [t entonces 


Así, y = mj. De manera semejante, se muestra que la ordenada de P 2 es 
m 2 . Del teorema de Pitágoras y de su recíproco, el triángulo P\OP 2 es un 
triángulo rectángulo si y sólo si 

\dp¡\ 2 + \op 2 \ 2 = \p¡p 2 \ 2 O) 

Al aplicar la fórmula de la distancia, se obtiene 


| OP ! | 2 = (1 - O) 2 + (m, - O) 2 | OP 2 | 2 = (1 - O) 2 + (m 2 - O) 2 

= 1 + m 2 = 1 + m 2 2 

\P¡P 2 \ 2 = (1 - l) 2 + (m 2 - m,) 2 

= m 2 2 - 2m¡m 2 + m¡ 2 


Si se sustituye en (3), se puede concluir que P- [ OP 2 es un triángulo rec¬ 
tángulo si y sólo si 

1 + m j 2 + 1 + m 2 = m 2 2 - 2 m l m 2 + m 2 
2 = -2m l m 2 

m \ m 2 ~ ■ 
Como la condición m^m 2 = -1 equivale a 


m 


I 


m 2 


y m 2 


m, 


el teorema A.3.6 establece que dos rectas no verticales son perpendiculares 
si y sólo si la pendiente de una de ellas es el recíproco negativo de la pen¬ 
diente de la otra. 


W EJEMPLO 4 Dada la recta l que tiene la ecuación 
5* + 4y — 20 = 0 

obtenga una ecuación de la recta que pasa por el punto (2, -3) y es (a) para¬ 
lela a l, y (b) perpendicular a l. 

Solución En primer lugar se determina la pendiente de l al escribir su 
ecuación en la forma pendiente-intercepción. Si se resuelve la ecuación 
para y se tiene 
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4y - -5 a + 20 
y = ~\x + 5 

La pen,diente de Z es el coeficiente de x, el cual es - f. 

(a) La,pendiente, de una recta paralela a Z es también -1. Como la recta 
requerida contiene al punto (2, -3), se emplea la forma punto-pendiente, 
de donde resulta 

y - (- 3 ) = -\{X - 2 ) 

4y + 12 = -5a + 10 
5a + Ay + 2 = 0 

(b) La pendiente de una recta perpendicular a Z es el recíproco negativo de 
-1, el cual es f. De la forma punto-pendiente, una ecuación de la recta 
que pasa por (2, -3) y que tiene pendiente j es 

y - (-3) = |(a - 2) 

5y + 15 = 4a - 8 

4a - 5y - 23 = 0 ◄ 



W EJEMPLO 5 Demuestre por medio de pendientes que los cua¬ 
tro puntos A(6,2), 5(8, 6), C(4, 8) y D( 2, 4) son vértices de un rectángulo. 

Solución Consulte la figura 16, donde /¡ es la recta que pasa por A y 5, Z 2 
es la recta que pasa por 5 y C, Z 3 es la recta que pasa por D y C, y Z 4 es la recta 
que pasa por A y D; m¡, m 2 , m 3 y m 4 son sus pendientes respectivas. Entonces 



Como OTj = m 3 , Zj es paralela a Z 3 ; y debido a que m 2 = m 4 , Z 2 es paralela 
a Z 4 . Puesto que m^m 2 = -1, Zj y Z 2 son perpendiculares. Por tanto, el cua¬ 
drilátero tiene sus lados opuestos paralelos y un par de lados adyacentes 
perpendiculares. En consecuencia, el cuadrilátero es un rectángulo. 4 


EJERCICIOS A.3 


En los ejercicios I a 6, dibuje la recia que pasa por los puntos A 
y By determine la pendiente de la recta. 


1. (a) A(l,4), 5(6,5) 

2. (a) A(5, 2), B(- 2, -3) 

3. (a) A(-4,' 3), 5(0, 0) 

4. (a) A(7, 0), 5(0,-6) 

5. (a) A(l,5),5(-2,5) 

6. (a) A(3,-5), 5(3, 4) 

En los ejercicios 7 y 8, dibuje 
tiene pendiente m. 


(b) A(2,-3), 5(-4, 3) 

(b) A(-4, 2), 5(8, 5) 

(b) A(i,l),5(-Í,f) 

(b) A(-J, 

(b) A(-2.1, 0.3), 5(2.3, 1.4) 

(b) A(5.2, -3.5), 5(-6.3, -1.4) 

a recta que pasa por el punto P y 


7. (a) P( 3,4), m = | (b) P(-l, 6), m = -3 

■ 8. (a) P(4, 3), m = 2 (b) P(2,-5), m = - 4 

£n Zoj ejercicios 9 a 20, obtenga una ecuación de la recta que 
satisfaga las condiciones dadas. 

9. (a) La pendiente es 4 y pasa por el punto (2, -3); 

(b) pasa por los dos puntos (-1, -5) y (3, 6). 

10. (a) La pendiente es -2 y pasa por el punto (-4, 3); 

(b) pasa por los dos puntos (3, 1) y (-5,4). 

11. (a) La pendiente es - j y la intercepción y es igual a 1; 

(b) la pendiente es 2 y la intercepción a es igual a - y. 
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12. (a) La pendiente es | y la intercepción y es igual a -4; 

(b) la pendiente es -2 y la intercepción x es igual a 4. 

13. (a) Pasa por el punto (1, -7) y es paralela al eje x\ 

(b) pasa por el punto (2, 6) y es paralela al eje y. 

14. (a). Pasa por el punto (-5, 2) y es paralela al eje x\ 

(b) pasa por el punto (-3, -4) y es paralela al eje y. 

15. (a) La intercepción x es igual a -3 y la intercepción y 
es igual a 4; (b) pasa por el origen y biseca al ángulo entre 
los ejes en los cuadrantes primero y tercero. 

16. (a) La intercepción x es igual a 5 y la intercepción y es 
igual a -6; (b) pasa por el origen y biseca al ángulo entre 
los ejes en los cuadrantes segundo y cuarto. 

17. Pasa por el punto (-2, 3) y es paralela a la recta cuya 
ecuación es 2x - y - 2 = 0. 

18. Pasa por el punto (1,4) y es paralela a la recta cuya 
ecuación es 2* - 5y + 7 = 0. 

19. Pasa por el punto (2, 4) y es perpendicular a la recta cuya 
ecuación es x - 5y + 10 = 0. 

20. Pasa por el origen y es perpendicular a la recta cuya 
ecuación es 2x - 5y + 6 = 0. 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga tanto la pendiente como la 
intercepción y de la recta que tiene la ecuación dada. Dibuje 
la recta. 


21. (a) * + 3y - 6 = 0 

22. (a) 8* - 4y = 5 

23. (a) Ix - 8y = 0 

24. (a) x = 4y - 2 


(b) 4y - 9 = 0 
(b) 3y - 5 = 0 
(b) x = 6 - 2y 
(b) 4x = 3 y 


En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuación de la recta que 
pase por los dos puntos indicados, y exprese la ecuación en la 
forma pendiente-intercepción; dibuje la recta. 


En los ejercicios 33 a 36, determine por medio de pendientes si 

los puntos son colineales. 

33. (a) (2, 3), (-4,-7), (5, 8) 

(b) (2.-1). (1, 1). (3. 4) 

34. (a) (4, 6), (1,2), (-5, -4) 

(b) (-3j éi, (3, 2), (9, -2) 

35. (a) (2, 5), (-1,4), (3,-2) 

(b) (0, 2), (-3, -1), (4, 6) 

36. (a) (-1,2), (7,4), (2,-1) 

(b) (4,-9), (4, 1), (4,8) 

37. Demuestre por medio de pendientes que los cuatro puntos 
(0, 0), (-2, 1), (3,4) y (5, 3) son los vértices de un paralelo- 
gramo (cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos). 

38. Compruebe mediante pendientes que los cuatro puntos 
(-4, -1), (3, |), (8, -4) y (2, -9) son los vértices de un tra¬ 
pecio (cuadrilátero con un par de lados opuestos paralelos). 

39. Pruebe por medio de pendientes que los tres puntos (3, 1), 
(6, 0) y (4, 4) son los vértices de un triángulo rectángulo, 
y calcule el área del triángulo. 

40. Demuestre mediante pendientes que los puntos (-6, 1), 
(-4, 6), (4, -3) y (6, 2) son los vértices de un rectángulo. 

41. El fabricante de un artículo de primera necesidad tiene un 
costo total que consiste de un costo general semanario de 
$3 000 y un costo de producción de $25 por unidad, (a) Si 
x unidades se producen por semana y y dólares es el costo 
total semanario, escriba una ecuación que involucre ary 
y. (b) Dibuje la gráfica de la ecuación dél inciso (a). 

42. El costo total de un fabricante consiste de un costo de $20 
por unidad manufacturada y un costo general de produc¬ 
ción diario fijo, (a) Si el costo total de producción de 200 
unidades en un día es de $4 500, determine el costo general 
diario fijo, (b) Si se producen x unidades por día y y dólares 
es el costo total diario, escriba una ecuación que contenga a 
x y y. (c) Dibuje la gráfica de la ecuación del inciso (b). 


25. (1,3) y (2,-2) 26. (3,-5) y (1,-2) 

27. Compruebe que las rectas que tienen ecuaciones 3* + 
5v + 7 = 0 y 6r + lOv -5 = 0 son paralelas; dibuje 
sus gráficas. 

28. Demuestre que las rectas que tienen ecuaciones 4x - 
3y + 12 = 0 y 8* - 6y + 15 = 0 son paralelas; y 
dibuje sus gráficas. 

29. Pruebe que las rectas que tienen ecuaciones 2x-3y + 
6 = 0 y 3r + 2v - 12 = 0 son perpendiculares; dibu¬ 
je sus gráficas. 

30. Demuestre que las rectas que tiene ecuaciones 2y = 10-5* 
y 5 y = 2x + 20 son perpendiculares; dibuje sus gráficas. 

31. Obtenga el valor de k tal que las rectas cuyas ecuaciones 
son 3* + 6ky = 7 y 9 kx + 8y = 15 sean paralelas. 

32. Determine el valor de k tal que las rectas cuyas ecuacio¬ 
nes son 3 kx + 8y = 5 y 6y - 4kx = -1 sean perpen¬ 
diculares. 


43. Haga el ejercicio 42 si el costo de producción es.$30 por 
unidad, y el costo total de producción de 200 unidades en un 
día es de $6 600. 

44. La gráfica de una ecuación que relaciona la temperatura en 
grados Celsius y la temperatura en grados Fahrenheit es 
una recta. El agua se congela a 0 C Celsius y 32° Fahrenheit, 
y hierve a 100° Celsius y 212° Fahrenheit. (a) Si y grados 
Fahrenheit corresponden a * grados Celsius, escriba una 
ecuación que contenga a * y y. (b) Dibuje la gráfica de 
la ecuación del inciso (a), (c) ¿Cuál es la temperatura 
Fahrenheit que corresponde a 20° Celsius? (d) ¿Cuál es la 
temperatura Celsius que corresponde a 86° Fahrenheit? 

45. Obtenga la ordenada del punto cuya abscisa es -3 y es 
colineal con los puntos (3, 2) y (0, 5). 

46. La ecuación 
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donde ay b son las intercepciones xyy, respectivamente, es 
la forma intercepción (o simétrica) de la ecuación de una 
recta. Explique cómo puede obtenerse esta forma a partir 
de la forma punto-intercepción y de la relación entre la 
pendiente y las intercepciones. 

■! *r 

47. Si se conocen las coordenadas de los tres vértices A, B y C de 
un triángulo, explique cómo obtendría la ecuación de la 
mediana que va desde A hasta el lado quepas.» por B y C. 

48. Para el triángulo del ejercicio 47, explique cómo obtendría 
una ecuación de la altura trazada desde A basta el lado 
que pasa por B y C. 


49. Aplique la explicación del ejercicio 47 para obtener ecua¬ 
ciones de las tres medianas del triángulo que tiene vértices 
en (3, -2), (2,4) y (-1, 1). 

50. Aplique la explicación del ejercicio 48 para obtener ecua¬ 
ciones de las tres alturas del triángulo del ejercicio 49. 

51. Demuestre el teorema A.3.4: La gráfica de la ecuación 
Ax + By + C = 0, donde A, B y C son constantes y A y 
B no son ambas cero, es una recta. Sugerencia: considere 
dos casos, B * 0 y B = 0. Si B * 0, pruebe que la ecua¬ 
ción corresponde a una recta que tiene pendiente -A¡B e 
intercepción y igual a -C¡B. Si B = 0, muestre que la 
ecuación corresponde a una recta vertical. 


A.4 PARÁBOLAS 

En la sección A.2 se presentaron las parábolas. Las gráficas de las figuras 16 
y 17 de esa sección son parábolas. Estas curvas tienen muchas aplicaciones 
importantes. Por ejemplo, se emplean en el diseño de espejos parabólicos, 
reflectores y faros de automóvil. La trayectoria de un proyectil es una pa¬ 
rábola si se considera que el movimiento se lleva a cabo en un plano y se 
desprecia la resistencia del aire. Los arcos tiene algunas veces apariencia 
parabólica; y los cables de un puente colgante pueden pender en forma 
de parábola. Las antenas para la recepción de señales de televisión prove¬ 
nientes de satélites son también de forma parabólica. 

En la definición de una parábola se hace referencia a la distancia de un 
punto a una recta. Se entiende por tal distancia la longitud del segmento de 
recta perpendicular del punto a la recta. Consulte la figura 1, donde | PQ | es 
la distancia de P a la recta /. 


y 



A.4.1 Definición de parábola 


Una parábola es el conjunto de todos los puntos de un plano que 
equidistan de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo se denomina 
foco, y la recta fija se llama directriz. 

A continuación se deducirá una ecuación de una parábola a partir de la 
definición. Para que esta ecuación sea lo más simple posible, se elige el eje y 
perpendicular a la directriz de modo que contenga al foco. El origen se toma 
como el punto sobre eje y a la mitad de la distancia entre el foco y la direc¬ 
triz. Observe que se han elegido los ejes (no la parábola) de manera "espe¬ 
cial. Refiérase a la figura 2. 

Sea p la distancia dirigida OF. El foco es el punto F(0, p), y la directriz 
es la recta que tiene la ecuación y = -p. Un punto P(x, y) está en la parábola si 
y sólo si P equidista de F y de la directriz. Esto es, si Q(x, -p) es el pie de la recta 
perpendicular de P a la directriz, entonces P está en la parábola si y sólo si 

|pp| = \QP\ 

Como 

|pp| = V * 2 + (y - p ) 2 


QP\ = - x)2 + (y + p)i 


y 
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v 



FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


el punto P está en la parábola si y sólo si 

V x 2 + (y - p) 2 = + p) 2 

Al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación, se obtiene 
x 2 + y 2 - 2py + p 2 = y 2 + 2py + p 2 
x 2 = 4 py 

Este resultado se establece formalmente en el teorema siguiente. 


A.4.2 Teorema Ecuación de una parábola 


Una ecuación de una parábola cuyo foco está en (0, p) y tiene como 
su directriz a la recta y = -p es 

x 2 = 4 py 

En la figura 2, p es positivo; sin embargo, p puede ser negativo debido 
a que es la distancia dirigida OF. La figura 3 muestra una parábola para la 
cual p < 0. 

De las figuras 2 y 3 se observa que para la ecuación x 2 = 4 py la pa¬ 
rábola abre hacia arriba si p > 0, y abre hacia abajo si p < 0. La recta que 
pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje de la pará¬ 
bola. El eje de las parábolas de las figuras 2 y 3 es el eje y. La intersección de 
la parábola con su eje se llama vértice, el cual, por supuesto, está a la mitad 
de la distancia entre el foco y la directriz. El vértice de las parábolas de las fi¬ 
guras 2 y 3 es el origen. 


y 



y 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación 
x 2 = lOy 

es una parábola cuyo vértice está en el origen y cuyo eje es el eje y. Como 
4p = 10, p = | > 0, por lo que la parábola abre hacia arriba. El foco se 
encuentra en el punto F(0, |), y la ecuación de la directriz es y = 

Dos puntos de la parábola son (5, |) y (-5, |). Estos puntos son los extre¬ 
mos de la cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de la-parábola. 
Esta cuerda se denomina lado recto ( latus rectum ) de la parábola. En el 
ejercicio 41 se le pedirá que demuestre que la longitud del lado recto de una 
parábola es | 4p \ . Cuando se dibuja una parábola, es útil localizar los extre¬ 
mos del lado recto. La figura 4 muestra la parábola, el foco, la directriz y el 
lado recto. 4 


i 

5 - 

x 2 =\0y i 

\ F] 


La parábola de la figura 4 junto con los tres puntos Pi, P 2 y P^se mues¬ 
tran en la figura 5. Como la definición de una parábola establece que cual¬ 
quier punto de la parábola equidista del foco y de la directriz, entonces 

\fp x | = 12;P,| \fp 2 \ = \q 2 p 2 \ |fp 3 | = 123^31 

-5 ' 

■Tí —h-H—1—p> x 
! 5 ' 



^ directriz ^ 

1 i, 

► EJEMPLO 1 

x 2 = -8y 

Dibuje la parábola cuya ecuación es 

y —f & j 

: Si q 3 


y determine el foco, una ecuación de la directriz y los extremos del lado recto. 


FIGURA 5 
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x 1 = -8y 

FIGURA 6 


Solución La gráfica es una parábola cuyo vértice está en el origen y 
cuyo eje es el eje y. Como Ap = -8, p = -2, y ya que p < 0, la parábola 
abre hacia abajo. El foco está en el punto F( 0, -2), y una ecuación de la di¬ 
rectriz es y = 2. Los extremos del lado recto son (4, -2) y (-4, -2). Estos 
puntos se obtienen al sustituir -2 por y en la ecuación de la parábola y resol¬ 
ver la ecuación para x. La parábola se presenta en la figura 6, la cual 
también muestra el foco y la directriz. A 

Por supuesto, se puede verificar la parábola del ejemplo I trazando la 
gráfica de la ecuación y = -1 x 1 en la graficadora. 




► EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la parábola que tiene su 
foco en (0, 3) y como su directriz la recta y = -3. Trace la parábola. 

Solución Puesto que el foco está sobre el eje y y está también por 
arriba de la directriz, la parábola abre hacia arriba y p = 3. El vértice es el 
origen. Una ecuación de la parábola es de la forma x 2 = 4 py, con 4 p = 12. 
Así, la ecuación pedida es 

x 2 = 12y 

A fin de trazar la parábola, se escribe la ecuación como y = ^ x 2 . Consulte 
la figura 7. A 



FIGURA 7 

y 


W EJEMPLO 3 Un espejo parabólico tiene una profundidad de 
12 cm en el centro y el diámetro en la parte superior del espejo mide 32 cm. 
Obtenga la distacia del vértice al foco. 

Solución Refiérase a la figura 8. Se eligen los ejes coordenados de 
modo que la parábola tenga su vértice en el origen, su eje coincida con el eje y, 
y abra hacia arriba. Por tanto, una ecuación de la parábola es de la forma 

x 2 = Apy 

donde p centímetros es la distancia del vértice al foco. Como el punto (16, 12) 
está en la parábola, sus coordenadas satifacen la ecuación, por lo que se tiene 


FIGURA 8 



y 2 = Apx, p > 0 


FIGURA 9 


16 2 = 4p(12) 
p = f 

Conclusión: La distancia del vértice al foco es ^ cm. A 

Algunas parábolas tiene ejes horizontales. La parábola que tiene la 
ecuación 

y 2 = 7x 

es un ejemplo. Esta ecuación es de la forma 
y 2 = Apx 

la cual puede obtenerse a partir de la ecuación x 2 = 4 py al intercambiar x y 
y. Una parábola que tiene la ecuación y 2 = Apx tiene su vértice en el origen, 
el eje x como su eje y su foco está en el punto F(p, 0); una ecuación de su 
directriz es x = -p. Si p > 0, la parábola abre hacia la derecha, como en la fi¬ 
gura 9. y si p < 0 la parábola abré hacia la izquierda, como en la figura 10. 
Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 
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y 2 = 4 px, p< 0 


FIGURA 10 


A.4.3 Teorema Ecuación de una parábola 


Una ecuación de una parábola cuyo foco está en ( p , 0) y tiene como 
su directriz a la recta x = -p es 

y 2 = 4 px 


Trazo de una parábola 


A fin de trazar la gráfica de una ecuación de la forma y 2 = 4 px: 

1. Resuelva para y considerando la raíz cuadrada en los dos miembros 
de la ecuación, obteniéndose las dos ecuaciones 

y = -JÁpx y y = ~^¡4px 

2. La unión de las gráficas de estas dos ecuaciones proporciona la grá¬ 
fica de 

y 2 = 4 px 


► EJEMPLO 4 

y 2 = 7x 


Dibuje la parábola cuya ecuación es 


y determine el foco, una ecuación de la directriz y los extremos del lado 
recto. Verifique la gráfica al trazarla en la graficadora. 



FIGURA 11 


Solución La ecuación dada es de la forma y 2 = 4px; por tanto, el origen 
es el vértice y el eje x es el eje de la parábola. Como 4p = l,p - - > 0; de 
modo que la parábola abre hacia la derecha. El foco está en el punto F( \, 0) 
y una ecuación de la directriz es x = -1. Para determinar los extremos del 
lado recto, se considera x = en la ecuación, de donde se obtiene 

4 


,2 _ 49 
4 



Por tanto, los extremos del lado recto son (|, | ) y (En la figura 11 se 
presenta la parábola, también se muestran el foco y la directriz. 

A fin de trazar la parábola, se obtienen las gráficas de 

y = 4Tx y y = --JTx 

en el mismo rectángulo de inspección 4 


EJERCICIOS A.4 


En los ejercicios l a 16, para la parábola que tiene la ecuación 
dada, obtenga (a) el vértice, (b) el eje, (c) el foco, (d) una ecua¬ 
ción de la directriz y fe) los extremos del lado recto. Dibuje 
la parábola. 


5. 

x 2 • 

1 

Sí 

il 

O 

6. 

X 2 

1 

£ 

II 

O 

7. 

y 2 : 

= I2x 

8. 

y 2 

= ~6x 

9. 

y 2 

= -8x 

10. 

y 2 

= X 

11. 

y 2 - 

- 5* = 0 

12. 

y 2 

+ 3x = 0 

13. 

3x 2 

+ 8y = 0 

14. 

2x 2 

+ 5y = 0 

15. 

2y 2 

1 

S 

II 

O 

16. 

3v 2 

i 

II 

o 


1. x 2 = Ay 
3. x 2 = -16 y 


2 . * 2 = 8 y 
4. x 2 = -12y 
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En los ejercicios 17 a 22, trace la parábola que tiene la ecuación 
indicada. 


17. 

(a) 

y = 

4x 2 


(b) 

y = 

-4x 2 


(c) 

X — 

4y 2 


(di 

X - 

-4y 2 

18. 

(a) 

y = 

2x 2 


(b) 

y = 

-2x 2 


(c) 

X — 

2y 2 


(d) 

X = 

-2y 2 

19. 

(a) 

y = 

y 


(b) 

y = 



(c) 

x = 

y 


(d) 

X = 

-i-v 2 

20. 

(a) 

y = 

j-* 2 

2 X 


(b) 

y = 

-ix 2 


(c) 

X = 

Iy2 

2 y 


(d) 

X = 

-iv 2 

21. 

(a) 

J 2 - 

16 y — 

0 

(b) 

X 2 + 

- 16y = 


(0 

y 2 - 

- 16* = 

0 

(d) 


- 16jc = 

22. 

(a) 

4x 2 

- 3y = 

0 

(b) 

4x 2 

+ 3y = 


(c) 

4 y 2 

- 3jc = 

0 

(d) 

4y 2 

+ 3jk = 


38. Un arco parabólico tiene una altura de 20 m y un ancho de 
36 m en la base. Si el vértice de la parábola está en la parte 
superior del arco, ¿a qué altura sobre la base tiene un ancho 
de 18 m? 



39. Uno de los cables de un puente colgante pende en forma de 
parábola cuando la carga está unifórmente distribuida de ma¬ 
nera horizontal. La distancia entre las dos torres es de 150 m, 
los puntos de soporte del cable están 22 m arriba de la carre¬ 
tera, y el punto más bajo del cable está 7 m sobre dicha ca¬ 
rretera. Determine la distancia vertical de la carretera al cable 
de un punto que se encuentra a 15 m de la base de una torre. 


En los ejercicios 23 a 36, obtenga una ecuación de la parábola 
que tiene las propiedades dadas. Dibuje la parábola y des¬ 
pués verifique la gráfica trazándola en la graficadora. 

23. Foco (0, 4); directriz, y = -4 

24. Foco (0, -2); directriz, y = 2 

25. Foco (0, -5); directriz, y - 5 = 0 

26. Foco (0,-i); directriz, 2y -1=0 

27. Foco (2, 0); directriz, x = -2 

28. Foco (1, 0); directriz, x = -1 

29. Foco (-1,0); directriz, 5 - 3x = 0 

30. Foco (-|, 0); directriz, 2x -3 = 0 

31. Vértice en el origen; abre hacia arriba; pasa por el punto (6,3). 

32. Vértice en el origen; abre hacia abajo; pasa por el punto 
(-4, -2). 

33. Vértice en el origen; directriz, 2x = 3. 

34. Vértice en el origen; directriz, 2y + 5=0. 

35. Vértice en el origen; el eje y es su eje; pasa por el punto (-2, 4). 

36. Vértice en el origen; el eje x es su eje; pasa por el punto (-3, 3). 

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema verbal y obten¬ 
ga una ecuación de una parábola como modelo matemático de 
la situación. Complete el ejercicio, escriba una conclusión. 

37. Un telescopio refractante tiene un espejo parabólico para el 
cual la distancia del vértice al foco es de 30 pie. Si el diá¬ 
metro dé la parte superior del espejo es de 64 pulg, ¿cuál es 
la profundidad del espejo en el centro? 

Espejo parabólico 




40. Suponga que el agua que fluye del extremo de un tubo, el cual 
se encuentra a 25 pie del suelo, describe una curva para¬ 
bólica, de modo que el vértice de la parábola es el extremo 
del tubo. Si en un punto 8 pie debajo del tubo el flujo de 
agua en su trayectoria curva se localiza a 10 pie de distan¬ 
cia de la recta vertical que pasa por el extremo del tubo, 
¿qué tan alejado de esta recta llega el agua al piso? 



41. Demuestre que la longitud del lado recto de una parábola 
es 1 4p |. 

42. Obtenga una ecuación de la parábola cuyo vértice esté en el 
origen y para la cual los extremos del lado recto sean (-8,4) 
y (8,4). 

43. Los extremos del lado recto de una parábola son (5, k ) y 
(-5, k ). Si el vértice de la parábola está en el origen y la 
parábola abre hacia abajo, obtenga (a) el valor de k ; (b) una 
ecuación de la parábola. 

44. Obtenga todos los puntos de la parábola y 2 = 8x tales 
que el foco, el punto mismo y el pie de la perpendicular 
dibujada desde el punto a la directriz sean los vértices de 
una triángulo equilátero. 

45. Trace las gráficas de y = x 1 y y = x 4 . Explique por qué 
la gráfica de la primera ecuación es una parábola y por 
qué la gráfica de la segunda ecuación no lo es. Utilice la 
definición de parábola en la explicación. 
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A.5 CIRCUNFERENCIAS 


En la sección anterior aprendió que las parábolas se representan mediante 
ecuaciones de segundo grado que sólo contienen un término de segundo 
grado. Otra curva que tiene ecuaciones de segundo grado es la circunferencia, 
pero estas ecuaciones contienen dos términos de segundo grado,.uno en la 
variable x y el otro en la variable y. 


A.5.1 Definición de circunferencia 


Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos de un plano que 
equidistan de un punto ñjo. El punto fijo se denomina centro de la circun¬ 
ferencia, y a la distancia constante se le llama radio de la circunferencia. 


y 



Con el fin de obtener una ecuación de la circunferencia que tiene centro 
en C(h, k ) y radio r, se utiliza la fórmula de distancia. Refiérase a la figura 1. El 
punto P(x, y) está en la circunferencia si y sólo si | PC | = r\ esto es, si y 
sólo si 

V(* - h) 2 + (y - k)2 = r 
Esto es cierto si y sólo si 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 (r > 0) 

Esta ecuación es satisfecha por las coordenadas de aquellos puntos y sólo 
aquellos que se encuentran en la circunferencia. Este resultado se establece 
en el teorema siguiente. 


A.5.2 Teorema Ecuación de una circunferencia 


Una ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(/i, k) yradio 
res 

(JC - h ) 2 + (y - k ) 2 = r 2 


Si el centro de una circunferencia está en el origen, entonces h = 0 
y k = 0; por tanto, su ecuación es 


x 2 + y 2 = r 2 



FIGURA 2 


Tal circunferencia se muestra en la figura 2. Si el radio de una circunferencia 
es 1, se le llama circunferencia unitaria. 

Si se conocen el centro y el radio de una circunferencia, entonces la 
circunferencia puede dibujarse con ayuda de un compás. 


Trazo de una circunferencia 


Para trazar la circunferencia que tiene ecuación 
x 2 + y 2 = r 2 

1. Se resuelve esta ecuación para y y se obtiene 

y = x r 2 - X 2 y y = -Vr 2 - x 2 

La gráfica de cada una de estas ecuaciones es una semicircunferencia. 

2. Se trazan estas dos semicircunferencias en el mismo rectángulo de 
inspección, obteniéndose así la circunferencia deseada. 






1174 APÉNDICE 



y - VÍ6 - x 2 y y = - a/16 “ x 1 

FIGURA 3 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación - 

Jt 2 + y 2 = 16 

es la circunferencia con centro en el origen y radio 4. Al resolver esta ecua¬ 
ción para y se obtiene 

y = a/16 - x 2 y y = - v íó - x 2 

Al trazar estas dos semicircunferencias en el mismo rectángulo de inspección, 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 3. A 


^ EJEMPLO 1 Obtenga la ecuación de la circunferencia que tiene 
un diámetro con extremos en A(-2, 3) y B(4, 5). Trace la circunferencia. 


Solución El punto medio del segmento de A a B es el centro de la 
circunferencia. Vea la figura 4. Si C(h , k) es el centro de la circunferencia, 
entonces 


h = 


-2 + 4 



k _ 3 + 5 
* 2 
= 4 


y 



Por tanto, el centro está en C(l, 4). El radio de la circunferencia puede 
calcularse como | CA | o ¡ CB |. Si r = | CA |, entonces 

r = Vü + 2) 2 + (4 - 3) 2 
= vio 

Por tanto, una ecuación de la circunferencia es 

(x - l) 2 + (y - 4) 2 = 10 
x 2 + y 2 - 2x - 8y + 7 = 0 


A fin de trazar la circunferencia, primero se resuelve la ecuación para y 
considerándola como una ecuación cuadrática en y: 


y 2 - 8y + (jc 2 - 2x + 7) = 0 


De la fórmula cuadrática, donde a = 1, b = -8 y c = x 2 - 2x + 7, resulta 



y = 4 + yj9 + 2x - x 2 
y y = - ^9 + 2x - x 2 


FIGURA 5 


_ —b + v '¿> 2 - 4ac 
J 2 a 

_ -(-8) + V(-8) 2 - 4(l)(x 2 - 2x + 7) 

2 ( 1 ) 

_ 8 ± V64 - 4x 2 + 8x - 28 
2 

_ 8 ± a/ 36 + 8x - 4x 2 
2 

8 ± 2V9 + 2x - x 2 
2 

=;. 4 ± -J9 + 2x - x 2 

Si se trazan en el mismo rectángulo de inspección las gráficas de 

y = 4 + a/9 + 2x - x 2 y y = 4 - a/9 + 2x - x 2 

se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. 


◄ 




A.5 CIRCUNFERENCIAS 1175 


La ecuación (x - h ) 2 + (y - k) 2 = r 2 se denomina forma cenlro- 
radio* de la ecuación de una circunferencia. Si se eliminan los paréntesis y 
se reducen los términos semejantes se tiene 

x 2 + y 2 - 2hx - 2ky + ( h 2 + k 2 - r 2 ) = 0 

Al considerar D = -2h, E = -2k y F = h 2 + k 2 - r 2 , esta ecuación se 
transforma en 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 

la cual se denomina forma general de la ecuación de una circunferencia. 
Puesto que toda circunferencia tiene centro y radio, su ecuación puede expre¬ 
sarse en la forma centro-radio , y en consecuencia, en la forma general, como 
se hizo en el ejemplo 1. Si se inicia con una ecuación de una circunferencia en 
la forma general, ésta puede expresarse en la forma centro-radio completando 
los cuadrados. El ejemplo siguiente muestra el procedimiento a seguir. 


r EJEMPLO 2 Obtenga el centro y el radio de la circunferencia 
que tiene la ecuación 

x 2 + y 2 + 6x - 4y - 23 = 0 

Solución La ecuación dada puede escribirse como 
(x 2 + 6x) + (y 2 - 4y) = 23 

Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al sumar 9 y 4 
en ambos miembros de la ecuación, se tiene 

(x 2 + 6x + 9) + (y 2 - 4y + 4) = 23 + 9 + 4 
(x + 3) 2 + (y - 2) 2 = 36 

La ecuación anterior está en la forma centro-radio; de modo que es una 
ecuación de una circunferencia con centro en (-3, 2) y radio 6. M 

Algunas ecuaciones de la forma 
x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 

tienen gráficas que no son circunferencias. Suponga que cuando se comple¬ 
tan los cuadrados se obtiene 

(x - h) 2 + (>• - k) 1 = d donde d < 0 

No hay valores reales de x y y que satisfagan esta ecuación; así, la ecuación 
no tiene gráfica. En este caso se establece que la gráfica es el conjunto 
vacío. Consulte el ejercicio 32. 

Si cuando se completan los cuadrados se obtiene 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = 0 

los únicos valores reales de x y y que satisfacen esta ecuación son x = h 
y y = k. De este modo, la gráfica consta del simple punto (h , k). Refiérase 
al ejercicio 31. 

La definición de la recta tangente a una curva general en un punto de la curva 
requiere del concepto de límite. Sin embargo, para una circunferencia la defi¬ 
nición de geometría plana establece que una recta tangente en un punto P de 
una circunferencia es la recta que intersecta la circunferencia en sólo un punto. 


*N. del T. Esta forma también se conoce como canónica o estándar. 
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FIGURA 6 


► EJEMPLO 3 Obtenga una ecuación de la recta tangente a la 
circunferencia 

x 2 + y 2 - 6x - 2y - 15 =0 

en el punto (6, 5). Trace la circunferencia y la recta tangente en el mismo 
rectángulo de inspección. 

Solución Se escribe la ecuación de la circunferencia en la forma cen¬ 
tro-radio al completar los cuadrados: 

(x 2 - 6x) + (y 2 - 2y) = 15 
(x 2 - 6x + 9) + (y 2 - 2y + 1) = 15 + 9 + 1 
(x - 3) 2 + (y - l) 2 = 25 


De esta ecuación, el centro es C(3, 1) y el radio es 5. La figura 6 muestra la 
circunferencia y una porción de la recta tangente en P( 6, 5). Si m¡ es 
la pendiente de la recta que pasa por C y P, entonces 



[-10, 20] por [-5, 15] 


y = 1 + ¡25 - u - 3) 2 , 
y = 1 - -¡25 - U - 3) 2 y 


FIGURA 7 



4 

3 


De geometría plana, se sabe que la recta tangente es perpendicular a la recta 
que pasa por C y P. Por tanto, si m 2 es la pendiente de la recta tangente, 
entonces 

m 2 m i = 

m 2 (f) = -1 



En consecuencia, de la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta que 
pasa por (6, 5) con pendiente -1, se tiene como la ecuación requerida 

y - 5 = -fC* - 6) 

4y - 20 = -3x + 18 
3* + 4y - 38 = 0 


La figura 7 muestra la circunferencia y la recta tangente trazadas en el 
mismo rectángulo de inspección. 4 


EJERCICIOS A.5 


En los ejercicios l a 8, dibuje 

1. (a) y = -¡4 - x 2 
(c) x 1 + y 2 = 4 

2. (a) y = y/25 - x 2 
(c) x 2 + y 2 = 25 

3. 9* 2 + 9y 2 = 1 

4. 4j: 2 + 4y 2 = 1 


gráfica de la ecuación. 

(b) y = -y/4 - x 2 


(b) y = -V25 - x 2 


5. (x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 16 

6. (x + l) 2 + (y - 5) 2 = 36 

7. (x + 4) 2 + y 2 = 1 

8. x 2 + (y - 2) 2 = 9 


En los ejercicios 9 a 14, trace la gráfica de la ecuación. 
9. x 2 + y 1 = 36 10. x 2 + y 2 = 16 
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11. 4x 2 h- 4y 2 = 81 12. 9x 2 + 9y 2 = 49 

13. (x + 2) 2 + (y - 3 ) 2 = 100 

14. (x - 4) 2 + (y + 7) 2 = 64 

En los ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuación de la circun¬ 
ferencia con centro C y radio r. Exprese la ecuación en la 
forma centro-radio y en la forma general. Trace la circunfe¬ 
rencia. 

15. C(4, -3), r = 5 16. C(0, 0), r = 8 

17. C(-5,-12), r = 3 18. C(-l,l),r = 2 

19. C(0, 7), r = 1 20. C(-3, 0), r = 4 

En los ejercicios 21 a 24, obtenga una ecuación de la circun¬ 
ferencia que satisface las condiciones dadas. Trace la circunfe¬ 
rencia. 

21. El centro está en (1, 2) y pasa por el punto (3, -1). 

22. El centro está en (-3, 4) y pasa por el punto (2, 0). 

23. Un diámetro tiene extremos en (3, -4) y (7, 2). 

24. Un diámetro tiene extremos en (-1, -5) y (4, -6). 

En los ejercicios 25 a 30, obtenga el centro y el radio de la 
circunferencia. Dibuje la circunferencia. 

25. x 2 + y 2 - 6x - 8y + 9 = 0 

26. x 2 + y 2 - lOx - lOy + 25 = 0 

27. x 2 + y 2 + 2x + lOy + 18 = 0 

28. x 2 + y 2 + 6x - 1 = 0 

29. 3x 2 + 3y 2 + 4y - 7 = 0 

30. 2x 2 + 2y 2 - 2x + 2y + 7 = 0 

31. Demuestre que la gráfica de 

x 2 + y 2 - 4x + lOy + 29 = 0 
es un punto. 

32. Demuestre que la gráfica de 

x 2 + y 2 + 8x - 6y + 30 = 0 
es el conjunto vacío. 

En los ejercicios 33 a 38, determine si la gráfica es una circunfe¬ 
rencia, un punto o el conjunto vacío. 

33. x 2 + y 2 - 2x + lOy + 19 = 0 

34. x 2 + y 2 + 2x - 4y + 5 = 0 

35. x 2 + y 2 - lOx + 6y + 36 = 0 

36. 4x 2 + 4y 2 + 24x - 4y + 1 = 0 

37. 2x 2 + 2y 2 - 2x + 6y + 5 = 0 

38. 9x 2 + 9y 2 + 6x - 6y + 5 = 0 


En los ejercicios 39 a 42, obtenga una ecuación de la recta 

tangente a la circunferencia en el punto P. Trace la circunferen¬ 
cia y la recta tangente en el mismo rectángulo de inspección. 

39. x 2 + y 2 = 25; P(- 4, 3) 

40. 16x 2 + 16y 2 = 25; P( 1) 

41. x 2 + y 2 - 4x + 6y - 12 = 0; P(5, 1) 

42. x 2 + y 2 + 14x - 8y - 35 = 0;P(-l,-4) 

43. Utilice geometría analítica para demostrar que un ángulo 
inscrito en una semicircunferencia es un ángulo recto. 

44. Utilice la geometría analítica para demostrar que una recta 
que parte desde el centro de cualquier circunferencia que 
biseque a cualquier cuerda, es perpendicular a la cuerda. 

45. ¿Qué desigualdad, que relaciona a D, E y F, debe cumplirse 
para que la ecuación 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F - 0 
sea una circunferencia. 

46. A partir del origen se dibujan cuerdas de la circunferencia 

x 2 + y 2 + 4x = 0 

Demuestre que el conjunto de los puntos medios de estas 
cuerdas es una circunferencia. 

47. La circunferencia circunscrita a un triángulo es la circunfe¬ 
rencia que contiene los tres vértices del triángulo. Dados los 
tres vértices del triángulo, explique cómo puede determi¬ 
narse el centro y el radio de la circunferencia circunscrita. 



48. Utilice la explicación del ejercicio 47 para obtener el centro 
y radio de la circunferencia circunscrita al triángulo que 
tiene vértices en (-3, 2), (4, -1) y (5, 2). 

49. Describa el conjunto de puntos (x, y) de R 2 para los que 

(a) x 2 + y 2 £ 1 (b) 1 < x 2 + y 2 < 4 

(c) x 2 + y 2 > 4 

50. Utilice el hecho de que ab = 0 si y sólo si a = 0 o b = 0 
para escribir una ecuación de cada una de las siguientes 
gráficas; (a) la gráfica que consiste de todos los puntos de 
cualquiera de las dos circunferencias que tienen su centro en 
el origen y una tiene radio 2 y la otra radio 3; (b) la gráfica que 
consiste del origen y todos los puntos de la circunferencia 
unitaria cuyo centro es el origen. 
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A.6 TRASLACIÓN DE EJES 

La forma de una gráfica no es afectada por la posición de los ejes coorde¬ 
nados, en cambio su ecuación sí. Por ejemplo una circunferencia de radio 3 
y centro en el punto (4, -1) tiene la ecuación 

(x - 4) 2 + (y + l) 2 = 9 

Sin embargo, si se eligen los ejes coordenados de modo que el origen esté en 
el centro, la misma circunferencia tiene la ecuación más simple 

x 2 + v 2 = 9 

Si pueden elegirse los ejes a voluntad, generalmente se hará en tal forma 
que las ecuaciones sean lo más simples posible. Sin embargo, si los ejes están 
dados puede ser deseable encontrar ecuaciones más sencillas de una gráfica par¬ 
ticular relativa a un sistema diferente de ejes. Si estos ejes diferentes se eligen 
paralelos a los ejes dados, se dice que se ha realizado una traslación de ejes. 

En particular, considere que los ejes x y y se trasladan a los nuevos ejes x' 
y y' que tienen origen ( h , k) con respecto a los ejes dados. También considere 
que los números positivos se encuentran en el mismo lado del origen de los ejes 
x' y y', como en los ejes xy y. Consulte la figura 1. Un punto P del plano que 
tiene coordenadas (x, y) con respecto a los ejes coordenados dados tendrá 
coordenadas (x \ y') con respecto a los nuevos ejes. A continuación se obten¬ 
drán las relaciones entre estos conjuntos de coordenadas. Para ello, se dibu¬ 
jan dos rectas que pasen por P, una paralela a los ejes y y y' y la otra paralela 
a los ejes x y x'. Sean A y A ' los puntos de intersección de la primera recta con 
los ejes x y x\ respectivamente, y B y B’ las intersecciones de la segunda recta 
con los ejes y y y', respectivamente. Estas rectas se muestran en la figura 1. 

Con respecto a los ejes x y y, las coordenadas de P son (x, y), las 
coordenadas de A son (x, 0) y las de A' son (x, k). Como A'P = AP - A A, 

y 1 = y - k 

Con respecto a los ejes xy y, las coordenadas de B son (0, y) y las de B' son 
(h, y). Debido a que B'P = BP - BB\ 

x' = x - h 

Estos resultados se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


i- 


(* y) 
p W, y') 


-► X 


O' 


(M) A' 


FIGURA 1 


A.6.1 Teorema Ecuaciones para la traslación 
de ejes 


Si (x, y) representan al pumo P con respecto a un sistema de ejes dado, y 
(x\ y') es una representación de P después de que los ejes se trasladaron 
a un nuevo origen de coordenadas ( h, k) con respecto a los ejes dados, 
entonces 

x' = x - h y y' = y - k 


► EJEMPLO 1 


Dada la ecuación 


x 2 + y 2 - 4x + 6y - 3 = 0 
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y y' 



traslade los ejes de modo que la ecuación de la gráfica con respecto a los ejes 
x' y y' no contenga términos de primer grado. 

Solución Se escribe la ecuación dada como 
(x 2 - 4x) + (y 2 + 6y) = 3 

Si se completan los cuadrados de los términos entre paréntesis al agregar 4 y 
9 en ambos miembros de la ecuación, se tiene 

(x 2 - 4x + 4) + (y 2 + 6y + 9)= 3+4 + 9 
(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16 

Si se considera x' = x - 2 y y 1 = y + 3, se obtiene 
x' 2 + y’ 2 = 16 


)’ y' 



FIGURA 3 


La gráfica de esta ecuación con respecto a los ejes y y’ es una circunferencia 
con su centro en el origen y radio 4. Debido a las sustituciones de x' por x - 2 y 
y' por y + 3, el resultado es una traslación de ejes al nuevo origen (2, -3), la 
gráfica de la ecuación dada con respecto a los ejes x y y es una circunferencia 
con centro en (2, -3) y radio 4. Este resultado concuerda con la discusión 
acerca de las circunferencias en la sección A.5 de este apéndice. La figura 2 
muestra la circunferencia junto con los dos sistemas de ejes. 4 

Ahora se aplicará la traslación de ejes a fin de obtener la ecuación general 
de una parábola que tiene su vértice en el punto (A, k) y su eje vertical u 
horizontal. En particular, considere que el eje es vertical. Se toman los ejes x' 
y y' de modo que el origen esté en V(h, k). Consulte la figura 3. Con res¬ 
pecto a los ejes x’y y', una ecuación de la parábola de esta figura es 

x' 2 = 4py' 

Con el propósito de obtener una ecuación de esta parábola con respecto a los 
ejes x y y, se considera x' = x - h y y' = y - k, lo cual proporciona 

(x - h) 2 = 4p{y - k ) 


En la figura 4, el eje de la parábola es horizontal y el vértice se en¬ 
cuentra en V(h, k). Mediante un argumento similar, su ecuación con respecto 
a los ejes x y y es 


y y' 



FIGURA 4 


(y - k) 2 = 4p(x - h) 

De este modo, se han obtenido las formas estándar de las ecuaciones 
de las parábolas, las cuales se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


A.6.2 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las parábolas 


Si p es la distancia dirigida del vértice al foco de una parábola, una 
ecuación de esta parábola, con vértice en (A, k) y eje vertical, es 

(x - A) 2 = 4p(y - k) 

Una parábola con el mismo vértice y con su eje horizontal tiene la ecuación 

(y - k) 1 = 4 p(x - A) 
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La gráfica de cualquier ecuación cuadrática de la forma 

y = ax 2 + bx + c (1) 

donde a, b y c son constantes ya * 0, es una parábola cuyo eje es vertical. 
Esta proposición puede probarse al mostrar que (1) es equivalente a una 
ecuación de la forma 

(x - h) 2 = 4p(y - fe ) 

Se le pedirá que realice esto en el ejercicio 49. La ecuación del ejemplo 
siguiente es un caso especial de (1) donde a = -\,b = 1 y c = 6. 


► EJEMPLO 2 Dada la parábola que tiene ecuación 
y = — jx 2 + x + 6 

determine el vértice, una ecuación del eje, el foco y los extremos del lado 
recto. Dibuje la parábola a partir de estas propiedades, y verifique la gráfica 
en la graficadora. 

Solución La ecuación dada es equivalente a 

4y = -x 2 + 4x + 24 
x 2 - 4x = -4y + 24 

Si se completa el Cuadrado del lado izquierdo al sumar 4 a cada miembro, 
resulta 

x 2 - 4x + 4 = -4y + 24 + 4 
(x - 2) 2 = -4y + 28 
(x - 2) 2 = -4(y - 7) 


Esta ecuación es de la forma 
(* - h ) 2 = 4 p(y - k ) 


y 



en donde h = 2, k = 1 y p = Por tanto, su gráfica es una parábola 
con vértice en (2, 7), y su eje es vertical. Así, el eje tiene la ecuación 
x = 2. Como p < 0, la parábola abre hacia abajo. Además, el foco es el 
punto del eje a 1 unidad debajo del vértice; por lo que el foco se encuentra 
en (2, 6). Debido a que la longitud del lado recto es | 4p | = 4, sus extre¬ 
mos están 2 unidades a la derecha e izquierda del foco, por lo que se en¬ 
cuentran en (4, 6) y (0, 6). 

La figura 5 muestra la parábola dibujada a partir de estas propiedades. 
En la graficadora se obtiene esta misma gráfica. 4 

Si x y y se intercambian en (1), se tiene la ecuación 

x = ay 2 + by + c (2) 

La gráfica de cualquier ecuación de esta forma es una parábola cuyo eje 
es horizontal. Este hecho puede verificarse s¡ 1 probar que (2) es equivalente 
a una ecuación de la forma 

(y - fe) 2 = 4p(x - h) 


FIGURA 5 
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► EJEMPLO 3 Siga las instrucciones del ejemplo 2 para la pa¬ 
rábola cuya ecuación es 

x = 2y 2 + 8y + 11 


v y' 



<v + 2) 2 = i(*-3) 

FIGURA 6 


Solución La ecuación dada es equivalente a 

2y 2 + 8y = x - 11 
2(y 2 + 4y) = x - 11 

A fin de completar el cuadrado de la expresión entre paréntesis del miem¬ 
bro izquierdo, se suma 4 a y 2 + 4 y. En realidad se agrega 8 al miembro iz¬ 
quierdo; de modo que también se suma 8 al miembro derecho, y se obtiene 

2 (y 2 + 4y + 4) = x - 11 + 8 
2 (y + 2) 2 = x - 3 
(y + 2) 2 = f(x - 3) 


Esta ecuación es de la forma 
(y - k) 1 = 4p(x - h) 


y 



FIGURA 7 


con h = 3, k = -2 y p = 2 . Por tanto, la parábola tiene su vértice en 
(3, -2), su eje es la recta horizontal y = -2, y como p > 0, la parábola abre 
hacia la derecha. Debido a que el foco está a | de unidad a la derecha del vérti¬ 
ce, dicho foco se encuentra en el punto (y. -2). La longitud del lado recto es 
1 4p | = {; de modo que los extremos del lado recto están a j de unidad por 
arriba y debajo del foco, por lo que se encuentran en ( -2) y ( j-< -?)• 

En la figura 6 se muestra la parábola dibujada a partir de estas propie¬ 
dades. Para trazar la parábola en la graficadora, primero se escribe la ecua¬ 
ción dada como 

2y 2 + 8y + (11 - x) = 0 

y después se resuelve para y en términos de x mediante la fórmula cuadrática 
con a = 2, b = 8 y c = (11 - x), obteniéndose dos valores para y: 


y = -2 + i -J2x - 6 y y = -2 - \ V2x - 6 


y v' 



Cuando se trazan las gráficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectán¬ 
gulo de inspección, se obtiene la parábola de la figura 6. ^ 

En los dos ejemplos siguientes, se aplica la traslación de ejes a otras 
dos gráficas. 


► EJEMPLO 4 A partir de la gráfica de y = | x | y una traslación 
de ejes conveniente, obtenga la gráfica de y = | x — 4 | - 6. 

Solución La gráfica de y = | x | se muestra en la figura 20 de la sección 
A.2 del apéndice. Aquí se reproduce en la figura 7. La ecuación 

y = | x — 4 | - 6 
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FIGURA 9 


es equivalente a 

y + 6 = \x - 4j 

A fin de obtener la gráfica de esta ecuación se considera 
jc' = jc — 4 y y' = y + 6 

De esta manera, se han trasladado los ejes al nuevo origen (4, -6), y la ecua¬ 
ción se transforma en y' = | x' |. La gráfica de esta ecuación con respecto a 
los ejes x' y y' es la misma que la gráfica de la figura 7 con respecto a los 
ejes x y y. De este modo se obtiene la gráfica mostrada en la figura 8. ^ 


► EJEMPLO 5 Utilice la gráfica de y = ix 3 del ejemplo 4 de la 
sección A.2 del apéndice junto con una traslación de ejes adecuada para 
obtener la gráfica de la ecuación 

y = y(* + 5) 3 + 3 



FIGURA 10 


Solución La figura 9 muestra la gráfica de y = |x 3 . La ecuación 
y = i(x + 5)3 + 3 
equivale a 

y - 3 = i(x + 5)3 

Con el propósito de obtener la gráfica de esta ecuación, se consideran 
x' = x + 5 y y' = y - 3 

De esta manera se han trasladado los ejes al nuevo origen (-5, 3), y la ecua¬ 
ción se transforma en y' = ix' 3 . La figura 10 muestra la gráfica de esta 
ecuación con respecto a los ejes x' y y'. Es la misma que la gráfica de la 
figura 9 con respecto a los ejes x y y. ^ 


EJERCICIOS A.6 


En los ejercicios J a 4, traslade los ejes de modo que la ecua¬ 
ción de la gráfica con respecto a los nuevos ejes no contenga 
términos de primer grado. Trace los ejes originales y los 
nuevos. Dibuje la gráfica. 

1. x 2 + y 2 + 6x + 4;y = 0 

2. x 2 + y 2 - 2x - Sy + 1 = 0 

3. x 2 + y 2 + x - 2y + \ - 0 

4. x 2 + y 2 - lOx + 4y + 13 = 0 


En los ejercicios 5 y 6, traslade los ejes de modo que la ecuación 
de la gráfica con respecto a los nuevos ejes x' y y’ no contenga 
término de primer grado en x‘ y tampoco término constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la gráfica. 

5. x 2 - 4x - 8y - 28 = 0 6. x 2 + 4x + 2y = 0 

En los ejercicios 7 y 8,-traslade los ejes de modo que la ecua¬ 
ción de la gráfica con respecto a los nuevos ejes x'yy’no conten¬ 
ga término de primer grado en y' y tampoco término constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la gráfica. 
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7. y 2 + < 1.1 + 7y + 

8. 2r ■ - 4y - 


En los ejercicios 9 n 
(a) 1 1 vértice. b\ ■■tu 
ciún de la itirec: : i 
la parábola a parir d 
en la grafi ar¬ 


para las parábolas dadas, determine 
ción del eje, (c) el foco, (d) una ecua- 
¡os extremos del lado recto, (f) Dibuje 
stas propiedades y verifique la gráfica 


9. y = ■ ■* 10. y = x 2 + 4x 

11. y = - + 4x - 5 12. y - x 2 + 6x - 2 

13. x = - 6y 14. x = -y 2 + 1 

5. x 2 - i - 4y + 13 = 0 16. x 2 - 4x + 8y + 28 = 0 
y 2 + - v + 12y = 0 18. y 2 - I2x - 14y + 25 = 0 

v - j.r 2 + 4x - 5 20. y = ^ x 2 + j. x 

= |x 2 - jx - | 22. x - 2y 2 + lQy + 3 

23. = -2y 2 - 8y - 5 24. x= - jy 2 - §y - 2 


: u i ejercicios 25 a 28, trace la parábola que tiene la ecua¬ 
ción .dicada. 

25. y 2 - 4x - 2y + 9 = 0 

26. 4y 2 — x + 16y + 12 = 0 

27. 5y 2 - 4x + lOy + 17 = 0 

28. 3y 2 + 8x - 12y + 20 = 0 


En los ejercicios 29 a 46. haga lo siguiente: (a) dibuje la gráfi¬ 
ca de la primera ecuación; (b) de la gráfica obtenida en el in¬ 
ciso (a) y una traslación de ejes adecuada, dibuje la gráfica de 
la segunda ecuación, (c) Verifique las gráficas de los incisos 
(a) y (b) trazándolas en el mismo rectángulo de inspección. 

29. y = |x|;y = \x - 2| 

30. y = |x|;y = |x + 3| 

31. y = |x|;y = |x| + 3 


32. 

y = 

M;y = 

M - 

2 


33. 

y = 

M;y = 

| X + i 

H 

- 5 

34. 

y = 

M;y = 

|x- 1| 

+ 6 

35. 

y = 

x 3 -y = (x 

- 4)3 



36. 

2y = 

-- -x 3 -, 2y + 

2= - 

-x 3 


37. 

y = 

x 3 ;y = Cr 

+ D 3 

+ 

1 

38. 

2y = 

-x 3 ; 2y = 

-(x - 

4)' 

1 + 4 

39. 

y = 

4x ;y = 

V* - 

2 

+ 4 

40. 

y = 

•Jx; y = 

-j X + 

3 

- 2 

41. 

y = 

x 2 ;y = (x 

- 4) 2 



42. 

y = 

x 2 ;y = (x 

+ 3) 2 



43. 

y = 

2 2 
x \y ~ 

+ 3 



44. 

y = 

2 2 
x L \y - x L 

- 4 



45. 

y = 

x 2 ; y = (x 

+ l) 2 

- 

5 

46. 

y = 

x 2 ;y = (x 

- 2) 2 

+ 

1 

47. 

Dada la parábola 

i de ecuación 


y = ax 2 + bx + c 


con a * 0, obtenga las coordenadas del vértice. 

48. Determine las coordenadas del foco de la parábola del ejer¬ 
cicio 47. 

49. Muestre que la ecuación y = ax 2 + bx + c es equivalen¬ 
te a una ecuación de la forma (x - h) 2 = 4p(y - k) al 
resolver la segunda ecuación para y. 

50. Si una parábola tiene su foco en el origen y el eje x como 
su eje, demuestre que dicha parábola debe tener una 
ecuación de la forma y 2 = 4kx + 4k 2 , k * 0. 

51. (a) Muestre que la ecuación y = x 2 + bx + cpuedeescri- 
birse en la forma y = (x - h) 2 + k. (b) Explique cómo se 
dibuja la gráfica de y = (x - h) 2 + k a partir de la gráfica 
dey = x 2 . En la explicación invente un ejemplo particular. 


A.7 ELIPSES 

A fin de referirse al aspecto geométrico de las secciones cónicas, se debe 
considerar que un cono tiene dos mantos, cada uno extendiéndose indefi¬ 
nidamente. Una porción de un cono circular recto de dos mantos se muestra 
en la figura 1. Se denomina generatriz (o elemento) del cono a una recta 
que esté contenida completamente en el cono. Todas las generatrices de un 
cono contienen el punto V llamado vértice. 

Una elipse se obtiene como una sección cónica si el plano cortante no 
es paralelo a ninguna generatriz, en cuyo caso el plano cortante intersecta a 
cada generatriz como en la figura 2. Un caso especial de la elipse es la 
circunferencia, la cual se forma si el plano cortante intersecta a cada genera¬ 
triz y también es perpendicular al eje del cono. Refiérase a la figura 3. A 
continuación se definirá una elipse como un conjunto de puntos del plano. Al 
final de esta sección se demostrará que esta definición es una consecuencia 
de considerar a la elipse como sección de un cono. 
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FIGURA 1 


A.7.1 Definición de elipse 


Una elipse es el conjunto de puntos de un plano tales que la suma de 
sus distancias desde dos punto fijos es constante. Cada punto fijo se 
denomina foco. 

Considere 2c como la distancia no dirigida entre los focos, donde c > 0. 
Para obtener una ecuación de una elipse, se elige el eje * como la recta que pasa 
por F y F', de modo que el origen sea el punto medio del segmento entre F y F’. 
Vea la figura 4. Los focos F y F' tienen coordenadas (c, 0) y (-c, 0), respectiva¬ 
mente. Si 2 a es la suma constante referida en la definición, entonces a > c 
y el punto P(x, y) de la figura 4 es cualquier punto de la elipse si y sólo si 

\FP\ + |F7>| = 2a 

Como 


| FP\ = V(* - c) 2 + y 2 y \F'P\ = ^¡(x + c) 2 + y 2 
P está en la elipse si y sólo si 


r 



Elipse 

FIGURA 2 


^1 (x - c) 2 + y 2 + ^J(x + c) 2 + y 2 = 2 a 

Con objeto de simplificar esta ecuación, es necesario eliminar los ra¬ 
dicales y realizar algunas manipulaciones algebraicas, lo cual se le pedirá 
que haga en el ejercicio 35. Al efectuar esto, se obtiene 


donde b 2 = a 2 - c 2 . El teorema siguiente establece este resultado formal¬ 
mente. 


A.7.2 Teorema Ecuación de una elipse 


Si 2 a es la constante referida en la definición de la elipse, si los focos se 
encuentran en (c, 0) y (-c, 0) y si b 2 - a 2 - c 2 , entonces una ecuación 
de la elipse es 

* 2 y 2 _ i 
T 2 + Y 2 " ' 





Circunferencia 

FIGURA 3 


A fin de dibujar la elipse, primero observe de la ecuación que la gráfica 
es simétrica con respecto a los dos ejes. Si se sustituye y por 0 en la ecua¬ 
ción, se obtiene x = ± a, y si se reemplaza x por 0, se obtiene y = ±b. Por 
tanto, la gráfica intersecta al eje x en (a, 0) y (-a, 0) y corta al eje y en 
(0, b) y (0, -b). Como b 2 = a 2 - c 2 , se deduce que a > b. Consulte la 
figura 5 y refiérase a ella conforme lea el párrafo siguiente. 

La recta que pasa por los focos se denomina eje principal. Para esta elipse 
el eje x es el eje principal. Los puntos de intersección de la elipse con su eje 
principal se llaman vértices. Así, para esta elipse los vértices están en V(a, 0) 
y V'(-a, 0). El punto del eje principal que se encuentra a la mitad de la distancia 
entre los dos vértices recibe el nombre de centro. El origen es el centro de esta 
elipse. El segmento del eje principa] entre los dos vértices se denomina eje 
mayor, y su longitud es 2 a unidades. Para esta elipse el segmento del eje y entre 
los puntos (0, b) y (0, —b) se llama eje menor. Su longitud es 2b unidades. 

Una elipse recibe el nombre de cónica central en contraste con una 
parábola, la cual no tiene centro debido a que sólo tiene un vértice. 
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P(x, y) 

• F_y' 

\f 

(-c, 0) o 

(c, 0) 


FIGURA 4 


EJEMPLO I Para la elipse que tiene la ecuación 



obtenga los vértices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la 
elipse y muestre los focos. 

Solución Como la ecuación es de la forma 



y 


(0,¿0 

h '__ 

V'U 

fy 

a, 0)\f-c, 0) O 

(c. 5/(0, 0) 

(O ~^b) 





F = ‘ 


FIGURA 5 


y 



FIGURA 6 


y 



— + = i 

25 16 

FIGURA 7 


el centro de la elipse está en el origen y su eje principal es el eje x. Debido a que 
a 2 = 25 y b 2 = 16, a = 5yb = 4. Por tanto, los vértices se encuentran en 
V(5, 0) y V(-5, 0), y los extremos del eje menor están en B( 0, 4) y B'( 0, -4). 

A fin de determinar los focos, se resuelve la ecuación b 2 = a 2 - c 2 para 
c con a 2 = 25 y b 2 = 16. De este modo, puesto que c > 0, 

16 = 25 - c 2 

c 2 = 9 
c = 3 

Por tanto, los focos se encuentran en F( 3, 0) y F'(- 3, 0). 

Como una ayuda al dibujar la elipse, se determina un punto del primer 
cuadrante al sustituir 3 por x en la ecuación y resolverla para y. Por su¬ 
puesto, cualquier otro valor de x entre 0 y 5 puede emplearse. Por la simetría 
se tienen puntos correspondientes en los otros tres cuadrantes. La figura 6 
muestra la elipse y los focos. 4 

Observe de la definición de elipse que si P es cualquier punto de la 
elipse del ejemplo 1, entonces ¡ FP \ + \ F'P \ = 10. En la figura 7 se ha to¬ 
mado P en el segundo cuadrante. 

Con objeto de trazar la elipse en la graficadora, puede hacerse lo mismo 
que se hizo en la sección A.5 del apéndice para las gráficas de las circunferen¬ 
cias. Esto es, se considera la ecuación de la elipse como cuadrática en y y se 
resuelve para esta variable a fin de obtener dos ecuaciones que definen a y 
como dos funciones de x. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Al resolver la ecuación de 

la elipse del ejemplo 1 para y, primero se multiplican los dos miembros de la 
ecuación por 400, por lo que se tiene 

16x 2 + 25y 2 = 400 

25y 2 = 400 - 16.r 2 

25y 2 = 16(25 - x 2 ) 

y 2 = £(25 - jc 2 ) 

y = ±f V25 - x 2 

En el mismo rectángulo de inspección de la graficadora se trazan las gráfi¬ 
cas de 

y t = | V25 - x 2 y y 2 ~ -~ V25 - x 2 
para obtener la elipse que se muestra en la figura 6. 4 
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En la sección A.9 del apéndice se explica otro método para trazar una 
elipse en la graficadora. Este método emplea ecuaciones paramétricas de ta 
elipse que contienen funciones trigonométricas. 

Las trayectorias de muchos cometas y las órbitas de los planetas y sa¬ 
télites son elipses. Algunas veces los arcos de puentes tienen forma elíptica, y 
también se utilizan las elipses en los engranajes de algunas máquinas. Una 
aplicación de la elipse en arquitectura se tiene en las llamadas galerías del 
susurro, en donde se utiliza su propiedad reflexiva. En estas galerías las 
bóvedas tienen secciones transversales que son arcos de elipses con focos 
comunes. Una persona ubicada en un foco F puede escuchar el susurro de 
otra colocada en el foco F' debido a que las ondas sonoras originadas por 
el murmurador de F' chocan contra la bóveda y son reflejadas por ésta al 
oyente ubicado en F. Un ejemplo famoso de estas galerías del susurro se 
encuentra bajo la cúpula del Capitolio en Washington D. C. Otro ejemplo 
más es el Tabernáculo Mormón en Salt Like City. 


► EJEMPLO 2 Un arco en forma de semielipse mide 48 pie de 
ancho en la base y tiene una altura de 20 pie. ¿Qué tan ancho es el arco a una 
altura de 10 pie sobre la base? 



FIGURA 8 


x 


Solución La figura 8 muestra un dibujo del arco y los ejes coordenados, 
los cuales se han elegido de modo que el eje x yace a lo largo de la base y el 
origen se encuentra en el punto medio de la base. Entonces, la elipse tiene su 
eje principal sobre el eje x, su centro en el origen, a = 24 y b = 20. Así, 
una ecuación de la elipse es 

*L + JL = i 

576 400 

Sea 2x pies la medida del ancho del arco a la altura de 10 pie sobre la 
base. Por tanto, el punto (je, 10) está en la elipse. De modo que 


x 2 100 _ i 
576 400 

x 2 = 432 
x = 12V3 


y 



Conclusión: A la altura de 10 pie sobre la base, el ancho del arco mide 
24 -J3 pie. 4 

Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje principal sobre el 
eje y , entonces una ecuación de la elipse es de la forma 



esta ecuación se obtiene al intercambiar x y y en la ecuación 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Puesto que para una elipse 
j > b, se deduce que la elipse que tiene ecuación 



FIGURA 9 
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tiene su eje principal sobre el eje y. Esta elipse tiene la misma forma de la 
elipse del ejemplo 1. Los vértices se encuentran en (0, 5) y (0, -5), los extre¬ 
mos del eje menor están en (4, 0) y (-4, 0), y los focos se encuentran en 
(0, 3) y (0, -3). La figura 9 muestra esta elipse. A 


Suponga que el centro de una elipse está en el punto (h, k) en lugar del 
origen, y que el eje principal es paralelo a uno de los ejes coordenados. 
Entonces, mediante una traslación de ejes, de modo que el punto (h, k) sea el 
nuevo origen, una ecuación de la elipse es 



si el eje principal es horizontal, y 



si el eje principal es vertical. Como x’ = x - h y y' = y - k, se tienen las 
formas estándar siguientes para las ecuaciones de las elipses. 


A.7.3 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las elipses 


Si el centro de una elipse está en ( h , k) y la distancia entre los vértices es 
2a, entonces una ecuación de la elipse es de la forma 

- ~i h - + ^ - ~/ )2 =1 (a > b) (1) 

si el eje principal es horizontal, y 


+ = , (a > b) 

si el eje principal es vertical. 


Al desarrollar (x - h) 2 y (y - k) 2 y simplificar, se pueden escribir 
cada una de las ecuaciones (1) y (2) en la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (3) 

donde A y C tienen el mismo signo. En el ejemplo siguiente se comienza 
con una ecuación en esta forma y se completan los cuadrados a fin de expre¬ 
sarla en alguna de las formas estándar. 


► EJEMPLO 3 Demuestre que la gráfica de la ecuación 

25x 2 + 16y 2 + 150x - 128y - 1119 = 0 

es una elipse. Determine el centro, una ecuación del eje principal, los vér¬ 
tices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la elipse y verifique la 
gráfica en la graficadora. 

Solución Con objeto de escribir la ecuación dada en una de las formas 
estándar, se comienza por completar los cuadrados en x y y. Al hacerlo se tiene 

25 (x 2 + 6x) + 16(y 2 - 8y) = 1119 
25 (x 2 + 6x + 9) + 16(y 2 - 8y + 16) = 1119 + 225 + 256 
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y 



64 100 

FIGURA 10 


25(x + 3) 2 + 16(y - 4) 2 = 1600 

25(x + 3) 2 16(y - 4) 2 = , 

1600 1600 
(* + 3) 2 (y - 4)2 = 

64 100 

Esta ecuación es de la forma 


(y ~ W . (a: - h ) 2 
a 2 + 


(a > 


donde (fc, k) es (-3,4), a 2 = 100 y ¿> 2 = 64. Por tanto, la gráfica es una 
elipse cuyo centro se encuentra en (-3, 4) y cuyo eje principal tiene la 
ecuación x = -3. Como a = 10 y b = 8, los vértices están en 14-3, 14) 
y U’(-3, -6), y los extremos del eje menor se encuentran en B( 5, 4) y 
B'(-ll, 4). Para determinar los focos se emplea la ecuación b 2 = a 2 - c 2 
con c > 0, de donde resulta 


64 = 100 - c 2 
c 2 — 36 
c = 6 


De esta forma, los focos están en F(- 3, 10) y F'(-3, -2). Al localizar algu¬ 
nos puntos más (en particular donde la elipse intersecta a los ejes x y y) se 
obtiene la elipse que se muestra en la figura 10. A 


En los ejemplos ilustrativos siguientes también se tienen ecuaciones 
de la forma (3). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que (3) es 

6x 2 + 9y 2 - 24x - 54y + 115 = 0 
la cual puede escribirse como 

6(x 2 - 4x) + 9 (y 2 - 6y) = -115 
Al completar los cuadrados en x y y, se tiene 

6(x 2 - 4x + 4) + 9(y 2 - 6y + 9) = -115 + 24 + 81 
6(x - 2) 2 + 9(y - 3) 2 = -10 

Puesto que el miembro derecho de esta ecuación es negativo y el miem¬ 
bro izquierdo es no negativo para todos los puntos (x, y), la gráfica es el 
conjunto vacío. A 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Debido a que la ecuación 
6x 2 + 9y 2 - 24x - 54y + 105 = 0 
puede expresarse como 

6(x - 2) 2 + 9(y -3) 2 = 0 

su gráfica consiste del punto (2, 3). A 
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As 


Punto 

FIGURA 11 


Se puede demostrar en general que la gráfica de cualquier ecuación de la 
forma (3) es una elipse, como en el ejemplo 3, un punto o el conjunto vacío. 
Cuando la gráfica consiste de sólo un punto o es el conjunto vacío, como en 
los ejemplos ilustrativos 3 y 4, se dice que la elipse es degenerada. 

Observe que (3) es el caso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos variables 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (4) 

donde B = 0 y AC > 0 (esto es, A y C tienen el mismo signo). 

Las conclusiones de la discusión anterior se resumen en el teorema 
siguiente. 


A.7.4 Teorema 


Si en la ecuación general de segundo grado (4), B = 0 y AC > 0, 
entonces la gráfica es una elipse, un punto o el conjunto vacío. 

El caso degenerado de una elipse, un punto, se obtiene como una sección 
cónica si el plano cortante contiene al vértice del cono pero sin contener a 
ninguna generatriz. Consulte la figura 11. 

Si A = C en (3), entonces la ecuación se transforma en 

Ax 2 + Ay 2 + Dx + Ey + F = 0 
de la cual, al dividirse entre A, resulta 

X 2 + y 2 + T* + + T = 0 

A A A 

En la sección A.5 del apéndice se dijo que la gráfica de esta ecuación es una 
circunferencia, un punto o el conjunto vacío. Esta proposición concuerda con 
el teorema A.7.4 debido a que una circunferencia es una forma límite de 
una elipse. Este hecho puede demostrarse al considerar la ecuación que rela¬ 
ciona a, b y c para una elipse: 

b 2 = a 2 - c 2 

De esta ecuación se observa que si c = 0, entonces b 2 = a 2 , y en con¬ 
secuencia, la forma estándar de la ecuación de una elipse se convierte en 



(x - h)2 (y - k) 2 
a 2 a 2 

<=>(*- h) 2 + (y - k) 2 = a 2 

la cual es una ecuación de una circunferencia con centro en (h, k ) y 
radio a. Además, cuando c = 0, los focos coinciden con el centro de la 
circunferencia. 

^ EJEMPLO 4 Obtenga una ecuación de la elipse que tiene focos 
en (-8, 2) y (4, 2), para la cual la constante referida en la definición es 18. 
Dibuje la elipse. 


FIGURA 12 


Solución El centro de la elipse está'a la mitad de la distancia entre los 
focos y es el punto (-2, 2). La distancia entre los focos de la elipse es 2c, y la 
distancia entre (-8,2) y (4, 2) es 12. Por tanto, c = 6. La constante referida en 
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y 



(b) 


la definición es 2a; de modo que 2a = 18 y a = 9. Como b 2 = a 2 - c 2 , 
entonces 

fc 2 = 81-36 
b 2 = 45 
b = 3 ~J5 

El eje principal es paralelo al eje x; en consecuencia, una ecuación de la 
elipse es de la forma 

(x - h) 2 . (y - *) 2 _ , 
a 2 

Debido a que el punto (/i, k) es el punto (-2, 2), a = 9 y b = 3 x 5, la ecuación 
requerida es 

(x + 2)2 . (y - 2)2 _ , 

81 + 45 

Esta elipse se muestra en la figura 12. 4 

Algunas elipses son casi circulares, lo cual ocurre cuando los focos 
están muy próximos entre sí. Otras elipses son “aplastadas” lo cual sucede 
cuando los vértices y los focos están muy cerca unos de otros. La forma de 
una elipse (su “redondez” o “aplastamiento”) está determinada por la 
excentricidad , la cual se define formalmente a continuación. 


A.7.5 Definición de la excentricidad de una elipse 


La excentricidad e de una elipse es la razón de la distancia no diri¬ 
gida entre los focos a la distancia no dirigida entre los vértices; esto es. 



a 


y 



FIGURA 13 


Puesto que c 2 = a 2 - b 2 , entonces c < a; por tanto, O < e < 1. Cuan¬ 
do los focos están muy próximos entre sí, e está muy cerca de cero, y la for¬ 
ma de la elipse es muy parecida a una circunferencia. Vea la figura 13(a), 
que muestra una elipse para la cual e = 0.3. Si a permanece fija, entonces 
conforme e se incrementa, el aplastamiento de la elipse también aumenta. 
Las figuras 13(b) y 13(c) muestran elipses con excentricidades de 0.7 y 
0.95, respectivamente, cada una con el mismo valor de a como en la figu¬ 
ra 13(a). Las formas límite de la elipse son una circunferencia de diámetro 
2 a y un segmento de recta de longitud 2a. 

Como se prometió, ahora se demostrará que la definición de elipse como 
conjunto de puntos de un plano se deduce de la definición de elipse como sección 
cónica. Esta demostración, a veces llamada demostración del cono de helado, 
fue presentada en 1822 por el matemático belga G. P. Dandelin (1794-1847). 
Refiérase a la figura 14, la cual muestra un manto de un cono que tiene vértice en 
O y un plano cortante que intersecta al cono en una elipse. En el cono se 
encuentran inscritas las dos esferas S| y $ 2 . La esfera S¡ es tangente al cono a lo 
largo de la circunferencia Cj, y es tangente al plano cortante en el punto F¡. La 
esfera 5 2 es tangente al cono a lo largo de la circunferencia C 2 , y es tangente al 
plano cortante en el punto TV Los planos de las circunferencias C| y C 2 son pa¬ 
ralelos. Se demostrará que F¡ y F 2 son los focos de la elipse al probar que si P es 
cualquier punto de la elipse, entonces | PF\ \ + | PF 2 \ es una constante. Para 
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FIGURA 14 


demostrar esto, se dibuja la recta que pasa por los puntos O y P de la super¬ 
ficie del cono. Los puntos Q¡ y Q 2 son las intersecciones de esta recta cen 
las circunferencias Cj y C 2 , respectivamente. Como PF¡ y PQ¡ son dos rectas 
tangentes a la esfera .Sj trazadas desde P, se deduce que 

1^1 = 1^1 

También PF 2 y PQ 2 son dos rectas tangentes a la esfera S 2 trazadas desde P. Así, 

\pf 2 \ = \PQi\ 

Por tanto, 

| pf ¡| + \PFi\ = \PQ\\ + \PQi\ 

Observe que | PQ\ | + | PQ 2 1 = \Q\Q 2 |, la cual es la distancia medida a lo 
largo de la superficie del cono entre los planos paralelos de las circunferen¬ 
cias Cj y C 2 . Esta distancia será la misma para cualquier otra elección del 
punto P de la elipse. Por tanto, | PF¡ | + | PF 2 | es una constante, y F¡ y F 2 
son los focos de la elipse. 


EJERCICIOS A.7 


En los ejercicios 1 a 16, para la elipse que tiene la ecuación 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, (c) los 
vértices, (d) los extremos del eje menor y (e) los focos, (f) Dibuje 
la elipse y muestre los focos. Verifique la gráfica en la graficadora. 


1. 

* 2 

+ 

¡Vi 

I N> 

II 

1 

2. 

* 2 

+ y — = 1 


25 

9 


100 

64 

3. 

* 2 

+ ¿ = 

1 

4. 

* 2 

+ FL = i 


4 

16 



25 

169 

5. 

9x 2 

+ 25y 2 

= 900 6. 

4x 2 

+ 9y 2 = 36 

7. 

9* 2 

+ y 2 = 

9 

8. 

25.r 

2 + 4y 2 = 100 

9. 

4x 2 

+ 9y 2 - 

- 16x 

- 18y - 

11 = 

0 

10. 

* 2 ■ 

f 4 y 2 - 

6x + 

8y - 3 = 

= 0 


11. 

4* 2 

+ y 2 + 

8x - 

4 y - 92 

= 0 


12. 

2ar 2 

+ 2 y 2 - 

-2 x 

- 18y + 33 = 

0 

13. 

4* 2 

+ 4y 2 - 

f 20x 

- 32y + 

89 = 

= 0 


14. 25r 2 + y 2 - 4y - 21 =0 

15. r: 2 + 3y 2 - 4x - 23 = 0 

16. 2x 2 + 3y 2 - 4x + \2y + 2 = 0 


En los ejercicios 17 y 18, determine si la gráfica de la ecuación 
es una elipse, un punto o el conjunto vacío. 

17. 4x 2 + y 2 - 8jc + 2y + 5 = 0 

18. 2x 2 + 3y 2 + 8x - 6y + 20 = 0 

En los ejercicios 19 a 28, obtenga una ecuación de la elipse que 
tiene las propiedades indicadas y dibuje la elipse. Verifique la 
gráfica en la graficadora. 

19. Vértices en (-1,0) y (|, 0), y un foco en (~, 0). 

20. Focos en (-5, 0) y (5, 0) y para la cual la constante referida 
en la definición es 20. 


21. Focos en (0, 3) y (0, -3) y para la cual la constante referida 
en la definición es 6 a/3 . 

22. Centro en el origen , sus focos sobre el eje x, la longitud del 
eje mayor es 3 veces la longitud del eje menor, y pasa por 
el punto (3, 3). 

23. Vértices en (2, 0) y (-2, 0), y pasa por el punto (-1, y f3 ). 

24. Vértices en (0, 5) y (0, -5), y pasa por el punto (2, - f f3 ). 

25. Centro en (4, -2), un vértice en (9, -2) y un foco en (0, -2). 

26. Un foco en (2, -3), un vértice en (2,4) y el centro sobre el 
eje x. 

27. Focos en (-1, -1) y (-1,7), y la longitud del semieje mayor 
es de 8 unidades. 

28. Focos en (2, 3) y (2, -7), y la longitud del semieje menor es 
dos tercios de la longitud del simieje mayor. 


En los ejercicios 29 a 32, resuelva el problema verbal y no ol¬ 
vide escribir una conclusión. 


29. El techo de un vestíbulo de 10 m de ancho tiene la forma 
de una semielipse de 9 m de altura en el centro y 6 m de 
altura de las paredes laterales. Determine la altura del techo 
a 2 metros de Cualquier pared. 
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30. La órbita de la Tierra alrededor del Sol es de forma elíptica, 
con el Sol en uno de los focos y un semieje mayor de longitud 
de 92.96 millones de millas. Si la excentricidad de la elipse 
es 0.0167, determine (a) la distancia mínima de la Tierra al 
Sol y (b) la mayor distancia posible entre la Tierra y el Sol. 

31. Suponga que la órbita de un planeta tiene la forma de una 
elipse con un eje mayor cuya longitud es de 500 millones de 
kilómetros. Si la distancia entre los focos es de 400 millones 
de kilómetros, obtenga una ecuación de la órbita. 

32. El arco de un puente es de forma semielíptica y tiene una 
amplitud horizontal de 40 m y una altura de 16 m en su cen¬ 
tro. ¿Qué altura tiene el arco a 9 m a la derecha o izquierda 
del centro? 



33. A fin de trazar la elipse definida por la ecuación 4x 2 + 
9y 2 = 36, utilice el procedimiento siguiente y explique 
por qué funciona: primero determine los puntos de intersec¬ 


ción de la elipse con los ejes coordenados. Obtenga los 
focos sobre el eje x empleando un compás, con centro.en 
uno de los puntos de intersección con el eje y y radio 3. 
Después clave una “chinche” en cada foco. Tome una cuer¬ 
da de longitud 6 y ate cada uno de sus extremos a una chin¬ 
che. Apoye un lápiz contra la cuerda y haga que se tense, 
deslice el lápiz manteniendo tensa la cuerda y trace la elipse. 

34. Utilice un procedimiento semejante al del ejercicio 33 para 
trazar la elipse cuya ecuación es 16x 2 + 9 y 2 = 144. Ex¬ 
plique por qué funciona el procedimiento. 

35. Demuestre que la ecuación 

x/(* - c) 2 + y 2 + xA* + c '> 2 + y 2 - 2a 

puede simplificarse y expresarse como 



donde b 2 = a 2 - c 2 . 

36. Para la elipse cuya ecuación es 

(x - h) 2 , (y ~ k) 2 _ , 
a 2 + b 2 

donde a > b > 0, obtenga las coordenadas de los focos 
en términos de h, k, a y b. 


A.8 HIPÉRBOLAS 



Hipérbola 


Cuando un plano cortante de un cono es paralelo a dos generatrices, dicho 
plano intersecta los dos mantos del cono y la sección cónica que se obtiene 
es una hipérbola, la cual se muestra en la figura 1. La definición de hipér¬ 
bola como un conjunto de puntos de un plano puede deducirse a partir de 
su definición como sección cónica. La demostración, es semejante a la utili¬ 
zada para la elipse en la sección A.7 del apéndice, e implica una esfera en 
cada manto del cono. 


A.8.1 Definición de hipérbola 


Una hipérbola es un conjunto de puntos del plano tales que el valor 
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos es cons¬ 
tante. Los dos puntos fijos se denominan focos. 

A fin de obtener una ecuación de una hipérbola se comienza, como se 
hizo con la elipse, considerando la distancia entre los focos como 2c, donde 
c > 0. Después se elige el eje x como la recta que pasa por los focos F y 
F'. Consulte la figura 2. Los puntos (c, 0) y (-c, 0) son los focos F y F\ 
respectivamente. Sea 2 a la constante referida en la definición. Se puede 
demostrar que c > a. El punto (x, y ) de la figura 2 es un punto de la hipérbo¬ 
la si y sólo si 

\\W\ - \FP\\ = 2a 

Como 

| FP | = -j(x - c ) 2 + y 2 y | F'P | = + c) 2 + y 2 


FIGURA I 
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y 


P(x. y) 




F' (-c, 0) 


O 


— 4 - 

F(c, 0) 


x 


FIGURA 2 


P está en la hipérbola si y sólo si 

| ^(x - c) 2 + y 2 - y¡(x - c) 2 + y 2 \ = 2a 

o, equivalentemente, sin las barras de valor absoluto, 

■yj(x - c ) 2 + y 2 - y](x + c ) 2 + y 2 = ±2a 

Esta ecuación puede simplificarse al eliminar los radicales y efectuar algu¬ 
nas manipulaciones algebraicas. Se le pedirá que haga esto en el ejercicio 43. 
La ecuación que resulta es 

_ z! = 1 

a 2 b 2 

donde b 2 = c 2 - a 2 . Así, se tiene el teorema siguiente. 


A.8.2 Teorema Ecuación de una hipérbola 


Si 2a es la constante referida en la definición, si los focos están en (c, 0) 
y (-c, 0), y si b 2 = c 2 - a 2 , entonces una ecuación de la hipérbola es 

x 2 >1 - l 

a 2 b 2 


y 



Ahora se mostrará cómo se dibuja esta hipérbola, la cual se presenta en la 
figura 3. Observe de la ecuación que la gráfica es simétrica con respecto a los 
ejes x y y. Como con la elipse, la recta que pasa por los focos se denomina eje 
principal. Así, para esta hipérbola el eje x es el eje principal. Los puntos donde 
la hipérbola intersecta al eje principal se llaman vértices y el punto que se en¬ 
cuentra a la mitad de la distancia entre los vértices recibe el nombre de centro. 
Para esta hipérbola los vértices están en V(a, 0) y V'(-a, 0) y el centro se 
encuentra en el origen. El segmento V'V del eje principal se denomina eje 
transverso y su longitud es 2 a unidades. 

Al sustituir 0 por x en la ecuación de la hipérbola se obtiene la ecuación 
y 2 = -b 2 , la cual no tiene soluciones reales. En consecuencia, la hipérbola no 
intersecta al eje y. Sin embargo, el segmento de recta que tiene sus extremos en 
los puntos (0, -b) y (0, b) se llama eje conjugado, y su longitud es 2b unidades. 
Si se resuelve la ecuación de la hipérbola para y en términos de x; se tiene 

y = ± — xjx 2 - a 2 
a 

De esta ecuación se concluye que si | x \ < a, no existe valor real para y. Por 
lo que no existen puntos (x, y) de la hipérbola para los cuales -a < x < a. 
También se observa que si |x| > a, entonces a y le corresponden dos valores 
reales. Así, la hipérbola tiene dos ramas. Una rama contiene al vértice V(a, 0) 
y se extiende indefinidamente hacia la derecha de V. La otra rama contiene al 
vértice V'(-a, 0) y se extiende indefinidamente hacia la izquierda de V". 

Como en el caso de la elipse, debido a que la hipérbola también tiene 
un centro se le llama cónica central. 


► EJEMPLO 1 

cuya ecuación es 

í! _ z! 

9 16 


Determine los vértices y focos de la hipérbola 


1 
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FIGURA 4 


Dibuje la hipérbola y muestre los focos. 
Solución Como la ecuación es de la forma 



el centro de la hipérbola está en el origen y el eje principal es el eje x. De¬ 
bido a que a 2 = 9 y b 2 - 16, entonces a = 3 y b = 4. Por tanto, los 
vértices se encuentran en V(3, 0) y V'(-3, 0). El número de unidades de la 
longitud del eje transverso es 2a = 6, y el número de unidades del eje 
conjugado es 2b = 8. Como b 1 = c 1 - a 2 , con c > 0, se tiene 

16 = c 2 - 9 

c 2 - 16 + 9 

c 2 = 25 

c = 5 


En consecuencia, los focos están en F( 5, 0) y F'(- 5, 0). La hipérbola dibu¬ 
jada junto con los focos se muestra en la figura 4. A 


y 




| F'P I - I FP I = 6 


De la definición de la hipérbola, si P es cualquier punto de la hipérbola 
del ejemplo 1, entonces ||FP| - j F'P ¡| = 6. Consulte las figuras 5(a) y 
(b); en (a) P está en el segundo cuadrante y ¡ FP j - | F'P | = 6; en (b) P está 
en el cuarto cuadrante y | F'P \ - j FP | = 6. 


^ EJEMPLO 2 Obtenga una ecuación de la hipérbola que tiene un 
foco en (5, 0) y los extremos de su eje conjugado se encuentran en (0, 2) y 
( 0 ,- 2 ). 


Solución Como los extremos del eje conjugado se encuentran en (0, 2) 
y (0, -2), b = 2, el eje principal coincide con el eje ,r, y el centro está en el 
origen. En consecuencia, una ecuación de esta hipérbola es de la forma 

x 2 _ = i 

a 2 b 2 

Debido a que un foco se encuentra en (5, 0), c = 5, y como b 2 = c 2 - a 2 , 
entonces a 2 = 25 - 4. Asi, a = V2l y una ecuación de la hipérbola es 



Si en la ecuación 

£i _ ¿ = i 
a 2 b 2 

se intercambian x y y, se obtiene 

¿ _ *1 = , 

a 2 b 2 


la cual es la ecuación de una hipérbola que tiene su centro en el origen y su 
eje principal coincide con el eje y. 


(b) 

£Í _ ¿_ = 

9 16 

FIGURA 5 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La ecuación 

z! _ x 2 = - 

9 16 
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y 



FIGURA 6 


puede obtenerse a partir de la del ejemplo 1 al intercambiar x y y. La gráfica 
de esta ecuación es una hipérbola que tiene su centro en el origen, el eje y como 
su eje principal, sus vértices en V(0, 3) y V'(0, -3) y su focos en F(Q, 5) y 
F'( 0, -5). La figura 6 muestra la hipérbola y sus focos. 4 

Como se hizo con las circunferencias y con las elipses en las secciones 
A.5 y A.6, respectivamente, se puede trazar una hipérbola en la graficadora. 
Primero se define y como dos funciones de jc, las cuales se obtienen al re¬ 
solver la ecuación de la hipérbola para y. Sin embargo, como con la elipse, 
es fácil trazar la gráfica de la hipérbola a partir de sus ecuaciones paramé¬ 
tricas, el método se explica en la sección A.9 del apéndice. 

En la ecuación estándar de una elipse, se sabe que a > b. Sin embargo, 
para una hipérbola no existe una desigualdad general que relacione a a y b. 
Por ejemplo, en el ejemplo 1, donde a = 3 y ¿> = 4, a < b; pero en el 
ejemplo 2, donde a = %/2T y b = 2, a > b. Además, a puede ser igual 
a b , en este caso la hipérbola se denomina equilátera. La hipérbola equi¬ 
látera cuya ecuación es 

x 2 - y 2 = 1 


se conoce como hipérbola unitaria. 

Refiérase a la figura 7, la cual muestra la hipérbola que tiene la ecuacuación 


: 2 _ y_ 

2 b 2 



Las rectas diagonales punteadas son las asíntotas de la hipérbola. En las sec¬ 
ciones 1.7 y 3.7, se estudiaron asíntotas verticales, horizontales y oblicuas de 
una gráfica, y se presentaron las definiciones formales, las cuales implican el 
concepto de límite. Sin embargo, intuitivamente puede establecerse que si la 
distancia no dirigida entre una gráfica y una recta se hace más pequeña (sin 
llegar a ser cero) conforme | x | o |y| se hacen cada vez más grandes, entonces 
la recta es una asíntota de la gráfica. 

Observe en la figura 7 que las diagonales del rectángulo cuyos vértices 
se encuentran en (a, b), ( a , -b), (-a, b ) y {-a, -b) pertenecen a las asíntotas 
de la hipérbola. Este rectángulo se denomina rectángulo auxiliar; sus lados 
tienen longitudes de 2 a y 2b. Los vértices de la hipérbola son los puntos de 
intersección def eje principal y el rectángulo auxiliar. Una gráfica bastante 
buena de una hipérbola puede obtenerse dibujando primero el rectángulo 
auxiliar. Las asíntotas se tienen al prolongar las diagonales del rectángulo. 
Después, por cada vértice se dibuja una rama de la hipérbola empleando las 
asíntotas como guías. Observe que como a 2 + b 2 = c 2 , la circunferencia 
que tiene su centro en el origen y pasa por los vértices del rectángulo auxi¬ 
liar también pasa por los focos de la hipérbola. 


► EJEMPLO 3 Determine los vértices de la hipérbola cuya 
ecuación es 

x 2 - 4 y 2 — 16 

Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las asíntotas. 

Solución La ecuación dada es equivalente a 

_ ¿ = 

16 4 


1 
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FIGURA 8 


Por tanto, la hipérbola tiene su centro en el origen, y su eje principal es el jije 
x. Como a 2 = 16 y b 2 = 4, entonces a = 4 y b = 2. Los vértices se en¬ 
cuentran en V(4, 0) y V(-4, 0), y los lados del rectángulo auxiliar tienen 
longitudes de 2a = 8 y 2b = 4. La figura 8 muestra el rectángulo auxiliar 
y las asíntotas. Estas asíntotas se utilizan como guías para dibujar la hipér¬ 
bola, la cual se muestra en la figura. 4 

Se puede utilizar un truco nemotécnico para obtener las ecuaciones de 
las asíntotas de una hipérbola. Por ejemplo, para la hipérbola que tiene la 

x 2 y 2 

ecuación = 1, se sustituye el miembro derecho por cero, 

a 1 b l 

obteniéndose 


*1 - ¿L = 0 

a 2 b 2 

Al factorizar, esta ecuación se transforma en 


que es equivalente a las dos ecuaciones 

— - ^ = 0 y ^ + 
a b a b 

„ y = b -x y y = -\x 

las cuales son las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola dada. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

del ejemplo 3 es 


Una ecuación de la hipérbola 


A fin de obtener las ecuaciones de las asíntotas se sustituye el miembro de¬ 
recho por cero, por lo que se obtiene 


* + y = 

4 21 


1 = 0 

2 


* + ^ = 0 
4 2 


Suponga que el centro de una hipérbola está en (h, k) y que su eje prin¬ 
cipal es paralelo a uno de los ejes coordenados. Entonces, por medio de una 
traslación de ejes, de modo que el punto (h, k ) sea el nuevo origen, una ecua¬ 
ción de la hipérbola es 


si el eje principal es horizontal, y 
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si el eje principal es vertical. Si se sustituye x' por x - h y y' por y - k, se 
obtienen las siguientes formas estándar de las ecuaciones de las hipérbolas. 


A.8.3 Teorema Formas estándar de las ecuaciones 
de las hipérbolas 


Si el centro de una hipérbola se encuentra en (/■, k) y la distancia entre los 
vértices es 2a, entonces una ecuación de la hipérbola es de la forma 

(x - h) 2 _ (y - k) 2 _ 

a 2 b 2 ~ 

si el eje principal es horizontal, y 

(y - k) 2 (x - h) 2 , 

a 2 b 2 

si el eje principal es vertical. 


Al desarrollar (x - h) 2 y (y - k) 2 y simplificar, se piede escribir cada 
una de estas ecuaciones en la forma 

A* 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

donde A y C tienen signos opuestos. El ejemplo siguiente presenta una 
ecuación de esta forma. 


► EJEMPLO 4 


Muestre que la gráfica de la ecuación 



(y - 2) 2 _ (X - l) 2 = , 
9 4 

FIGURA 9 


9x 2 - 4y 2 - 18* - 16y + 29 = 0 

es una hipérbola. Obtenga el centro, una ecuación del eje principal y los vér¬ 
tices. Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las asíntotas. 

Solución Se comienza completando los cuadrados en x y y. Así, 

9(x 2 - 2x) - 4(y 2 + 4y) = -29 
9(x 2 - 2x + 1) - 4(y 2 + 4y + 4) = -29 + 9 - 16 
9(x - l) 2 -4(y + 2) 2 = -36 

(y - 2 ) 2 _ ( X - i ) 2 
9 4 

Esta ecuación es la de una hipérbola cuyo centro está en (1, -2) y cuyo eje 
principal es la recta vertical que tiene ecuación x = 1. Como a 2 = 9 y 
b 2 = 4, entonces a = 3 y b = 2. Los vértices se encuentran en el eje 
principal a 3 unidades arriba y debajo del centro; ellos están en V(l, 1) 
y V'( 1, —5). El rectángulo auxiliar tiene lados de longitudes 2a = 6 y 
2b = 4; éste se muestra en la figura 9 junto con las asíntotas y la hipér¬ 
bola. 4 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se tiene otra ecuación de la forma (1). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

4x 2 - 12y 2 + 24* + 96y - 156 = 0 


La ecuación 
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Dos rectas que se intersectan 

FIGURA 10 


y 



(>■ + 2) ; _ u + S) 2 

1 4 

FIGURA 11 


puede escribirse como 

4(x 2 + 6x) - 12 (y 2 - 8y) = 156 
y al completar los cuadrados en x y y se tiene 

4(x 2 + 6x + 9) - 12 (y 2 - 8y + 16) = 156 + 36 - 192 
4(x + 3) 2 - 12(y - 4) 2 = 0 
(x + 3) 2 - 3(y - 4) 2 = 0 
[(■* + 3) - (y - 4)][(x + 3) + (y - 4)] = 0 
x + 3 - V3(y - 4) = 0 y x + 3 + (y-4) = 0 

las cuales son ecuaciones de dos rectas que pasan por el punto (-3, 4). 

Se puede demostrar en general que la gráfica de cualquier ecuación de la 
forma (1) es una hipérbola o dos rectas que se intersectan. Los resultados del 
ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 3 son casos particulares de este hecho. 

La ecuación (1) es el caso especial de la ecuación general de segundo 
grado en dos variables 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

donde B = 0 y AC < 0 (es decir. Ay C tienen signo opuesto). 

El teorema siguiente resume las conclusiones de la discusión anterior. 


A.8.4 Teorema 


Si en la ecuación general de segundo grado (2), B = 0 y AC < 0, 
entonces la gráfica es una hipérbola o dos rectas que se intersectan. 

El caso degenerado de la hipérbola, dos rectas que se intersectan, se 
obtiene como una sección cónica si el plano cortante contiene al vértice y dos 
generatrices del cono, como se muestra en la figura 10. 


► EJEMPLO 5 Los vértices de una hipérbola se encuentran en 
(-5, -3) y (-5, -1), y los extremos de su eje conjugado están en (-7, -2) y 
(-3, -2). Obtenga una ecuación de la hipérbola y las ecuaciones de las asín¬ 
totas. Dibuje la hipérbola y las asíntotas. 

* Solución La distancia entre los vértices es 2a; por tanto, 2a = 2y a = 1. 
La longitud del eje conjugado es 2b; de modo que 2b = 4 y b = 2. Debido a 
que el eje principal es vertical, una ecuación de la hipérbola es de la forma 

(y ~ k) 2 _ (x - h) 2 . 

a 2 b 2 

El centro (h, k ) está la mitad de la distancia entre los vértices y, por tanto, se 
encuentra en el punto (-5, -2). En consecuencia, una ecuación de la hi¬ 
pérbola es 

(y + 2) 2 _ (x + 5) 2 = J 


1 
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y 



Al sustituir el miembro derecho por cero, a fin de obtener las ecuacio¬ 
nes de las asíntotas, se tiene 

y + 2 = + 5) y y + 2 = -±(x + 5) 

La hipérbola y las asíntotas se muestran en la figura 11. ^ 




(c) 

FIGURA 12 



Como con la elipse, la forma de una hipérbola está determinada por su 
excentricidad, definida de igual manera que para la elipse, esto es, si e es 
la excentricidad de una hipérbola, entonces 

e = £ 
a 

Sin embargo, para una hipérbola e > 1. Esto es una consecuencia de 
que c > a, debido a que para una hipérbola 

c 2 = a 2 + b 2 (3) 

A partir de esta ecuación, cuando a = b, se obtiene c = 42a. Por lo que la 
excentricidad de una hipérbola equilátera es 42. Consulte la figura 12(b). 
Si e se aproxima a 1, mientras que a permanece fija, entonces c se aproxi¬ 
ma a a y, de la ecuación (3), b se aproxima a 0, por lo que la forma de la 
hipérbola se hace “flaca” en torno a su eje principal. La figura 12(a) mues¬ 
tra una hipérbola con e = 1.05 y el mismo valor de a como en la figura 
12(b). Si e se incrementa conforme a permanece fija, entonces c y b se 
incrementan, y la forma de la hi-pérbola se hace “gorda” en torno a su eje 
principal. Refiérase a la figura 12(c), la cual presenta una hipérbola con 
e = 2 y el mismo valor de a como en las figuras 12(a) y 12(b). 

La propiedad de la hipérbola dada en su definición constituye la base de 
varios sistemas de navegación. Estos sistemas están constituidos por una red 
de pares de radiotransmisores en posiciones fijas y a una distancia conocida 
entre sí. Los radiotransmisores envían señales de radio que son recibidas por 
un navegante. La diferencia de tiempo de llegada de las dos señales determi¬ 
nan la diferencia 2 a de las distancias con relación al navegante. Así, se sabe 
que la posición del navegante se encuentra en algún punto a lo largo de un 
arco de una hipérbola cuyos focos están en las posiciones de los radiotrans¬ 
misores. Se determina un arco, y no ambos, debido al retraso de la señal de 
los radiotransmisores que integran el sistema. El procedimiento se repite 
para un par diferente de radiotransmisores y se determina otro arco de hi¬ 
pérbola que proporciona la posición del navegante. El punto de intersección 
de los dos arcos hiperbólicos es la posición real del navegante. Por ejem¬ 
plo, en la figura 13 suponga que un par de radiotransmisores se localizan en 
los puntos 7j y 5] y las señales desde este par determinan el arco hiper¬ 
bólico A\. Otro par de radiotransmisores ubicados en los puntos Ti y S 2 
determinan, a pai de sus señales, el arco hiperbólico A 2 . Entonces, la in¬ 
tersección de A | y A 2 es la posición del navegante. 

La hipérbola posee una propiedad de reflexión que se emplea en el di¬ 
seño de ciertos telescopios. Las hipérbolas también se utilizan en la guerra 
para localizar la artillería enemiga mediante el ruido de sus disparos, este 
método se denomina localización acústica. Algunos cometas se desplazan 
en órbitas hiperbólicas. Si una cantidad vana inversamente con respecto a 
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otra, tales como la presión y el volumen en la ley de Boyle para un gas 
ideal (PV — k), la gráfica correspondiente a esta variación es una hipérbola, 
como se verá en la sección A. 10 del apéndice. 


EJERCICIOS A.8 


En los ejercicios 1 a 6, para la hipérbola que tiene la ecuación 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los 
vértices, (d) Dibuje la hipérbola y muestre los focos. 



5. 9x 2 - 4y 2 = 36 6. 25y 2 - 4x 2 = 100 


En los ejercicios 7 a 20, para la hipérbola cuya ecuación se in¬ 
dica, obtenga (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los vértices, 
(d) Dibuje la hipérbola y muestre el rectángulo auxiliar y las 
asíntotas. 


X 2 

- l 

8 . 

X 2 

- ! 

25 " 

16 

9 

25 

? 2 . 

X 2 

- — = 1 

10 . 

? 2 

X 2 

4 

16 

100 

49 


11. 25y 2 - 36.x 2 = 900 

12. 4x 2 - 9y 2 = 144 

13. x 2 - y 2 + 6x - 4y - 4 = 0 

14. 9y 2 - 4x 2 + 32x - 36y - 64 = 0 

15. 9x 2 - 16 y 2 + 54x - 32y - 79 = 0 

16 . 9y 2 - 25x 2 - 50x - 72y - 106 = 0 

17. 3y 2 - 4x 2 - 8x - 24y - 40 = 0 

18. 2x 2 - y 2 + 12x + 8y - 6 = 0 

19. 4y 2 - 9X 2 + 16y + 18x = 29 

20. 4X 2 - y 2 + 56x + 2y + 195 = 0 


En los ejercicios 21 a 26, obtenga las ecuaciones de las asínto¬ 
tas de la hipérbola del ejercicio indicado. 


21. Ejercicio 7 
23. Ejercicio 13 
25. Ejercicio 19 


22. Ejercicio 10 
24. Ejercicio 16 
26. Ejercicio 18 


33. Centroen(-2,-l),unvérticeen(-2,1 l)y un foco en (-2,14). 

34. Focos en (3, 6) y (3, 0), y pasa por el punto (5, 3 + | V5 ). 

35. Focosen(-l, 4) y (7, 4),y la longitud del eje transversoes 

36. Un foco en (-3 - 3 VT3, 1), las asíntotas se intersectan en 
(-3, 1) y una asíntota pasa por el punto(l,7). 

37. Los vértices de una hipérbola se encuentran en (-3, -1) y 
(-1,-1) y la distancia entre los focos es 2 -¡5. Obtenga 
(a) una ecuación de la hipérbola, y (b) las ecuaciones de 
las asíntotas. 

38. Los focos de una hipérbola están en (2, 7) y (2, -7), y la 
distancia entre los vértices es 8 y3 . Obtenga (a) una ecua¬ 
ción de la hipérbola, y (b) ecuaciones de las asíntotas. 

39. Obtenga una ecuación de la hipérbola cuyos focos son los 
vértices de la elipse 7x 2 + 11 y 2 = 77 y cuyos vértices son 
los focos de esta elipse. 

40. Obtenga una ecuación de la elipse cuyos focos están en los 
vértices de la hipérbola 1 lx 2 - 7y 2 = 77 y cuyos vértices 
son los focos de esta hipérbola. 

41. El costo de producción de un artículo es $12 menos en un 
punto A que un punto 8 , y la distancia entre A y 8 es de 
100 km. Suponga que la rata de entrega del producto es una 
línea recta y que el costo de entrega es de 20 centavos por 
unidad por kilómetro, determine la curva en cualquier pun¬ 
to al cual pueda surtirse el artículo desde A o 8 al mismo 
costo. Sugerencia: considere los puntos A y 8 en (-50, 0) y 
(50,0), respectivamente. 

42. Dos estaciones LORAN (long-range navigation, es decir, 
navegación de largo alcance) Ay 8 están situadas en una 
línea recta este-oeste y A está a 80 mi al este de 8 . Un avión 
vuela en una línea recta ubicada a 60 mi al norte de la recta 
que pasa por A y 8 . Se envían señales simultáneamente 
desde A y 8 , y la señal de A llega al avión 350 ps (350 mi- 
crosegundos) antes que la señal de 8 . Si las señales viajan 
a razón de 0.2 mi/ps, localice la posición del avión por 
medio de la definición de una hipérbola. 


En los ejercicios 27 a 36, obtenga una ecuación de la hipérbola 
que satisface las condiciones señaladas y dibújela, 

27. Vértices en (-2, 0) y (2, 0), y eje conjugado de longitud 6. 

28. Focos en (0, 5) y (0, -5), y un vértice en (0,4). 

29. Centro en el origen, sus focos sobre el eje y, y pasa por los 
puntos (-2, 4) y (-6,7). 

30. Extremos del eje conjugado en (0, -3) y (0, 3), y un foco en 
(5, 0). 

31. Un foco en (26,0) y como asíntotas las rectas 12y = ± 5x. 

32. Centro en (3, -5), un vértice en (7, -5) y un foco en (8, -5). 


43. Demuestre que la ecuación 

-J(x - c) 2 + y 2 - -J(x + c) 2 + y 2 = ±2a 
puede simplificarse y expresarse como 


donde b 2 = c 2 - a 2 

44. Para una hipérbola la excentricidad e es mayor que 1, y 
para una elipse 0 < e < 1, Explique por qué la excentrici¬ 
dad de una parábola es igual a 1. 
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y 



y 



Es posible que haya estudiado trigonometría en algún curso anterior al de 
Cálculo; sin embargo, en esta sección se presenta una breve revisión de las 
funciones trigonométricas debido a su importancia en Cálculo. 

En geometría, un ángulo se define como la unión de dos rayos, denomina¬ 
dos lados, que tienen un origen o extremo común, llamado vértice. Cualquier 
ángulo es congruente a algún ángulo cuyo vértice esté en el origen y tenga un 
lado, denominado lado inicial, que coincida con la parte positiva del eje x. De 
dicho ángulo se dice que está en la posición estándar. La figura 1 muestra un 
ángulo AOB en la posición estándar con OA como lado inicial. El otro lado, OB, 
recibe el nombre de lado terminal. El ángulo AOB puede generarse al rotar el 
lado OA hasta el lado OB, y bajo tal rotación el punto A se desplaza, sobre la 
circunferencia cuyo centro está en O y tiene radio | OA |, hasta el punto B. 

Al tratar con ángulos de triángulos, a menudo la medida de un ángulo se da 
en grados. Sin embargo, en Cálculo se estudian las funciones trigonométricas de 
números reales, y éstas se definen en términos de medidas en radianes. 

La longitud de un arco de una circunferencia se emplea para definir la 
medida en radianes de un ángulo. 


A.9.1 Definición de medida en radiares 


Sea AOB un ángulo en posición estándar y | O A \ - 1 . Si s unidades es 
la longitud de un arco de la circunferencia recorrido por un punto A 
conforme el lado inicial se rota hasta el lado terminal OB, la medida en 
radianes, t, del ángulo AOB está dada por 



t = s si la rotación se efectúa en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj 

y 

i = -s si la rotación se efectúa en el mismo sentido del giro de las 
manecillas del reloj 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Del hecho de que la medi¬ 
da de la longitud de la circunferencia unitaria es 2n, puede determinarse la 
medida en radianes de los ángulos de las figuras 2(a)-(f), éstas son |7T, ~n, 
- f x, | ti, -1 n y 2 x, respectivamente. A 


(c) 


En la definición A.9.1, puede haber más de una revolución completa en 
la rotación de OA, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



(d) 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3(a) muestra 

un ángulo cuya medida en radianes es |n y la figura 3(b) presenta un ángu¬ 
lo cuy a medida en radianes es -12 jt. A 

Un ángulo formado por una revolución completa, de modo que OA 
coincida con OB, tiene una medida en grados de 360 y una medida en radianes 
de 2ti. En consecuencia, se tiene la siguiente correspondencia entre medidas 
en grados y medidas en radianes (donde el símbolo ~ indica que las medicio¬ 
nes dadas son para el mismo ángulo o para ángulos congruentes): 


FIGURA 2 
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(e) 



(f) 

FIGURA 2 


y 




Tabla 1 


Medida en grados 

Medida en radianes 

30 


45 

7 * 

60 

\ K 

90 

\ n 

120 

\ K 

135 


150 

!* 

180 

n 

270 

\ K 

360 

2k 


360° ~ 2n rad 180° ~ n rad 

De esto se deduce que 

I o ~ -i— ;trad 1 rad ~ 1^! 

180 k 

» 57°18' 

Observe que el símbolo = antes de 57° 18' indica que 1 rad y aproximadamen¬ 
te 57° 18' son medidas para el mismo ángulo o para ángulos congruentes. 

A partir de esta correspondencia la medida de un ángulo puede conver¬ 
tirse de un sistema de unidades a otro. 


w EJEMPLO 7 Obtenga: (a) la medida en radianes equivalente a 
162°; (b) la medida en grados equivalente a ~n. 

Solución 

(a) 162° ~ 162- ^Trrad (b) Ajrrad ~ ^tt- ^ 

162° - j^7rrad ^nrad ~ 75° 4 

La tabla 1 proporciona las medidas correspondientes en grados y ra¬ 
dianes de ciertos ángulos. 

A continuación se definirán las funciones seno y coseno de cualquier 
número real. 


A.9.2 Definición de seno y coseno de un número real 


Suponga que t es un número real. Coloque un ángulo que mida t ra¬ 
dianes en posición estándar y sea P la intersección del lado terminal 
del ángulo y la circunferencia unitaria cuyo centro es el origen. Si P es 
el punto (x, y), entonces la función seno está definida por 

sen / = y 

y la función coseno está definida por 
eos t = x 


De esta definición, sen t y eos t están definidas para cualquier valor de t. 
Por tanto, el dominio del seno y del coseno es el conjunto de todos los números 
reales. La figura 4 muestra el punto (eos t, sen t) cuando 0 < t < \iz, mientras 
que la figura 5 presenta el punto (eos t, sen t) cuando -jjr < t < -n. 
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y 



Tabla 2 



sen t 

eos t 

0 

0 

i 

s” 

1 

2 

ÍV3 

7* 

fV2 

ÍV2 



1 

2 

** 

i 

0 

\ K 

ÍV3 

1 

1* 

ÍV2 

-{V2 


1 

2 

“|V3 

n 

0 

-1 

\* 

-1 

0 

2k 

0 

1 


El valor más grande que estas funciones pueden tener es 1 y el valor más 
pequeño es -1. Se demostrará después que las funciones seno y coseno to¬ 
man todos los valores entre -1 y 1, y de este hecho se deduce que el 
contradominio de las dos funciones es [-1, 1], 

Para ciertos valores de í, el seno y el coseno se pueden obtener fácilmente 
a partir de una figura. En la figura 6 se observa que sen 0 = 0 y eos 0=1, 
sen \n = i ~J2 y eos \n = + ~J2, sen k = 1 y eos i n = 0, sen n - 0 

42 J 42 2 J 2 

y eos K = - 1, sen |tt = -1 y eos jíí = 0. La tabla 2 contiene estos valo¬ 
res y algunos otros que se utilizan con frecuencia. 

Una ecuación de la circunferencia unitaria que tiene centro en el ori¬ 
gen es* 2 + y 2 = 1. Como a: = cosí y y = sen í, se infiere que 

sen 2 f + eos 2 í = 1 (1) 

Observe que sen 2 t y eos 2 í significan (sen í) 2 y (eos í) 2 , respectivamente. 
La ecuación (1) es una identidad debido a que es válida para cualquier número 
real í. Esta identidad se denomina identidad pitagórica fundamental y 
muestra la relación entre los valores de seno y coseno, además, puede emplearse 
para calcular uno de ellos cuando el otro se conoce. 

Las figuras 7 y 8 presentan ángulos que tienen una medida negativa de 
-í radianes y ángulos correspondientes que tienen una medida positiva de í 
radianes. En estas figuras observe que 

sen(-í) = -sen t y cos(-í) = cosí 

Estas ecuaciones se cumplen para cualquier número real í porque los puntos 
donde los lados terminales de los ángulos (que tienen medidas de í y -I 
radianes) intersectan a la circunferencia unitaria tienen abscisas iguales y 
ordenadas que difieren sólo en signo. En consecuencia, estas ecuaciones son 
identidades. A partir de estas identidades se infiere que el seno es una fun¬ 
ción impar y el coseno es una función par. 

De la definición A.9.2 se pueden obtener las siguientes identidades: 

sen(í + 2n) = sen 1 y cos(f + 2ít) = cosí (2) 


La propiedad del seno y del coseno establecida en las ecuaciones (2) 
recibe el nombre de periodicidad. 



A.9.3 Definición de función periódica 


Se dice que una función/es periódica si existe un número real positivo 
p tal que siempre que x esté en el dominio de/, entonces x + p también 
estará en el dominio de / y 

f(x + p) = f{x) 

Al valor más pequeño del número real positivo p se le llama periodo 
de /. 


Compare esta definición con las ecuaciones (2). Ya que puede demostrar¬ 
se que 2n es el menor valor del número real positivo p que tiene la propiedad 
de que sen(í + p) = sen í y cos(í + p) = eos í, el seno y el coseno son 
funciones periódicas con periodo 2 tt; es decir, siempre que el valor de la va- 
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y 



riable independiente t se incremente en 2 n, el valor de cada una de las fun¬ 
ciones se repetirá. Debido a la periodicidad del seno y del coseno, estas' 
funciones tie-nen aplicaciones importantes en relación con fenómenos que 
se repiten periódicamente, tales como el movimiento ondulatorio, corriente 
eléctrica alterna, vibraciones, oscilación de péndulos, ciclos en los negocios 
y ritmos biológicos. 


► EJEMPLO 2 Utilice la periodicidad de las funciones seno y 
coseno así como los valores de sen t y eos /, donde 0 < t < 2n, para deter¬ 
minar el valor exacto de cada una de las siguientes expresiones: (a) sen j n\ 

(b) eos ]/r; (c) sen y7r; (d) eos {-\n). 


Solución 

(a) sen sen(i?r + 2 • 2 n) 

= sen i k 

4 

= ¿V2 

(c) sen ytf = sen(|/r + 3 • 2n) 

= sen |/r 
= -1 


(b) eos | n = eos ( | n + 2 n) 

= eos f K 

_ i 
2 

(d) eos {~\n) = cos[| 2 r + (-1)2^] 
= eos 

= -jV3 ◄ 


A continuación se definirán las otras cuatro funciones trigonométricas 
en términos de seno y coseno. 


A.9.4 Definición de las funciones tangente, cotangente, 
secante y cosecante de un número real 


Las funciones tangente y secante no están definidas cuando eos t = 0. 
Por tanto, el dominio de estas funciones es el conjunto de los números reales 
excepto los números de la forma + kn, donde k es cualquier número 
entero. De manera semejante, como cot t y esc t no están definidas cuan¬ 
do sen t = 0, el dominio de las funciones cotangente y cosecante es el 
conjunto de los números reales excepto los números de la forma kn , donde 
k es cualquier número entero. 

Es posible demostrar que la tangente y la cotangente son funciones 
periódicas con periodo n; es decir, 

tan(/ + n) = tan t y cot(f + n) = cot t 

Además, las funciones secante y cosecante son periódicas con periodo 2 n; 
por tanto. 


Las funciones tangente y secante están definidas por 

_ 1 


tan/ = 5™! 
eos / 


sec t 


eos t 


para todos los números reales tales que eos t 0. 

La funciones cotangente y cosecante están definidas por 


cot/ - cosí 
sen / 


ese / = — 


sen t 


para todos los números reales tales que sen / * 0. 
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sec(r + 2 ri) = sec t y esc (t + 2n) = esc t 

Al emplear la identidad pitagórica fundamental (1) y la definición A.9.4, 
se obtienen otras dos identidades importantes. Una de estas identidades se 
obtiene al dividir los miembros de (1) entre eos 2 1, y la otra se deduce al dividir 
ambos miembros de (1) entre sen 2 t. Así, 

sen 2 t + eos 2 t __ 1 sen 2 t eos 2 t _ 1 

eos 2 t eos 2 t eos 2 t y sen 2 t sen 2 t sen 2 t 

tan 2 t + 1 = sec 2 t y 1 + cot 2 t = esc 2 l 

Estas dos identidades también se llaman identidades pitagóricas. 

Otras tres identidades importantes que se obtienen a partir de la defini¬ 
ción A.9.4 son las siguientes: 

sen t esc t = I eos / sec r = 1 tan t cot f = 1 

Estas tres identidades, las tres identidades pitagóricas y las dos identidades 
de la definición A.9.4 que definen a la tangente y la cotangente constituyen 
las ocho identidades trigonométricas fundamentales. Éstas, así como otras 
fórmulas de trigonometría, se resumen al final del libro. 

Se han definido las funciones trigonométricas con dominios de núme¬ 
ros reales. Sin embargo, existen aplicaciones importantes de las funciones 
trigonométricas para las cuales los dominios son conjuntos de ángulos. Para 
esto, se define una función trigonométrica de un ángulo 8 como la función 
correspondiente del número real í, donde t es la medida en radianes de 8. 


A.9.5 Definición de las funciones trigonométricas 
de un ángulo 


Si des un ángulo cuya medida es t radianes, entonces 



sen 6 = sen t eos 8 = eos t tan 0 = tan t 


cot 9 = cot / sec 8 = sec t esc 9 = esc t 


Cuando se considera una función trigonométrica de un ángulo, con fre¬ 
cuencia se utiliza la medida del ángulo en lugar de 6. Por ejemplo, si la 
medida en grados del ángulo 8 es 60 (o, equivalentemente, la medida en 
radianes de 6 es 2 n), entonces en lugar de sen 8 puede escribirse sen 60° o 
sen i K. Observe que cuando la medida de un ángulo se presenta en grados, 
el símbolo correspondiente de grados se escribe. Sin embargo, cuando dicho 
símbolo no se expresa, se considera la medida del ángulo en radianes. 
Por ejemplo, eos 2 o significa el coseno del ángulo cuya medida en grados 
es 2, mientras que eos 2 denota el coseno del ángulo cuya medida en radia¬ 
nes es 2. Esto es consistente con el hecho de que el coseno de un ángulo que 
tiene una medida de 2 radianes es igual al coseno del número real 2. 

Ahora se explicará cómo las ecuaciones paramétricas que contienen 
funciones trigonométricas pueden emplearse para trazar elipses e hipérbolas 
en la graficadora. 

A fin de trazar la elipse 



( 3 ) 
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se utilizan las ecuaciones paramétricas 
x = a eos t y y = b sen t 

A fin de demostrar que estas ecuaciones representan la elipse, se elimina el 
parámetro t de las ecuaciones. Primero se escriben las ecuaciones como 

— = eos t y ^ = sin t 
a b 

Al elevar al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y 

eos 2 t + sin 2 t 

1 

la cual es la ecuación (3). 


sumando, se tiene 


4 + 


b 2 


b 2 



► EJEMPLO 3 Trace la elipse del ejemplo 1 de la sección A.7 del 
apéndice empleando ecuaciones paramétricas. 

Solución Una ecuación cartesiana de la elipse es 



Por otro lado, las ecuaciones paramétricas de la elipse son 
x = 5 eos t y y — 4 sen t 


FIGURA 9 En la graficadora, en modo paramétrico, se permite que t tome todos los nú¬ 

meros del intervalo cerrado [0, 2 n\. La figura 9 muestra la gráfica trazada 
en el rectángulo de inspección de [-6, 6] por [-4, 4] con í step = 0.05. Com¬ 
pare esta gráfica con la de la figura 6 de la sección A.7 del apéndice, la cual 
se obtuvo a mano. A 


Con objeto de trazar la elipse cuyo eje principal es horizontal, ,se utili¬ 
zan las ecuaciones paramétricas 

x = a eos t + h y y = b sen t + k 

En el ejercicio 34, se le pedirá que demuestre que éstas son ecuaciones pa¬ 
ramétricas de la elipse representada por la ecuación cartesiana 

(x - K) 2 (;y - k) 2 

a 2 b 2 

Si el eje principal es vertical, se emplean las ecuaciones paramétricas 
x = b eos t + h y y = a sen t + k 
A fin de trazar la hipérbola cuya ecuación cartesiana es 
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se utilizan las ecuaciones paramétricas 

x = asee t + h y y = b tan r + k 

donde t está en el intervalo [0, 2k], Este método se basa en la identidad 
sec 2 t - tan 2 t = 1. Refiérase al ejercicio 43. Si la hipérbola tiene la ecua¬ 
ción cartesiana 

(>■ - ky , (x - hy _ , 

a 2 b 2 

entonces se emplean las ecuaciones paramétricas 
x = b tan t + h y y = a sec t + k 
Consulte el ejercicio 44. 


► EJEMPLO 4 Trace la hipérbola del ejemplo 4 de la sección A.8 
del apéndice empleando ecuaciones paramétricas. 



FIGURA 10 


Solución Una ecuación cartesiana en forma estándar de esta hipérbola es 

(y + 2)2 (x - 1 y _ , 

9 4 

Las ecuaciones paramétricas de esta hipérbola son 

;t = 2 tan r + 1 y y = 3 sec í - 2 

La figura 10 muestra la gráfica de estas ecuaciones paramétricas trazada en 
el rectángulo de inspección de [-8, 10] por [-8, 4] para t en el intervalo ce¬ 
rrado [0, 2 Jt] con r step = 0.05. Compare esta gráfica con la de la figura 9 de 
la sección A.8 del apéndice, la cual se obtuvo a mano. 4 


EJERCICIOS A.9 


En los ejercicios ly2, obtenga la medida equivalente en radianes. 


1 . 

(a) 

60° 

(b) 135° 

(c) 210° 

(d) 

-150' 


(e) 

20° 

(f) 450° 

(g) -75° 

(h) 

100° 

2. 

(a) 

45° 

(b) 120° 

(c) 240° 

(d) 

-225' 


(e) 

15° 

(f) 540° 

(g) -48° 

(h) 

2° 


En los ejercicios 3 y 4, obtenga la medida equivalente en grados. 


3. 

(a) Í7rrad 

(b) 

|wrad 

(c) 

L^rad 


(d) - i 7T rad 

(e) 

i rad 

(f) 

37rrad 


(g) -2 rad 

(h) 

4* rad 



4. 

(a) Í7rrad 

(b) 

j7rrad 

(c) 

ík rad 

4 


(d) -5 71 rad 

(e) 

| rad 

(f) 

-5 rad 


(g) iltfrad 

(h) 

0.2 rad 




En los ejercicios 5 a 12, determine el valor de junción exacto . 


5. 

(a) 

sen 

5* 

(b) 

eos 

i* 


(c) 

sen 

(-|ZT) 

(d) 

eos 

3* 

6. 

(a) 

eos 

5* 

(b) 

sen 

i* 


(c) 

eos 

(~Í*) 

(d) 

sen 

(-2 K) 

7. 

(a) 

eos 

f* 

ib) 

sen 

f* 


(c) 

eos 

3* 

(d) 

sen 

(-5*) 

8. 

(a) 

sen 

3* 

(b) 

eos 

(4*) 


(c) 

sen 

ln 

(d) 

eos 

(-§*) 

9. 

(a) 

tan 

\ n 

(b) 

cot 



(c) 

sec 

(-ZT) 

(d) 

esc 

i* 

10. 

(a) 

cot 


(b) 

tan 

4 


(c) 

esc 

(-§*) 

(d) 

sec 

71 
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11. (a) 

sec (- i tí) 

(b) 

esc \n 

4 

(c) 

tan \tt 

(d) 

cot (-f 7T) 

12. (a) 

esc (-1 7t) 

(b) 

sec \tt 

O 

(c) 

tan 2jt 

4 

(d) 

O 

O 


En los ejercicios 13 a 20, utilice la periodicidad de las juncio¬ 
nes seno, coseno, secante y cosecante así como los valores de 
sen t, eos t, sec t y esc t, cuando 0 < t < 2 n, para calcular 
el valor de función exacto. 


13. 

(a) 

sen 

!* 

(b) 

eos 



(c) 

sec 


(d) 

CSC 


14. 

(a) 

sen 


(b) 

eos 

'i* 


(c) 

sec 

'i* 

(d) 

CSC 


15. 

(a) 

sen 

H*) 

(b) 

eos 

(-§*) 


(c) 

sec 


(d) 

CSC 

(-■ftf) 

16. 

(a) 

sen 

(- f TT) 

(b) 

eos 

(-ftf) 


(c) 

sec 

(-!*) 

(d) 

CSC 

(-|a) 

17. 

(a) 

sen 

8* 

(b) 

eos 

10^ 


(c) 

sec 

Itc 

(d) 

CSC 

9 tt 

18. 

(a) 

sen 

Ti* 

(b) 

eos 

!* 


(c) 

sec 

T * 

(d) 

CSC 

\tl 

19. 

(a) 

sen 

(“I*) 

(b) 

eos 

(-!*) 


(c) 

sec 


(d) 

CSC 

(-§*) 

20. 

(a) 

sen 

(-8*) 

(b) 

eos 

(-10*) 


(c) 

sec 

(-7ff) t 

(d) 

CSC 

(-9*) 


En los ejercicios 21 a 24, utilice la periodicidad de las funcio¬ 
nes tangente y cotangente así como los valores de tan t y cot t, 
cuando 0 < t < tt, para calcular el valor de función exacto. 


21. 

(a) 

tan 

\ n 

(b) 

cot 

¡ n 


(C) 

tan 

(-!*> 

(d) 

cot 

H*> 

22. 

(a) 

tan 

í* 

(b) 

cot 

f* 


(c) 

tan 

<"5*> 

(d) 

cot 

<-5*> 

23. 

(a) 

tan 

T * 

(b) 

cot 

T * 


(C) 

tan 

(-5*) 

(d) 

cot 

(-!») 

24. 

(a) 

tan 

(-T*) 

(b) 

cot 

(-T*> 


(C) 

tan 

1 ltr 

(d) 

cot 



En los ejercicios 25 a 30, obtenga todos los valores de t en el 
intervalo [0, 2tt] que satisfagan la ecuación. 


25. (a) sen t = 1 
(c) tan í = 1 

26. (a) sen t = - 1 
(c) tan t = - 1 


(b) eos t = -1 
(d) sec í = 1 
(b) eos t = 1 
(d) esc í = 1 


27. 

(a) 

sen t = 

0 

(b) 

eos t = 

0 


(c) 

tan t = 

0 

(d) 

cot t = 

0 

28. 

(a) 

sen t = 

1 

2 

(b) 

eos t = 

1 

2 


(«0 

cot t = 

1 

(d) 

sec t = 

2 

29. 

(a) 

sen t = 

_ 1 

2 

(b) 

eos t = 

1 

2 


(c) 

cot t = 

-1 

(d) 

CSC t = 

2 

30. 

(a) 

sen t = 


(b) 

eos t = 



(c) 

tan t = 

-IV3 

(d) 

cot t = 

ÍV3 


31. ¿Para qué valores de t en [0, 2tt), (a) tan t no está definido, 
(b) esc t no está definido? 

32. ¿Para qué valores de t en [0, *), (a) cot t no está definido, 
(b) sec t no está definido? 

33. ¿Para qué valores de t en [tt, 2tt), (a) cot t no está definido, 
(b) sec í no está definido? 

34. Demuestre que la elipse cuya ecuación es 

(x - h) 1 , (y - le) 2 , 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones paramétricas 

x = a eos t + h y y = b sen t + k 


En los ejercicios 35 a 42, escriba las ecuaciones paramétricas 
que definen la elipse del ejercicio indicado de la sección A.7, 
y utilícelas para trazar la elipse. 


35. Ejercicio 1 
37. Ejercicio 3 
39. Ejercicio 9 
41. Ejercicio 11 


36. Ejercicio 2 
38. Ejercicio 4 
40. Ejercicio 10 

42. Ejercicio 14 


43. Demuestre que la hipérbola cuya ecuación es 

(x - h) 2 (y - k) 2 _ 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones paramétricas 

x - a sec t + h y y = b tan / + k 

44. Demuestre que la hipérbola cuya ecuación es 


(y - k) 2 (jt - h) 2 

a 2 b 2 

tiene las ecuaciones paramétricas 

x = b tan r + h y y = a sec t + k 


En los ejercicios 45 a 52, escriba las ecuaciones paramétricas 
que definen la hipérbola del ejercicio indicado de la sec¬ 
ción A.8, y utilícelas para trazar la hipérbola. 


45. Ejercicio 1 
47. Ejercicio 3 
49. Ejercicio 13 
51. Ejercicio 17 


46. Ejercicio 2 
48. Ejercicio 4 
50. Ejercicio 14 
52. Ejercicio 18 
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A. 10 ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES Y ROTACIÓN DE EJES 



Parábola 

FIGURA 1 


En las secciones A.7 y A.8 se dijo que la gráfica de la ecuación general de 
segundo grado en dos variables, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

es una elipse o un caso degenerado si B = 0 y AC > 0, y es una hipérbola 
o un caso degenerado si = 0 y AC < 0. 

Ahora se considerará (1) donde B = 0 y AC = 0. En tal caso A = 0 o 
C = 0, pero no ambas, ya que si los tres números A, B y C son cero, en¬ 
tonces (1) no sería una ecuación de segundo grado. Suponga que en (1) 
B = 0, A = 0 y C^0. Por tanto, (1) se transforma en 

Cy 1 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

Si D * 0, en la sección A.6 se indicó que la gráfica de esta ecuación es 
una parábola, la tercera sección cónica. La parábola se obtiene como una 
sección cónica si el plano cortante es paralelo a una y sólo una generatriz 
del cono. Consulte la figura 1. 

En la sección A.4 del apéndice, se definió la parábola como un conjunto 
de puntos de un plano. La demostración de que esta definición se deduce de su 
definición como secciórrcónica es semejante a la efectuada para la-elipse. Sin 
embargo, para la parábola se necesita sólo una esfera tangente al plano cortante 
en el foco y tangente al cono a lo largo de una circunferencia. La intersección 
del plano de la circunferencia y del plano cortante es la directriz de la parábola. 

Los casos degenerados de la parábola, que ocurren si D = 0 en (2), 
son dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacío. 



Línea recta 

FIGURA 2 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gráfica de la ecuación 
Ay 2 -9=0 

consiste de dos rectas paralelas: 2y - 3 = 0 y 2y + 3 = 0. La gráfica de 
9 y 2 + 6y + 1 = 0 

es una recta debido a que la ecuación es equivalente a (3y + ,1 ) 2 = 0. Como 
2 y 2 + y + 1=0 

no tiene soluciones reales, entonces su gráfica es el conjunto vacío. 4 

Una discusión similar a la anterior se puede realizar si, en (1), B = 0, 
C = 0 y A * 0. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


A. 10.1 Teorema 


En la ecuación general de segundo grado (1), sifi=0ysiA=0y 
C*0, oC = 0yA*0, entonces su gráfica es una de las siguien¬ 
tes: una parábola, dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacío. 

El caso degenerado de una parábola, una recta, se obtiene como una 
sección cónica si el plano cortante contiene al vértice del cono y a sólo 
una generatriz, como se ilustra en la figura 2. La parábola degenerada que 
consiste de dos rectas paralelas no puede obtenerse como una sección plana 



de un cono a menos que se considere un cilindro circular recto como un 
cono degenerado con su vértice en el infinito. Entonces, un plano paralelo a 
las generatrices del cilindro que contenga dos de éstas produce las dos rec¬ 
tas paralelas. 

A partir de los teoremas de las secciones A.7 y A.8 del apéndice y del 
teorema anterior de esta sección, se puede concluir que la gráfica de la ecua¬ 
ción general de segundo grado en dos variables, cuando B = 0, es una cóni¬ 
ca o una cónica degenerada. El tipo de cónica puede determinarse a partir 
del producto de Ay C. De este modo se tiene el teorema siguiente. 


A. 10.2 Teorema 


La gráfica de la ecuación 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

donde A y C no son ambos cero, es una cónica o una cónica degenerada. 
Si es una cónica, entonces la gráfica es 
(i) una parábola si A = 0 o C = 0, esto es, AC = 0; 

(U) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 

(iii) una hipérbola si A y C tienen signos opuestos, esto es, AC < 0. 


^ EJEMPLO 1 Identifique la gráfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, así como el tipo de cónica o cónica degenerada. 


(a) 9x 2 + y 2 - 18x + Ay + 4 = 0 
(c) 2x 2 + 12x - 5y + 28 = 0 
(e) 3 x 2 - ly 2 + 12x - 4y - 2 = 0 


(b) X 2 + 4y 2 = 0 
(d) x 2 - 4 = 0 
(f) x 2 - 4y 2 = 0 


Solución En cada inciso, se tiene una ecuación de segundo grado en 

dos variables. Por tanto, la gráfica es una cónica o una cónica degenerada. 

Del teorema A. 10.2, el producto AC determina la cónica. 

(a) Como A = 9 y C = 1, AC = 9 > 0. En consecuencia, la gráfica es 
elipse o una elipse degenerada. Al completar los cuadrados, la ecuación 
puede escribirse como 

(x - l) 2 + = 1 

de modo que la gráfica es una elipse. 

(b) Como el único par ordenado que satisface la ecuación es (0,0), la gráfica 
es el origen, una elipse degenerada. 

(c) Puesto que C = 0, AC = 0. Por lo que la gráfica es una parábola o una 
parábola degenerada. Si se completan los cuadrados, se puede escribir 
la ecuación como 

(x + 3)2 = f(y - 2) 
la cual es la ecuación de una parábola. 

(d) Debido a que la ecuación x 2 - 4 = 0 equivale a la ecuación 
(x - 2)(x + 2) = 0, su gráfica consiste de las dos rectas paralelas 
x = 2 y x = -2, una parábola degenerada. 

(e) Como A = 3 y C = -2, AC = -6 < 0. Por tanto, la gráfica es una 
hipérbola, o una hipérbola degenerada. La ecuación es equivalente a 

(x + 2)2 _ (;y + 1)2 _ 

4 6 

cuya gráfica es una hipérbola. 


1 
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(f) La ecuación es equivalente a (x - 2y)(x + 2y) = 0; de modo que su 
gráfica consiste de las dos rectas que se intersectan x - 2y y x = -2y, 
una hipérbola degenerada. - 4 

Ahora se estudiará la gráfica de la ecuación de segundo grado en dos 
variables cuando B-£ 0, esto es, una ecuación que tiene un término en xy. 
Esta ecuación se transforma en otra que no contiene término en xy al rotar los 
ejes coordenados. Mientras que una traslación de ejes proporciona un nuevo 
sistema de coordenadas cuyos ejes son paralelos a lo ejes x y y originales, 
una rotación de ejes origina un sistema coordenado que, en general, sus 
ejes no son paralelos a los del sistema original. 

Suponga que se tienen dos sistemas coordenados cartesianos rectan- 
gu-lares con el mismo origen. Sea uno de los sistemas el sistema xy y el otro 
el sistema xy. Además suponga que el eje x forma un ángulo a con el eje x. 
Vea la figura 3. Por supuesto, el eje y también formará un ángulo a con el 
eje y. En tal caso se dice que el sistema de coordenadas xy se ha rotado un 
ángulo a para formar el sistema de coordenadas xy. Un punto P que tie¬ 
ne coordenadas (x, y) con respecto al sistema coordenado original tendrá 
coordenadas (x, y) con respecto al nuevo sistema. A continuación se obten¬ 
drán las relaciones entre estos dos conjuntos de coordenadas. 

En la figura 3, r denota la distancia no dirigida | OP | y 8 el ángulo 
medido a partir del eje x hasta el segmento de recta OP. De la figura se ob¬ 
serva que 


x = r eos 0 y y = r sen 8 


(3) 


También de la figura se tiene 

x = r eos (9 - a) y y = r sen (6 - a) 

Al emplear las identidades de coseno y seno de la diferencia estas dos 
ecuaciones se transforman en 


x = reos Seos a + r sen Osen a 

y 

y = r sen 6 eos a - r eos 6 sen a 

Si se sustituye de la ecuación (3) en las ecuaciones anteriores, resulta 

x = x eos a + y sen a y y = -x sen a + y eos a (4) 

Al resolver las ecuaciones (4) simultáneamente para x y y en términos de x y 
y (refiérase al ejercicio 38), se obtiene 

x = x eos a - y sen a y y = x sen a + y eos a (5) 


Este resultado se establece de manera formal en el teorema siguiente. 


A. 10.3 Teorema Fórmulas para la rotación de e¡es 


Si (x, y) representa un punto P con respecto a un conjunto de ejes dado 
y (x, y) es una representación de P después de que los ejes se han ro¬ 
tado un ángulo a, entonces 

(i) x = x eos a - y sen a y y = x sen a + y eos a 
(it) x = x eos a + y sen a y y = -xsena + ycosa 
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EJEMPLO 2 


Dada la ecuación 



FIGURA 4 






jcy = 1 

(a) Obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a los ejes x y y después 
de que estos se han rotado un ángulo de jít rad. (b) Dibuje la gráfica y 
muestre los dos sistemas de ejes. 

Solución 

(a) Con a = i tren (i) del teorema A. 10.3, se obtiene 

* = jf x ~ y y = -&* + -y 

Al sustituir estas expresiones para x y y en la ecuación xy = 1, resulta 

( t 2 * “ 72 y ){^ X + 72 y ) = 1 

_ zi - I 
2 2 

(b) Esta es una ecuación de una hipérbola equilátera cuyas asíntotas son 

las bisectrices de los cuadrantes del sistema xy. Así, la gráfica de la 
ecuación xy = 1 es una hipérbola equilátera que se encuentra en los 
cuadrantes primero y tercero, y sus asíntotas son los ejes x y y. Refié¬ 
rase a la figura 4, la cual muestra la gráfica requerida. 4 

Del teorema A. 10.1 se sabe que cuando í = 0 y á yCno son ambas 
cero, la gráfica de (1), la ecuación general de segundo grado en dos varia¬ 
bles, es una cónica o una cónica degenerada. Ahora se demostrará que si 
B 0, entonces cualquier ecuación de la forma (1) puede transformarse, 
mediante una adecuada rotación de ejes, en una ecuación de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (6) 

donde A y C no son simultáneamente cero. 

Si se rota el sistema xy un ángulo a, entonces para obtener una ecua¬ 
ción de la gráfica de (1) con respecto al sistema xy, se sustituye x por 
x eos a - y sen a y y por x sen a + y eos a. De esto resulta » 

- ~ (r 

¿ Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F =0 .. tf(7) 






- {AiSN A 

- V •* i 


^ wí 


A = A eos 2 a + B sen a eos a + C sen 2 a ' r / 

t B = -2 A sen a eos a + B( eos 2 a - sen 2 a) + 2 C sen a eos a 

C = A sen 2 a - B sen a eos a + C eos 2 a 

*3Í*vl3 ! v 

'l Se desea obtener un ángulo a de modo que la rotación trasforme (1) en una 
ecuación de la forma (6). Si se considera la expresión para B igual a cero se tiene 

B( eos 2 a - sen 2 a) + (C - A)(2 sen a eos a) = 0 

o, equivalentemente, mediante identidades trigonométricas, 

B eos 2 a + (C - A) sen 2a = 0 

Como 5*0, entonces se obtiene 


A - C 
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Así, se ha demostrado que una rotación de ejes mediante un ángulo a que 
satisfaga esta ecuación, transformará (1), la ecuación general de segundo grado 
en dos variables, donde B & O, en una ecuación de la forma (6). Ahora debe 
demostrarse que A y C en (6) no son ambas cero. Para demostrar esto, obser¬ 
ve que (7) se obtiene a partir de (1) al rotar los ejes un ángulo a. También (1) 
puedpajbtenerse de (7IaLtDtar los ejes un ángulo -a; es decir, en sentido contra¬ 
rio.Bi X y C en (7) fuesen simultáneamente cero, entonces las sustituciones 

x = x eos a + y sen a y y = -x sen a + y eos a 
en esa ecuación daría como resultado la ecuación 

D(x eos a + y sen a) + E(-x sen a + y eos a) + F =0 

Esta ecuación es de primer grado; y en consecuencia, diferente de (1) debido a 
que se supuso que al menos B ^ 0. Por tanto, se ha demostrado el teorema 
siguiente. 


A. 10.4 Teorema 


Si B * 0, entonces la ecuación 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 , No, At XVO 

puede transformarse en la ecuación cJ>n 

Áx 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F =0 

donde A y C no son ambas cero, al rotar los ejes un ángulo a para el cual 

cot 2 a = ^ - ¿C 
B 


De los teoremas A. 10.2 y A. 10.4, se infiere que la gráfica de la ecuación 
general de segundo grado en dos variables es una cónica o una cónica 
degenerada. Para determinar qué tipo de cónica es la gráfica de una ecua¬ 
ción particular, se examina la expresión B 2 - 4AC. Se utiliza el hecho de 
que A, B y C de (1), y A , B y C de (7) satisfacen la ecuación 

B 2 - 4 AC = B 2 - 4AC (8) 

lo cual puede demostrarse al sustituir las expresiones para A , B y C, dadas 
después de la ecuación (7), en el miembro derecho de (8). Se le pedirá que 
haga esto en el ejercicio 37. 

La expresión B 2 - 4AC se denomina discriminante y la ecuación (8) 
establece que el discriminante de la ecuación cuadrática general en dos va¬ 
riables es invariante bajo la rotación de ejes. 

Si el ángulo de rotación se elije de modo que B = 0, entonces (8) se trans¬ 
forma en 

B 2 - 4 AC = -4 AC (9) 

Excepto para casos degenerados, al aplicar el teorema A. 10.2, la gráfica de la 
ecuación 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
es una parábola si A C = 0, una elipse si A C > 0 y una hipérbola si Á C < 0; 
o, equivalentemente, una parábola si -4A C = 0, una elipse si -4A C < 0 y 
una hipérbola si -4A C > 0. A partir de estos hechos y de la ecuación (9) 
se deduce que, excepto para casos degenerados, la gráfica de (1), la ecuación 
general de segundo grado en dos variables, es una parábola, una elipse o una hi¬ 
pérbola, dependiendo de si el discriminante B 2 - 4AC es cero, negativo o po¬ 
sitivo, respectivamente. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 
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A. 10.5 Teorema 


La gráfica de la ecuación 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es una cónica o una cónica degenerada. Si la gráfica es una cónica, 
entonces es 

; \ ^ 

(i) una parábola si B 2 - 4 AC = 0; 

(ii) una elipse si B 2 - 4AC < 0; 

(iii) una hipérbola si B 2 - 4AC > 0. 


► EJEMPLO 3 (a) Identifique la gráfica de la ecuación 

17;c 2 - 12 xy + 8y 2 - 80 = 0 

(b) Simplifique la ecuación mediante una rotación de ejes, (c) Dibuje la 
gráfica de la ecuación y muestre los dos sistemas de ejes. 

Solución 

(a) De la ecuación, A = 17 ,B = -12 y C = 8. Por tanto, 

B 2 - 4AC = (- 12) 2 - 4 (17)(8) 


Como B 2 - 4 AC < 0, del teorema A. 10.5, la gráfica es una elipse o 
una elipse degenerada. 

(b) Con el fin de eliminar el término en xy, se debe elegir un ángulo a 
tal que 

cot 2a = A ~ ( 

B 

_ 17 - 8 
-12 

_3 

4 


Existe un ángulo de medida 2 a en el intervalo (0, n) para el cual 
cot 2a = Por tanto, a está en el intervalo (0. \n). Para aplicar las 
fórmulas de rotación de ejes, no es necesario determinar a una vez que 
se obtienen eos a y sen a. Estas funciones pueden determinarse á partir 
del valor de cot 2a por medio de las identidades trigonométricas 


eos a 


1 + eos 2 a 


y sen a = 


1 - eos 2 a 


Como cot 2a = -1 y 
modo que, 


eos a 



0 < a < jX, se infiere que eos 2a = De 


y sen a 



J_ JL 

-J5 -Í5 


Al sustituir x = x/ , 5 - 2 y/-,'5 y y = 2x¡-¡5 + y/% 5 en la ecuación 
dad, se obtiene 


1? ( 


4 xy + 4y 2 j _ ^^ 2x 2 - 2xy + 2y 2 j + 4x 2 + 4jcy + y 2 


- 80 = 0 
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Si se simplifica esta ecuación se obtiene 


y 



x 2 + 4y 2 = 16 



1 


Por tanto, la gráfica es una elipse cuyo eje mayor mide 8 unidades y su 
eje menor mide 4 unidades. 

(c) A fin de dibujar la elipse se aplica la información obtenida en el inciso (b). 
La figura 5 muestra esta elipse y los dos sistemas de ejes. 4 


Como se puede ver en el ejemplo anterior, dibujar la gráfica de una 
ecuación de segundo grado, que posee un término en xy, mediante una rota¬ 
ción de ejes requiere frecuentemente cálculos tediosos. Trazar la gráfica de 
una de estas ecuaciones en la graficadora también puede implicar cálculos 
complicados cuando primero se expresa y como dos funciones de x, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


FIGURA 5 


► EJEMPLO 4 


Trace la gráfica de la ecuación del ejemplo 3. 


Solución La ecuación define a y como dos funciones de x. Para deter¬ 
minar estas funciones se considera la ecuación como cuadrática en y y se 
escribe como 

8y 2 - I2xy + (17x 2 - 80) = 0 

De la fórmula cuadrática con a = 8, b = -I2x y c = \lx 2 - 80, se tiene 

„ _ -b ± ■-Jb 2 - 4 ac 
y 2a 

-(-12*) + V(-12x) 2 - 4(8)(17x 2 - 80) 

2 ( 8 ) 

_ 12* ± 4^160 - 25* 2 
16 

3* ± Vl60 - 25x 2 
4 

En el rectángulo de inspección de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] se trazan las gráfi¬ 
cas de 


>i = 


3x + Vi 60 - 25x 2 
4 


„ _ 3x - V160 - 25* 2 

y X2 4 


con el propósito de obtener la elipse de la figura 5. 


◄ 


EJERCICIOS A. 10 


En los ejercicios 1 a 4, identifique la gráfica de la ecuación así 
como el tipo de cónica o cónica degenerada. 

1. (a) * 2 - 4y 2 - 6* - 24y - 31 =0 
(b) 4* 2 + y 2 + 8* - 14y - 47 = 0 


(c) y 1 + 4x - 8y + 4 = 0 

(d) x 1 - 16y 2 -= 0 

2. (a) 2r 2 + y 2 + 8* - 2y - 9 = 0 
(b) 2r 2 - 3y 2 + 16* + 12y + 38 = 0 
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(c)16y 2 + 24y + 9 = O 

(d) 4x 2 + 16x - 3y + 19 = O 

3. (a) 3.x 2 + 5y 2 + 6x - 20y + 23 = O 

(b) 4x 2 - 5y 2 + I6x + lOy + 111 = O 

(c) 2x 2 - 16x - 5y + 22 = O 

(d) 9x 2 + 30x + 29 = O 

4. (a) 5 y 2 + 4x + lOy - 3 = O 

(b) 3x 2 + ly 2 - 6x + 28y + 37 = O 

(c) 2x 2 - 3y 2 - 12x - 6y + 15 = O 

(d) 4x 2 - 9y 2 - 40x - 54y + 55 = O 

En los ejercicios 5 a 8, (a) identifique la gráfica de la ecua¬ 
ción, (b) obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a los 
ejes xy y después de rotarlos un ángulo de rad, y (c) dibuje 
la gráfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 

5. xy = 8 6. xy - -4 

7. x 2 - y 2 = 8 8. y 2 — x 2 = 16 

En los ejercicios 9 a 16, (a) identifique la gráfica de la ecua¬ 
ción, (b) elimine el término en xy mediante una rotación de 
ejes, y (c) dibuje la gráfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 

9. 24xy - 7y 2 + 36 = 0 

10. 4xy + 3x 2 = 4 

11. x 2 + 2xy + y 2 - 8x + 8y = 0 

12. x 2 + xy + y 2 = 3 

13. xy + 16 = 0 

14. 5x 2 + 6xy + 5y 2 = 9 

15. 31x 2 + 10 v /3xy + 21y 2 = 144 

16. 6x 2 + 20 V3xy + 26y 2 = 324 

En los ejercicios 17 a 26, (a) identifique la gráfica de la ecua¬ 
ción, (b) simplifique la ecuación mediante una rotación y una 
traslación de ejes, y (c) dibuje la gráfica y muestre los dos con¬ 
juntos de ejes. 

17. x 1 + xy + y 2 - 3y - 6 = 0 

18. 19x 2 + 6xy + lly 2 - 26x + 38y + 31 = 0 


19. 17x 2 - 12xy + 8y 2 - 68x + 24y - 12 = 0 

20. x 2 - lOxy + y 2 + x + y + 1 = 0 

21. x 2 + 2xy + y 2 + x- y- 4 = 0 

22. 16x 2 - 24xy + 9y 2 - 60x - 80y + 400 = 0 

23. 1 lx 2 - 24xy + 4y 2 + 30x + 40y - 45 = 0 

24. 3x 2 - 4xy + 8x - 1 = 0 

25. 4x 2 + 4xy + y 2 - 6x + 12=0 

26. x 2 + 2xy + y 2 - x - 3y = 0 


En los ejercicios 27 a 34, trace la gráfica de la ecuación del 
ejercicio indicado. 


27. Ejercicio 9 
29. Ejercicio 11 
31. Ejercicio 17 
33. Ejercicio 21 


28. Ejercicio 10 
30. Ejercicio 12 
32. Ejercicio 18 

34. Ejercicio 22 


35. Demuestre que la gráfica de y x + .¡y = 1 es parte de 
una parábola al rotar los ejes un ángulo de j n rad. Suge¬ 
rencia: elimine los radicales de la ecuación antes de apli¬ 
car las fórmulas para rotación de ejes. 

36. Dada la ecuación (a 2 + b 2 )xy - 1, donde a > 0 y 
b > 0, obtenga una ecuación de la gráfica con respecto a 
los ejes x y y después de rotar los ejes un ángulo de 
tan ~\b/a) rad. 

37. Demuestre que para la ecuación general de segundo grado 
en dos variables, el discriminante B 2 - 4AC es invariante 
bajo una rotación de ejes. 

38. Obtenga las ecuaciones (5) al resolver las ecuaciones (4) 
para x y y en términos de x y y. Sugerencia: para des¬ 
pejar x, multiplique los dos miembros de la primera ecua¬ 
ción por eos a y los dos miembros de la segunda 
ecuación por sen ce, después reste los miembros correspon¬ 
dientes de las ecuaciones resultantes. Utilice un procedi¬ 
miento similar para despejar y. 

39. La rotación de ejes no hace ningún cambio en la gráfica ni 
en la posición de la gráfica en el plano. Explique cuándo 
la rotación de ejes es una ventaja para dibujar la gráfica de 
una ecuación de segundo grado en dos variables y cuándo 
es una desventaja. 


A. 11 FRACCIONES PARCIALES 

Usted ya sabe cómo combinar dos o más expresiones racionales a fin de ob¬ 
tener una expresión racional mediante adición o sustracción. Por ejemplo, 

3 4 = lx - 1 

x + 2 x - 3 (x + 2)(x - 3) 

En ocasiones es necesario invertir el proceso, es decir, representar una 
expresión racional simple como una suma de dos o más cocientes simples, 
denominados fracciones racionales. En Cálculo se necesita hacer esto a 
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fin de efectuar la operación de integración de algunas funciones racionales. 
Con frecuencia se emplean sistemas de ecuaciones para descomponer uña 
expresión racional en fracciones parciales. 

Considere una función racional H definida por 


H(x) 


P(x) 

Q(x) 


donde P(x ) y Q(x) son polinomios. Se asumirá que se tiene una fracción 
propia, esto es, una fracción para la cual el grado de P(x) es menor que 
el grado de Q(x). Si se tiene una función racional para la cual el grado del 
numerador no es menor que el grado del denominador entonces se tiene una 
fracción impropia, y en este caso se divide el numerador entre el denomi¬ 
nador hasta que se obtenga una fracción propia. Por ejemplo, 


x 4 - lOx^ + 3^+1 = 2 _ 6 + 3* - 23 
x 2 - 4 x 2 - 4 

En general, se tratará un método para descomponer una fracción propia de 
la forma P(x)/Q{x) en dos o más fracciones parciales. Los denominadores 
de las fracciones parciales se obtienen al factorizar Q(x) en un producto de 
factores lineales y cuadráticos. En ocasiones puede ser difícil encontrar es¬ 
tos factores. Sin embargo, un teorema de álgebra establece que un polinomio 
con coeficientes reales puede expresarse como un producto de polinomios 
lineales o cuadráticos con coeficientes reales. 

Después de que Q(x) se ha factorizado como un producto de factores 
lineales o cuadráticos, el método para determinar las fracciones parciales 
depende de la naturaleza de estos factores. Se considerarán varios casos en 
forma separada. 


Caso I: Todos los factores de Q(x) son lineales, y ninguno se repite. Esto es, 
Q(x) = (a,x + b 1 )(a 2 x + b 2 ) ■ ■ ( a n x + b n ) 

donde ningún par de factores es idéntico. En este caso se escribe 

P(x) _ A, , A 2 A„ 

Q(x) a¡x + b¡ a 2 x + b 2 ' a n x + b n 

donde Aj, A 2 , . . . , A„ son constantes a determinar. Observe que esta ecua¬ 
ción es una identidad debido a que es verdadera para todos los valores de x 
tales que ningún denominador es cero. El ejemplo ilustrativo siguiente 
muestra un método para determinar los valores de A¡. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de descomponer la 

fracción 


Ix - 1 
x 2 - x - 6 

en fracciones parciales, se factoriza el denominador y se obtiene 

1 x - 1 = Ix - 1 

X 2 - X - 6 (X + 2)(x - 3) 

Por tanto, se tiene 

Ix - 1 = A B 

(x + 2)(x -3) x+2*-3 


( 1 ) 
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La ecuación (1) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 
-2 y 3. Al multiplicar los dos miembros de la ecuación por el MCDn 
(mínimo común denominador), resulta 

Ix - 1 = A(x - 3) + B(x + 2) 

Esta ecuación también es una identidad y es verdadera para todos los va¬ 
lores de x incluyendo a -2 y 3. Ahora se determinarán las constantes Ay B. 
Al sustituir 3 por x en la ecuación anterior, se tiene 

20 = 55 -t=> 5 = 4 

Si se sustituye -2 por x en la misma ecuación, se obtiene 

-15 = -5A <=¡> A = 3 

Con estos valores de A y 5, se tiene de (1) 

1 x - 1 = 3 4 

(x + 2)(x -3) x + 2 x - 3 

Observe que esta ecuación es equivalente a la ecuación con que se inició 
esta sección. 4 


W EJEMPLO I Descomponga la fracción 
x - 1 

,r 3 - x 2 - 2x 
en fracciones parciales. 

Solución Al factorizar el denominador se obtiene 

x - 1 _ x - 1 

jt 3 - x 2 - 2x x(x - 2)(x + 1) 

De modo que 

* ~ 1 _ á + B + c (2) 

x(x - 2){x + 1) jc jc-2 jc + 1 w 

La ecuación (2) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 0, 
2 y -1. Si se multiplican los miembros de la ecuación por el MCDn, resulta 

x - 1 = A(x - 2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x - 2) 

Esta ecuación es una identidad que es verdadera para todos los valores de x, 
incluso para 0, 2 y -1. A fin de determinar las constantes, primero se susti¬ 
tuye 0 por x y se obtiene 

- 1 = -2A « A = { 

Al reemplazar 2 por x, resulta 

1 = 65 <=> 5 = ¡ 

Si se sustituye -1 por x, se tiene 


-2 = 3C <=> C = -1 
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Con estos valores para A, B y C, de (2) se obtiene 
* - 1 


x(x - 2)(x + 1) 
* - 1 


2 

— + — 
X X 


X + 1 


1 


1 


x(x - 2)(x + 1) 2x 6(x - 2) 3(* + 1) 

Caso 2: Todos los factores de Q(x) son lineales y algunos se repiten. 

Suponga que se tiene (ax + b)P como un factor de Q(x). Entonces se 
dice que ax + b es un factor ^-múltiple (o de multiplicidad p) de Q(x), y 
a este factor le corresponderá la suma de p fracciones parciales 


ax + b (ax + b) 2 


+ . 


>-1 


(ax + b) p 


(ax + b) p 


donde A], A 2 , . . . , A p son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este 
caso y el método para determinar cada A¡. 


► 


EJEMPLO 2 Descomponga la fracción 


x 4 + x 2 + 16* - 12 

* 3 (* - 2) 2 


en fracciones parciales. 


+ * z + 


Solución Se escribe la fracción dada como la suma de fracciones 
ciales siguiente: 

x 4 + x 2 + 16x - 12 _ ABC D E 

x 2 (x - 2) 2 * * 2 * 3 * - 2 (* - 2) 2 

Al multiplicar ambos miembros de (3) por el MCDn, resulta 
16x - 12 = Ax 2 (x - 2) 2 + Bx(x - 2) 2 + C(x - 2) 2 + Dx\x - 2) + Ex 3 


par- 


(3) 

(4) 


Se sustituye 0 por x en esta ecuación y se obtiene 
-12 = 4C « C = -3 
Si se reemplaza 2 por x en (4) resulta 
40 = 8£ « E = 5 

Con estos valores de C y E en (4) y desarrollando las potencias de los bino¬ 
mios, se tiene 

x 4 + x 2 + ¡6x - 12 = Ax\x 2 - Ax + 4) + Bx(x 2 — 4x + 4) - 3(* 2 - 4x + 4) + Dx\x - 2) + ó* 3 

x 4 + x 2 + 16cr - 12 = (A + D)x 4 + (-4A + B - 2D + 5)* 3 + (4A -4 B - 3)^ + (45 + 12)* - 12 

Como esta ecuación es una identidad, los coeficientes del miembro iz¬ 
quierdo deben ser iguales a los coeficientes correspondientes del miembro 
derecho. Por tanto, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 

A + D = 1 
-4A + 5- 20 + 5 = 0 

4A - 45 - 3 = 1 

45 + 12 = 16 




De la cuarta ecuación, B = 1. Al sustituir B por 1 en la tercera ecuación y 
resolver para A, se obtiene A = 2. Con A = 2 en la primera ecuación resulta 
D = -1. La segunda ecuación se emplea para verificar los valores encontrados: 

-4A + B - 2D + 5 = -4(2) + 1 - 2(- 1) + 5 
= 0 

Por tanto, los valores de las constantes son 

A = 2 fí = 1 C = -3 D = -1 E = 5 

Con estos valores, de (3) se tiene 

x 4 + x 2 + I6x - 12 = 2 1_3_ _ 1 5 4 

-t 3 (r - 2) 2 * * 2 * 3 jc - 2 (* - 2) 2 

Caso 3: Todos los factores de Q(x) son lineales y cuadráticos y ninguno se 
repite. 

Al factor cuadrático ax 2 + bx + c del denominador le corresponde la 
fracción parcial de la forma 

Ax + B 
ax 1 + bx + c 


r EJEMPLO 3 Descomponga la fracción 

x 2 - x - 5 
x 2 + x 2 - 2 

en fracciones parciales. 

Solución Se pretende factorizar el denominador empleando división 
sintética para dividir x 2 + x 2 - 2 entre expresiones lineales de la forma 
x - r, donde res un factor entero de -2. La di visión entre .r - 1 escomosigue: 

JJ 110-2 
12 2 

12 2 0 

Por tanto, x 3 + x 2 - 2 = (x - l)(x 2 + 2x + 2). La fracción dada se es¬ 
cribe como una suma de fracciones parciales en la forma siguiente: 

x 2 - x - 5 _ Ax + B C 

(r - l)(r 2 + 2x + 2) x 2 + 2x + 2 x - 1 

Al multiplicar ambos miembros por el MCDn, se tiene 

x 2 - x - 5 = (Ax + B)(x - 1) + C(x 2 + 2x + 2) 

Se calcula C al sustituir 1 por x en (6), obteniéndose 

-5 = 5C » C = -1 


(5) 


( 6 ) 


Si se reemplaza Cpor-1 en (6) y se multiplica en el miembro derecho, resulta 
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x 2 - x - 5 = (A - l)x 2 + (B - A - 2)x + (-B - 2) 

Al igualar los coeficientes de potencias de x iguales se tiene el sistema 

A - 1 = 1 
■ B - A - 2 = -1 
-B - 2 = -5 

Por tanto, 

A = 2 y B = 3 

Si se sustituyen estos valores de A y B en (5), se obtiene 

x 2 - x - 5 2x + 3 _1_ ^ 

(x - l)(x 2 + 2 x + 2) x 2 + 2 x + 2 x - 1 

Caso 4: Los factores de Q(x) son lineales y cuadráticos, y algunos de los 
factores cuadráticos se repiten. 

Si ax 2 + bx + c es un factor cuadrático de multiplicidad p de Q(x), 
entonces al factor (ax 2 + £>x + c) p le corresponde la suma de las siguientes 
p fracciones parciales: 

A|X + B, A 2 x + B 2 A p x + B p 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c ) 2 ' (ax 2 + bx + c) p 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si el denominador contiene 

el factor (x 2 - 5x + 2) 3 , se tiene en correspondencia a este factor la suma de 
las fracciones parciales 

Ax + B Cx + D Ex + F 4 

x 2 - 5x + 2 (x 2 - 5x + 2) 2 (x 2 - 5x + 2) 3 


^ EJEMPLO 4 Descomponga la fracción 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 
x(x 2 - 3x - 2 ) 2 

en fracciones parciales. 

Solución La fracción dada se escribe como la suma de fracciones par¬ 
ciales siguiente: 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 Ax + B Cx + D E 

x(x 2 - 3x - 2 ) 2 x 2 - 3x - 2 (x 2 - 3x - 2 ) 2 x Kn 

Al multiplicar los dos miembros por el MCDn resulta 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 = x(Ax + fl)(x 2 - 3x - 2) + x(Cx + D) + E(x 2 - 3x - 2 ) 2 (8) 

Si se sustituye 0 por x en esta ecuación, se obtiene 
4 = AE <=> E = 1 
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Con E = 1 en (8) y multiplicando los polinomios se tiene 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 

= Ax 4 - 3Ax 3 - 2Ax 2 + Bx 3 - 3 Bx 2 - 2Bx + Cx 2 + Dx + x 4 + 9x 2 + 4 - dr 3 - 4x 2 + I2x 
= (A + l)x 4 + (-3 A + B - 6)jc 3 + (-2A - 35 + C + 5)x 2 + (-25 + D + 12)x + 4 

Al igualar los coeficientes de las potencias de x correspondientes se obtie¬ 
ne el sistema 


A + 1 = 3 
-3A + 5 - 6 = -12 
-2A -35+C+5 = 4 
-25 + D + 12 = 11 

Si se resuelve este sistema resulta 

A = 2 5 = 0 C = 3 £> = -1 £ = 1 

Al reemplazar estos valores en (7) se tiene 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 = 2x 3x - 1 1 4 

x{x 2 - 3x - 2) 2 x 2 - 3x - 2 {x 2 - 3x - 2) 2 x 

Observe que en cada uno de los ejemplos, el número de constantes a 
determinar es igual al grado del denominador de la fracción original que 
se descompone en fracciones parciales. Este hecho siempre ocurre. 


EJERCICIOS A. 11 


En los ejercicios I a 10, descomponga la fracción en frac¬ 
ciones parciales. 


12 


x 2 - 4 
x - 1 


7. 


9. 


x 2 + x 
x + 5 

x 1 - 4x + 3 

j + 12 

3x 2 - 5x - 2 

3x 2 + 3x - 12 
ó* 3 + 5* 2 - 6x 


2 . 


4. 


6 . 


1 


2x 2 - x 
x + 15 
x 2 -9 


3x 


x ¿ + x 


8 . 


10 . 


3x - 1 


4x 2 + 3x - 1 

2x 2 - llx - 9 
x 3 - 2x 2 - 3x 


En los ejercicios 11 a 14, exprese la fracción impropia como 
la suma de un polinomio y fracciones parciales. 


11. 

2x 3 

X 2 

+ 4 
- 4 

12. 

x 3 + 5 
x 2 - 1 

13. 

4x 3 

- 8x 2 - lOx + 30 

14. 

6x 3 + x 2 - 5x - 7 


2x 2 + x - 6 

3x 2 - x - 2 


En los ejercicios 15 a 38, descomponga la fracción en frac¬ 
ciones parciales. 


15. 


3x 2 + 13x - 10 

x 3 - 2x 2 


16. 


+ x + 1 


17. 


19. 


21 . 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


38. 


x 2 - llx + 6 

18. 

x 2 + 11 

(x + 2)(x 2 - 4x + 4) 

(x - 5)(x 2 + 2x + 1) 

3x + 15 

20. 

9x 3 - 8x 2 - 4x + 48 

(2x 2 - x - l) 2 

(x 2 - 4) 2 

x 3 + 6x - 4 

22. 

x 2 + 2 

(x - 2) 3 

(x - 3) 3 

3x 2 - x + 4 

24. 

3x + 8 

X 3 + X 2 + X 

x 3 + 4x 

3x 2 + 2x - 4 
x 3 - 8 

26. 

x 2 - 6x + 2 
x 3 + 1 

2x 2 - 7x + 1 

28. 

3x 2 - 9x + 8 

X 3 - X 2 + x - 1 

x 3 + x 2 + 3x + 3 

llx 2 + llx + 8 

30. 

3x 2 + 2x + 3 

2x 3 + 8x 2 + 3x + 12 

x 4 + x 3 + x 2 + x 

3x 2 - 4x 

32. 

4x - 3 

(x 2 + l)(x 2 - x - 1) 

x 4 + 2x 3 + 3x 2 

x + 6 

34. 

3x 4 + 4 

x 4 + 2x 3 + 3x 2 

x 4 + 4x 2 + 4 

x 3 - X 2 

36. 

x 4 + 2x 2 - 2x - 4 

X 4 + 2x 2 + 1 

(x 2 + 3) 3 

x 4 + x 3 - 5x 2 - 14x - 

1 

x 5 - x 4 + 4x 3 - 4x 2 + 4x 

- 4 

llx - 28 



x 3 + 2x 4 + 2x 3 + 4x 2 

+ X 

TI 
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SUPLEMENTO 1.5 


► EJEMPLO 6 Utilice la definición de límite para demostrar que 
lím x 2 = 4 

x ->2 

Solución Como x 1 está definida para todos los números, entonces cual¬ 
quier intervalo abierto que contenga a 2 satisfará el primer requerimiento de 
la definición 1.5.1. Se debe demostrar que para cualquier e > 0 existe una 
S > 0 tal que 

si 0 < | jc — 2 | < 5 entonces \x 2 - 4| < e 

<=> si 0 < | jc — 21 < 5 entonces |jc-2||;t + 2|<e (4) 

Observe en la conclusión de (4) que, además del factor \x - 2 |, se tiene el 
factor | x + 2 |. De modo que, para demostrar (4) se debe imponer una 
restricción a 8 con el fin de obtener una desigualdad que contenga al factor 
| x + 2 |. Dicha restricción consiste en elegir el intervalo abierto requerido 
por la definición 1.5.1 de modo que este intervalo sea (1, 3), lo cual im¬ 
plica que 8 < 1. Entonces 

0 < | jc - 2 | < á y á<l 
0 < \x - 2 | < 1 
=> -1 < x - 2 < 1 

=> 3 < x + 2 < 5 

=> | x + 2| < 5 

Así, 

0 < | jc — 2 | < 5 y <5 < 1 

=> 0 < | jc — 2 | < 5 y ¡ jc -t- 2 | < 5 

=> \x - 2\\x + 2 \ < 8 ■ 5 

Recuerde que la proposición (4) es el objetivo, por lo que debe pedirse que 
8 • 5 < e « 8 < e/5 

De esta forma, se han impuesto dos restricciones a 8: 8 < 1 y 8 < e/5. Para 
que ambas restricciones se cumplan debe tomarse 8 como el menor de los dos 
números 1 y e/5; esto se puede escribir con símbolos como 8 = mín( 1, e/5). 
Si se utiliza esta 8 , entonces se tiene el siguiente argumento; 

0 < |jc - 2| < 8 

=$ | jc - 2 | < ^ y ]x + 2|<5 

=> | jc — 2 11 jc +' 2 | < ^'5 

=> | x 2 - 4 1 < e 

En consecuencia, se ha demostrado que para cualquier e > 0 la elección 
de 8 = mín(l, e/5) hace verdadera la siguiente proposición; 

si 0. < | jc - 2 I < 8 entonces | jc 2 - 4 | < e 

Esto demuestra que lím x 2 = 4. ^ 
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1.5.5 Teorema 4 de límites Límite de la suma 
y de la diferencia de dos funciones 


Si lím f(x) = L y lim g(x) = M, entonces 

x~*a ‘ x-*a 

lím [/(jcj + g(;c)] = L ± M 

x ~*a 

Demostración Se probará el teorema con el signo más. Sean 


lím f(x) = L 

(5) 

x—*a 

límg(x) = M 

(6) 


x ~*a 


lo que se desea demostrar es que 
lím [ f(x) + g(x )] = L + M 

x-*a 

De la definición 1.5.1, para cualquier € > 0 se debe probar que existe 
una 8 > 0 tal que 

si 0 < | jc — «a | < 5 entonces | [/(*) + #U)J - (L + M) \ < € (7) 

Como el límite (5) existe, entonces de la definición de límite se in¬ 
fiere que para ¿ € > 0 existe una á ( > 0 tal que 

si 0 < | x - a j < 5i entonces | f(x) - L \ < f £ 

De manera semejante, de (6), para | € > 0 existe una á 2 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < 5 2 entonces | g(x) - M \ < | € . 

Ahora considere 8 como el menor de los números 5] y 5 2 . Por tanto, 
8 < 5] y 5 < 5 2 . De este modo, 

si 0<|x-a|<5 entonces |/(x) - L | < i € 

y 

si 0 < | jc — a | < 5 entonces | g(x) - M | < i € 

En consecuencia, si 0 < | x - a | < 8 , entonces 

|[/(x) + «(*)] - (L + M)\ = | (f(x) - L) + (g(x) - M) | 

< \f{x) - L\ + |g(x) - M | 

< i e + i e 

2 2 

= e 

De esta forma se ha obtenido la proposición (7), por tanto se ha demostra¬ 
do que 


lím [f(x) + g(x)] = L + M 
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Se deja como ejercicio la demostración del teorema 4 de límites con d 
signo menos (refiérase al ejercicio 9 de esta sección suplementaria). 

La demostración del teorema 6 de límites (1.5.7) es más sofisticada 
que la de los teoremas de límites 1 -5. Los pasos de la demostración se indi¬ 
can en los ejercicios 11 y 12 de esta sección suplementaria. 


1.5.12 Teorema 


Si a es cualquier número real diferente de cero, entonces 



*-><i x a 


Demostración Se probará el teorema para a > 0. La demostración 
para a < 0 se deja como ejercicio (consulte el ejercicio 14 de esta sec¬ 
ción suplementaria). 

Como \¡x está definido para todo x diferente de cero, entonces el inter¬ 
valo abierto requerido por la definición 1.5.1 puede ser cualquier interva¬ 
lo que contenga a a pero que no contenga a 0. Se debe probar que para 
cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que 


si 0 < |x 
Como 


a\ < 8 entonces — 
1 x 


< € 


i _ I 

la - x 

x a 1 

| ax 


\x - fl| 

MUI 

x - a | • —í— (yaque a > 0) 


( 8 ) 


la proposición (8) es equivalente a 

si 0 < | x - a | < 5 entonces | x - a \ ■ —r—¡ < € (9) 

U j X I 

En la conclusión de (9), además del factor - a \ se tiene como factor el 
cociente ——¡. Por tanto, para demostrar (9) es necesario restringir 8 de modo 

«M ! 

que se obtenga una desigualdad la cual contenga al cociente —¡—?. Al elegir el 
intervalo abierto requerido en la definición 1.5.1 como el intervalo ( i a, |a), 
el cual contiene a a pero no al cero, se deduce que 8 < ^a. Entonces 


0<|x-a|<f> y 
\x - a | < f a 


=$ -7<z < x - a < ~a 

=* ±a < x < ~a 

=» { a < |x| < \a 


J2_ 

3 a 


< 


1 


JL 

3a 2 


a 



3 < \a 


(porque a > 0) 


( 10 ) 
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Ahora bien, 

0 < I x - a I < 8 y } < 4 

a|jc| a ¿ 

=> I x - a I • —— < S ■ — 
a\x\ a 2 

Puesto que el objetivo consiste en obtener | x - a 

2 


( 11 ) 


< €, la propo¬ 


sición (11) indica que debe requerirse 8 ■ 


a\x\ 

< €, esto es, 8 < |a 2 €. De 

este modo, con las dos restricciones sobre 8, se elige 8 = mín(|a, \a 2 e). 
Con esta 8 se tiene el siguiente argumento: 

0 < |* - a | < 8 

=> U - a\ 


1 


1 


< 8 • 

a\x\ a\x\ 


a\ 


l a l1*1 

a - x 


ax 


< 8 ■ 

< 8 - 


I-i < 5 - 


1 

a\x\ 

1 

a\ x | 
1 

a\x\ 


(puesto que a > 0) 


< 5-4 


(de (10)) 


< ia 2 f • 4 (debido a que 5 < ^a 2 f) 
2 a ¿ ¿ 


< f 


Así, se ha demostrado que para cualquier € > 0, si 8 = mín( '-a, \a 2 e), 
entonces la proposición siguiente es verdadera: 

si0< I jr - a I < 8 entonces — - i < € 

11 xa 

la cual es la proposición-(8). ■ 

En la demostración del teorema 1.5.13 se utiliza la siguiente fórmula, 
donde n es cualquier número entero positivo: 

a n - b n = (a - b)(a n ~ i + a n ~ 2 b + a n ~ 2 b 2 + . . . + ab n ~ 2 + ¿ n_1 ) (12) 


Esta fórmula se deduce de 

fl(a ''" 1 + a n ~ 2 b + . . . + ab n ~ 2 +_ b n ~ l ) = a n + a"~ l b + . . . + a ¿ n_1 

y 

b(a n ~ x + a n ~ 2 b + ... + ab ?~ 2 + b n ~ [ ) = a n ~ l b + ... + ab n ~ l + b n 
al restar los términos de la segunda ecuación de los de la primera. 


1.5.13 Teorema 


Si a > 0 y n es un número entero positivo, o si a S 0 y n es un 
número entero positivo impar, entonces 

lím V* = Vo 
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Demostración Se demostrará el teorema si a > 0 y n es un número 
entero positivo. El caso cuando a < 0 y n es un número entero positivo 
impar se deja como ejercicio (refiérase al el ejercicio 15 de esta sección 
suplementaria). 

Como \fx está definido para todo número no negativo, el intervalo 
abierto requerido en la definición 1.5.1 puede ser cualquier intervalo abierto 
que contenga a a y tenga un número no negativo como extremo izquier¬ 
do. Se debe probar que para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 

si 0 < | x - «¡ < 5 entonces \'i¡x - ’\fa \ < € (13) 

A fin de expresar | Vx - ’ija | en términos de |x - o| se utiliza (12), 


(x 1 ''" - ci^ n )[(.r 1/ ' 1 ) ' f — 1 + (x ] - n ) n ~ 2 a^ n + ... + ^/"(a 1 /")"- 2 + ( a i/n)«-i] 

( x t/n)/l-l + (x'/'ljn -2 a l/n + . + x Un ( a l/n yi-2 + ( fl l/n)»-l 

Si se aplica (12) al numerador, se tiene 

_1_ 

x (n-l)/n + x (n-2)/n a i/n + _ _ _ + x l/n a (n-2)/n + a (n-l)/n 

Al considerar 


| \íx - ’\[a | = |x - n| • 


| <j>(x) | = + x («- 2 )/« a 1/» + ... + x Un a (n-2)ln + fl (n-l)/ n | 

en la ecuación anterior se obtiene 

I Vx - Va | = \x - a | ■ -— l —- (14) 

De modo que la proposición (13) equivale a 

si 0 < | x - a j < 8 entonces I x - a I • —^— < € (15) 

I 

En la conclusión de (15), además del factor | jc - a \ se tiene como factor la 

fracción —-—-. En consecuencia, para demostrar (15) se necesita res- 
\<P(x)\ 

tringir 5 de modo que se tenga una desigualdad que contenga esta fracción. 
Si se elige el intervalo abierto indicado en la definición 1.5.1 como el inter¬ 
valo (0, 2a), se requiere que 8 < a. Entonces 



=> 


0< |.r-a|<5 y 8 < a 
| x - a | < a 
-a < x - a < a 
0 < x < 2a 

a (n-\)/n < | cj)( x ) | (puesto que x > 0) 

_L_ < _L_ 


( 16 ) 
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Ahora bien. 


0 < I jc — a! < <5 y ¡—!— ; < -L_ 

|0(*)l a (n “ l)/n 

1- <5-—i— 

(x)| £J <n “ ,)/n 

. „„ _I _ . „ I 1 


|</>(x)| íJ <n -' )/n 

El objetivo consiste en obtener | x - a 


< €. Así, la proposición 


(17) indica que se debe requerir 8- -!—— < €, esto es, 5 < a (n l ^ n €. 

1 “ l )/71 

De modo que se elige 8 = mín(a, a {n ^ ] ^ n €). Con esta 8 se tiene el siguiente 
argumento: 

0 < | x - a | < 8 

^ i 1 . „ 1 

=> \x - a • ¡--¡ < 8- ¡—-r 

I <£(*)! I$u)l 


"4~x - < 8- , 


(de (14)) 


(de (16)) 


tyx - lía I < a( n ~Vl n e ■ 


a (n-l)/n 


(debido a que 8 < d n l> l n € ) 


Así, se ha probado que para cualquier € > 0, si 8 = mín(a, a <n '^"f), 


entonces 


si 0 < | x - a | < 5 entonces | Vx - Va | < € 
la cual es la proposición (13). 


1.5.16 Teorema 


Si lím f(x) = L i y lím/(x) = L 2 , entonces L\ = L 2 

x~*a x —»« 

Demostración Se supondrá que L¡ ^ L 2 , y se probará que esta suposi¬ 
ción conduce a una contradicción. Como lím f(x) = L\, de la definición 
1.5.1 se deduce que para cualquier 6 > 0 existe una > 0 tal que 

si 0 < | jc - a | < <5| entonces | f(x) - Z., | < e (18) 


Además, puesto que lím f(x) = L 2 , existe una S 2 > 0 tal que 

x~*a 

si 0 < | x - a | < S 2 entonces | f(x) - L 2 | < e (19) 

Ahora bien, al expresar L, - L 2 como L¡ - f(x) + f(x) - L 2 y apbcar la 
desigualdad del triángulo se tiene 

l ¿ t - h I = I [L\ - /(*)] + U(x) ~ l 2\ I 

< | L, - f(x) | + |/(x) - L 2 | 


( 20 ) 
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Así, de (18), (19) y (20) se puede concluir que para cualquier € > 0 existen 
5) > 0 y ¿2 > 0 tales que 

si 0 < |x - a | < 8¡ y 0 < |x - a| < 5 2 entonces | L¡ - L 2 \ < € + € (21) 

Si Se s la menor de 8\ y <5 2 , entonces <5 < <5j y <5 < <5 2 , y (21) afirma que 
para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < 5 entonces | L\ - \ < 2e (22) 

Sin embargo, si € = \ | í-j - L 2 |, entonces (22) afirma que existe una 
8 > 0 tal que 

si 0 < |x - a| < 5 entonces | L\ - L 2 | < | L¡ - L 2 | 

Es claro que \Li - L 2 | no es menor que sí mismo. De modo que se tiene 
una contradicción, por lo que la suposición hecha al principio es falsa. En 
consecuencia, Lj = L 2 , con lo que se ha demostrado el teorema. ■ 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.5 


En los ejercicios 1 a 8, demuestre, aplicando la definición 1.5.1, 
que el número indicado es el límite. 

1. lím x 2 = 1 

x-*l 

2. lím x 2 = 9 

x-»-3 

3. lím ( x 2 - 3x) = 10 

4. lím (x 2 + 2x - 1) = 7 

x—*2 

5. lím (5 — jc — x 2 ) = - I 

x—*-3 

6. lím (3 + 2x - x 2 ) = 0 

7. lím (6x 2 - 13* + 5) = 3 

x—»2 

8. lím (4x 2 - I3x + 12) = 3 

9. Utilice la definición 1.5.1 para demostrar que si 

lím f(x) = L y lím g(x) = M 

entonces 

lím [/(x) - ^(x)] = L - M 

10. Demuestre el teorema 5 de límites aplicando el teorema 4 
de límites e inducción matemática. 

11. Emplee la definición 1.5.1 para demostrar que si 

lím f(x) = L y lím g(x) = 0 
entonces 

lím [f(x) ■ £(x)] = 0, 


Sugerencia: para demostrar que lím [ f(x) ■ g(x)] = 0 se 

debe probar que para cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal 
que si 0 < \x - a \ < 8, entonces | f(x) ■ g(x) | < € . 
Primero demuestre que existe una 8¡ > 0 tal que si 
0 < \x - a \ < 8 V entonces |/(x) | < 1 + |¿|, apli¬ 
cando la definición 1.5.1 a lím f(x) = L con € = 1 y 

X -*a 

5 = <5,, y después utilice la desigualdad del triángu¬ 
lo. Luego, pruebe que existe una <5 2 > 0 tal que si 
0 < \x - a\ < d 2 , entonces |g(x)| < €/(l + |¿|) 
aplicando la definición 1.5.1a lim g(x) = 0. Si se toma 3 

como la menor de 3 t y S 2 , el teorema se demuestra. 

12. Demuestre el teorema 6 de límites: si lím f(x) = L y 
lím g(x) = M, entonces 

lím [/(x) • g(x)J = L - M 
Sugerencia: sea 

/(x) • g(x) = [/(x) - L]g(x) + L[g(x) - M] + L • M. 

Aplique el teorema 5 de límites y el resultado del ejerci¬ 
cio 11 de esta sección suplementaria. 

13. Demuestre el teorema 7 de límites aplicando el teorema 6 
de límites e inducción matemática. 

14. Demuestre el teorema 1.5.12 si a < 0. 

15. Demuestre el teorema 1.5.13 si o < 0 y n es un número 
entero positivo impar. 
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SUPLEMENTO 1.7 


1.7.4 Teorema 12 de límites 


Si a es un número real, y si lím f(x) - 0 y lím g(x) = c, donde c es 
una constante diferente de cero, entonces 

(i) si c > 0 y si f(x) —» 0 a través de valores positivos de f(x). 


lím 


¿íW 


+ 00 


/(*) 

(ii> si c > O y si f(x) ->0a través de valores negativos de f(x), 


lím 


*(*) 


« /(■*) 

(iii) si c < O y si f(x) —> O a través de valores positivos de /(r), 

- lím = -oo 

(iv) si c < O y si f(x) ->0a través de valores negativos de f(x), 

lím = +00 

El teorema también es válido si “x —» a” se sustituye por “x —> a +r 
o “x —> a~”. 


Demostración dei inciso (i) Con el propósito de probar que 


sW _ 


lím C, \ 

f(x) 


+ O0 


se debe demostrar que para cualquier N > O existe una S > O tal que 


si 0<lx-a|<5 entonces > N (7) 

f(x) 

Como lím g(x) = c > O, si se toma € = \ c en la definición 1.5.1, se in- 

x—>a 

fiere que existe una 5j > O tal que 

si O < | x - a | < ¿i entonces | g(x) - c \ < \c 

<=> si O < [jc — a | < entonces -\c < g{x) - c < je 

«=> si 0<|x-p|<5] entonces {c < g(x) < \ c 

De modo que existe una 5] > O tal que 


si O < | x - a | < 5) entonces g(x) > 1 c 


( 8 ) 


Ahora bien, puesto que lím f{x) = O, entonces para cualquier € > O 
existe una S 2 > O tal que 

si O < | x - a | < S 2 entonces \f(x) \ < £ 

Debido a que f(x) se aproxima a cero - a través de valores positivos de 
f(x), las barras del valor absoluto no son necesarias y pueden ser elimina¬ 
das; en consecuencia, para cualquier € > O existe una S 2 > O tal que 
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si 0 < | x - a I < 8 2 entonces 0 < f(x) < € 


(9) 


De las proposiciones (8) y (9) se puede concluir que para cualquier € > 0 
existen 5] > 0 y 5 2 > 0 tales que 


si 0 < I x - a I < 5i y 0 < \x - a\ < S 2 entonces 

I I i J I 1 f(x) e 


Por tanto, si € = c¡(2N) y 8 = mínCáj, S 2 ), entonces 
si 0 < I x - a I < <5 entonces 


N 


f(x) c/(2N) 

la cual es la proposición (7). De este modo se ha probado el inciso (i). 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.7 


1. Demuestre que lím-=■ = + oo usando la defini¬ 
ción 1.7.1. '-(*-2) 2 


2 . 


3. 


4. 


5. 


-2 

Demuestre que lím _ ^ = -oo empleando la defi¬ 
nición 1.7.2. 

Demuestre el inciso (ii) del teorema 11 de límites (1.7.3). 
Demuestre el inciso (ii) del teorema 12 de límites (1.7.4). 
Demuestre el inciso (iii) del teorema 12 de límites (1.7.4). 


6. Demuestre el inciso (iv) del teorema 12 de límites (1.7.4). 

7. Demuestre el teorema 1.7.5. 

8. Demuestre el teorema 1.7.6. 

9. Demuestre el teorema 1.7.7. 

10. Utilice la definición 1.7.1 para demostrar que 

lím |—— = +oo 
1 3 + x I 


SUPLEMENTO 1.10 


1.10.1 Teorema de estricción 


Suponga que las funciones f,gyh están definidas en algún intervalo 
abierto I que contiene a a y posiblemente no definidas en a mismo. 
Además suponga que f(x) S g(x) S h(x) para toda x de I para la cual 
x * a. También suponga que Ifm f(x) y lim h(x) existen y son iguales 

x—*a x —*a 

a L. Entonces lim g(x) existe y es igual a L. 


Demostración A fin de demostrar que límg(x) = L se debe probar 

x~*a 

que para cualquier e > 0 existe una 8 > 0 tal que 

si 0 < |x - a| < <5 entonces |g(x) - L\ < € (19) 

Se sabe que 


lím /(x) = L y lím h(x) = L 

x—*a x—*a 

de modo que para cualquier € > 0 existe una 5] > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < 5] entonces |/(x) - L \ < € 

O si 0 < ] x — <2 | < entonces L - € < f(x) < L + € 


(20) 
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y existe una S 2 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < S 2 entonces | h(x) - L \ < € 

«• si 0 < | jc — a | < 5 2 entonces L - € < h(x) < L + e (21) 

Sea 5 = mín(á], ój), por lo que 8 < y 8 < S 2 . Por tanto, de la pro¬ 
posición (20) se deduce que 


si 0<|;t-a|<<5 entonces L - € < f(x) 

(22) 

y del enunciado (21) se infiere que 


si 0<|;t-a|<<5 entonces h(x) < L + € 

(23) 

Por hipótesis se sabe que 


f(x) < g(x) <. h(x) 

(24) 


De las proposiciones (22), (23) y (24), se tiene que 

si 0 < | jc — a j < 8 entonces L - € < f(x) <, g(x) < h(x) < L + € 

Por tanto, 

si 0 < [ jc — a | < 5 entonces L - € < g(x) < L + € 

« si 0<|x-a|<(5 entonces | g(x) - L \ < € 

la cual es la proposición (19). En consecuencia 
lím g(x) = L 

x-*a 


SUPLEMENTO 2.8 

Un paso importante de la demostración de la regla de la cadena consiste en 
introducir una nueva función F que posee ciertas propiedades útiles. Este 
procedimiento de “inventar” una función es común para los matemáticos. 


2.8.1 Teorema La regla de la cadena 


Si la función g es diferenciable en x y la función / es diferenciáble en 
g(x), entonces la función compuesta f ° gt s diferenciable en x y qdemás 

(f°g)Xx) =f’(8(x))gXx) (15) 


Demostración Sea x¡ cualquier número real del dominio de g tal que g 
es diferenciable en x¡ y/es diferenciable en g(xj). Considere la función F 
definida por 


F{t) = 


/(O - /(g(*I)) 
t - g(jq) 


fXg(x i)) 


si t * £(*,) 
si t = g(X|) 


Entonces 

lím F(t) = 

r-fg(x j) 


lím fu) - y*,» 

<-**(*,) t - SU)-) 


(16) 


De (7) de la sección 2.1, la función del miembro derecho de la ecuación 
anterior es igual a f\g(x ])). Por tanto, 
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lím F(t) = fXg(x\)) 


(17) 


Pero de (16), 

fXgkl)) = F(g(x ,)) 

Al sustituir de esta ecuación en (17) se tiene 
lím F(t) = F(g(x,)) 

Por tanto, F es continua en g(x-¡). Además, de (16), 
_ f(t) - /(g(x])) 


F(t) 


si t * g(x,) 


> ~ S(*i) 

Si se multiplican ambos miembros de esta ecuación por t - g(X|), resulta 

/(f) - ftg(X\)) = F(t)[t - £(*!)] si t * g(xi) (18) 

Observe que (18) se cumple aún si t = g(x\) debido a que el miembro iz¬ 
quierdo sería 

, fíg(xú) ~ ñg(x i)) = 0 

mientras que el miembro derecho sería 
F(¿(xi))[g(jc,) - g(x,)] = 0 

Por tanto, la estipulación en (18) de que t * g(X]) no es necesaria, de modo 
que se puede escribir 


f(t) - f(g(x,)) = F(t)[t - g(x,)] 

Ahora bien, sea h la función compuesta / ° g, de este modo 
h(x) = f{g(x)) 

Entonces, de (7) de la sección 2.1, si el límite existe 
h{x) - h( X] ) 


(19) 


( 20 ) 


h'(x ,) = lím 

•r-»*! X 


X 1 


Al sustituir de (20) en el miembro derecho de esta ecuación se tiene 
f(g{x )) - /(£(*,)) 


h'(x ]) = lím 

X —*X\ 


X - X\ 


( 21 ) 


si el límite existe. Al considerar t = g(x) en (19), se infiere que para toda x 
del dominio de g tal que g(x) pertenezca al dominio de/, 

f(g(x)) ~ f(g(x¡)) = F(g(x))[g(x) - g(x,)] 

Si se sustituye de esta ecuación en (21) se obtiene 

} = , ím F(g(x))[g(x) - g(x,)] 

X-4XI X — X¡ 

y si el límite existe, entonces 


h'( X] ) = lím F(g(x)) ■ lím 

X-*X\ X-*X\ 


g(x) ~ g(x i) 

X ~ X\ 


( 22 ) 





Como F es continua en gC*i), 


lim F{g(x)) = F(g( X] )) (23) 

Pero de (16), 

F(g(xO) = fXgk i» 

Al sustituir de esta ecuación en (23) se obtiene 

lím F(g(x)) = f'(g(x\)) (24) 

X—*X\ 


Además, como g es diferenciable en x¡, 
lím gU) ' * (jC|) = g'(*,) 

JC-.X, X - X¡ 


Si se sustituye de esta ecuación y de 24 en (22), y se reemplaza h'(x\) por 
(/ 0 g)’t*i). se tiene 


(/ ° g)'(*i) = f(g(x\)) • g'(xi) 

la cual es la proposición (1S) con X\ en lugar de x. De esta manera se ha 
demostrado la regla de la cadena. ■ 


SUPLEMENTO 4.5 


4.5.11 Teorema 


Si las funciones / y g son integrables en [a, b\, entonces / + g es inte¬ 
grable en (a, 6] y 


J 'í rb rt 

im + g(x))dx = f( X )dx + 

a Ja Ja 


g(x)dx 


Demostración Las funciones f y g son integrables en [a, b)\ por tanto, 
sean 


f 


f(x)dx = M y 


f 


g{x) dx = N 


A fin de probar que J* [/(*) + g(x)] dx = M + N, se debe demostrar que 
para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que para todas las particiones A 
y para cualquier w¡ de [je,- _ |, x¡] y si || A j| < S, entonces 


¿[/(Wi) + g(w'i)]A f x - (M + N) 

i = l 


< € 


Como 

M = „ 1 í, m É /(Wf)A,* y N = lim ¿ g(Wi)A¡x 

se deduce que para cualquier € > 0 existen <8¡ > 0 y 82 > 0 tales que 
para todas las particiones A y para cualquier w¡ de [jc,_|, jc,-], si || A ¡| < á| 
y || A || < Ó 2 * entonces 


I 


/=[ 


/(w¡)A i x 


M 


< 


€ 

2 


y 


X 8( w i)*¡x - N 

i=\ 


< 


€ 

2 
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Por tanto, si S = mín(<5|, ¿> 2 ), entonces para cualquier € > 0, para todas las 
particiones A y para cualquier de [x,_|, x¡], si ¡| A || < S, 


¿/(tv,)A,oc - M 
1=1 


+ 


£ 8(w¡)AiX - N 
(=1 


< 




(13) 


Por la desigualdad del triángulo se tiene 

(£ f(w,)A,x - m) + - wj 

^ tm)A¡x - M 


X g(w,)A t x - N 
/=! 


De las desigualdades (13) y (14) resulta 

(£ f(w i )A i x + ^g(w¡)A,^ - (M + N) 

Del teorema 4.4.4, 

X/(**'/) A ¡ x + X«(^í)A,a: = X[/(*v¡) + g(w¡)]AiX 


< € 


(14) 


(15) 


Así, al sustituir de esta ecuación en (15) se puede concluir que para cualquier 
€ > 0, para todas las particiones A y para cualquier w ; de j, jc ¿ ], si 
|| A || < 5, donde 5 = mín(5i, S 2 ), entonces 


£ [/(tv, ) + g(tv, )] A,* - (M + N) 


< € 


Esto demuestra que / + g es integrable en [a, b] y que 

rb rb rb 

[/(*) + £(*)] dx = f(x) dx + g(x) dx 

Ja Ja Ja 


4.5.12 Teorema 


Si la función / es integrable en los intervalos cerrados [a, b ], [a, c] y 
[c, b], entonces 


rb re rb 

I f(x)dx = j /(*) dx + I f(x) dx 

Ja Ja Je 


donde a < c < b. 


Demostración Sea A una partición de [a, b]. Forme la partición A' de 
[a, b] de la manera siguiente: si c es uno de los puntos de la partición de A (es¬ 
to es, c = x¡ para alguna i) entonces A' es exactamente la misma que A. Si c 
no es uno de los puntos de la partición de A pero está contenido en el 
subintervalo [x ¡_¡, x¡], entonces la partición A' tiene como puntos todos los 
puntos de A y, además, al punto c, Por tanto, los subintervalos de la parti¬ 
ción A' son los mismos que los de A, con la excepción del subintervalo 
[jc,_|, x¡] de A que se ha dividido en los dos subintervalos [x¡_ ¡, c] y [c, x,]. 
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Si || A'|| y || A || son las normas de A'y A, respectivamente, entonces 

¡I A ’ II — II A || 

Ahora bien, si en la partición A' el intervalo [a, c] se divide en r subintervalos 
y el intervalo [c, b ] se divide en (n - r) subintervalos, entonces del primer 
intervalo, de a a c, se obtiene una suma de Riemann de la forma 


£ f(Wi) A¡;c 

/ = I 

y del otro, de c a b, resulta una suma de Riemann de la forma 

£ /(W, ) A ¡X 

/=/• +1 

Al emplear la definición de la integral definida y las propiedades de la 
notación sigma resulta 


r 


f(x)dx = lím £/(w>,) A,a: 
IIaI!—. o "tí 


= lím 


Y, /(*/) A í* + X /(*'<) 

í=l f=r+l 

r « 

= ll 1 ÍP X/(w,) A,jc + lint ^/(w,) A,jc 


Como 0 < || A'|| < || A ||, se puede sustituir |¡ A || —> 0 por || A' || —> 0, 
obteniéndose 


r 


/U) dx = lím £/(w,-) A,-* + lím £ /(*,) A,-x 


Si se aplica la definición de la integral definida al miembro derecho de la 
ecuación anterior se tiene 


í f(x) dx = í f(x) dx + í f(x) dx 
Ja Ja Je 


SUPLEMENTO 5.1 


En la sección 5.1 se pospusieron las demostraciones de dos teoremas para 
este suplemento, y la demostración de otro más para los ejercicios suple¬ 
mentarios. El primero de estos teoremas es el teorema de la función inversa 
para funciones crecientes. 


5.1.5 Teorema (Teorema de la función inversa) 


Suponga que la función/es continua y creciente en el intervalo cerra¬ 
do [a, b], Entonces 

(i) / tiene una inversa/~ ! definida en [/(a), /(&)]; 

(ii) f~ l es creciente en [/(a), /(¿)J; 

(til) /"' es continua en [/(a), f{b)]. 
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Demostración de (i) Si/es continua en [a, b] y si k es cualquier núme¬ 
ro tal que fia) < k < f(b), entonces, por el teorema del valor intermedid 
(1.9.8), existe un número c en (a, b ) tal que /(c) = k. Por tanto, el contra¬ 
dominio de /es el intervalo cerrado [/(a), f(b)]. Como / és creciente en 
[a, b], f es uno a uno, por lo que/ tiene una inversa /" *. Debido a que el do¬ 
minio de /"' es el contradominio de/ f~' L está definida en [fia), fib)]. 

Demostración de (ii) Para probar que /" 1 es creciente en [/(a), f(b)\ se 
debe demostrar que 

si yi < y 2 entonces /"'(y i) < / _l (y 2 ) 

donde y¡ y y 2 son dos números de [fia), fib)]. Como /" 1 está definida 
en [/(a), f(b)], existen números x¡ y x 2 en [a, b\ tales que y | = f{x¡) y 
y 2 = fix 2 ). Por tanto, 

/->(?!) =/-'(/(*i)) y r l (y 2 ) = r l (f(x 2 )) 

<=> f~Ky\) = X¡ y f~\y 2 ) = x 2 (8) 

Si x 2 < j¡i, entonces, como/es creciente en [a, b\, f(x 2 ) < f(x[) o equi¬ 
valentemente, >2 < yj. Pero y] < y 2 ; por tanto no puede ser menor que X]. 

Si x 2 = x\, entonces, puesto que / es una función,/Uj) = f(x 2 ) o, 
equivalentemente, y¡ = y 2 , pero esto también contradice el hecho de que 
y¡ < y 2 . Por tanto, x 2 * x ¡. 

Así, si x 2 no es menor que x\ y x 2 * xy se infiere que x\ < x 2 ; en 
consecuencia, de las dos ecuaciones de (8), f~\y 1 ) < f~ l (y 2 )- De esta 
manera se ha demostrado que /"' es creciente en [fia), f(b)]. 

Demostración de (¡ii) A fin de probar que/ -! es continua en el inter¬ 
valo cerrado [fia), f{h)\ se debe demostrar que si r es cualquier número del 
intervalo abierto ifia), fib)), entonces /"' es continua en r,/ -1 es continua 
por la derecha en fia) y además/" 1 es continua por la izquierda en fib). 

Se demostrará que / _1 es continua en cualquier número r del interva¬ 
lo abierto ifia), fib)) mostrando que el teorema 1.8.6 se cumple en r. Se 
desea probar que para cualquier e > 0, suficientemente pequeño, para el 

cual/ _1 (f) - e y/"'(r) + f estén en [a, b], existe una 8 > 0 tal que 

si |y - r\ < 8 entonces |/~ 1 (y) -/ -1 (r)| < f 

Sea/"*(r) = s. Entonces fis) = r. Como, de (i),/"' es creciente en 
[fia), fib)], se concluye que a < s < b. Por tanto, 

a<s-€<s<s+€<b 

Debido a que /es creciente en [a, b ], 

fia) < fis - € ) < r < fis + €) < fib) (9) 

Sea 8 el menor de los dos números r - fis - €) y fis + €) - r; así, 
ó < r - fis - €) y 8 < f(s + e ) - r o, equivalentemente, 

fis - €) < r - 8 y r + 8 < f(s + €) ( 10 ) 

Si |y - r| < 8 entonces -8 < y - r < 8 o, de manera equivalente, 

r-8<y<r+8 

De esta desigualdad y de (9) y (10), se tiene que 

si |y - r| < 8 entonces fia) < fis -€)< y < fis + e) < fib) 
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Puesto que / 1 es creciente en {/(a), f(b)], de lo anterior se deduce que 

si |y - r \ < 8 entonces / _1 (/(í - C)) < f~ l (y) < / -1 (/(í + £)) 

<=> si \y - r\ < 8 entonces í - € < / -1 (y) < s 4- € 

<=> si \y - r \ < 8 entonces -€ < / -1 (y) - s < € 

<=> si \y - r \ < 5 entonces |/ -l (y) -/ -I (r)| < £ 

Por tanto, / -1 es continua en el intervalo abierto ( f(á),f(b )). 

En el ejercicio 1 de esta sección suplementaria se le pedirán las de¬ 
mostraciones de que f~ l es continua por la derecha en f(a) y continua por la 
izquierda en f(b). m 

Se le pedirá que demuestre los incisos (i)-(iii) del teorema de la fun¬ 
ción inversa para funciones decrecientes en los ejercicios suplementarios 
2-4, respectivamente. 

Ahora se enunciará el otro teorema cuya demostración se aplazó. 


5.1.7 Teorema 


Suponga que la función/es continua y monótona en el intervalo ce¬ 
rrado [a, b], y sea y = f(x). Si f'(x) existe y es diferente de cero para 
toda x de [a, b], entonces la derivada de la función inversa/ -1 , defini¬ 
da porx = / -1 (y), está dada por 

dx = J_ 

«•* / 

dx 

Demostración Como/es continua y monótona en [a, b], entonces por 
los teoremas 5.1.5 y 5.1.6,/tiene una inversa que es continua y monótona 
en [f(a),f(b)] (o [f(b), /(«)] si f(b) < /(«)). 

Si x es un número de [a, b], sea Ax un incremento de x, Ax ^ 0, tal 
que x + Ax pertenece también a [a, b\. Entonces el incremento corres¬ 
pondiente de y está dado por 

Ay = /(x + Ax) - /(x) (11) 

Ay & 0 ya que Ax & 0 y/es monótona en [a, b] \ esto es 

/(x + Ax) < /(x) o /(x + Ax) > /(x) en [a, b ] 

Si x está en [a, b\ y y - /(x), entonces y pertenece a [/(a), f(b)] (o 
lf(b ), /(a)]). También, si x + Ax está en [a, ó], entonces y + Ay per¬ 
tenecerá a [/(a), f(b)] (o [/(ó), /(a)]) debido a que y + Ay = /(x + Ax) 
por (11). Así, 

* = f~\y) y x + Ax = / -1 (y + Ay) 

A partir de estas dos ecuaciones se tiene 

Ax = /->(y + Ay) - f~\y) (12) 

De la definición de derivada, 

dx = , ím /~‘(y + Ay) - /r‘(y) 
dy Ay 

Si se sustituye de (11) y (12) en la ecuación anterior resulta 
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dx _ 
dy 


* Ax _ 

4™o f(x + Ax) - f(x) 


y como Ax * O, entonces 


dx 

dy 


i™o /(x + Ax) - /(x) 
Ax 


(13) 


Antes de obtener el límite de (13) se demostrará que con la hipótesis de 
este teorema Ax —> O equivale a Ay —> 0. Primero se probará que 
lím Ax = 0. De (12), 

Ay-»0 


lím Ax = lím [/ 

Ay—>0 Ay—>0 


'(y + Ay) - /“'(y)] 


Puesto que / 1 es continua en [/(a), f(b)] (o [f(b), /(a)]), el límite del 
miembro derecho de la ecuación anterior es cero. Así, 

lím Ax = 0 (14) 

A.V-»0 


Ahora se demostrará que lím Ay = 0. De (11), 

Ax-»0 


lím Ay = lím [/(x + Ax) - /(x)] 

Ax-,0 J Al-tO J 


Como /es continua en [a, b], entonces el límite del miembro derecho de la 
ecuación anterior es cero, y por tanto, 

lím Ay = 0 

4i-*0 

A partir de esta ecuación y de (14) se infiere que 
Ax —> 0 si y sólo si Ay —> 0 

De esta proposición y aplicando el teorema concerniente al límite de un 
cociente a (13), se tiene 

ál = - 1 __ ( 15 ) 

dy lím f(x + Ax) - /(x) 

A *—*0 Ax 


Debido a que / es diferenciable en [a, b], el límite del denominador de la 

d y 

ecuación anterior es f\x) o, equivalentemente, De esta forma, 


dx _ _1_ 
dy dy 
dx 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 5.1 


1. Suponga que la función / es continua y creciente en el in¬ 
tervalo cerrado [a, b\, y considerando válidos los teoremas 
S.l.S(i) y S.l.S(ii) demuestre que f~' es continua por la 
derecha en f(a) y que es continua por la izquierda en f(b). 


2. Demuestre el teorema 5.1.6(i). 

3. Demuestre el teorema 5.1.6(ii). 

4. Demuestre el teorema 5.1,6(iii). 
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SUPLEMENTO 8.2 


8.2.10 Teorema 


Una sucesión monótona acolada es convergente. 


Demostración Se demostrará el teorema para el caso cuando la función 
monótona es creciente. Considere la sucesión (a n ). 

Como (a n ) es acotada, entonces existe una cota superior para la suce¬ 
sión. Por el axioma de completez, (a n ) tiene una mínima cota superior, 
sea B esta cota. Entonces si € es un número positivo, 8 - f no puede ser 
una cota superior de la sucesión debido a que B - € < fi y B es la mínima 
cota superior de la sucesión. Así, para algún número entero positivo N, 


B - € < a N (9) 

Como B es la mínima cota superior de (a n ), por la definición 8.2.6 se 
deduce que 


a n < B para todo número entero positivo n 
Debido a que { a n } es creciente, de la definición 8.2.5(i), se tiene 
a n < a n+ j para todo número entero positivo n 
y por tanto. 


si n > N entonces a N < a n 
De esta proposición y de (9) y (10) se infiere que 
si n 2: N entonces B-£<a N <a n <B<B+€ 
de donde, 


si n > N entonces 

» si n > N entonces 

» si n > N entonces 


B - € < a n < B + € 
-€ < a n - B < € 

k - b\ < e 


( 10 ) 


Pero por la definición 8.2.2, esta proposición es la condición para que 
Jim a n = B. En consecuencia, la sucesión {a n } es convergente. 

Cuando demuestre el teorema para el caso en que ( a n ) es una sucesión 
decreciente, considere la sucesión {-a n }, la cual será creciente, y después 
aplique el resultado anterior. Se deja como ejercicio detallar esta demos¬ 
tración (consulte el ejercicio suplementario 1). ■ 


8.2.13 Teorema 


Una sucesión monótona convergente es acotada. 

Demostración Se hará la demostración para el caso cuando la sucesión 
monótona es creciente. Considere la sucesión (al. 

A fin de probar que (a n ) es acotada, debe demostrarse que la sucesión 
tiene una cota superior y una cota inferior. Como (a n ) es una sucesión cre¬ 
ciente, su primer elemento sirve como cota inferior. Sólo falta determinar 
una cota superior. 
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Debido a que (a n j es convergente, la sucesión tiene un límite; sea L este 
límite. Por tanto, lím a n = L, y así, por la definición 8.1.2, para cualquier 
e > 0 existe un número Al > 0 tal que si n es un número entero y 

si n > N entonces | a n - L | < € 

o si n > N entonces -e < a n - L < € 

« si n > N entonces L-€<a n <L + € 

Puesto que {a n } es creciente, se deduce de la proposición anterior que 

a n < L + € para todos los enteros positivos n 

Por tanto, L + € servirá como una cota superior de la sucesión [a n ). 

Cuando demuetre el teorema para el caso en que {a n } es una sucesión 
decreciente, haga lo sugerido en la demostración del teorema 8.2.10. Conside¬ 
re la sucesión j-a n }, la cual será creciente, y aplique el resultado anterior. 
En el ejercicio suplementario 2 se le pedirá que detalle esta demostración. ■ 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 8.2 


1. Utilice el hecho de que el teorema 8.2.10 se cumple para 
una sucesión creciente y demuestre que el teorema se 
cumple cuando {a n } es una sucesión decreciente. Suge¬ 
rencia: considere la sucesión {-#„}• 


2. Demuestre el teorema 8.2.13 cuando {a } es una suce- 

1 n* 

sión decreciente de manera semejante a la empleada en el 
ejercicio 1. 


SUPLEMENTO 8.5 


8.5.4 Teorema 


Considere la serie 


alternante 

n~ 1 


O 




L donde 


a H > 0 y a n+1 < a n para todos los números enteros positivos n, y 
suponga que ^lím a n = 0. Si R k es el residuo que se obtiene al aproxi¬ 
mar la suma de la serie mediante la suma de los primeros k tér¬ 
minos, entonces < a |fc+] . 




Demostración La serie dada converge por el criterio de las series al¬ 
ternantes. Suponga que los términos impares de la serie son positivos y que 
los términos pares son negativos. Entonces de (3), de la demostración del 
teorema 8.5.2, la sucesión { s 2n ) es creciente. De modo que si S es la suma 
de la serie dada, entonces 

s 2k < s 2k+2 < $ P 812 toc * a ^ — i (11) 

A fin de probar que la sucesión {x 2 „_i} es decreciente, se escribe 

s 2n -1 = a \ ( a 2 ~ a 3) ~ ( a 4 ~ a 5) ” ' ' • “ ( fl 2n-2 “ a 2«-l) 

Como a n+ j < a n , entonces cada cantidad entre paréntesis es positivo. Por 
tanto, puesto que a i > 0, 

> x 3 > x 5 > . . . > s 2n _ j > . . _. 

En consecuencia, la sucesión {x 2n _j} es decreciente. Así, 

S < s 2 k +1 < 5 2 /<-i para toda k > 1 


( 12 ) 
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Como S < í 2 *+1 ’ 

S - í 2( t < *2*+i " s 2k = a 2 k+\ para toda k > I (13) 

De (11), s 2k < S. De modo que, 

0 < S - s 2k para toda k > 1 
Por tanto, de esta desigualdad y (13), 

0 < S - s 2k < a 2k+ \ para toda k > 1 (14) 

De (11), -S < -s 2k . De donde, 

s 2k -i ~ S < s 2 *_i - s 2 k = a 2 k para toda k > 1 (15) 

De (12), 

0 < s 2k | - S para toda k > 1 

Entonces, de esta desigualdad y de (15), 

0 < s 2k _i - S < a 2k para toda k > 1 (16) 

Como de la definición 8.5.3, R k = S - s k , entonces (14) puede escribir¬ 

se como 

0 < R 2k < a 2k+i para toda k > 1 (17) 

y (16) puede expresarse como 

0 < < a 2k P 413 t0< ^ a ^ — * 

Al combinar esta desigualdad y (17) se tiene 
1**1 < a t+1 para toda* > 1 

por lo que el teorema queda demostrado. ■ 


SUPLEMENTO 8.8 


8.8.1 Teorema 


sí es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

"=° 

R > 0, entonces ^ nc n x n ~ i también tiene a R como radio de con- 

n~ 1 

vergencia. 

Demostración Sea x cualquier número del intervalo abierto (-/?, R). En¬ 
tonces |jc| < R. Elija un número Xj tal que |x| < |jtj | < R. Como |xj ¡ < R, 

^ c n x|" es convergente. En consecuencia, lím c n x i n = 0. De modo 

<i=0 

que si se toma € = 1 en la definición 3.7.1, entonces existe un número 
N > 0 tal que 

si n > N entonces | c r¡ x¡ ” \ < 1 
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Sea M el mayor de los números | Cj jcj |, |c 2 X] 2 |, | c 3 jcj 3 
Entonces 

| c n x |" | < M para todos los enteros positivos n 
Ahora bien. 


nc n x n 1 


■ x 


n 

1 


n 


Vi"\ 

N 



De la ecuación anterior y de (7), 


nc n x n 1 


< n 


M 

!*i I 


x_ 

*1 


\n-\ 


L V A 1 


, 1. 

(7) 


( 8 ) 


Si se aplica el criterio de la razón a la serie 


M 

l*i I 


+ oo 

I 


n 


*i 


ln-1 


entonces 


lím 

««+i 

— lím 

(« + 1)1x1" |x,|"-> 

n—» + oo ! 


n— m-«» 

i*, i" «i*r 1 


x_ 

*i 

x_ 

*i 


lím 

n— M-o 


n + 1 
n 


< 1 


(9) 


Por tanto, la serie (9) es absolutamente convergente; de modo que de (8) y 
el criterio de comparación, la serie ^ J nc r¡ x n ~ x también es absolutamente 

{ 

convergente. Como x es cualquier número de (-/?, R), se infiere que si el 
radio de convergencia de ^ l nc r¡ x n ~ l es R', entonces R' > R. 

n = I 

Para completar la demostración se debe probar que R' no puede ser ma¬ 
yor que R. Suponga que R' > R, y sea x 2 un número tal que R < \x 2 \ < R'. 

Puesto que | x 2 | > R. se deduce que 


£c r) x 2 n es divergente 

n = 0 

Debido a que | x 2 \ < R', se infiere que 
vergente. Además, 

\x 2 \%\nc n x 2 n ~'\ = X|n<Vt 2 " 

rt= ! n = 1 

y del teorema 8.3.6, 

+ oa 

^ | nc n x 2 " | es convergente 

n -1 


’L tlC n X 2 n 


-1 


( 10 ) 

es absolutamente con- 


( 11 ) 
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Si n es cualquier número entero positivo, entonces 

I c n x 2 n \ — "I V 2 "l = I^Vl 

De esta desigualdad, de la proposición (11) y del criterio de comparación se 
concluye que | c „ x 2 n I es convergente. Por tanto, la serie ''}c n x 1 n 

n — 1 n=0 

es convergente, lo cual contradice la proposición (10). En consecuencia, la su¬ 
posición de que R' > Re s falsa Por tanto, R' no puede ser mayor que R; y como se 
mostró que R' > R, se deduce que R' = R, lo cual demuestra el teorema. ■ 


8.8.3 Teorema 


Sea Xv" una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
<■•0 

R > 0. Si/es la función definida por 

f(x) = (12) 

' 0 

entonces f'(x) existe para toda x del intervalo abierto (-R, R) y 
f(x) = 


Demostración Sean x y a dos números diferentes del intervalo abierto 
(-/?, R). La fórmula de Taylor (fórmula (2) de la sección 8.1), con n = 1, es 

f(x) = f(a) + - (x - a) + (x - a) 2 

De esta fórmula con f(x) = x n se infiere que para cada entero positivo n, 

x n = a n + na n ~ l (x - a) + 2 n(n - l)(z„) n-2 (* - a) 2 (13) 

donde z n se encuentra entre ay x para todo entero positivo n. De (12), 


/(*) - f(a) = ^c n x n - 

n—0 n=0 

+ OO +oo 

= c 0 + Zv" - c 0 - 

n =1 

= £<•„(*" “ a ") 
n = I 

Al dividir entre x - a (ya que x * a) y emplear (13), se tiene de la ecua¬ 
ción anterior 


/(*) ~ f(a) _ 1 4 


x - a x - a 


^,c n [na n ■(* - a) + ^n(n - 1 )(z n ) n 2 (x - a) 2 ] 


Así, 


f(x> ~ f(a) , n n -1 


= Yu nc n a n 1 + “ a ) - l)c„(z n )" 2 (I 4 ) 
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Como a está en (-/?,/?). del teorema 8.8.1 se concluye que la serie 

-l-oo 

2 nc n a n ~ x es absolutamente convergente. 

n=l 

Debido a que tanto a como x pertenecen a ( -R , /?), entonces existen algún 
número AT > O tal que )a|< X" < /? y|jc|< AT < J?. Así, del teorema 8.8.2, 


5>(« - l)c„*"- 2 

»=2 

es absolutamente convergente. Entonces, puesto que 

|«(« - l)t„(z n )' , - 2 | < \n(n - \)c n K n ~^ | (15) 

para cada z„ se puede concluir, por el criterio de comparación, que 

S>(" - 1) c n (z n ) n ~ 2 
> 1=2 


es absolutamente convergente. 
De (14), 


f(x) - /(a) 


x - a 


- ¿ nena"-' = 1 (x - a)¿ n(/t - l)c„(z„)" 


(16) 


Sin embargo, si 2 u n es absolutamente convergente, entonces 

n=l 


2>« á £I«J 

n=l n=l 

Si se aplica esto al miembro derecho de (16) se obtiene 
I /(*) ~ /(a) 


X - a 


- X^a»-' < ||x - a| 2"< n - l)|cj|z„|" 


-2 


De esta desigualdad y de (15) resulta 


/(*) - /(a) 
x - a 


- 2nc„a"-< £ ¿I* - «I5>» - DkjAT"- 2 (17) 


donde O < K < R. Como la serie del miembro derecho de (17) es abso¬ 
lutamente convergente, entonces el límite del miembro derecho, con¬ 
forme x se aproxima a a, es cero. Por tanto, de (17) y del teorema de 
estricción, se tiene 


lím ~ — ~ = 2»^- 

*->« x - a " " 


/'(a) = Y. nc n an ~ 


y puesto que a puede ser cualquier número del intervalo abierto (-R, R), el 
teorema se ha demostrado. ■ 
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SUPLEMENTO 12.3 



FIGURA 1 


12.3.3 Teorema 


Suponga que /es una función de las dos variables x y y, definida en un 
disco abierto B((x 0 , y^; r ) y que f x , f y , f xy y f yx están definidas en B. 
Además suponga que / y / ' son continuas en B. Entonces 

/r/*0> = fyi (x 0' >o) 


Demostración Considere un cuadrado que tenga su centro en (x 0 , y 0 ) y 
que la longitud de sus lados sea 21 h |, con la condición de que 0 < -J2 | h | < r. 
Entonces todos los puntos interiores y de los lados del cuadrado están en el 
disco abierto B (refiérase a la figura 1). Así, los puntos (x 0 + h, y 0 + h), 
(x 0 + h, y Q ) y (jc 0 , y 0 + h) están en B. Se define A como 

A = /(*o + h, y Q + h) - f(x 0 + h, y 0 ) - f(x 0 , y 0 + h) + /( x 0 , y (j ) (13) 


Considere la función G definida por 

G(x) = f(x, y Q + h) - f(x,y 0 ) (14) 

Entonces 


G(x + h) = f(x + h,y 0 + h) - f(x + h, y 0 ) 

Por lo que (13) puede escribirse como 

A = G(x 0 + h) - G(x 0 ) (15) 

De (14), 

G'(x) = f x (x,y 0 + h) ~f x (x,y 0 ) (16) 

Ahora bien, como/^^.yQ + h) y f x (x, y 0 ) están definidas en B, entonces 
G'(x ) existe si x está en el intervalo cerrado que tiene como extremos a x () y 
x Q + h. En consecuencia, G es continua si x pertenece a este intervalo cerrado. 
Por el teorema del valor medio, existe un número c x entre x 0 y x 0 + ó tal que 

G(x Q + h) - G(x 0 ) r , ( . 

(*o + h) - x 0 1 

de donde 

(17) 

(18) 

(19) 


g'(y ) = f xy ( c \,y) 


G(x 0 + h) - G(x 0 ) = hG'(Cj) 

Al sustituir de esta ecuación en (15) se tiene 
A = hG'(c¡) 

De esta ecuación y reemplazando x por c¡ en (16) se obtiene 
A = h[f x (c x ,y o + h) - f/c v y 0 )] 

Ahora, si g es la función definida por 
«OO = f x (c i-y) 
se puede expresar (17) como 

A = *[g(y 0 + h) - g(y 0 )] 

De (18), 


( 20 ) 
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Como/ (cj, y) está definida en B, entonces g'(y) existe si y está en e] 
intervalo cerrado que tiene como extremos a y 0 y y 0 + h; en consecuencia, 
g es continua si y pertenece a este intervalo. Por tanto, por el teorema del 
valor medio, existe un número entre y 0 y y 0 + h tal que 

«(v 0 + h) - g(y 0 ) = hg'(d^) 

Si se sustituye de esta ecuación en (19) se obtiene A = h 2 g'(d l ); por lo que 
de (20), 

A = h 2 f xy (c v d t ) (21) 

para algún punto (c ( , d¡) del disco abierto B. Ahora considere la función c¡> 
definida por 

= f(x 0 + h,y) - f(x 0 ,y) (22) 

de modo que <f>(y + h) = f(x 0 + h, y + h) -f(x 0 ,y + h). Por tanto, (13) 
puede expresarse como 

A = <f>(y 0 + h) - <t>(y 0 ) (23) 

De (22), 

4>'(y) = f y (x 0 + h,y) - f y (x a ,y) (24) 

Puesto que, por hipótesis, cada término del miembro derecho de (24) 
existe en B, entonces <f>' existe si y está en el intervalo cerrado que tiene 
como extremos a y 0 y y 0 + h. Por tanto, c¡> es continua en ese intervalo. De 
este modo, por el teorema del valor medio, existe un número d 2 entre y 0 
y y 0 + h tal que 

<f>(y o + h) — <£(y 0 ) = h<f>\d 2 ) 

De esta ecuación y de (23) y (24), 

A = hlf y (x 0 + h, d 2 ) - f y (x 0 ,d 2 )] (25) 

Ahora considere la función x definida como 

X(x) = fy(x. d 2 ) (26) 

y escriba (25) como 

A = h[x(x o + h) - x(Xq)} ■ (27) 

De (26), 

X'(x) = f yx (x, d 2 ) (28) 

y por el teorema del valor medio existe un número c 2 entre x 0 y x 0 + h tal que 
X(x Q + h) - x(x 0 ) = hx'(c 2 ) 

De esta ecuación y de (27) y (28), 

A = h 2 f yx (c 2 , d 2 ) 

Con esta expresión para A y (21) se tiene 
h 2 f xy {c x ,d x ) = h 2 f yx (c 2 ,d 2 ) 

y como h * 0, entonces se puede dividir entre h 2 , lo cual proporciona 

fxyK = fyx( c 2- 

donde (c,, d,) y (c 2 , d 2 ) pertenecen a B. 


( 29 ) 
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Debido a que Cj y c 2 están entre x 0 y x 0 + h, se tiene c, = x 0 + € ¡h, 
donde 0 < €, < 1, y c 2 = í 0 + € 2 h, donde 0 < € 2 < 1. De manera si¬ 
milar, como d | y d 2 están entre y 0 y >’o + se tiene d¡ = y 0 + e 3 /i, 

donde 0 < € 3 < l,yd 2 = y 0 + f 4 /i, donde 0 < f 4 < 1. Al efectuar estas 
sustituciones en (29) resulta 

f xy (x 0 + f,/i. y 0 + <r 3 /i) = /^(x 0 + f 2 /2, y 0 + e 4 h) 

Puesto que / y son continuas en B, si se toma el límite de los dos 

miembros de esta ecuación conforme h tiende a cero, se obtiene 


f X y( x 0- ?o) = fyx&O- 

m 


SUPLEMENTO 12.4 


12.4.4 Teorema 


Sea / una función de x y y tal que D x f y D 2 f existen en un disco 
abierto B(P 0 ; r), donde P 0 es el punto (xq, y 0 ). Si D x f y D 2 f son con¬ 
tinuas en ^o. entonces / es diferenciare en P 0 . 

Demostración Consulte la figura 1, donde el punto (x 0 + Ax, y 0 + Ay) 
está en el disco B(P a \ r). Entonces 

A/(x 0 ,y 0 ) = /(x 0 + Ax,y 0 + Ay) -/(x 0 ,y 0 ) 

Si se suma y resta/(x 0 + Ax, y 0 ) en el miembro derecho de esta ecuación 
se obtiene 

A/(x 0 , y 0 ) = [/(x 0 + Ax, y 0 ) - /(x 0 , y 0 )] + [/(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 + Ax, y 0 )] (9) 

a/(* 0 - y 0 ) = M> + >o + Ay) - /(-«o. yo) 



En el plano y = y 0 , y es constante y x varía. Como D ( / existe en el 
plano y = y 0 , se sabe por el teorema del valor medio que existe algún 
número c entre x 0 y x 0 + Ax tal que 
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f(x 0 + Ax, y 0 ) - f(x 0 , y 0 ) _ n , 

(*„ + Ax) - x 0 ,/( ,yo) 

de donde 

/(*0 + Ax, y 0 ) - /(x 0 , y 0 ) = (Ax)Z),/(c, y 0 ) (10) 

En el plano x = x 0 + Ax, x es constante y y varía. Puesto que D 2 /existe en 
el plano x = x 0 + Ax, el teorema del valor medio afirma que existe algún 
punto d entre y 0 y y 0 + Ay tal que 

f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - f(x 0 + Ax,y 0 ) = (Ay)£> 2 /(x 0 + Ax, d) 

Si se sustituye de esta ecuación y de (10) en (9) resulta 

A/(x 0 ,y 0 ) = (Ax)D¡/(c, y 0 ) + (Ay)D 2 f(x 0 + Ax, d) (11) 

Debido a que (x 0 + Ax, y 0 + Ay) está en B(P 0 ; r), c está entre x 0 y 
x 0 + Ax, y como £>,/es continua en P a , entonces 

= DJix&yo) ( 12 ) 

y como d está entre y 0 y y 0 + Ay, y £> 2 /es continua en P Q , entonces 


Si 


lím D,/(x n + Ax, d) = Z) 9 /(x n , y n ) 
(4í,4y)-»(0,0) ¿J u 2J 0 


f, = D,/(c,y 0 ) - D,/(x 0 ,y 0 ) 

y 

e 2 = D 2 /(x 0 + Ax, d) - D 2 /(X 0 , y 0 ) 
entonces de (12) y (13) se obtiene, respectivamente, 


lím 


mu c < 

(A.*, Ay)-» (0.0) 1 


fi=0 y 


lím 

(Ax,Ay)-»(0, 0) 


€, = 0 


(13) 

(14) 

(15) 

(16) 


Al sustituir de (14) y (15) en (11) se tiene 

A/(x 0 ,y 0 ) = Ax[£>,/(x 0 ,y 0 ) + f,] + Ay[D 2 /(x 0 , y 0 ) + f 2 ] 
de donde 

A/(x 0 ,y 0 ) = D,/(x 0 ,y 0 )Ax + D 2 /(x 0 ,y 0 ) Ay + f,Ax + f 2 Ay 

De esta ecuación y (16), se cumple la definición 12.4.2; de modo que/es 
diferenciable en (x 0 , y 0 ). ■ 


SUPLEMENTO 12.8 


12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea / una función de dos variables tal que / y sus derivadas parciales 
de primer y segundo orden son continuas en algún disco abierto 
B({a, b)\ r). Además suponga que f x (a, b) = 0 y f y {a, b) = 0. Sea 

D(a,b) = f xx {a, b)f yy (a, b) - [f xy (a, b)] 2 

(i) / tiene un valor mínimo relativo en ( arb ) si 

Difl, b) > 0 y f xs (a, h) > 0 (o f yy la, b) > 0) 
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(il) / tiene un valor máximo relativo en (a, b) si 

Dio, b) > 0 y /„(«, b) < 0 (o f yy (a, b) < 0) 

(iii) f(a, b) no es un extremo relativo, pero / tiene un punto silla en 
(ietyí>,/ía,i>»s¡ 

D(a , b) < 0 

(iv> No se puede concluir nada acerca de los extremos si 
D{a , b) = 0 


Demostración del inciso (i) Con el fin de simplicar la notación se 
define 

D(x, y) = f xx (x, y) f yy (x, y) - [f xy (x, y)] 2 

Dado que D(a, b) > 0 y f xx (a, b) > 0, se desea demostrar que/(a, b) es un 
valor mínimo relativo de la función. Puesto que/ XJC , f xy y f son continuas 
en B((a, b)\ r), entonces D también es continua en B. Por tanto, existe un 
disco abierto B'((a, b); r'), donde r' < r, tal que D(x, y) > 0y f xx (x,y) > 0 
para todo punto ( x , y) de B'. Sean h y k constantes, no ambas cero, tales que 
el punto (a + h, b + k) esté en B'. Entonces las dos ecuaciones 

x = a + ht y y = b + kt 0<r<l 

definen todos los puntos del segmento rectilíneo de (a, ó) a (a + h,b + k), y 
todos estos puntos están en B'. Sea F la función de una variable definida por 

F(t) = f(a + ht,b + kt) (5) 

Por la fórmula de Taylor (fórmula (2) de la sección 8.1), 

F(t) = F( 0) + F'( 0)í + ~y j 7 --‘ 2 

donde z está entre 0 y t. Si t = 1 en esta ecuación, se tiene 

F(l) = F( 0) + F'(0) + i F"(z) (6) 

donde 0 < z < 1. Como F( 0) = f(a,b) y E(l) = f(a + h, b + k ), en¬ 
tonces de (6) se obtiene 

f(a + h,b + k) = f(a,b) + F\0) + \F"(z) (7) 

donde 0 < z < 1. 

A fin de calcular F\t) y F"(t) a partir de (5) se utiliza la regla de la 
cadena, obteniéndose 

F\t) = hf Ja + ht,b + kt) + kf ja + ht, b + kt) (8) 

y 

F"(t) = h¿f xx + hkf yx + hkf xy + k^ yy 

donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + ht,b + kt). Del 
teorema 12.3.3, f n .(x, y) = f yx (x, y) para todo (x, y) de B'. Así, 

F"(t) = h}f xx + 2hkf xy + k^f y - (9) 

donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + ht,b + kt). Al sus¬ 
tituir 0 por t en (8) y z por t en (9) resulta 
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F'(0) = hf x (a, b ) + kf y (a, b) 

= 0 

y 

F'Xz) = h\f xx + 2 hkf xy + k% y 

donde cada segunda derivada parcial se evalúa en (a + hz, b + kz) y don¬ 
de 0 < z < 1. Si se sustituyen estos valores de F'(0) y F"(z) en (7) se obtiene 

f(a + h,b + k) - fia, b) = \(h 2 f xx + 2hkf xy + k 2 f yy ) (10) 

Los términos entre paréntesis del miembro derecho de (10) pueden escri¬ 
birse como 

hl/ - * “A, - “ fe * (‘ 'fj- (‘ tí * 

Así, de (10), 

fia + h,b + k) - fia, ti) = + + f - Xxfy f~ 2 fjI - kl \ («> 

Como f xx f yy - f xy 2 evaluado en (a + hz,b + kz) es igual a 
D(a + hz,b + kz) > 0 

entonces la expresión entre corchetes del miembro derecho de (11) es po¬ 
sitivo. Además, puesto que f xx ia + hz, b + kz) > 0, entonces de (11), 

fia + h,b + k) - fia, b) > 0 

En consecuencia se ha demostrado que 

fia + h,b + k) > fia, b) 

para cada punto (a + h,b + k) de B' diferente de ia, b). Por tanto, por la de¬ 
finición 12.7.l(ii), fia, b) es un valor mínimo relativo de/. ■ 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 12.8 


1. Demuestre el inciso (ii) del teorema 12.8.5. 


2. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12.8.5. 
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TABLAS Y FORMULARIOS 


► TABLA DE DERIVADAS 


1. D x (u") = nu"~ 1 D x u 

2. D x (u + v) = D x u + D x v 

3. D x (uv) = u D x v + v D x u 

- uD x v 

X l V/ V 2 


5. D x (e u ) = e u D x u 

6. D x (a u ) = a u ln a D x u 

7. D (ln u) = — Du 

8. D x (seira) — eos u D x ir 

9. D x (c os «) = -sen u D x u 

10. D x (tan u) = sec 2 u D x u 

11. D x (cot u) = -esc 2 u D x u 

12. D x (sec «) = sec « tan u D x u 

13. D x (cse u) = -esc « cot u D x u 

14. DJstn ' u) = 1 D x u 

VI - u 2 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 


D x (cos-'«) = -—L=D x u 
VI - U 2 

D,(tan~’ m) = — l - r í).« 
x 1 + w 2 * 

D x (cot _1 «) = - -1 , D x u 
1 + 

D x (sec"‘ u) = • ■ ■ ■ D x u 

« V« 2 - i 


D x (csc 1 «) = *- D x u 

Us¡U 2 - 1 

D x (senh u ) = cosh u D x u 
D x (cosh u) = senh u D x u 
D x (tanh u) = sech 2 u D x u 
D x (c oth u) = -csch 2 u D x u 
D x (sech u) = -sech u tanh u D x u 
D x (csch u) = -csch u coth u D x u 


V 

TABLA DE INTEGRALES 


Algunas formas elementales 


'•J 

|' du = u + C 

1 u n+i 

4. \u n du = a — + c 
J n + \ 

2 -J 

| ' a du = au + C 

S. j f = ln | u | + C 

3. 1 

f[/(«) + g(u)]du = (f(u)du + í g(u) du 



Formas racionales que contienen a + bu 


6 - / vfbu = ^[ a + bU - al "l a + bU \] + C 

7 . " + ‘^ u = p¡-|^(a + ” 2 a(a + bu) + a 2 ln|a + ¿>u | J + C 

8 . í , = 4 - [ — 2 -r- + ln| a + bu |1 + C 

J (a + bu ) 2 b 2 La + 1 'J 

9 . í ———= -Ir la + bu - — - - 2 a ln I a + bu 11 + C 

) (a + bu ) 2 b 2 L a + bu 'J 

10. í_ u - ?~ - = JLÍ"_ - _!_] + c 

J (a + bu ) 2 b 2 \_l(a + bu ) 2 a + bu] 
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,3 ' í « 


du , = — ln 
u(a + bu) a a + bu 


12. f ¿a - = —L + 4 in í+j™. + c 

J u 2 (a + bu) uu a 1 u 


du 1 1 i. u , /-< 

- t “ i-r-r + ”rln -— + C 

u(a + bu) 2 a (° + bu) a 2 a + bu 


Formas que contienen •Ja + bu 

14. u V a + bu du = ~^¡ Obu - 2a)(a + bu) 3 ! 2 + C 

15. I u 2 Va + (15¿> 2 « 2 - \2abu + 8a 2 )(a + ¿>h) 3 / 2 + C 

J 105b 3 

„ f , ,-— , 2 u"(a + bu) 3 ! 2 2an f ,-¡- 

16. ^u,a + budu= ¿(2n + 3) +3) j u V<i + h, 

17. I “ <¿ “— = -Xr(bu- 2a) ÍTta + C 
J Ja + bu 3 b 2 


Ja + bu 15b 


- (3¿ 2 u 2 - 4o¿>u + 8o 2 ) V o + bu + C 


1 Q ¿/m _ 2u n -ja + bu __ 2an f u n 1 du 

•Ja + bu b(2n + 1) b(2n + 1) J Ja + bu 


f_£ 

J uja 


du 

\[a + bu 


1 , •Ja + bu - -Ja , ^ n 

— ln ... -2= + C si a > O 

V V O + + J a 


2 . -i la + bu , r r.\ - a 

-7= tan 1 J- + C si a < O 

i-a V -a 


21. 

* _ 

•Ja + bu 


J u"^ja + bu 

a(n - llu"' 1 

22. 

f -~¡a + bu du 

J ■ u 

= 2 4a + bu + a 

23. 

f va + bu du 

_ (a + bu ) 3 / 2 

J u n 

a(n - IIk" -1 


“Jw? 


- 3) r du 

<■ - 1) J 


- 5) f -ja + bu 

- 1) J u 


Formas que contienen a 2 ± 

24. Í - 2~2 = ~ tan '' “ + C 

J a 2 + u 2 a a 

Ut 

25. f 2 = T- ln 1 íí_±_1 + c = • 

J a 2 - u 2 2a \u - a¡ ] 

- c 
o 

__ J 

26. í f ln í^l + C = ■ 

J u 2 — a 2 2a u + a \ I 


- tanh 1 - + C si \u < a 
a a 1 


■ coth~‘ - + C si | u | > a 


- — tanh 1 - + C si I u I < a 


- - coth -1 - + C si | u I > a 
a a 
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4a 2 - u 2 du _ -Ja 2 - u 2 


44 r “ 2 du 

J 4á^~u 

45. í . du 
J u^a 2 - u 


- sen" 1 — + C 
a 


~ V o 2 - u 2 + —- sen 1 — + C 
2 la 


-Un 


a + Va 2 - u 2 


2 a 

— - - cosh" 1 — + C 
a u 


+ c 


+ c 


46. í . -. 4 “ . 

J u 2 4a 2 - u 

47. í (a 2 - u 2 )^ 2 du = - ^ (2u 2 - 5 a 2 )4a 2 - u 2 + sen -1 — + C 

] ® o a 

“■I 


(a 2 - u 2 ) 3 / 2 a 2 ya 2 - m 2 


+ C 


Formas que contienen 2au - u 2 

49. J V2a» - u 2 du = ^-=-2 V2a« - u 2 + ^-cos^l - + C 

50. ju 4lau - u 2 du = —-^- 2S— 42au - u 2 + ^-cos“'|l - - j + C 

5X. í ( 2 ^y fdu = v2au - u 2 + acos-'(l - i) + C 

(-* 5 ) 


„ I -Jlau - u 2 du l42au - u 2 „_-i 

3¿i I ——————— _ ., COS 


53. 


J 

í 


+ c 


du 


s¡2au - u 2 




+ c 


+ c 


du 


yjlau - u 2 


54. f u — - - y¡2au - u 2 + a eos 1 í 1 - - ) 

J V2 au - u 2 \ a) 

f -iOJjEl J 2 au -u 2 + — costil - -) 

J Jlau^ u 2 2 2 \ a/ 

f ¿iu 

J u-\]2au - u 2 

í 
í; 


55. 

56. 

57. 


+ C 


au 

u - a 


(2 au - u 2 ) 3 / 2 a 2 42au - u 2 


+ C 


(2au - u 2 ) 3 / 2 a4lau - u 2 

Formas que contienen funciones trigonométricas 


59. 

j* sen u du — -eos u + C 

62. 

cot u du = ln | sen u | + C 


60. 

|* eos udu = sen u + C 

63. 

J" sec u du = ln | sec u + tanu | 

+ C = ln | tan ( ln + iu) | + C 

61. 

(* tan u du = ln | sec u | + C 

64. 

í esc u du = ln | esc u - cot u | 

+ C = ln | tan iu | + C 
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66 . 


67. 


i du = -cot u + C 


i du = sec u + C 


\ j sec 2 u du = tan u + C 
i. j CSC 2 u 
. J" sec u tan u 

•í 

j sen 2 u 
I. j eos 2 u 
71. í tan 2 u du - 
j cot 2 u 

73. sen "udu = --sen"" 1 ucosu + -—- sen ”" 2 udu 

J " " J 

74. eos "udu = -eos"" 1 usenu + --- I eos”" 2 u 

J n n ) 

. tan" udu = —- tan""'u- tan"" 2 udu 

J " "* J 

i. J cot" udu = - - - - -cot"" 1 u - J cot"" 2 udu 
L J sen” 


* - sec " " 2 u tan 


n - 1 


l udu = - —‘—esc" 2 ucolu + 
n - 1 


^ í csc » 

1 J 


" " 2 -u du 


68. esc u cot udu = -esc u + C 


69. | sen 2 u du = i u - | sen 2u + C 


i du = i« + i sen 2u + C 

2 4 


tan u - u + C 

72. | cot 2 udu = -cot w - w + C 


sen(m + sen(m - h)k + £, 

2(m + n) 2(m - n) 


2(m + n) 2(m - n ) 


77. J sec n u 

78. esc" 

79. J sen /nw sen nu du 

80. J eos mu eos nu du = St» + ülí + "> + C 

í 

í. u sen w 

•í 

. u 2 sen u du = 


o* i _ , cosím + u)u eos(m - n)u ~ 

81. sen mu eos nu du = —--~ + C 

2 (m + n) 2(m - n ) 


82. | u sen u du = sen u - u eos u + C 

83. | ueos udu = eos u + u sen u + C 

udu 84. | u 2 sen u du = 2u sen u + (2 - u 2 ) eos u + C 


{ ¡ u 85. u 2 eos udu = 2u eos u + (u 2 - 2) sen u + C 


75. 

76. 


86 . 


87 


-I + l 


m + n 

sen” + l u eos 1 


í“ 

i. j u" sen udu = -u" eos u + n ^ u"" 1 eos u du 
'. Ju" eos u du = u" sen u - n j u"~ 1 sen u du 


2 u eos" u du 


i eos" 1 1 / , n - 1 m „_2 , 

-+- sen u eos udu 

+ m + n 


formas que contienen funciones trigonométricas inversas 

r 93. I sec -1 udu = u sec -1 « - Inju + Vw 2 -11 + C 

89. I sen" 1 udu = u sen" 1 u + V1 - u 2 + C J 

90. í eos” 1 udu - u eos 1 


= u sec 1 u — cosh 1 u + C 


Vi - u 2 + C 


91. tan * u du = «tan 1 w - In Vi + w 2 + C 

92. cot - ^ u du = u cot"~^ u + ln Vi + w 2 + C 


4. c 

. 


94. | esc 1 u du = u esc 1 w + ln|w + Vw 2 - 11 + C 
= u csc~* u + cosh -1 w + C 


Formas que contienen funciones exponenciales y logarítmicas 


95. 

96. 


e“ du = e u 
i. í a" du = — 

J ln a 

J ue“ 


4- C 

= — + c 


du = e“(u - 1) + C 


98. 

99. 

100 . 


.. J u" e u du = u” e“ - n J u" 1 e“ du 

'. í u"a“ du = - — ¡u"-‘a u du + C 

J _ ln a ln a I 

í e u du _ e u + 1 f du 

J u" (n - l)u""' » - 1 J u"" 1 
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101 . 

102 . 

103. 


f a“ du _ _ a“ _ lna j a^_ 

) u" (n - ])u"~' n - 1 J u " 

J ln u 

í / ln u du = -ül 

J (» + 


idu = ulnu-u + C 


[(/i + l)lnu - 1] + C 


104. I = ln I ln u I + C 

J ulnu 

f e au 

105. e au sen nu du = - (a sen nu - n eos nú) + C 

J o 2 + n 2 

106. e°“ eos nu du = — - (a eos nu + n sen nu) + C 

J a 1 + n 2 


Formas que contienen funciones hiperbólicas 


107. J senh udu = cosh u + C 

116. 

108. cosh udu = senh u + C 

117. 

109. ^ tanh udu = ln | cosh u | + C 

118. 

110. J coth udu = ln | senh u \ + C 

119. 

111. J sech u du = tan -1 (senh u) + C 

120 . 

112. Jcschu¿« = ln|tanh i«| + C 

121 . 

113. J sech 2 udu = tanh u + C 

122 . 

114. Jcsch 2 u du - -coth u + C 

123. 

115. ^ sech u tanh udu = -sech u + C 

124. 


I 

í 

J 

J 

/ 

/ 

J 

J 

J 


csch u coth u du = -csch u + C 
senh 2 u du = 4 senh 2u - i u + C 

cosh 2 udu = -1 senh 2u + 4 u + C 

tanh 2 udu = u - tanh u + C 
coth 2 udu = u - coth u + C 

u senh udu - u cosh u - senh u + C 

u cosh udu = u senh u - cosh u + C 

e au 

e au senh nu du = - (a senh nu - n cosh nu) + 

a 2 - n 2 

e au 

e“" cosh nu du = -- {a cosh nu - n senh nu) + 

a 2 - n 2 


C 

c 
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FÓRMULAS DE ÁLGEBRA 


Productos notables 

(x + a)(x + b) = x 2 + (a + b)x + ab (ax + by)(cx + dy) = acx 2 + (ad + bc)xy + bdy 2 

(x + y ) 2 = x 2 + 2xy + y 2 (x + y) 3 = x 3 + 3x 2 y + 3xy 2 + y 3 

(x - y) 2 = x 2 - 2xy + y 2 (x - y) 3 = x 3 - 3x 2 y + 3xy 2 - y 3 

(x + y)(x - y) = x 2 - y 2 


Factorización de polinomios 

ax + ay + az = a(x + y + z) 
x 2 - y 2 = (x + y)(x - y) 
x 2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b) 
x 2 + 2xy + y 2 = (x + y) 2 


x 2 - 2xy + y 2 = (x - y) 2 

acx 2 + (ad + bc)xy + bdy^ = (ax + by)(cx + dy) 
.t 3 + ;y 3 = (x + y)(x 2 - xy + y 2 ) 
x 3 - y 3 = (je «- y)(x' 2 + xy + y 2 ) 


Exponentes 

a" a m = a" +m 
(a") m = a nm 

= a n ~ m a * 0 
a m 

(ab)" = a"b " 



a° = 1 a * 0 

a~ n = — a * 0 
a n 



Radicales 

a si n es impar 

| a | si n es par 



Fórmula cuadrática 

Si a * 0. las soluciones de la ecuación ax 2 + bx + c = 0 están dadas por 

-b ± 3¡b 2 - 4ac 
- 2a - 


Desigualdades 

| x | < b equivale a -b < x < b 
| jc | > b equivale a x < -b o x > b 
x 2 < b Equivale a ~4b < x < 4b 
b < x 2 equivale a x < ~4b o x > 4b 

si a < b y c < 0, entonces ac > be 


si a < b y b < c, entonces a < c 
si a < b, entonces a + c < b + c 
si a < b, entonces a - c < b - c 
si a < b y c > 0, entonces ac < be 


si b > 0, 
si b > 0, 
si b > 0, 
si b > 0, 
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Logaritmos 



y = log/, x si y sólo si x = b y 

log* - = log,, u - logj V 

V 


log b 1 = 0 

log t u n — n log,, u 


log^b = 1 

logtx = *°^‘ i x (cambio de base) 

•og a b 


log b uv - log* u + log,, V 

lnjr = log t :c 


Teorema del binomio 



(a + bf = „C 0 a" + n C^a"~ l b + n C 2 a n ~ 2 b 2 + . 
donde „C r - n! 

. . + .c r «-v 4 .. . + „c n b 


" (n - r )! r! 



[► FÓRMULAS DE GEOMETRÍA | 


La siguiente simbología se emplea para las medidas: 

r: radio h: altura b: base a: base 

A: área S: área de la superficie 8: área de la base 

Círculo: A = nr 2 ; C = 2nr 
Triángulo: A = y bh 
Rectángulo y paralelogramo: A = bh 
Trapecio: A = j(a + b)h 
Cilindro circular recto: V = nr 2 h\ S = 2nrh 
Cono circular recto: V = i nr 2 h; S = nr /r 2 + h 2 
Esfera: V = |;rr 3 ;S = 4nr 2 
Prisma (con bases paralelas): V = Bh 
Pirámide: V = '-Bh 

Teorema de Pitágoras: En un triángulo rectángulo, si a y b son las longitudes de los lados perpendiculares y c es la longitud de la 
hipotenusa, entonces 

c 2 = a 2 + b 2 


C: longitud de la circunferencia 
V: volumen 
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FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA 


Funciones trigonométricas 



y 



eos 6 = x 0 

tan 0 = — 

cot 0 - — 

yo 

sec 0 = — 

a 1 
csc 0 = — 

>0 ‘ 


JC 


Identidades trigonométricas fundamentales 


sen x csc x = 1 

. sen x 

tan x = - 


sen x + eos* x 


eos x sec x — 1 


cot x = 


eos x 
sen x 


1 + tan 2 * = sec 2 * 


tan * cot * — 1 


1 + cot 2 * = csc 2 * 


Identidades de sumas y diferencias 


sen (u + v) = sen u eos v + eos u sen v 

sen (u - y) = sen u eos v — eos u sen v 

eos (u + y) = eos u eos v - sen u sen v 

eos (u - y) = eos u eos v + sen u sen v 


tan (u + v) = 
tan (u - v) = 


tan u + tan v 
1 - tan u tan v 
tan u - tan v 
1 + tan u tan v 


Identidades para ángulos dobles y semiángulos 


sen 2u = 2 sen u eos u 

eos 2 u = eos 2 u - sen 2 u 

eos 2 u - 1-2 sen 2 u 

eos 2u = 2 eos 2 u - 1 

tan 2u = —2_tanu_ 

1 - tan-' u 


sen 2 u = 

1 - eos 2 u 

2 

eos 2 = 

1 + eos t 

2 

eos 2 u = 

1 + eos 2 u 

2 

tan|t = 

1 - eos t 

sen t 

tan 2 u = 

1 - eos 2 u 

tan|í = 

sen t 

1 + eos 2 u 

1 + eos t 

sen 2 i t = 

1 - eos t 

2 




Identidades para el producto, suma y diferencia de senos 
y cosenos 

sen u eos v = |[sen(n + v) + sen(« - v)] eos u eos v = 5 [cos(« + v) + cos(« - v)] 

eos u sen v = j[sen(u + v) - sen(« - v)] sen u sen v = j[cos(u - v) — eos (u + v)] 
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sen j + sen / = 



eos í + eos t = 2 cos( Ü 
2 


eos í - eos t = -2 sen 


I ) eos ( £ r í 


Algunas fórmulas de reducción 

sen(-A) = -sen .y 

cos(-x) 

sen( ^ k - a) = eos x 

COS( i K 

sen(~;r + .y) = cosa* 

cos( \¡n 

sen(;r - x) = sen x 

eos (k - 


= eos a tan(-A) = -tan a 

- x) = sen a tan- a) = cot a 

+ x ) = -sen .y tan(|?r + a) = -cot a 

.y) = -eos ,y tan(;r - .y) = -tan x 


Leyes de los senos y de los cosenos 

En estas fórmulas a,by c representan las medidas de los lados de 
un triángulo; a, P y y denotan las medidas de los ángulos 
opuestos a los lados de medidas a, b y c. respectivamente. 

Ley de los senos Leyes de los cosenos 


a 2 = b 2 


c 2 - 2 be eos a 

sen a _ 

sen p _ 

sen y 



a 

b 

c 

b 2 = a 2 

i 

c 2 - 2 ac eos P 

a _ 

_b _ 

c 

T 

sen a 

sen p 

sen y 

O ■) 

c — a~ 

+ 

b 2 - lab eos y 






Tabla de valores especiales de las funciones trigonométricas 


0 radianes o 
número real x 

9 grados 

sen 6 o 

sen x 

eos 6 o 

COSA 

tan 6 o 

tan.v 

csc 6 o 

CSC A 

sec 6 o 

sec a 

cot 6 o 

COt A 



0 

1 

0 

Indefinido 

i 

Indefinido 

1 

— K 

30° 

l 

43 

1 

2 

2 

43 

6 


2 

2 

43 


43 


i* 

45° 


1 

1 

42 

42 

1 

4 


-ñ 

4l 





i 71 


V3 

l 

43 

2 

. 2 

1 

3 


2 

2 


43 


43 

] 

— K 

2 


i 


Indefinido 

1 

Indefinido 

0 

K 

180° 

0 

-1 

0 

Indefinido 

-i 

Indefinido 


270° 

-1 


Indefinido 

-1 

Indefinido 

0 




!_1 
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FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA HIPERBÓLICA 


Funciones hiperbólicas 

senh x = 

e x - e x 

c0 „t, T _ e x + e 

2 

2 

tanhjc = 

senh x 

cosh x 

coth x - mshx 
senh x 

sech x = 

1 

cosh x 

csch x = —!— 
senh x 


Identidades hiperbólicas 

tanh* = —!— 
coth x 

cosh 2 x - senh 2 x = I 

1 - tanh 2 x = sech 2 x 
1 - coth 2 x - -csch 2 x 

senh(-Ar) = -senh x 
cosh(-Ar) = cosh x 

senhCr + y) = senh x cosh y + cosh x senh y 
coshCr + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 

senh 2x = 2 senh x cosh x 
cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 
cosh 2x = 2 senh 2 x + I 
cosh 2x = 2 cosh 2 x - I 

cosh x + senh x = e x 
cosh x - senh x — e ' 

tanh x = -——— 
e x + e x 

2 

sech x = -— 

e x + e x 


coth x 


csch x 


e - e 
2 


Funciones hiperbólicas inversas 

senh" 1 x = InCr + V x 2 + 1) para cualquier número real 

cosh -1 x = ln(x + 4x 2 - 1) x > 1 

tanh -1 r = - ln 1^ I < 1 

2 1 - Jt 11 

coth -1 x = — ln x + ' I x I > 1 

2 Jt - 1 11 
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FORMULAS DE GEOMETRIA ANALITICA 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

Fórmula de la distancia 

La distancia entre dos puntos P¡(: y,) y P 2 (x 2 , y 2 ) está dada por 
d(P,P 2 ) = \P\P 2 \ = yj(x 2 ~ -ri) 2 + <>2 _ >l) 2 



Fórmulas del punto medio 

Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta de P\(x x , y,) a P 2 (x 2 , y 2 ), 
entonces 


x 


x¡ + X 2 
2 


y 


= y, + . & 

y 2 


y 



Fórmulas del punto de división de un segmento 
en una razón dada 


Si P(x, y) es el punto que divide al segmento dirigido P¡P 2 en la razón 
r = P¡P\ PP 2 , entonces 


x _ X < + rX 2 
I + r 


y 


_ yi + ry 2 
1 + r 


r / -1 


y 



Área de un triángulo 


Área (ABC) = 



yi 1 

y2 1 
y-i 1 


Observación: 

El área será positiva sólo si se recorren los vértices del triángulo en el 
sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

Una condición necesaria y suficiente para que tres puntos diferentes 
(X|, yi), (x 2 , y 2 ) y (* 3 , ya) sean colineales consiste en que 


= 0 


y 



i 


x¡ yi l 

x 2 y 2 1 

*3 y3 * 
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Gráfica de una ecuación y lugares geométricos 

Problemas fundamentales de la geometría analítica 

1. Interpretar geométricamente una ecuación; es decir, construir la gráfica correspondiente. 

2. Determinar la ecuación de una figura geométrica, o de la condición que deben cumplir los puntos de la misma. 

Prin ci p io fundamental de la geometría analítica 

Las coordenadas de un punto satisfacen una ecuación si y sólo si ese punto pertenece a la gráfica de esa ecuación. 

Gráfica de una ecuación 

La gráfica o lugar geométrico de una ecuación en R 2 es el conjunto de todos los puntos en R 2 , cuyas coordenadas son 
soluciones de la ecuación. 


Construcción de curvas 

Determine: 

(a) las intercepciones en los ejes coordenados, 

(b) la simetría de la curva con respecto a los ejes coordenados y al origen, 

(c) la extensión de la curva (dominio y contradominio), 

(d) las asíntotas verticales u horizontales que la curva pueda tener, 

(e) las coordenadas de un número suficiente de puntos a fin de obtener a una gráfica adecuada. 


Pruebas de simetría 

La gráfica de una ecuación en x y y es 

(i) simétrica con respecto al eje x si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuación; 

(ii) simétrica con respecto al eje y si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando x se sustituye por —x en la ecuación; 


(iii) simétrica con respecto al origen si y sólo si se obtiene una ecuación 
equivalente cuando x se sustituye por -x y y por -y en la ecuación. 


RECTA 



Pendiente de una recta 

Si P |(jT|, y¡) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos diferentes cualesquiera de una recta no vertical, entonces la pendiente de la recta 
es m, y está dada por 
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Ecuación de una recta 

Forma de los dos puntos Forma de punto pendiente 



Forma simétrica 



- + - = 1 a * 0 y í * 0 
a b 


Forma pendiente-intercepción 



y = mx + b 
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CIRCUNFERENCIA 

Forma centro-radio 

Constantes 

Radio: r 

Abscisa del centro: h 
Ordenada del centro: k 


Ecuación: 

Coordenadas del centro: 


(canónica o estándar) 


y 



C(0, 0), el origen 


y 



(x - h) 1 + (y - k ) 2 = r 2 
C(h, k) 


Forma general x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 

Caso 1: D 2 + £ 2 - 4F > 0 

La circunferencia tiene centro en (-jD, -j£) y radio r - j -¡D 2 + £' 2 + 4F 

Caso 2: D 2 + £ 2 - 4F = 0 

La circunferencia es el punto (- j D,-^E) 

Caso 3: D 2 + £ 2 - 4£ < 0 

La circunferencia es el conjunto vacío 


PARÁBOLA 


Formas canónicas o estándar 


Constantes 

Distancia entre el vértice y el foco: p 
Longitud del lado recto: | 4p ¡ 
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ELIPSE 


Formas canónicas i 

Constantes 

Longitud del eje mayor: 
Longitud del eje menor: 
Distancia entre los focos: 

Excentricidad: 

Longitud del lado recto: 

Relaciones 


estándar 


2a 
2b 
2c 



a a 


Ib 2 

a 

c < a 
a > b 

c 2 = a 2 - b 2 


Eje principal horizontal 


Ecuación: 

Coordenadas de los vértices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 


y 



V(a, 0), V'(—a, 0) 
F(c, 0), F'C-c. 0) 
C(0,0) 



e 


Eje principal vertical 


y 



Ecuación: ^ ^ = 1 

b 2 a 2 

Coordenadas de los vértices: LÍO, a), V"(0, -a) 

Coordenadas de los focos: F( 0, c), F'(0, -c) 

Coordenadas del centro: C(0,0) 

Ecuaciones de las directrices: y = + — 

e 


y 


N 



O 


(x - h) 2 , (y - k ) 2 . 

a 2 b 2 

V(h + a, k), V\h - a, k) 
F(h + c, *), F\h - c, k) 
C(h, k) 



V 


directriz 


(x - h) 2 (y - k) 2 = 
b 2 a 2 

V{K k + a), V’{h, k - a) 
F(h, k + c), F\h, k - c) 
C(h, k) 

I -L. O 

y = k ± - 


Forma general 


Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 AC > 0 


directriz 
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HIPÉRBOLA 


Formas canónicas o estándar 

Constantes 

Longitud del eje transverso: 

2a 

Longitud del eje conjugado: 

2b 

Distancia entre los focos: 

2c 

Excentricidad: 

e = - = 

Longitud del lado recto: 

2 b 2 

a 

Relaciones 

c > a 


Vfl 2 + b 2 


> 1 


= a 2 + b 2 


Eje principal horizontal 



Ecuación: 

Coordenadas de los vértices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 
Ecuaciones de las directrices: 

o bien: 



V(a, 0), V\-a, 0) 
F(c,0),F\-c, 0) 
C(0, 0) 

* = ±1 


e 



Eje principal vertical 


Ecuación: 

Coordenadas de los vértices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 
o bien: 



V(0,a), V’(0,-a) 
F(0, c), F'( 0, -c) 
C(0, 0) 




V(h + a, k ), V'(h - a, k) 
F(h + c, k), F\h — c, k) 
C(h , k) 


i x u 

x = h ± - 
e 

(x - h ) 2 _ (,V ~ k) 2 = 0 
a 2 b 2 



(.y - *) 2 _ (x - h ) 2 _ , 

a 2 b 2 

V(h, k 4 - a), V'(h, k - a) 
F{h, k + c), F’(h, k - c) 
C(h,k ) 

I _L ü 

x ~ k ± ~ 

e 

(.y - k ) 2 _ (Z ~ h ) 2 _ 0 

- o 2 b 2 


Forma general 


/Lr 2 + C.v 2 + Dx + £> + f = 0 AC < 0 
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TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 


Traslación de ejes 

Si (x, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado, y (x', y') es la representación de 
P después de que los ejes son trasladados a un nuevo 
origen que tiene coordenadas (h, k) con respecto a los 
ejes dados, entonces 

x' = x — h y y' = y - k 


y y' 



Rotación de ejes 

Si (jc, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado y (x , y) es una representación de 
P después de que los ejes han sido rotados un ángulo 
a, entonces 

x = x eos a - y sen a 

0) • - i 

y = x sen a + y eos a 

(¡i) I = x eos a + y sen a 
[y = ~x sen a + y eos a 


y 



ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES 


La gráfica de la ecuación 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

cuando A y C no son ambos cero, es una cónica o una cónica degenerada. Si es una cónica, entonces la gráfica es 

(i) una parábola si A ~ 0 o C = 0, esto es AC = 0; 

(¡i) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 

(iii) una hipérbola si ,4 y C tienen signos opuestos, esto es, AC < 0. 

La gráfica de la ecuación 

Ax 2 + Bxy t- Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es una cónica, o bien, una cónica degenerada. Si la gráfica es una cónica, entonces es 

(i) una parábola si B 2 - 4AC = 0; 

(ii) una elipse si B 2 - 4 AC < 0; 

(iii) una hipérbola si B 1 - 4 AC > 0. 
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COORDENADAS POLARES 

Transformaciones de coordenadas 


Coordenadas polares a cartesianas 

x = r eos 0 y y = r sen 0 

Coordenadas cartesianas a polares 

r — ± Jx 2 + v 2 y tan 9 = — 

x 


Criterios de simetría 


y 



Una gráfica polar es 

(i) simétrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuación equivalente cuando ( r , 0) se sustituye por O, -0) o 
por (-r, K - 0); 

(ii) simétrica con respecto al eje 2n si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (r, n - 0) o 
por (-r, -0); 

(iii) simétrica con respecto al polo si se obtiene una ecuación equivalente cuando (r, 0) se sustituye por (-r, 0) o por 
(r, n + 0). 


Ecuaciones polares de rectas y circunferencias 


C,ay b son constantes 


0 

rsen 0 
reos 0 


C Recta que contiene al polo; forma un ángulo de C radianes con el eje polar. 

b Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar si b > 0, debajo del eje polar si b < 0. 

a Recta paralela al eje i n\ a la derecha del eje i;r si a > 0, a la izquierda del eje bn si a < 0. 

C Circunferencia; centro en el polo; radio C. 

2a eos 0 Circunferencia; radio | a |; tangente al eje i/r; centro en el eje polar o en su prolongación. 

2b sen 0 Circunferencia; radio | b |; tangente al eje polar; centro en el eje I/r o en su prolongación. 


Tipos de caracoles 


De la ecuación r - 
(a) 0 < f 

b 

ib) \ = 1 
b 

(c) 1 c í 

b 

(d) 2< l 

o 


a + b eos 0, donde a > 0 y b > 0: 

< 1 Caracol con lazo. Consulte la figura (i). 

Cardioide. Refiérase a la figura (ii). 

< 2 Caracol con hendidura. Consulte la figura (iii). 

Caracol convexo (sin hendidura). Refiérase a la figura (iv). 
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EJERCICIOS 1.1 (página 10) 

1. (a) dominio: [4,+oo); (b) dominio: (- 00 , -2] U [2, + 00 ); (c) dominio: [-2, 2]; (d) no es función 

3. (a) dominio: (- 00 , + 00 ); (b) no es función; (c) dominio; (- 00 , + 00 ); (d) dominio: (- 00 , + 00 ) 

5. (a) 5; (b) -5; (c) -1; (d) 2a + 1; (e) 2x + 1; (f)4.r - 1; (g) 4x - 2; (h) 2x + 2h - 1; (i) 2jc + 2 h - 2; (j) 2 
i: (a) -5; (b) -6; (c) -3; (d) 30; (e) 2 h 2 + 9h + 4; (f) 8x 4 + 10x 2 - 3; (g) 2x 4 - 1 x\ (h) 2x z + 
{Ah + 5)jr + (2 h 2 + 5h - 3); (i) 2.r 2 + 5* + (2h 2 + 5 h - 6); (j )4x + 2h + 5 

9. (a) VF+T8; (b) |jc| ; (c)jr 2 ; (d) |* + 3|; (e) \x 2 - 3 |; (f) ■ . . .== 

V* + h + 9 + VTT9 


11. dominio: (- 00 , + 00 ); 

contradominio: (- 00 , + 00 ) 


13. dominio: (- 00 ,+ 00 ); 
contradominio: [O, + 00 ) 


15. dominio: (- 00 ,+ 00 ); 
contradominio: (- 00 , 5] 





17. dominio: [l, + 00 ); 

contradominio: [O, + 00 ) 


19. dominio: (- 00 , -2] U [2, + 00 ); 21. dominio: [-3, 3]; 

contradominio: [O, + 00 ) contradominio: [O, 3] 


8 

6 

4 , 

■ ? 

L y * 

: \ 8 
\ 6 
\ 4 

P y 1 

/ 8 

/ / 6 

“ / 4 

l y 

1 /./ 1 1 1 j 1 i 1 1 1 

i i i i i 1 ^ 

-8 -6 -4 -2 

h 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 

r - 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 

- 2*4 6 8 

-2 

-2 

-2 

_ 

-4 

-4 

- -4 1 

1 

-6 

-6 

- ó ' 

: 

- 8 ; 

-8 

-8 

- 



~ 

' 


23. dominio: (- 00 ,+ 00 ); 
contradominio: [O, + 00 ) 


25. dominio: (- 00 , + 00 ); 
contradominio: [O, + 00 ) 


27. dominio: {jr|jr * -5); 

contradominio: |y|y * -10) 
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3. (a) -— \ ^ x --, dominio: [x \x * 0,x * 1}; (b) + ^ , dominio: { x\ x * 0,x * 1}; 


,2 


X — X 
X + 1 


x - X 
x - 1 


, dominio: ) x \x * 0, x * 1); (d) x ~ + t . dominio: (jt | jt * 1); 

x - 1 


.dominio: {jc|jc * -1,jc * 0}; 


5. (a) -fx + x 2 - 1, dominio: [0, + oo); (b) \íx - x 2 + 1, dominio: [0, + oo); (c) -fx Jx 2 - 1), dominio: [0,+oo); 


(d) 


v x , dominio: [0, 1) U (1, + oo): (e) ——,—-, dominio: (0, +oo) 

■Jx 


7. (a)x 2 + 3x - 1, dominio: (-oo,+ 00 ); (b) x 2 - 3* + 3, dominio: (-oo,+oo); (c) 3x 3 - 2x 2 + 3x - 2, 


dominio: (-oo,+oo); (d) ——i-i, dominio: [x I x J); (e) -- , dominio: (-oo, +oo) 

3x - 2 1 3 x 2 + i 

9. (a) x , + --, dominio: {x I x * -1,jc * 2); (b) , X -—, dominio: I* I x * -l,x * 2); 

x 2 - x - 2 x 2 - x - 2 

(c) —=---, dominio: j x I x * -1, x * 2}; (d) -Ar ——, dominio: (a ! x * -1, x * 0); 

x~ - x - 2 x ¿ + x 

(e) ¿rr-, dominio: {x\x * 2}; 11. 15 13. f 

X - 2 j 

15. (a) x + 5, dominio: (-oo, +oo); (b) x + 5, dominio: (-oo, +oo); (c) x - 4, dominio: (^oo, +oo); (d) x + 14, 

dominio: (-oo, +oo); 17. (a) x 2 - 6, dominio: (-oo, +oo); (b) x 2 - lOr + 24, dominio: (-oo, +oo); (c) x - 10, 

dominio: (-oo,+oo); (d)jc 4 - 2x 2 , dominio: (-oo, +oo); 19. (a) -f x 2 - 4, dominio: (-oo,-2] U [2,+oo); (b)r - 4, 

dominio: [2, + oo); (c) -fjx -2 - 2 , dominio: [6, + oo); (d)r 4 - 4x 2 + 2, dominio: (-oo,+oo) ^ 

21. (a) -L, dominio: (0, + oo); (b) , dominio: (0,+oo); (c)*, dominio: {.i I x *■ 0); (d) ifx. , dominio: [0, + oo) 

■Jx -Jx 

23. (a) \x + 2 | .dominio: (-oo,+ oo); (b) |¿| + 2, dominio: (-oo, + oo); (c) | jc |, dominio: (-oo, +oo); (d) [ + 2 | + 2, 
dominio: (-oo, +oo); 25. (a) |*|, dominio: (-oo, +oo); (b) x, dominio: (-oo, +oo); (c) ifx , dominio: [O, + oo); 

(d) if^x , dominio: (-oo, 0]; 27. f(x) - -Jx - 4,g(jt) = x 2 ;o,f(x) = V^.gCr) = x 2 - 4 

29. f(x) = x 3 , g(x) = * * - ; o, f(x) = ( ■ «W = x - 2 

31. f(x) = x A , g(x) = x 2 + 4x - 5; o, f(x) = (x - 5) 4 , g(x) = x 2 + 4x 33. (a) par; (b) ninguno de los dos tipos 

35. (a) impar; (b) par 37. (a) impar; (b) par 39. (a) impar; (b) par; (c) par 


41. (a) 


si Jt < O 
si O < x 


(c) impar 


43. (a) 



si x < — 2 

si -2 £ x < 2 (c) impar 
si 2 £ x 


45. No 


51. sgn((/(jc)) = U (sgn(r)) = U(x); vea la figura de la respuesta del ejercicio 47(a) de la sección 1.1 
53. (a) impar; (b) par; (c) par 


55. (g°f)(x) = 


x 

J 


si X < O o si 1 < X 

si O < x £ i 

si i < X < 1 
2 


4 

3 

2 


-4 -3 -2 


-I 

-1 

-2 

-3 

-4 


2 3 4 


57. 2jc - 3,-2x + 3 

59. La función definida por f(x) = O 


i 


EJERCICIOS 1.3 (página 25) 

1. (a) w trabajadores, P dólares: P(w) = 67.5 w; (b)$1012.5# 
3. (a) x pie, Ps'. P(x) = ^ ; (b) ls 
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5. (a) * libras, C dólares: 


7. (a) x minutos, y centavos: y(x) = 10 - 


C(x) 


2.2x 

2 . 1 * 

2.05* 


si 0 < * < 50 
si 50 < * < 200 
si 200 < * 



(b) 


175 

150 

125 

100 

75 

50 

25 


(c) $110, 107.10, 109.20, 111.30, 
420,414.10,418.20,422.30 


(c) 400, 700, $1,$1, $1.30, $1.60 


9. (a)/(í) = 


2000 000 
(r 2 + It + 100) 2 


(b) 78 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 


(a) El área de la superficie del globo después de t segundos es 36 ltt 2 cm 2 \ (b)576?rcm 2 = 1810cm 2 
(a) * metros, A metros cuadrados: A(x) = 120* — * 2 ; (b) [0, 120]; (c)60mx60m 
(a) * metros, A metros cuadrados: A(x) = 120* - i* 2 ; (b) [0,240]; (c)120m x 60 m 
(a) * pulgadas., V pulgadas cúbicas: V(*) = 4 * 3 - 46* 2 
(a) * pulgadas., V pulgadas cúbicas: V(x) = 4* 3 - 54 * 2 


120 *; 

180*; 


(b) [ 0 ,4]; 
(b) [ 0 , 6 ]; 


(c) 1.7 pulg, 91 pulg 3 
(c) 2.21 pulg, 177 pulg 3 


21. (a) r pulgadas, C dólares: C(r) 


= k(™ 


4 7Cr 2 \, donde $/(;/pulg 2 es el costo dei material para la tapa y el fondo; 


(b) |r|r > 0 }; (c) 1.68 pulg 

(c) 6 pulg x 9 pulg 

25. (a) x pulgadas, Vpulgadas cúbicas: V(*) = ¿*(100 - *) 2 ; 

g lo 

27. (a) /(*) = 49 0 000 *(5000 - *); (b) 17.6 personas por día; 


48 


+ 30; (b) (0, +oo); 


23. (a) * pulgadas, A pulgadas cuadradas: A(x) = 3* + 

(c) 33 pulg x 17 pulg x 17 pulg 


(b) [ 20 , 100 ]; 

(c) 2500 


EJERCICIOS 1.4 (página 37) 

(Nota: cualquier valor para 8 más pequeño que los indicados también es correcto.) 1.0.1 3.0.23 5.0.005 7.0.01 9.0.005 

11.0.01 13.0.015 15.0.268 17.0.082 19.0.095 21.0.183 23.0.084 25.0.23 27.0.01 29.0.015 31.-1 33. 1 
35. 1 37. dentro de 1 min 39. dentro de 0.01 pie 41. dentro de 2 pulg 43. dentro de 7 s 


EJERCICIOS 1.5 (página 47) 

11. 8 13.7 15.5.0 17. i 19.-1 21. | 23. | 25. (a) 0.3333. 0.2857, 0.2564, 0.2506, 0.2501; 0.2000, 0.2222, 0.2439, 
0.2494, 0.2499; (b) i 27. (a) 0.2500, 0.2000, 0.1549, 0.1441, 0.1430, 0.1429; 0, 0.0769, 0.1304, 0.1416, 0.1427, 0.1428; 
(b) 1 29. (a) 0.1716, 0.1690, 0.1671, 0.1667, 0.1667; 0.1623, 0.1644, 0.1662, 0.1666, 0.1667; (b) i 31.14 33.-6 

7 O 

35. „ 37. 12 39. ^ = i V3Ó 41. i 43. i v2 45. -1 49. 0/0 no está definido; 2 51. 0/0 no está definido; i 

53. lím /(*) = 3;/(2) = 1 

x-i2 

2 / Í 6 si * = -4 

/ 57. (a) /(*) = \ 1 si * = 3 ; 

1 ' / * I V25 - * 2 si * G [-5, -4) U (-4, 3) U (3, 5] 

/ X ^ 

-3 -2 -1 [7l 2 S - " (b) 5,4,6, 3; (c) 3,4,4,3 



55. (a) /(*) 


* + 3 
2 


si * 3 

si * = 3 ’ 


(b).0, 3, 2; (c) 0,3 ,6 
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45. (a)0; (b)-oo (c)+oo; (d) 0; (e)+oo; (f)+oo; (g)+oo; (h) 1; (i) —oo; (j) 0 

47. . y 49. +00 



EJERCICIOS 1.8 (página 74) 

1. -3; /(-3) no existe 3. -3; lím g(x) * g(-3) 5. 4; fc(4) no existe 7. 4; lím/(x) no existe 

*->-3 x—*4 



9. 0; lím/(x) no existe 11. 2; lím g(l) & g(2) 13. 0;/(O) no exite 


*->0 /—>2 



15. (a) removible; (b) 4 17. (a) removible; (b) 6 19. (a) removible; (b) i 21. (a) removible; (b) - ~ -J2 
23. (a) removible; (b) ^ 25. (a) removible; (b) 1 27. (a) esencial 29. todos los números reales 
31. todos los números reales distintos de 3 33. todos los números reales distintos de -2 y 2 

35. todos los números reales distintos de 2 37. todos los números reales distintos de -1 y 3 39. (a) todos los números reales 

41. k = 5 43. c = -3,1 = 4 



45. (a) lím /(x) * lím /(x), esencial; (b) lím/(x) * /(l), removible: defina /(1) = 5; (c) lím /(x) no existe, esencial 
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EJERCICIOS 1.9 (página 83) 

1. (a) ( f°g)(x ) = 49 - x 2 , continua en todos los números de (-3, 3); 

(l>)(/°g)M = V x 2 - 16 , continua en todos los números de (-oo, -4) U (4, + oo) 

3. (a)(f°g)(x) = ■ ' __ , continua en todos los números de (2, -t- oo); 

-Jx — 2 

(b) (/o g)(x) = —— í-, continua en todos los números positivos diferentes de 4 


5. ( f°g)(x) = 


-, continua en todos los números de (-2, -1) U (1,2) 


7. todos los números reales distintos de -5; continua en (3, 7 ), (-5, + oo), [-10, -5); discontinua en [-6, 4], (-oo, 0), [-5, + oo) 
9. todos los números reales distintos de 1 y -1; continua en (0, 1), (-1, 1), (-1,0], (1, + oo); discontinua en [0. 1], (-oo, -1] 

11. (-oo, -3] U [3, + oo); continua en (-oo, -3), (3, + oo), (-oo, -3], [3, + oo); discontinua en (-3, 3) 

13. todos los números reales distintos de l; continua en (-oo, l),(l, + oo); discontinua en (-oo, 1 ], [— 1, l],(-l,+oo) 

15. [-2, 2]; continua en (-2, 2), [-2, 2], (-2,2], [-2, 2); discontinua en (-oo, -2] y (2, + oo) 

17. (a) [-3, 3]; (b) (-oo. -4] U [4, + oo) 19. (a) (2, + oo); (b) [0, 4) U (4, + oo) 21. [-2,-1) U (1, 2] 

23. (-oo, -2) U [-2, 2] U (2, + oo) 

25. 27. 35. c — i(l + V5) 




43. -2.67,0.52,2.15 45. -1,1.17 49. [0,c) 55. no 
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EJERCICIOS 1.10 (página 92) 

1. 4 3 . | 5. | 7. i 9. 0 11. 0 13. 12 15. i 17. 0 19. 3 21. 400 - 23. 0 

25. -1 29. 0 31. -4 33. 1 35. 0 45. no existe 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 1 (página 95) 

1. (a) 3; (b) 0; (c) -5; (d)-x 2 + 2x + 3; (e)4 - x 4 ; <f)-2x - h 

3. (a) -Jx + 2 + x 2 - 4, dominio: [-2, + oo); (b) -Jx + 2 - x 2 + 4, dominio: [-2, + oo); 

(c) ~Jx + 2 (x 2 - 4), dominio: [-2, + oo); (d) + ^ , dominio: (-2, 2) U (2, + oo); 

x 2 - 4 

(e) x l _1 , dominio: (-2. 4 oo); (f) V* 2 - 2 , dominio: (-oo, - -J2) U [ -V2, + oo); (g) x - 2, dominio: (-2, + oo); 

-4x 4 2 

5. (a) -j + -/x, dominio: (0, 4 oo); (b) -y - Vx,dominio: (O, + oo); (c) —L=, dominio: (O, + oo); (d) } _ , 

dominio: (O, + oo); (e) \[x* , dominio: (O, + oo); (f) i, dominio: (O, + oo); (g) —, dominio: 

X \x\ 

7. x * O (a) impar; (b) par; (c) ninguno de los dos tipos; (d) impar 

9. (a) dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) dominio: (-oo, + oo), contradominio: [-4, +oo); 

(c) dominio: (-oo, -4] U [4, +oo), contradominio: [O, +oo); (d) dominio: [-4,4], contradominio: [0,4]; 

(e) dominio: (-oo, +oo), contradominio: [O, + oo); (f) dominio: (-oo, + oo), contradominio: (-oo, 5] 

11. (a) dominio: (x|x * -4); (b) dominio: (-oo, + oo); 13. (a) dominio: (-oo,+oo); (b) dominio: (-oo,+oo); 

contradominio: [y | y * -8} contradominio: (>’|>’ * -8) contradominio: [3, + oo) contradominio: [-1, + oo) 



(Nota para los ejercicios 15-25: cualquier valor de S menor que los indicados también es correcto). 

15. (a) 0.025; (c) 0.025 17. (a) 0.1; (c) 0.1 19. (a) 0.074; (b) 0.06 21. 23. 5 f 25. je 

27. 9 29.-6 31.5/2 33.-2 35. -| 37.2 39. ¿ 41. -00 

o ¿ 3 1U 

43. (a) 8 ; (b) 8 ; (c) 8 ; 45. (a) -1; (b) 1; (c) no existe 47. (a) - 8 ; (b) 0; (c) no existe 



49. (a) +00; (b) -00 51. (a) 400; (b) -00 53. (a) 400; (b) -00 55. | 57 . | 59 . o 61. 2 
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93. 2 - Vi 3 = -1.6056 




f 140 

- 

\ 120 

- 

\ 100 

- 

\ 80 

t 

\ 60 

- 

\ 40 

- 

\20 

- 

i i i i i i i i i x 

A- 

■10-8-6 -4 -2 

2 4 6 8 10 


95. -1 + V7 = 1.6458 


1 

4 

3¡ 

2 

1 

>y 

i x 

-4 -3 -2 -1_ | 

1 2/3 4 ' 

-2 

-3 


-5 

. 

-6 

- 

-7 

- 


97. (a) 0; 

(b) -oo; 

(c) 3; 

(d) -oo; 

(e) +oo; 

(f) 1; 

(g) 4; 

(h) -3, removible,/(-3) = 0; 
-2, esencial; 0, removible, 
/(O) = 3; 2, esencial; 

3, esencial 



103. (a) corte cuadrados de * pulgadas del lado, V = (14 

200 
x 

-10 = 0 si x < -1 

-1 • 1 = -1 si -1 < . 

0 1=0 si x = 0 

11 = 1 si x > 0 


105. (a) x pulgadas de ancho, A = 82 + 8* + 


107. F(x) = 


2r)(18 - 2x)x; (b) [0,7]; (c) 2.60 pulg, 293 pulg 3 
(b) (0, + oo); (d) 9 m de ancho por 18 m de largo 


F es discontinua en -1 y 0 porque los 
límites por la izquierda y por la derecha 
son distintos en esos puntos 



EJERCICIOS 2.1 (página 107) 
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EJERCICIOS 2.3 (página 122) 

1. todos son 5 3. (a) -0.250019, -0.250016, -0.250012, -0.250009, -0.250006, -0.250005, -0.250004, -0.250002, 

-0.250001,-0.250000; los mismos 10 números; - i 9. (a) 2; (b) y = 2* - 3 11. (a) 4; (b) y = 4x - 13 

13. (a) -1 = -1.6667; (b) y = -|jr - ^ = -1.6667* - 5.3333 15. (a) 0.4; (b) y = 0.4* - 0.4 

17. (a) 1.3818; (b) y = 1.3818* - 0.5403 19. (a) -0.8317; (b) y = -0.8317* + 1.2591 

23. (b) y (d) * > 0; (c) y (e) * < 0 25. (b) y (d) * < 0; (c) y (e) * > 0 27. (a) 100 29. (b) 0 

EJERCICIOS 2.4 (página 131) 

1. 7 3. -2 - 2* 5. 3JC 2 - 6* + 5 1.x 1 - 4* 3 9. r 3 - t 11. 4itr 2 

13. 2* + 3 - -y 15. 16* 3 + -y 17. -4 'f - ™ '■ 19. 3 V3* 2 - 2 V3s 21.70* 6 + 60* 4 - 15* 2 - 6 

23. -18y 2 (7 - 3y 3 ) 25. 10* 4 - 24^ + 12* 2 + 2* - 3 27. - ■ 1 , 29. 31. jíilir.) 

(*-l) 2 (*-l) 3 (l + 2r 2 ) 2 

33. , 35. 6( * + 1Q * + 11 37. /'(*) = 30* 4 + 12* 3 - ó* 2 + 10* - 8;/"(*) = 120* 3 + 3Ó* 2 - 

(y 3 + 8) 2 (* + 5) 2 

12* + 10; /'"(*) = 360* 2 + 72* - 12;/ <4) (*) = 720* + 72;/ <s) (*) = 720; /<">(*) = 0 si n > 6 39. -10í“ 6 

41. 2 + 6*~ 4 43. y = 12* - 20 45. y = -~x - y 47. y = 2* - 3 49. * + 8y + 2 = 0;* + 8y - 2 = 0 

51. 28* - y = 99; 4* - y = 3 55. 2(3* + 2X6* 2 + 2* - 3) 57. 3(2* 2 + * + 1) 2 (4* +• 1) 

EJERCICIOS 2.5 (página 142) 

1. v(t) = 6 1 ; 18 3. v(í) = 5. v(í) = 6^- 2í; 8 7. v(í) = -5__ : I 

4 t l (4 + t) 2 2 

9. t < -3, se mueve hacia la derecha; -3 < i < 1, se mueve hacia la izquierda; t > 1, se mueve hacia la derecha; cambia de 
dirección cuando t = -3 y t = 1 

11 . t < -2, se mueve hacia la derecha; -2 < t < j, se mueve hacia la izquierda; t > y se mueve hacia la derecha; cambia de 
dirección cuando t = -2 y t = | 

13. t < -3, se mueve hacia la izquierda; -3 < I < 3, se mueve hacia la derecha; í > 3, se mueve hacia la izquierda; cambia de 
dirección cuando t = -3 y t = 3 

17. (a) * = -16í 2 + 256; (b) -32pie/s,-64 pie/s; (c) 4 s; (d) —128 pie/s 
19. (a) s = —16r 2 - 48í + 160; (b) -80 pie/s,-96 pie/s; (c) 2 s; (d) -112 pie/s 

21. (a) s - -16f 2 + 560í; (b) y (c) 17.5 s, 4900 pie; (d) 240 pie/s,-240 pie/s; (e) 240 pie/s, 240 pie/s; (f) 560 pie/s 
23. 25. |s, ^pie;-ipie/s 

27. v = 3í 2 - 18f + 15; a = 6f - 18; cuando 0 < t < 1,1a partícula está a la dere¬ 
cha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es decreciente, y la rapidez es 
decreciente; cuando 1 < t < j(9 - v2l), la partícula está a la derecha del origen, 
se mueve hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; 
cuando ¿(9 - v2T) < t < 3, la partícula está a la izquierda del origen, se mueve 
hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; cuando 
3 < í < 5, la partícula está a la izquierda del origen, se mueve hacia la izquierda, la 
velocidad es creciente, y la rapidez es decreciente; cuando 5 < t < i(9 + v'2T), 
la partícula está a la izquierda del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es 
creciente, y la rapidez es creciente; cuando ^(9 + v 2l) < /, la partícula está a la 
derecha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es creciente, y la rapidez es creciente 
31. (a) 44 pie; (b) -22 pie/s; (c) 22 pie/s; 33. (a) 8.25 m/s; (b) 12.96 m/s; 35. 160cm/s; 

EJERCICIOS 2.6 (página 150) 

1. (a) 8.6; (b) 8.3; (c) 8.1; (d) 8.05; (e) 8 3. (a) 65 000 000*; (b) 32 000 000* 5. (a) 2ttr; (b) 2n 7. ^7t* 2 

9. (a) 1.2 - 0.24í; (b) 101.12°, 0.48°/día; (c) 100.52°,-0.72°/día; (d) 101.6° en 5 días 11. (a) 97ipm 3 /pm; (b) I67rpm 3 /pm 
13. (a) 127rpm 2 /pm; (b) I6 tt pm 2 /pm 15. (a) -2.9°/hr; (b) -3°/hr 17. (a) 18 750 litros/min; (b) 17 500 litros/min 

19. (a) C'(*) = 3 + 2*; (b) $83; (c) $84 21. (a) R’(x) = 600 - y* 2 ; (b) $540; (c) $536.95 

23. (a) $3.6 millones por año; (b) 23.1%; (c) $6.8 millones por año; (d) 18.7% 

25. (a) 920 personas por año; (b)6.1%; (c) 1400 personas por año; (d) 6.4% 

27. (a) es ventajoso; (b) no es ventajoso; (c) 90; 29. y'(—1) = 5,y'(j) = 

31. (a)3.2m/min; (b) 16 m/min; (c) 16m/min 
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EJERCICIOS 2.7 (página 160) 

3. 3 eos x 5. sec 2 x - ese 2 x 7. 2(cos t - t sen í) 9. x eos x 11. 4 eos 2x 13. -x 2 sen x 
15. 3 sec x (2 tan 2 x +1) 17. -sen y cot y - eos y ese 2 y 

19 _ 2 (¿ + l)sen z + 2 eos z ^ 1 23 1 - 4 sec t + sen 2 1 25 2 eos y 

(z + l) 2 eos x - 1 eos /(eos 1 - 4) 2 (1 - sen y) 2 

27. (1 ■- eos x)(x + eos x) + (1 - sen x)(x - sen x) 29. - ^ CSC 1 COt í 31. 1 33. 35. n 2 37. 2 

(CSC/ + 2) 2 K 

39. t/ 2 41. —y 

43. (a) 0.0226, 0.2674, 0.4559, 0.4956, 0.4995; 0.8188, 0.6915, 0.5424, 0.5043,0.5006; (b) ¿ 

45. (a) 2.2305, 2.0203,2.0020, 2.0002, 2.0000; 1.8237, 1.9803, 1.9980, 1.9998, 2.0000; (b) 2 

47. (a) -0.4771,-0.4886,-0.4977,-0.4989,-0.4998;-0.5224,-0.5113,-0.5023,-0.5011,-0.5002; (b)-i 

49. (a) 0.4929, 0.5736, 0.6468, 0.6567,0.6647; 0.9116, 0.7770, 0.6872, 0.6768, 0.6687; (b) § 

51. (a) x - y = 0; (b) x - 2y + -/3 - j/r = 0; (c) x + y - n = 0 
53. (a) x - y = 0; (b) 4x - 2y + 2 - = 0; (c) 4x - 2y - 2 + 7T = 0 

55. (a) 4 eos /; (b) v(0) = 4, v( jn) = 2, t>( i/r) = 0, v( |») = -2, v(;r) = -4 

57. (a) 3 sen/; (b) v(0) = 0,v(¿n) = |, v( \n) = \jl,v(\n) = 3, v( |;r) = |V3,v(|^) = |, v(7r) = 0 
59. (a) 2 V2 W; (b) 2W 


EJERCICIOS 2.8 (página 170) 


1. 6(2x + l) 2 3. 8(x + 2XX 2 + 4x - 5) 3 5. 2(2/ 4 - 7/ 3 + 2/ - l)(8z 3 - 21/ 2 + 2) 

4x n n, -->_ , i-i 1 „ r 2 .... .n ...2 , 


7. ————- 9. -12(sen 3x + cos4x) 11. 2sec2xtan J 2x 13. 2 sec 2 x tan x(2 tan 2 x + 1) 

(x 2 + 4) 3 

15. 4 cot / ese 2 / 17. = 19. 6/ seníóf 2 - 2) 21. 6(tan 2 x - x 2 ) 2 (tan x sec 2 x - x) 

(x + 2) 3 

3-' — - -|;r 2 sen j nt ; (c) A = 6,p = 8,/ = i 


23. -12cos3xsen(sen3x) 25. y = 24x - 39 27. (a) v 

29. (a) v = -&nsenn(21 - {), a = -lóceos x(2t - {); (c) A = 4 ,p = 1,/ = 1 


31. (a) -bksen{kt + c); (b) -bk 2 costo + c) 33. (a) v = 5/reos Kt - 3//sen m. a = -5/r 2 sen nt - 3/r 2 eos ni 
35. (a) v = -20 sen 4/, a = -80 eos 4/ 39. (a) (b) 4 41. -0.6rad/s 

43. (a) 6000cos ~n ~ 5 824 volts/s; (b) 6 000/r = 18850volts/s 45. decrece 16.6 juguetes por mes 


47. (a) 3x 4 ; (b) óx 5 53. (b) f'(x) 


j 2xsen(l/x) - cos(l/x) si x * 0 
1 0 si x = 0 


EJERCICIOS 2.9 (página 180) 

4x - -2 


1. x-'/ 2 (2 - 


) 3. 


13. 


eos / 


23. 


Vsen /(I 

4x 

33. y = i 
39. (a) /|(x) 


■ sen /) 


25. 


Vy 


3/2 

xy 2 


VI + 4x 

15. 


5. 


(5 - Ixf' 2 

-1 


27. 


4aJ9 + V9^TÍVr 

sen(x - y) 


sen(x - y) - 1 


29. 


(25 - y 2 ) 3/2 


1 Vi 




11. -2^csc 2 V3i 

2 Vi 


17. 


19. 


8y - 3x 2 
3y 2 


8x 


21. 


tan sec 7 x 


cot y ese 2 y 


31. 


y sen ^ - sen y 
x eos y + eos x 


, 9 

■X + T 


35. y = -|x+f 37. (1,0),(j, f) 


2 Vx - 2, dominio: x > 2;/ 2 (x) = -2 Vx - 2, dominio; x > 2; 
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(d) /('(*) = (x - 2) ^ 2 ,dominio :x > 2;/ 2 '(x) = -( x - 2) '^ 2 ,dominio :x > 2; (e) (f) x - y - 1 * 0 ,x + y - = 0 

41. (a) /,(x) = yx 2 - 9, dominio: |x| > 3; / 2 (x) = -Vx 2 - 9, dominio: |x| > 3; 




(d)/,’(x) = x(x 2 - 9) h ' 2 , dominio: | jc| > 3; f 2 '(x) = -x(x 2 - 9) -1 ^ 2 , dominio: |x| > 3; (e) —; 

(f) 5x + 4v + 9 = 0; 5x - 4y + 9 = 0 

47. (a) 0; (b) || (c) para ningún valor de t 49. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 51. 100 53. 2.7 km/min 

2x(x^ — 4) 

57. -1 59 ‘ /'« = 3x | x |; /"(x) = 6 | x | 

\x ¿ - 4| 

61. (a) -0.1957A pie/s; (b) 0.14454/i pie/s; (c) 0.1035/i pie/s; (d) 0.0430/t pie/s 
63. ~j3x - y + = 0; ~j3x + y + |->/3 = 0 


EJERCICIOS 2.10 (página 187) 

1. -3 3.-2 5. -f3 7. -1 9. * pie/s 11. ~pie/min 13. —m/min 15. y pie/s 

17. 0.001 n cm 3 /día 19. 0.004 tt cm 2 /día 21. -f-m/min 23. 1800 lb/pie 2 por min 25. 1287rcm 2 /s 27. 14 pie/s 

25 7T 

29. $ 1020 por semana 31. 875 unidades por mes 33. decrece a la tasa de 55 playeras por semana 
37. 22 m 3 /min 39. j“(3V97 + 97) pie/s * 0.65 pie/s 41. pie/s 43. ^rad/s 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 2 (página 192) 


1. 15* 2 - I4x + 2 


3. --4- 


5. Af l/2 + jx 


1 ,-3/2 


7. 60t 4 - 39 r 2 - 6r - 4 9. 


-6x 2 


11. 4(2r 3 - 3s + 7) 3 (6 s 2 - 3) 13. x(4a^ - 13XX 2 - l^V - 4)“ l/2 

2 sec 2 4r 


(x J - l) 2 


15. (x + l)senx + x eos x 17. 


19. -3 sen 3vt>cos(cos 3w) - eos wcos 3w + 3 sen vv sen 3 w 


8x(l - x 2 ) 
' (x 2 + l) 3 


23. 


(1 + x) sec 2 x 


(1 + x) 2 


25- 


8x 


3y 2 - 8y 


27. 


y - sec x 


29. (a) f(x) 


(b) -4: 
(e) -2; 
(g) -2; 


x 2 - 4 
, 4 - x 2 
4 - 2x 
12 - ix 2 

(c) 4; (d) 0; 
(f) -2; 

(h) -2, 0 


si x < -2 
si -2 < x < 0 
si 0 < x < 2 
si x > 2 


33. y = 9x - 17 35. x - 2y + 9 = 0; 27x - 54y - 7 = 0 

37. 5x - 4y - 6 = 0; 4x + 5y - 13 = 0 39. (-1, 0) 

41. -3(3 - 2r)' 5/2 43. x < -3 o x > -1 
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45. se mueve hacia la derecha: t < -2 y t > 1; se mueve hacia la izquierda: -2 < i < 1; invierte la dirección: t = -2, 1 


47. 




s 

V 

0 < t < 

i 

+ 

- 

t = 1 


0 

0 

1 < t < 

2 

+ 

+ 

t = 2 


+ 

+ 

2 < r < 

3 

+ 

+ 

t = 3 


+ 

0 

V 

V 

4 

+ 

- 

t = 4 


0 

- 

4 < t 


_ 



Conclusión 


La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es creciente. La rapidez es decreciente. 

La partícula está en el origen, y está cambiando su dirección de movimiento de 
izquierda a derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
es creciente. La rapidez es creciente. 

La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
no varía; de modo que la rapidez no varía. 

La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es decreciente. 

La partícula está a la derecha del origen, y está cambiando su dirección de movimiento 
de derecha a izquierda. La velocidad es decreciente. La velocidad es creciente. 

La partícula está a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es creciente. 

La partícula está en el origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es creciente. 

La partícula está a la izquierda del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es creciente. 

49. t = T' T a I 3 -, s = f 5/3 + l;v = 3 5/3 51. (a) s = 200 - 16r': (b) -32 pie/s,-96 pie/s; (c) 3.54s;(d) 1 13 pie/s 

53. (a) s = -lór 2 + 96 1 + 1 12; (b) y (c) 3 s, 256 pie; (d) y (e) 7 s; (f) 32 pie/s, -32 pie/s; (g) ambos 32 pie/s; 

(h) -128 pie/s 

55. (a) v = -2 sen 2f + 4 eos 2r, a = -4 eos 2r - 8 sen 2 1 


57. (a )f(x) 



si 0 < r S 800 

; (c) no 

si 800 < x < 1 800 


59. (a) 8.005; (b) 8 61. (a) 3312.2; (b) 3212.5 


63. -i 65. -p=i= 67.1 69. 2(|^ + 1 | - |z|)í-Ü-L --¿-'I 

3 V4^3 2 lU + l| \x\) 

71. (a) v = gíreos gin, a = -^¡ir 2 sen girf;(c) A = 5, p = 12, /= 

73. (a) v = -6sen(3r + gir) + 12cos(3f - gir), a = -18 cos(3t + jir) - 36sen(3f - g jt ) 
77. (a) C’(x) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81 79. 648 peces por semana 81. 12.4 nudos 

83. -——pulg/s = 0.26 pulg/s 85. 9.6 pie/s 
625ir 



EJERCICIOS 3.1 (página 206) 

1. i,-5 3. 0,2 5. -1 + VÍÓ ,-1 - Vio 7. 2 ,- 1 , 5 9. (a) -5, - i, -T 11. (a) - 2 , 2 , 0 

13. (a) 2 + ,2 v2,2-2V2 15. |(2/c+ 1 )7T, donde k es cualquier número entero 17. \ kn. donde k es cualquier número entero 
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31. mín. abs.: #(0) = 2 




35. mín. abs.:/(2) = 0 37. mín. abs.: #(0) = 1 




39. (a) mín. abs.:/(-2) = 0; máx. abs.:/(-4) = 144 
41. mín. abs.:/(-yír) = -2; máx. abs.:/( jít) = 2 
45. mín. abs.:/(-I) = 0; máx. abs.:/(I) = 

49. mín. abs.: g(0) = 2; máx. abs.: g( ijr) = 2 V2 
53. mín. abs.:/(O) = 0; máx. abs.:/(-3) = 3 


t y 



-2 

-3 

-4 


(b) mín. abs.:/(-2) =/(2) = 0; máx. abs.:/(-3) = 25 
43. mín. abs.: g(-l) = -1; máx. abs.: g(2) = | 

47. mín. abs.:/(-3) = -46; máx. abs.:/(-I) = -10 
51. mín. abs.:/(O) = 3; máx. abs.:/(2) = 5 
55. mín. abs.: F(-3) = -13; máx. abs.: F(3) = 7 59. no 



EJERCICIOS 3.2 (página 213) 

1. (a) 1; (b) ~ 15. 225 17. 30 19. 6,6 21. P está a 20/ V 39 = 3.2 km de B 23. radio: 3 V2 pulg., altura: 6 v : 2 pulg. 

25. (a) t/ 50 - 6-V41 unidades = (V4l - 3) unidades = 3.4 unidades; (b) -J50 + 6-J41 unidades = (Vil + 3) unidades = 
9.4 unidades 
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27. ík 


29. el ancho es 48 V3 cm; el grosor es 48 -J6cm 


31. (a) El radio de la circunferencias es 


x + 4 


pie y la longitud del lado del cuadrado es 


10 

x + 4 


pie; 


(b) El radio de la circunferencia es — pie y no hay cuadrado 

n 

33. ~x 35. 7 produce A ; 8 produce B 


EJERCICIOS 3.3 (página 22 1 ) 

1. 2 3. jx 5. (b) (i), (ii), (iii) se satisfacen (c) (-, -1 3/6) 

7. (b) (i) no se satisface 9. (b) (ii) no se satisface 11. ~ 

13. 15. 0 17. 4 19. eos c = c = 0.8807 21. (i) no se satisface 23. (ii) no se satisface 


EJERCICIOS 3.4 (página 229) 


1. extremos:/(2) = -5, mín. reí.; 
creciente: [2, + oo); 
decreciente: (- oo, 2] 



3. extremos:/(--|) = máx. reí.; 
/(I) = -1, mín. reí.; creciente: 



5. extremos;/(O) = 0, mín. reí.; 

/(1)= i, máx. rel.;/(2) = 0, 
mín. reí.; creciente: [0, 1], [2, + oo); 
decreciente: (- oo, 0], [1, 2] 



7. extremos:/(-7r) = -4, mín. reí.; 9. 
flx) = 4, máx. reí.; creciente: \-x, x\\ 
decreciente; [-2x, -x], [x, 2x] 


extremos: no tiene extremos 
relativos; creciente: (0, + oo); 
decreciente: en ninguna parte 




13. extremos:/(-l) = 2, máx. reí.; 15. 
/(1) = -2, mín. reí.; creciente: 

(-00,-1], [1, + oo); decreciente: [-1, 1] 



extremos: /(^) = -^, mín. reí.; 
creciente: [ L + oo); 

o 1 

decreciente: (-oo, 4] 



11 . extremos:/(i) = ||||, máx. reí.; 

/(1) = 0, mín. reí.; creciente: (-oo, |], 
[ 1, + oo); decreciente: [ 1 ] 



17. extremos; no tiene extremos relativos; 
creciente: [0, + oo); decreciente en 



19. extremos: /(O) = 2, máx. rel.;/(3) = -25, mín. reí.; creciente: (-oo, 0], [3, + oo); decreciente: [0, 3] 
21 . extremos:/(-2) = -i, máx. rel.;/(-l) = -1|, mín. rel.;/(l) = ||, máx. rel;/(2) = |i,mín.rel.; 

creciente: (-oo, -2], [-1, 1], [2, + oo); decreciente: [-2, -1], [1, 2] 

23. extremos:/( 5/2) = | Z[2, mín. reí.; creciente: (-oo, 0); [ t/ 2, + oo); decreciente: (0, \Í2 ] 

25. extremos: /(2) = 4, máx. reí.; creciente: (-oo, 2]; decreciente: [2, 3] 

27. extremos:/(4) = 2, máx. reí.; creciente: (-oo, 4]; decreciente: [4,+oo) 
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29. extremos:/(- i;r) = f(jX) = - i, máx. rel.;/(0) = i, mín. reí.; (los extremos del intervalo no pueden ser extremos relativos); 

creciente: [- j x , - ¿n), (- \x, - jX), [0 , | jt), ( jx, j x\\ decreciente: [- jx, -jx), (- jx, 0], [ jx, | x), (| je, j n\ 

31. extremos:/(4) = j l[4, máx. reí.; creciente: (-4,4]; decreciente: (-oo, -4), [4, +oo) 

33. extremos:/(-2) = 5, máx. reí.; 35. extremos:/(-l) = 2, máx. reí.; 37. extremos:/(—9) = -8, mín. reí.; 

/(O) = 1, mín. reí.; /(O) = 1, mín. rel.;/(2) = 5, /(-7) = -4, máx. rel.;/(-4) = -5, mín. reí; 

. creciente: (-oo,-2], [0,+oo); máx. reí.; creciente: (-oo,-1], [0,2]; /(O) = -3, máx. rel.;/(2) = -7, mín. reí.; 

decreciente: [-2, 0] decreciente: [-1, 0], [2, + oo) creciente: [-9, -7], [-4; 0], [2, +oo); 

decreciente: [- oo, -9], [-7, -4], [0, 2] 



39. números críticos: -3, 1, 3; creciente: (-oo, -3], [1, 3]; decreciente: [-3, 1], [3, +oo); extremos: máx. reí.: -3, 3; mín. reí.: 1 

41. números críticos: 0, 2; creciente: (-oo, 0], [2, +oo); decreciente: [0, 2]; extremos: máx. reí.: 0; mín. reí.: 2 

43. números críticos: 1, -2,0, 2; creciente: [-2,0], [1, +oo); decreciente: (-oo, -2], [0, 1); extremos: máx. reí.: 0; mín. reí.: -2, 1 



47. a = -3, b = 7 49. a = -2, b = 9, c = -12, d = 7 57. no 


EJERCICIOS 3.5 (página 240) 

1. punto de inflexión: (-1, y); cóncava hacia abajo para x < - i; cóncava hacia arriba para x > -i 
3. puntos de inflexión: (0, 0), (4, -256); cóncava hacia arriba para x < Oyx > 4; cóncava hacia abajo para 0 < x < 4 
5. puntos de inflexión: (-1, I), (1, i); cóncava hacia arriba para x < -lyx > 1; cóncava hacia abajo para-1 < n < 1 

7. puntos de inflexión: (- jtr, 0), (0, 0), ( ^x, 0); cóncava hacia arriba para - j;r < x < 0, y \x < x < ¿x-, cóncava hacia 

abajo para -jX < x < -|rr y 0 < x < |ír 
9. punto de inflexión: (0, 0); cóncava hacia abajo para x < 0; cóncava hacia arriba para x > 0 

11 . punto de inflexión: (1, 0); cóncava hacia abajo para x < 1; cóncava hacia arriba para x > 1 

13. punto de inflexión: (-2, 0); cóncava hacia arriba para x < -2; cóncava hacia abajo para x > -2 
15. punto de inflexión: (0, 0); cóncava hacia abajo para -x < x < 0; cóncava hacia arriba para 0 < x < x 


17. no tiene puntos de inflexión; 
cóncava hacia arriba para x < 2; 
cóncava hacia abajo para x > 2 



1 2 V 4 5 
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51. a = -1, b = 3 53. a = 2, b = - 6 , c = 0, d = 3 55. / tiene un mín. reí. en x = ¿ y un máx. reí. en x = - i %/3 
57. / es continua; /' y /" no necesariamente son continuos 59. a los 10:40 a.m. 


EJERCICIOS 3.6 (página 245) 


1 . puntos de inflexión:- 1 , 2 ; 
cóncava hacia arriba: (- 1 , 2 ); 
cóncava hacia abajo: x < -l,x > 



no tiene puntos de inflexión; 
cóncava hacia arriba: x < 0 , x > 0 



5. puntos de inflexión:-1, 2; 

cóncava hacia arriba: x < -l,x > 2 ; 
cóncava hacia abajo: (- 1 , 1 ), ( 1 , 2 ) 




7. creciente: (-°o, +oo); no tiene 
extremos 

cóncava hacia arriba: x > 0 ; 
cóncava hacia abajo: x < 0 



13. creciente: x s -2, x a 0; 

decreciente: [- 2 , 0 ]; extremos: x = - 2 , 
máx. reí.; x = 0 , mín. reí.; 
cóncava hacia arriba: x < - 2 , (- 2 , 2 ); 
cóncava hacia abajo: x > 2 ; 
punto de inflexión.: x = 2 



9. creciente: [-1, 1]; 

decreciente: x < - 1 , x > 1 ; 
extremos: x = -l, mín. reí.; 
x = 1 , máx. reí.; 
cóncava hacia arriba: x < 0 ; 
cóncava hacia abajo: x > 0 ; 
no tiene puntos de inflexión 


11 . creciente: x < 2 ; 
decreciente: x S: 2 ; 
extremos: x = 2 , máx. reí.; 
cóncava hacia arriba: x < 0 ; 
cóncava hacia abajo: x > 0 ; 
punto de inflexión: x = 0 




15. creciente: x S -2, 
decreciente: x 2 0 ; 
extremos: x = 0 , máx. reí.; 
cóncava hacia arriba: (- 2 , 0 ), ( 0 , 2 ); 
cóncava hacia abajo: x < - 2 , x < 2 ; 
punto de inflexión.: x = - 2 , x = 2 


17. creciente: [-1, 0], x > 1; 
decrecientes < - 1 , [ 0 , 1 ]; 
extremos: x = - 1 , mín. reí.; 
x = 0 , máx. reí.; x = 1 , mín. reí.; 
cóncava hacia arriba: x < -l,x > 
cóncava hacia abajo: (- 1 , 1 ); 
no tiene puntos de inflexión 
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19. creciente: x < -1.x > 2; decreciente: [-1, 2]; 21. creciente: [-2, 3]; decreciente: x < -2, x > 3; 

extremos: x = -1, máx. reí; x = 2, mín. reí; extremos: x = -2, mín. reí.; x = 3, máx. reí.; 

cóncava hacia arriba: x > 0; cóncava hacia abajo: x < 0; cóncava hacia arriba: x < -1, (0, 1); 

punto de inflexión.: x = 0 cóncava hacia abajo: (-1, 0), x >1; ' 

puntos de inflexión.: x = — 1 . jr = 1 



23. creciente: [1, 3]; decreciente: x < l,x > 3; 
extremos: x = 1, mín. reí.; x = 3, máx, reí.; 
cóncava hacia arriba: (0, 2), x > 3; 
cóncava hacia abajo: x < 0, (2, 3); 
puntos de inflexión.: x = 0 , x = 2 



25. creciente: x < -3, x > 2; decreciente: [-3, 2]; 
extremos: x = -3, máx. reí; x = 2, mín. reí.; 
cóncava hacia arriba: x < -3, (-3,-1), x > 1; 
cóncava hacia abajo: (- 1 , 1 ); punto de inflexión.: x = 1 




EJERCICIOS 3.7 (página 258) 

1. 4, 1,0.25,0.1111.0.0625,0.0400, 0.0004, 0.000004; 4, 1, 0.25, 0.1111,0.0625,0.0400, 0.0004, 0.000004; (a)-(e) 0 
3. 1, 0, 1250, 0.0156,0.0046, 0.0020, 0.0010, 10“ 6 , 10" 9 ; -1, -0.1250, -0.0156, -0.0046, -0.0020, -0.0010, -ÍO^ 6 , -10~ 9 ; (a)-(e) 0 
5. 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, -2.999997; 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, 
-2.999997; (a)-(e) -3 

7. 3, 2.273, 2.158,2.015, 2.0015,2.00015,2.000015; 1.4, 1.769, 1.857, 1.985, 1.9985, 1.99985, 1.999985; (a)-(e) 2 
9. 0.75, 0.1944, 0.1100, 0.0101, 0.001001, 0.0001, 0.00001; -0.25, -0.1389, -0.0900, -0.0099, -0.0010, -0.0001, -0.00001; 
(a)-(e) 0 

11. § 13. -§ 15. \ 17.0 19. +00 21. | 23. +00 25.-oo 27.1 29.-1 31.0 33. -oo 
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I 




x + 2 


EJERCICIOS 3.8 (página 266) 


1. /(O) = 1, mín. reí.; (i, 2), 

( 1 , 2 ), puntos de inflexión.; 
decreciente: (- oo, 0 ]; 
creciente: [ 0 , + oo); cóncava hacia 
arriba: x < x > 1 ; 
cóncava hacia abajo: ( i, 1 ) 



3. /(-1) = mín. reí.; /(O) = 1, máx. reí.; 

/(2) = - 1 . mín. reí.; puntos de inflexión.: x = 
■j(l ± \1 ); decreciente: (-oo, - 1 ], [ 0 , 2 ]; 
creciente: [- 1 , 0 ], [ 2 , + oo); cóncava hacia arriba: 
x < 5 U - V7),x > }(1 + V7); cóncava hacia 
abajo: |(] - -Jl) < x < i(l + A Í7) 



5. fiO) = 2, mín. reí.; 

no tiene puntos de inflexión.: 
decreciente: (-oo, 0 ]; 
creciente: [ 0 , + oo); 
cóncava hacia arriba en 
todas partes 
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7. /(O) = 0, mín. reí.; no tiene puntos 
de inflexión; decreciente: (-oo, 0 ]; 
creciente: [ 0 , + oo); cóncava hacia 
arriba en todas partes 



13. /(f) = f^,máx.rel.;/( 2 ) = 0 , 
mín. reí.; puntos de inflexión: (- 1 , 0 ), 
x = j ^(8 + 3a/ 6); creciente: (-oo, ¿ 
[ 2 , + 00 ); decreciente: [ 2 ]; 

cóncava hacia abajo: x < - 1 , 

(-pj (8 - 3 a/ 6), ;k(8 + 3V6)); 

cóncava hacia arriba 

(-1, ^(8-3a/6)),x> ^(8 + 3^) 



19. /(O) = -1, máx. reí.; no tiene puntos 
de inflexión; creciente: (-oo, - 1 ) y 
(- 1 , 0 ]; decreciente: [ 0 , 1 ) y ( 1 , + oo); 
cóncava hacia arriba: x < -l,x > 1 ; 
cóncava hacia abajo :-1 < x < 1 ; 
y = l,x = - 1 , y x = 1 son asíntotas 


& 



¡-5 


9. no tiene extremos relativos; (0, 0) 
punto de inflexión; creciente: 

(-oo, +oo); cóncava hacia abajo: 
(-oo, 0 ): cóncava hacia arriba: ( 0 , + oo; 



15. ( ¿tr, 0), mín. reí.; no tiene 
puntos de inflexión; creciente: 

[ 0 , ¿ 7 t), [ ¿ 7 r, 7 t]; cóncava hacia 
abajo: 0 < x < ¿rr, ¿ 7 T < x < n 



21. /(-I) = - 1 , mín. rel.;/(l) = 1 , 
máx. reí.; (-V3, - i a/3), (0,0), 
(a/3, ¿a/ 3), puntos de inflexión; 
decreciente: (- oo, -1], [1, + oo); 
creciente: [-1, 1]; cóncava hacia 
abajo: x < -~J3,0 < x < V3; 
cóncava hacia arriba: - a/3 < x < 0, 
x > a/3 ; y = 0 es una asíntota 



11 . no tiene extremos relativos; ( 2 , 0 ) punto, 
de inflexión; decreciente: (-oo, +oo); 
cóncava hacia arriba; x < 2 ; 
cóncava hacia abajo: x > 2 



17. /(O) = 0, máx. rel.;/(2) = 4, 

mín. reí.; no tiene puntos de inflexión; 
creciente: (- oo, 0 ], [ 2 , + oo); 
decreciente: [ 0 , 1 ) y ( 1 , 2 ]; 
cóncava hacia abajo: x < 1 ; 
cóncava hacia arriba: x > 1 ; x = 1 y 
y = x + 1 son asíntotas 



23. /(—1) = 0, máx. reí.; 

/(I) = - a/4, mín. reí.; punto de 
inflexión: ( 2 , 0 ); decreciente: [- 1 , 1 ]; 
creciente: (- oo, -] ], [ 1 , + oo); 
cóncava hacia abajo: x > 2 ; 
cóncava hacia arriba: x < - 1 , (- 1 , 2 ); 
y — x es una asíntota 
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25. x, = -£V29- \,x 2 = \ V29- 
^3 = -i(V87 + 3);x 4 = |(V87 - 3); 
/(•*,) = f(4 = -25, 

mín. rel.;/(-2) = ^,máx. reí.; 
puntos de inflexión: (x 3 , -||), (x 4 -1|); 

• creciente: [x,, - 2], [x 2 , + oo); decreciente: 
(- oo, X|], (- 2, x 2 ]; cóncava hacia arriba: 
x < *3, x > x 4 ; cóncava hacia abajo: 

(x 3 , x 4 ) 


27. /(-5) = /(5) = 0, mín. reí.; 

ftO) = 25, máx. reí.; no tiene puntos 
de inflexión; creciente: [-5, 0], 

[5, +oo); decreciente: (-oo, -5], 

[0, 5]; cóncava hacia arriba: 
x < -5, x > 5; cóncava hacia 
abajo: -5 < x < 5 


29. /(-I) = -3. mín. reí.; 
puntos de inflexión: (0, 0), 

(2, 6 V?); creciente: [-1, + oo); 
decreciente: (-oo, -1]; 
cóncava hacia arriba: x < 0, 
x > 2; cóncava hacia abajo: 

-1 < x < 2 





31. = - -J2, mín. reí.; 

/(- ji¡) = V2, máx. reí.; 

(- jK, 0), (r, 0), puntos de inflexión; 
creciente: [- ~K, 2 k\\ 
decreciente: [-w, -| n], [ jtr, n\, 
cóncava hacia abajo: (- 2 - 71 . | k)\ 
cóncava hacia arriba: {-n, - 2 n), 

( \n, jt) 



EJERCICIOS 3.9 (página 272) 

1. altura, 60/ ij225n ~ 6.73 pulg; radio yl5/n = 1.68 pulg 5.45 m por 60 m 7. 12 pulg por 4 pulg por 6 pulg. 9. 90km/hr 
11. 1.44 s 13. 2x - y + 1 = 0 15. 1 mes; 7.5% 17. 40 unidades 19. $ 1500 21. f ,/VO unidades; í f, |) 

23. radio de la semicircunferencia, ———pie; altura del rectángulo, ——— pie 25. 5V5 pie 27. -Jl 29. 2V2 31. 

4 + K 4 + k 2 

EJERCICIOS 3.10 (página 286) 

1. 4.1179 3. -1.1673 5. 2.649 7. 0.507 9. -1.128 11. 1.73205 13. 1.81712 15. 0.7391 17. 0.8767 

19. (a) 1 + 2(x - 1); (c)/: 0.81, 0.9801, 1, 1.0201, 1.21; aproximación: 0.8, 0.98,1.02, 1.2 
21. (a) 2 + (x - 1); (c) /: 1.897, 1.98997, 2, 2.00998, 2.0976; aproximación: 1.9, 1.99,2,2.01,2.1 

23. (a) 0.54030 - 0.84147(x - 1); (c)/: 0.6216, 0.54869, 0.54030, 0.53186, 0.4536; aproximación: 0.6244, 0.54871, 0.54030, 
0.53189,0.4562 

25. dy = 2, A = 2.25 27. dy = ± = .083, Ay = .080 29. (a) 0.0309; (b) 0.03; (c) 0.0009 

31. (a) i = 0.0238; (b) ¿ = 0.025; (c)-p^ = -0.0012 33. (a) -0.875; (b) -1.5; (c) 0.625 

35. 3(3x 2 - 2x + l) 2 (6x -2 ) dx 37. x(5x + 6)(2x + 3 y'l 2 dx 39. (1 ~ 2 Sen x + 2 C ° S x)dx 

(2 - sen xy 

41. 2 tan x sec 2 x (2 tan 2 x + i) dx 43. (a) 6.75 cm 3 ; (b) 0.3 cm 2 45. jim J 47. 0.4;rcm 2 49. 0.9ff cm 3 

51. 4% 53. 10 pie 3 57. 2.0288,4.9132 59. 3.14159 
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EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 3 (página 289) 


1. mín. abs.:/(-5) = 0 3. mín. abs.:/(3) = 0; 5. no tiene extremos absolutos 

máx. abs.:/(0) = 9 




11. (a) mín. abs.:/(Vó) = 0; 
máx. abs.:/(3) = 9; 

(b) mín. abs.:/(V6) = 0; 
máx. abs.:/(-4) = 100 
13. mín. abs.:/(-l) => -0.301 
máx. abs.:/( 4 rr) = V2 
15. 1(1 - VT3) • 

17. 19. 1.269,1.872 

23. /'(1) no existe 


25 y 37. /(-2) = 0, máx. reí.;/(0) = -4, min. reí.; (-1, -2), punto de inflexión; creciente: (-oo, -2] y [0, + oo); decrecien¬ 
te: [- 2 , 0 ], cóncava hacia abajo x < -1; cóncava hacia arriba x > -1 

27 y 39. no tiene extremos relativos; punto de inflexión: (3, 1); creciente: (-oo, +oo); cóncava hacia abajo: x < 3; cóncava hacia 
arriba: x > 3 

29 y 41. no tiene extremos relativos; punto de inflexión: ( 0 , 0 ); decreciente: (-|tr, jtr); cóncava hacia abajo: ( 0 , jK)\ cóncava 
hacia arriba: (- 0 ) 

31 y 43. /(-1) = 0, min. rel.;/(0) = 9, máx. rel.;/(3) = 0, mín. reí.; puntos de inflexión en: x = ± | ~/5\ decreciente: (-oo, -1] y 
[0, 3]; creciente: [-1, 0] y [3, +°o); cóncava hacia arriba: x < -1 -J5 y x > | -J5\ cóncava hacia abajo: -1 v 5 < x < | v'5 


33. /( f) = máx. reí.; 

/(4) - 0, mín. reí.; puntos de inflexión: 
x = -2, x = ^(8 ± 3i/6); 
creciente: (-oo, |], [4, + oo); 
decreciente: [f ,4]; 
cóncava hacia arriba: 

-2 < x < |(8 - 3 V6), 
x > i(8 + 3V6); _ - 4 - 

cóncava hacia abajo: x < -2, 7 

4(8 - 3V6) < x < 1(8 + 3V6) 


35. /(I) = 0, mín. reí.; 

no tiene puntos de inflexión.; 
decreciente: (- 00 , 1]; 
creciente: [ 1, + 00 ); 
cóncava hacia arriba : para 
todax 
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47. (a) 49. creciente: (-oo,-2]; 51. creciente: (-oo, 2]; decreciente: [2,+oo); 

. decreciente: (-2,+oo); máx. reí.: .v = 2, cóncava hacia aniba: 

{bjm / \ 

máx. reí: x = -2; x < 0,x > 2; cóncava hacia abajo: (0,2); 

/ >. / \ cóncava hacia arriba: (-1,0); punto de inflexión: x = 0 

^ ' » cóncava hacia abajo: x < -1, x > 0; 

puntos de inflexión: x =,-1,0 


(b) (c,/(c)) 



53. creciente: (-oo,-3j, [1,3.5]; decreciente: [-3,1], [3.5, +oo); 55. creciente: [-1, 1], [2.5, +oo); decreciente: (-oo, -1], [1,2.5}; 

máx. reí: x = -3,x = 3.5; mín. reí: x = 1; máx. reí; x = l;mín. rel:x = -l,x = 2.5; 

cóncava hacia arriba: (-1, 2.5); cóncava hacia abajo: cóncava hacia arriba: x < 1, x > 1; no tiene puntos de 

x < -l,x > 2.5; puntos de inflexión.: x = -l,x = 2.5 inflexión. 



57. 3 59.-00 61. 0 

67. X, = -¿(9 - -/56I), x 2 = -¿(9 + V56Í), 

. * 3 = -i(v/l37+ 5), x 4 = ¿(VT37- 5); 

creciente: [-3, te,], [x 2 , + oo); mín relativo.: 

/(-3) = 0 ,f{x 2 ) ~ -75.1; máx. rel.:/(X|) = 48.1; 
cóncava hacia arriba: x < x 3 , x > t 4 ; 
cóncava hacia abajo: (x 3 , x 4 ); puntos de inflexión.: 
x = x 3 , x = 



63. x = 2, x = -2, y = 5 65. x = 3, y = x + 3 

69. creciente: [-2V2, 2^2]; decreciente: (-oo, -2V2], 
[2V2, + oo); 

mín. rel.:/(-2V2) = -4V2; 
máx. rel.:/(2V2) = 4V2 

cóncava hacia arriba: x < 0; cóncava hacia abajo: x > 0 
punto de inflexión.: (0, 0) 
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I 


71. VA 2 + B 2 73. a = 2, b = -6. c 
83. $2000 85. $1800 87. 1500 

95. el radio es \r cm y la altura es 3 h cm 
105.4.4934 107. 1;/: 0.9998, 0.999998, 

111. 2k pulg 3 113. 1% 


= 3 79. 900 

89. 25 radios; $525 91. '-fm 93. 

99. el alambre debe cortarse a la mitad 
1, 0.999998, 0.9998; aproximación: 1, 1, 1. 1, 1 


81. 12 km del punto sobre la orilla más próximo a A 

125 

8 1,1 27 

101 . 


^rrpulg 3 



1000; $11 
109. (a)- 


103. -0.482 
0.16; (b) -0.64 



EJERCICIOS 4.I (página 307) 

1. |jc 5 + C 3. + C 5. 2 u 5/1 + C 7. + C 9. §r 10 / 3 + C 11. - fy 4 + C 

13. |;t 5 + x 4 - 2.í 3 - 2;t 2 + 5.Í + C 15. \x il2 + ^ 3/2 + C 17. --L - 3 + 5* + C 

3 3 3 X ¿ X 

19. §.r 5 / 2 + I* 3 / 2 - 8x'/ 2 + C 21. + |x 2/3 + C 23. -3 cosí - 2 sen f + C 2S.secx + C 

27. —4 esc x + 2 tan X + C 29. -2 cot 9 - 3 tan 8 + 6 + C 





37. y = x 2 - 3x + 2 39. 3y = -2x 3 + 3¿ 2 + 2x + 6 41. 12y = -x 4 + 6x 2 - 20x + 27 

43. C(x) = JC 3 + 4jc 2 + 4jc + 6 45. (a) C(.r) = 3x 2 + 8; (b) $800 47. (a) R(x) = 15* - 2r 2 ; (b) p = 15 - 2x 

49. 117jrm 3 53. g'(x) no existe en x = 0 


EJERCICIOS 4.2 (página 3 7 8) 

1. -¿(I - 4y) 3 / 2 + C 3. ¡(x 2 - 9) 4 ' 3 + C 5. ¿(.r 3 - 1)" + C 7. 32(r _ 1 2/)4 + C 

9. ¿(x - 2) ll/3 + C 11. \(x + 2) ¡ ¡ 2 - í(x + 2) 3 / 2 + C 13. -|(1 - r)' 5 + i(l - r)" 6 + C 

15. -f(3 - 2x) 3 / 2 + ¿(3 - 2xf! 2 - ±(3 - 2xf' 2 + C 


i 


i 
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17. isen40 + C 19. -2cosa 3 + C 21. |tan5A + C 23. -^csc3y 2 + C 25. ^(2 + sen*) 6 + C 
27. -2^1 + ^-j 3/2 + C 29. -2(1 + eos a) 4 ^ 3 + C 31. -jeos 3 * + C 33. i tan 2 a - ±cot2A + C 

35. f -Jx 3 + 3 a 2 + 1 + C 37. |(3 _ -y, 4 / 3 - 18(3 - y) 1 ^ 3 + C 39. f (r l/3 + 2) 5 + C 

41. Va 2 + 4 + 4 + C 43. eos (eos x) + C 45. C(x) = | v '5a + 4 + 2 47. p = 4jr + 22 

V?T4 5 5 _ * + 5 

49. ¿coulombs 51. $325 53. 3.1 )Jm 3 55. (a) 2x 4 + 4a 3 + 3a 2 + a + C; (b) |(2a + l) 4 + C;(c)C = | + C 

57. (a) |a 3/2 - 2a + 2a i/2 + C; (b) \(4x - l) 3 + C; (c) C = -§ + C 

59. (a) sen 2 a + C,; (b) -eos 2 a + C 2 , (c) -2 eos 2 a + C 3 ; (d) C 2 = Cj + 1; C 3 = C¡ + j 

EJERCICIOS 4.3 (página 326) 

1. y = 2 a 2 - 5a + C 3. y = A 3 + A 2 - 7 a + C 5. y = —^— 7. 2 V1 + u 2 = 3v 2 + C 

9. tan a - tan y + y = C 11. y = 2 j 4 + I a 2 + CjX + C 2 13. ,v = - 2 (sen 3f + eos 3í) + C¡t + C 2 

15. y = ja 3 - a 2 - 4a + 6 17. 4 sen 3a + 6 eos 2y + 7 = 0 19. u = 3v 4 + 4v 3 + 2v 2 + 2v 

21. j = 2 ( 2r + 4) 3/2 - f 23. v = 2 + 5t - t 2 \s = 21 + ff 2 - ±r 3 

25. v = 2r 3 + t 2 — 4; i = 2 f 4 + i; 3 _ 4 / + 1 27. y = —242 sen(2f - ijr); s - 42 cos(2r - jK) 

29. I600j = v 2 + 1200 31. 5 s 2 + 4j = v 2 + 12 

33. A los t s su posición es sem a la derecha del origen, donde s = (-3 eos 3 nt + 3)/n. 

(a) i = (| - 2 J 5 )¡ K * 0.1824; (b) s = 3/rc = 0.9549; (c)-(d) j = (f - f -V5 )/* = 0.6598 
35. (a) 0.625 s; (b) 6.25 pie; (c) 1.25 s; (e) 20.0 pie/s 37. (a) 5.89 s; (b) 188 pie/s 39. (a) 3.39 s; (b) 98.5 pie/s; 

41. (a) 3.54 s; (b) 113 pie/s 43. (a) s = -4.9r 2 + 150r + 2; (b) 523.6 m; (c) 3.79 s; 26.8 s 

45. 22_rad/s = 0.06rad/s 47. 1.62 m/s 2 49. (a) 3.47 s; (b) 48.2 m 51. 20m/s = 72 km/h 53. a 2 + 2y 2 = C 

EJERCICIOS 4.4 (página 337) 

1. 51 3. 147 5. 2025 7. j| 9. f 11. ¿ 13. 10 400 15. 2" - l 17. -j22 

19. n 4 - |n 3 - 3n 2 - 21. | unidades cuadradas 23. | unidades cuadradas 25. 9 unidades cuadradas 

27. unidades cuadradas 29. ^ unidades cuadradas 31. J¡h(b¡ + b 2 ) unidades cuadradas 33. 9 unidades cuadradas 

35. ¿i unidades cuadradas 37. 1.0349 unidades cuadradas 39. 1.8530 unidades cuadradas 41. 1.5912 unidades cuadradas 

EJERCICIOS 4.5 (página 350) 

1, 3. 1.14 5. —(10 + 42 + 3y3) 7. (a) 0.2672; (b) 0.3 9. (a) 2.6725; (b) 2.6339 ' 11. 2 

13. k 15. 6 17. 12 19. 10 21. f 23. 28 25. - 27. 0 29. (a) 12; (b) 49; (c)-5 

1 2 

31. 15 33. 0 35. -21 37. -I 39. 4 + ?r 41. 49. J a 2 ¿a 51. J dx 

EJERCICIOS 4.6 (página 359) 

1.a 3. < 5.(0,0.125] 7. [2,243] 9. [i-^v'3] 11. [0, 1.5] 13. [0, §] 15. [2,2.5] 

17. [-2, f] 19. [- |jr, 0] 21. 1.15 23. 1.55 25. 2.58 27. 0 29. 2.66 31. 0.66 

41. 1, ocurre en a ^ 43. - * sen 0.69 45. v = 32r; 32 47. n 

2 2 JT 

EJERCICIOS 4.7 (página 370)z 

1. 12 3. 36 5. \ 7. -¡I 9. 11. -8 13. 1 15. |(27 - 24 2) 17. 2 - 42 19. ^ 

21. f 23. | 42 25. “ 27. f 29. ^ 31. 0 33. § 35. V4 + a 6 37. - y sen a 

39. — ^ 41. 3x 2 4x 6 + 1 43. 1 45. 6, ocurre en a = V3 47. 27 49. J2 - \ (sen f) = 1.2873 59. ^ 

3 + x ¿ v 4 J 
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EJERCICIOS 4.8 (página 379) 


11. 1 unidad cuadrada 

12 . 


1. y unidades cuadradas 
9. 1 unidad cuadrada 
17. ¿ unidades cuadradas 
25. y unidades cuadradas 
33. unidades cuadradas 35. (-Jl - i ) unidades cuadradas 


5. y unidades cuadradas 
13. y unidades cuadradas 

21. | unidades cuadradas 
29. y- unidades cuadradas 


23. I -J2 unidades cuadradas 


31. -y unidades cuadradas 


37. | unidades cuadradas 


39. (a) ±-Jl = 1.4142; (c) y| ,/2 unidades cuadradas = 5.2797 unidades cuadradas 


41. (a) ±1.4045; (c) 2.2032 unidades cuadradas 
45. (a) 1.1274; (c) 2.8079 unidades cuadradas 


43. (a) 1.3146; (c) 3.7545 unidades cuadradas 
47. 12 unidades cuadradas 49. ~ unidades cuadradas 


51. 64 unidades cuadradas 53. ( \n - 1) unidades cuadradas 55. (1 


57. y p 2 unidades cuadradas 


' 2 ' 

59. 32 


1 n) unidades cuadradas 


61. m = f K 


63. El dominio de A(h) es [0, r] 


EJERCICIOS 4.9 (página 389) 


1. |rrr 3 unidades cúbicas ... 7 

9. y^rr unidades cúbicas 11. yy 7T unidades cúbicas 


3. y- n unidades cúbicas 5. 64 rr unidades cúbicas 7. k unidades cúbicas 

13. yy K unidades cúbicas 


704 . 

5 

15. y~ji unidades cúbicas 


17. y?rr 3 unidades cúbicas 19. ^ nh(a 2 + ab + b ¿ ) unidades cúbicas 21. tt unidades cúbicas 
25. (4n - irr 2 ) unidades cúbicas 27. (yin - |rr 2 ) unidades cúbicas 29. 


1250 


23. jK 2 unidades cúbicas 
rrunidades cúbicas 31. ^rrunidades cúbicas 


33. ^ n unidades cúbicas 
41. 15.15 unidades cúbicas 
49. 20.28 unidades cúbicas 
59. 396.9 unidades cúbicas 


43. 39.69 unidades cúbicas 
51. 32 v 2 unidades cúbicas 
61. |r 3 cm 3 63. 180rrcm 3 


37. (|rr 2 - 2 -Ji n) unidades cúbicas 39. 2 

45. 2.822 unidades cúbicas 47. 6.923 unidades cúbicas 


53. IfL VW 


ce 686 3 

55. —cirr 


EJERCICIOS 4.10 (página 396) 

1-11. Vea las respuestas de los ejercicios 5-15 de la sección 4.9 13. ^n unidades cúbicas 15. y n unidades cúbicas 

17. | n unidades cúbicas 19. jjjtr unidades cúbicas 21. 16^ unidades cúbicas 23. ~~7T unidades cúbicas 
25. ||rrp 3 unidades cúbicas 27. | n unidades cúbicas 29. y n unidades cúbicas 31. yJ n unidades cúbicas 
33. y n unidades cúbicas 35. ||;r unidades cúbicas 37. j-(2 + -J2)n unidades cúbicas 
39. n unidades cúbicas 41. 20.37 unidades cúbicas 43. 62.67 unidades cúbicas 45. 2.038 unidades cúbicas 
47. 7.707 unidades cúbicas 49. 6.763 unidades cúbicas 51. y^-rr unidades cúbicas 53. V 2744 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 4 (página 398) 

1. i* 4 - i* 3 + 3 jc + C 3. - 1) 3/2 + C 5. } V2í + 3(s - 3) + C 7. ±tan30 - 6 + C 

9. 5 sen* - 3sec* + C 11. f 13. ü 15. | 17. i 19. ^ 21. 4 - \n 23. y 2 = -r- + 1 

3 4 4 2 15 22 2x _ x + c 

25. y = ¿(2* - 1 ) 5 / 2 + C,* + Cj 27. y = 10* - 2* 2 - 9 29. (a) «(*) = i* 3 - 5* 2 + 12*;(b)p = i* 2 - 5* + 12 

31. (a) V = j(t + \f< 2 + jr 2 + -H; (b) 64cm 3 33. 1.46cm 3 35. $5 

37. v = 3 sen 2r + 3; j = -|cos2r + 3r + ^(5 - 3rr) 

39. A los t s su posición es s cm a la derecha del origen, donde s = ^ 

(a) í = 0.4541; (b) y (c) s = -0.4541; (d) s = — = 0.4775 

2 Jt 

41. (a) 25 V3s = 43 s; (b) 800^3 pie/s = 1400pie/s 43. (a) §s; (b) 100 pie; (c) 4 s; (d) -80 pie/s 

45. (a) 1500 m/s; (b) 45 000 m 47. (11.,.+ Vl87)s = 25 s; 88(14 + ^87) pie = 2400pie;(88 + 8 Vi87) pie/s = 200pie/s 

49. 3/2 - 5 53. [0, n] 55. ^ 57. -(3* 2 - 4) 3 / 2 59. i 61.0 63. 67. f unidades cuadradas 

69. y— unidades cuadradas 71. 36 unidades cuadradas 73. 21.88 unidades cuadradas 75. 0.9678 unidades cuadradas 

77. y unidades cuadradas 79. 2 ~/2 unidades cuadradas 81. ( \¡jz - 1) unidades cuadradas 83. ¡j n unidades cúbicas 

85. n unidades cúbicas 87. n unidades cúbicas 89. 250rr unidades cúbicas 91. 1024 unidades cúbicas 

93. 3rr unidades cúbicas 95. y n unidades cúbicas 97. 558rrcm 3 99-101. 44.96 unidades cúbicas 

103. 1.535 unidades cúbicas 105. 25.17 unidades cúbicas 107. 90pie 3 109. y^ n unidades cúbicas 

111. jii 2 unidades cúbicas 113. 12; c = V3 119. |rr+ V3 
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EJERCICIOS 5 .1 (página 416) 

1. (a) uno a uno; (b) no es uno a uno; (c) uno a uno 3. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) no es uno a uno 

5. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) uno a uno 

7. (a) /“'(*) = |(* + 7), dominio: (-oo,+oo), contradominio: (-oo,+oo); (b) no tiene inversa 

9. (a) /“'(*) = 4 - $[x, dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) hT l (x) = jx 2 + 3, dominio: [O, + oo), 

contradominio: [3,+oo) 11. (a) F~Hx) = x 3 - 1, dominio: (-oo,+oo), contradominio: (-oo,+oo); (b) no tiene inversa 
13. (a) /“'(*) = j^x 5 , dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, +oo); 

(b) f~\x) = dominio: [x\x * 1), contradominio: (v|>> * -1) 

15. (a) g~ l (x) = -jx - 5,dominio: [5, + oo),contradominio: [O, + oo);(b) /"'(*) = i (Ifx - 1),dominio: [0,8],contradominio: [-^, J¡-] 
17. F~ ] (x) = - x 2 .dominio: [0,3],contradominio: [0,3] 25. (a) |;(b) ^ 27. (a) (b) jj- 29. (a) -2; (b) 

31. (a)—|=;(b)-{ 33. 0.09426 35. + ,/21) = 0.08152 37. 1.334 39. | 41. /“'(*) = + 3) 

V 3 

43. f-'(x) = 2 45. r\x) = ^Y x 47. /“'(*) = §(* - 32) 49. v(m) = c^j 1 - 51. (b) 6; (c) ± 

55. -1 59. (b)/,(x) = x 2 + 4, x > O ;f 2 (x) = x 2 + 4,x < 0; (c)/,'(*) = *Jx - 4,x > 4;f 2 ~ , (x) = -V* - 4, x > 4 


61. f-\x) 



si X < 1 
si 1 < X < 81 

si 81 < x 


63. </-')'(0) = i 65. (/-')'(0) = 


EJERCICIOS 5.2 (página 428) 


5. 


4 + 5* 


7. 


9. 


8 + 10 * 

19. 2 sec 2* 21. sec2 x 23. 


3í + 1 


11 . 


6 In(3í + 1) 


3r + 1 


13. - 


2 x 


12 - 3* 2 


15. 5 cot 5_y 17. 


17 


31. 


xy + y 
xy + x 


2 tan * 

33. x + y 35. 


2(2w - 5)(3w + 1) 
4x 2 y - xy - 2y 


25. MjEJLl 27. 1 " 2 * - 


On xY 


6 xy 2 + * 



3(* + 1)(* 2 + 1) 



29. 


sen(ln *) 


1 


2(1 + V7T1) 



55. (a) $5 por cada $ I de cambio en el presupuesto; (b) $688 


EJERCICIOS 5.3 (página 435) 


3x 2 


1 


3. 


3 sen 3* 
eos 3x 


5. 4 sec 4x 


7. 


x(x z + 4) 


9. 2x(x + l) 6 (x - 1) 2 (6* 2 - 2x - 1) 


11 . 


*(* - 1 )(* + 2) 2 


(2x i - 30* 2 - 6 x + 16) 13. 


8 x 9 - 4* 7 + 15* 2 + 10 


15. 


r ln 3 - 2x + C 


, t+rt jua i i v; x«/« , Xb» n i 

(* - 4) 6 5(* 7 + !)6/5 

17. |ln|5* 3 - l| + C 19. ln|ln)’| + C 21. |ln(l - eos 5*) + C 23. ln(l + sen 2*) + | ln | eos 2r | + C 

25. x 2 + 4 ln|* 2 - 4| + C 27. }ln 3 (3*) + C 29. ln|ln 2 (*) + ln*| + C 31. ln | sec (ln x) | + C 33. |ln 2 
35. ±ln4 37. 4 + ln2 39. ^In3 41. jlní4 + 2 V 3) 43. —' 47. j ln 5 = 0.40236 

2 7 2 2 ln 4 4 

49. 2000 ln 2 lb/pie 2 = 1386 lb/pie 2 51. ln 4 unidades cuadradas = 1.38629 unidades cuadradas 53.7t( 11 + 8 ln 2) uni¬ 
dades cúbicas = 51.97821 unidades cúbicas 
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EJERCICIOS 5.4 (página 446) 


1. (a) 2.665; (b) 2.565 3. (a) 15.15; (b) 5.616 5. 5e Sx 7. -6xe 3x 9. ~e ca ' x sen x 11. cacóse- 1 + e x sen e x 

4 


13. 

23. 

33. e 2 


2 -J~x 

; y 2 + 2 ye 


15. 


(e* + e x ) 2 


, 25.--U 2 " 5x + C 

2e 2x + 2xy - 


17. 2x 19. 2e 2x sec e 1 * tan e 21 
27. e x - e‘ x + C 29. 


6(1 - 2e 3x ) 


+ 2e 2 sec x sec x tan x 21. -e y x 

+ C 31. e x - 3 ln(e x + 3) + C 


35.2 37.2 39. Ue x - 1) 41. (a) 1; (b) 0; (c) e; (d) no, pero lím e x = 0 43. (e 2 

2 --. -y 2 + 2 | n 2 47. (e 3 + 2) pie = 20.586 pie 49. (-9.17 lb/pie 2 ) por s 


1) unidades cuadradas 


45. y — — 2 X + 2 _r 2 111 “»»» L.C. -r 2* 

51. 0.006 53. $10000; $33 834 cientos = $3 383 382 55. (b) 2.7181459; 2.7184177; 2.7182818 

61. Consulte la figura adjunta, (a) y (b) /(l) = e' 1 es un máx. reí.; (c)(-oo,]]; (d)[l, + oo); (e) [x | x > 2}; (f)(x|;t < 2); 
(g) La pendiente de la recta tangente a/en x = 2 es -e~ 2 



EJERCICIOS 5.5 (página 454) 

1. 51n3 • 3 5 -' 3. 4 3 ' 2 - ln 4 • 6f 5. 4 sen2x - 21n4 ■ eos 2a: 7. 2 5x 3 4x2 (5 In 2 + 8 jc ln 3) 9. 


-log, 0 - 11. 


>°g D e 


13. 3' 2 sec 3' 2 tan 3' 2 • 2í ln 3 
19. (sen a) 1 ™ x [ 1 + lnísen .r) ■ sec 2 r] 
6 


15. *U-(t/2) (1 + ¿ln jc) 


21 . 


+ C 


17. z cos ■’ *(cos z - z ln z sen z) 

io x2 


23. 


— + C 


25. 


+ C 


27. — + C 
ln 6 


(lnlarl) 2 

29. --I - + C 

ln 2 


2 ln 3 1 + ln a 3 ln 10 

31. (a) 0.62133; (b) 1.7712 33. (a) 3.3219; (b) 0.43429 


45. (a) 61 ventas por día; (b) 2.26 ventas por día 49. (a) y = 200 • 2‘l t0 \ (b) $12 800; (c) $877 por año 




2x^Ióg7 


35. 2.999 


4 

53. — - 

1) unidades cuadradas 55. ir( - 1] unidades cúbicas 

57. 0.73306 unidades cuadradas 

, ln 5 

j Un 5 J 



59. (a) 



(b) /(]) = 1 es un mínimo relativo; 

(c) [1, +oo); (d) (0, 1]; 

(e) La gráfica es cóncava hacia 
arriba en todo su dominio: 

(0, +oo); 

(f) no tiene puntos de inflexión 


2 


4 


6 
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67. dominio: (0, 1) U (1, + oo); extremo en /(O) = 0; no acotada en x = 1; decreciente en todos los intervalos del dominio; 
punto de inflexión en ( e~ 2 , - yin 5); cóncava hacia arriba en [0, e~ 2 ] y (1, +■»); cóncava hacia abajo en [e~ 2 , 1) 


» 


EJERCICIOS 5.6 (página 467) 


1. (a) y = 40 0000 (1.5)' /40 ; (b) 64 000; (c) 2023 3. (a) i = 40 (0.375) 100 '; (b) 5.625 amperes 5. 506 7. 10.6 

9. 123 456 11. 29.15 años 13 (a) $5256.355; (b) $5256.357; (c) 5.127% 15. 15.8 años 17. 43.9 g 

19. 11.6 kg 21. hace 6 600 años 23. 70 25. (a) 1 min 42 s; (b) 42.1 0 


27. (a) y = 60 - 60(0.75)' /2 °; (c) 35; (d) 55 29.0.34134 31.0.84270 


33. 


ln 


1 0 
ln- 


+ kt = C 


EJERCICIOS 5.7 (página 482) 

1. (a) (b) -¿7t; (c) ±71; (d) § n 3. (a) ±7t; (b) — i tt; (c) ±n\ (d) \n 

5. (a) \n; (b) - \n; (c) Ijr; (d) - ±rt; (e) 0 7. (a) \ V2 ; (b) j V2; (c) 2 V2; (d) f -J2 ; (e) 3 

9. (a) | V2; (b) -±-j2; (c) -2^2; (d) | V2; (e) -3 11. (a) -f V5 ; (b) ± V5; (c) -i; (d) V5; (e) -±V5 

13. (a) ±7t; (b) -±7t; (c) ±7t; (d) -jrr 15. (a) {rr; (b) }rr; (c) jtr; (d) ftr 

17. (a) ¿w; (b)-jrr; (c) ¡7t; (d) -I» 19. (a) i»; (b) {rr; (c) frr; (d) jjt 

21. (a) V3; (b) jV2Í 23. (a) ±V3; (b) i V3 



33. (a) 


dominio: [-1, 1]; 
contradominio: [-1, 1] 
2 


dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: (— —, — ] 
2 2 


y 4 


(b) 


39. (a) 


1 + 4x 2 
T; (b) 2 v/ 4 - x 2 


35. (a) -- 


47^7 

41. (a) tan _1 x; (b) 


; (b) 0 37. (a) 

3 


r|VT 


r; (b) 


4 + x ¿ 


7e bx - 1 


43. (a) t = —— sen 1 - + ¿ + para cualquier entero n > 0 o t = -í-sen 1 — - - + para cualquier entero k > 1; 
2 8 2 M 47T282 

TI ’ TI ’ Í2 

45. recta tangente: y = 42í - 2^2 + —; recta normal: y — - v3x + 42. + -?L 
363 23 

47. ylO pie = 3.16 pie 49. | 1 , z ^ | rad/s = 0.078 rad/s 51. ypTtkm/min 53. 8 pie/s 55. 


x^x ¿ - 64 
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EJERCICIOS 5.8 (página 488) 


1 . 

4 sen 

■' 2r 4 

C 

3. k tan' 1 1 

x + C 

5. -¡L sec 1 ~x 

16 4 

11 . 

2 tan ' 1 

X + 

c 

13. — 

tan 1 

2x - 1 

-+■ C 15. sen 




4i 




19. 

í* 

21 . tan 1 

e - \n 

23. 

~K 

4 

25. ~y5 - sen -1 

27. 


fin 3 

+ 

\ 42 (tan ' 1 

42 

- n) = 

10.3273 29. n 


í seir ' i r2 


9. tan* ^ + C 


-i X - 1 


EJERCICIOS 5.9 (página 501) 

1. (a) 0; (b) 1; (c) I(e - e' 1 ) « 1.175; (d) \ (e~' - e) « -1.175 
3. (a) e l~ e _! « 0.9640; (b) - -0.9640; (c) f; (d) 4 


4 C 17. ¿rr + 4ln2 


V7 V7 


5. (a) 


0.2658; (b) 


0.2658; (c) + g » -1.313; (d) ^ 


13. (a) 2 a cosh jc 2 ; (b) -8 sech 2 4w tanh 4w 15. (a) -Lcsch 2 -; 


1 


= 2 csch 2x\x > 0 


17. (a) 2 sech 2x\ (b) (cosh x) x [ln(cosh x) + jrtanhjc] 19. ^senh 5 * + C 21. -|cothJt 3 + C 

4 

5 


23. j ln 2 (cosh 2x) + C 27. 3 = 0.8 29. 2 (cosh 2 - cosh 1) - 4.438 31. i(tanh 6 3 - tanh 6 2) = 0.02800 


33. (a) 0; (b) ± In 3 35. (a) ln( \ + ±V5); (b) = -i¡n3 41. (a) 


4 16 jc 2 + 1 


; (b) 


43. (a) - .. sec x - tan x > I;(b)-CSCA 45. (a) ^ z ^ coth — / ^ ; (b) —-- 47. senh 1 . 


2x 

1 - x 4 


, Le > 1 


V tan 2 x - T 

49. senh 1 - + C = ln 
2 


1 - z 4 eos e‘ 

x + \j F 4 4 + c si. i cosh -i ¿2 + c = i InU 2 + 4x 4 - 1 ) + C 
2 7 


53. i ln 

4 


2 4 e' 


4 C 


2 - e< I I ' 

-1 1 * / 1 \ _ i non en I 


5 tanh + C, si e 1 < 2 

coth“'( i e') 4 C, si e‘ > 2 


2 ' 
h 1 5 


55. cosh j - cosh | = 0.6044 


^2 '-v/m v 2 ‘ 

57. tanh ' 1 4 - tanh _1 (-¿) = 1.099 59. -jícosh'M - cosh ' 1 4) « 0.2319 63. 105 unidades cuadradas 


65. (a) v = e 'kfsenhí 4 cosh r); o = e~‘^(2 cosh t 4 f sen h 0 69. 4 000(31 - 20 senh 1) = 29 983 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 5 (página 504) 


1. / ’(*) = \x 4 4 , dominio; (- oo. 4 oo), contradominio; (- 00 , + 00 ) 3. no tiene inversa 

5 . r'M 


3 - x 


.dominio: [x\x 3). contradominio: { y\y / 0| 7./ '(*) = a 3 - 1 9. f 


13. (a) -3 tan 3x, eos 3* > 0; (b) 


4x 

x 2 4 1 


15. (a) 4e 4 ' eos e , (b) 2 tan ' • ln 2 ■ sec 2 r 17. (a) 


1 + e ¿ 


11 . ¿ 

rl(b) 


1 + x 7 


19. (a) 6 senh 2 (2>v) cosh(2w); (b) senh(2w 3 )6w 2 21. (a) -sech(tan x) tanh(tan x) sec 2 x; (b) sech 2 (sec x) tan x sec x 
4 Í -o 2 //n 1 *\ n. —* *\ 1H ’ 


23. 


25. (sen r) 2 '(2 ln(sen t) 4 2t cot t) 27. 


29. -2 sech(2t) 


n •e*'* \uwii • / \ uitvvn * / 1 » vv» •; »’ • .— - 

(1 - jc 2 ) ln 10 2 v^V7^Í 

31. a 2 (a 2 + 1 )(jc - 1) 3 (11a 3 - 7a : 2 + Ix - 3) 33. (a) 4.7288; (b) 8.8250 35. §ln(l + e lx ) + C 


37. 


lfe 3 < 4 


ln 2 / 


4 C 39. — + C 41. 2sen'' a 2 + C 43. I tan ' 1 — 4 C 45. 4 V2sen _l 2 + C 


2 *’ 
ln 2 


47 . w - tanh 3w 4 C 49. ke 8 - 1) 51. fin 2 53. 1 4 5 ln \ 


3 

55. \n 4 43-2 


57. Ue 4 c' 1 ) - 1 59. —-—-- 61. (a)ln(2 4 V3); (b) ¿1"! 63. > = (2 ln 2 4 1 )jc - 4 ln 2 

7 e* 4 jre- v 4 1 73 

65. v = e' - e~‘ 4 l;s = e' 4 e“' 4 ( 67. 4^(1 - c" 26 ); 4^- 59 . £(*) = -e 1 , dominio: (- 00 , 400 ) 

73. (a) y = 65(0.5)'^ 30 ; (b) 81 años a partir de ahora 75. (a) y = 50 - 50(0.ók 30 ; (c) 32; (d) 3 horas, 50 minutos 

77. 8.66 años 79. 187 500 81. 8212 años 83. 8.63 min 85. 73.7° 

87. (a) 1 = — 4 —-—eos' 1 — , para cualquier entero n > 0 o t = — - —-—eos' 1 —, para cualquier entero k > 1; 

60 120rr 20 60 120a- 20 


(b) (c) 0.0035; (d) (e) 0.0048 

Irs 

minando 103. (sgní)(l - e" 1 ' 1 ) 


89. 9 sen l (~y¡2) unidades cuadradas 91. (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h 93. 0.007 rad/s 95. h; el recorrido lo hace ca- 
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EJERCICIOS 6.1 página 514) 

1. VIO \ 97 " 7. H 9. JL (97 3/2 - 125) 11.12 13. £ 15. 2 

^ y , .' 16 27 3 O 

17. 3<> ' - sifc * a; |a si fc = a 19. 2 V3 - í 21. ln( V2 + 1) 23. 2 '25. 4.647 27. 3.820 

8(¿r — /> i 8 3 

29. 1.089 31. s 33. 2.422 35. 400senh|pie = 328.9 pie 

EJERCICIOS é 2 (página 52 1 j 

1. 2501b 3. 4000 dinas 5. |m/s 2 7. |slugs 9. 4 11. 6 13. 54 kg; y m del extremo dado 

15. 171 vii . : 5.92 pulg. del extremo dado 17. 42 g; y cm del extremo izquierdo 19. ykg; y m del extremo más ale¬ 
jado d ! punto externo 21. 16 slugs; y pie del extremo dado 23. | m del extremo más alejado del punto externo 

5. 8 ln2 g: - I j cm del extremo dado 27. 12kg/m 

EJERCICIOS 6.3 (página 529) 

' () 3. y 5. (|,1) 7. (0, ¡) 9.(0,^) 11- (if * |f) 13. (i,-f) 15- (2,0) 17.(0,-0.4762) 

l'j. ¡,-0.1020) 21.(0.5126,1.970) 23.(0.4910,-1.083) 25.(1.048,0.7793) 27.(1.504,2.375) 

29. ¡ 4183, 0.5792) 31. (0.5300, 1.590) 33. |p 35. El centroide está sobre el radio que biseca la región, a una 

1 4 3 . , , 

’ dancia de — veces la longitud del radio a partir del diámetro. 37. x+ í)r 

EJERCICIOS 6.4 (página 534) 

1. !y pie-lb 3. y~joules 5. 1(3 + V393 ) 7. 180pulg-lb 9. 8 joules 11. 1350 ergios 13. 409 500 pie-lb 
15. 50 185 pie-lb 17. 100 000 pie-lb 19. 5 500 pie-lb 21. 2.9 X 10 7 joules 23. 3.20 X i0 6 joules 25. 163.4 s 
27. 2 V3 pie 29. 31.27r(e' 2 - e" 8 ) pie-lb = 13.2 pie-lb 31. 3 0001n| pulg-lb = 1 216 pulg-lb 

EJERCICIOS 6.5 (página 541) 

1. 19 968 1b 3.3993.61b 5.140.41b 7. 942 000 N 9. 4.09 X 10 6 N 11.2.54 15.874 0001b 

17. 6.24 X 10 6 pie-lb 19. 7561b 21. 3.15 X 10 5 Ib 23. 1.22 X JO 6 Ib 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 6 (página 542) 

1. y%/3 3. 5 yL_[I(10999) 3/2 -(2251) 3/2 ] = 7.03 5.^ 7.(f,2) 9. 121 slugs; ^ pulg. del extremo izquierdo ll.(f,íf) 
13. (±, A) 15. yÜ7rm 3 17. (0,0) 19.(0.3597,0.5357) 21.3.214 23.1.876 25. i 27. 6 000ergios 

t 29. 400 pie-lb 31. 44145 000 joules 33. 57 262 pie-lb 35.22.61b 37. 3ü°lb 39.888 694 1b 

EJERCICIOS 7 .1 (página 553) 

1. ixe 3 * - 1e 3 * + C 3. xsecx - ln| secx + tanx| + C 5. xln5x - x + C 7. l(lní) 3 + C 

9. i(x 2 + l)tan _l x - ]-x + C 11. —— + C 13. iysenílny) - iycosflny) + C 15. lencos* + sen*) + C 

2 __ 2 X + 1 2 2 2 

17. -x 2 V1 - x 2 - |(1 - x 2 ) 3 ^ 2 + C 19. x 2 coshx - 2xsenhx + 2coshx + C 21. 2 Vz cot' 1 Vr + ln(l + z) + C 

23. 2 V* sen Vx + 2cosVx + C 25. ^- + 16 = 15 . 00 g 27. -i = 0.5625 29. ¿2ln2 - = 4.2825 

ln 3 (i n 3) 2 (ln 3) 3 '6 3 9 

31. f 7T - V3 + 1 = 1.8859 33. 12c 3 + 2c = 246.463 35. (c 2 + 1) unidades cuadradas 37. i>r(3c 4 + 1) unidades cúbicas 

6 2 

39. (8 - 24c' 2 ) unidades cuadradas 41. 2(1 - c" 6 ) kg; ^^ m de algún extremo 43. (0.267,0.604) 45. 48.86 pie-lb 
' 47. C(x) = xlnx - x + 6 51. ¿e 4,r/3 - ±e 2nl¡ 55. 50(6c'‘ - 'j-e~ 2 - 1) 

EJERCICIOS 7.2 (página 563) 

1. (a) lsen 5 x + C; (b) --4cos 4 4x + C 3. (a) icos 3 x - cosx + C; (b) Isenx + C 

3 lo 3 2 

5. (a) isen 3 x - isen 5 x + C; (b) ¡cos 7 ^ 2 z - |cos 3 ^ 2 z + C 7. ^sen7x + ^senx + C; 9. --^cosSy + Icos2;y + C 
11. |tan5x - x + C 13. -lcot2x 2 - |x 2 + C 15. -Icot 2 t - ln | sen r | + C 
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17. ^ tan 5 3* - i tan 3 3* + i tan 3 x - x + C 21. jtan 3 ^ - tan e x + e x + C 23. i tan 9 * + i tan 7 * + C 
25. -^cot 5 3* - i cot 3 3* + C 27. 2 (tan 2* - cot 2x) + C 29. 2 sec w - tan w + C 

31. -2 cot 2* + C 33. - i esc 3 * + C 35. \ 37. | 39. i 41. 1(72 - 1) 43. I - ¿ln2 45. |f 47. i 

3 3 o S a 48 15 5 

49. i jr unidades cuadradas 51. | jt 2 unidades cúbicas 53. | n 2 unidades cúbicas 
/i it.- eos 1 - sen 1 i w - i sen 2 - 

55. (2- : - ; -, ------2.) 57.(1 - i 7T) unidades cuadradas 

i 1 / * 


59. | K unidades cúbicas 65. (b) i sec 3 * tan * + | sec * tan * + | ln | sec * + tan * | + C 
67. (b) -2sen 4 *cos* - -isen 2 *cos* - 4 C0SJ: + C 69. (b) -sec"* + C 

5 15 15 n 


EJERCICIOS 7.3 (página 571) 


74 - x 2 r - 1. 

■ ± —. - + C 3. -ln 

4* 2 


+ C 5. V* 7 -25 + C 7. 


/IT2“ 


+ c 


9V4* 


l 3 ! 1 - - 1 + C 11. i Vln 2 w - 4 (8 + ln 2 w) + C 13. -|ln(10 - 476) = 0-3199 


474 - tan 2 * 

1S . kf: UB--» 

5 9(V41 - 5) 

21. AV5 = 0.09938 23. i (6 - 2 73) = 0.09392 25. Icos -1 1 - iji = 0.17808 


0.10345 17. ln(3 + 2 72) - ln(2 + 73) = 0.4458 19. iM - 24 71 = 1.097 


27. => 122.72 29 5 - A 73 » 0.010588 31. sec’ 1 1* + C 33. 74 - * 2 + ln 


16 


2 - 74 - 


35, 


41. 


J VIO - 1 \ ^ ^ 37. 

V3V2 - 3/ ' 6 


2 + 74 - * 2 


+ C 


3V2 - 

20 - 15 eos' 1 | 

5ln 3 - 4 ’ 225(5 ln 3 


(7 n L unidades cúbicas 39. 


392 


26 


60 + 27 ln 3 

—~j 43. (| je + 3 75 )(62.4) Ib = 847 Ib 

30e 4/3 


cm del extremo izquierdo 


45. (5^ff + 192 73 X0.39) oz = 338.8 oz 47. (a) 15 ln 2 = 10.40; (b) 

3 e 8 ' 3 + 1 


7.39 49.(a)±ln| 


EJERCICIOS 7.4 (página 582) 


1. \ ln -- % + C 3. ln 

4 * + 2 


C(w + 4) 3 


2 w - 1 


5. * + 2 ln 


C(x - 2) 4 


(* + 3) 9 


7 . i +ln £ÍL±i) 

t + 2 t + 2 


9. i ln _ -L + c 11. i ln 
9*3* 4 


C* 4 (2* + l) 3 


2 * - 1 


,-l.-i* 1 . * 2 

13. y tan - + - ln -y-- 

2 2 2 * ¿ + 4 


+ C 


15. | lnj 11 - ^ tan 1 2* + C 17. ln| * - 1 | + tan 1 * + C 19. ln| tan* + 11 + ^tan + ^ 

21. 4 ln y - | 23. ln y - 2 25. 61n2 27. 131n2 - 41n5 29. | ln 2 + |?r 31. |ln| 33. ln 4.5 unidades cuadradas 


35. 2n(2 + 6 ln 3 - 2 ln 2) unidades cúbicas 37. 


/ 6 1n3-2 1n2 + 2 48 ln 2 - 48 ln 3 + 35 


39. ¿uni 
16 


unidades cuadradas 


41. (| -. 3 K 1 - 2 ji ln 3) unidades cúbicas 43. (a) |ln|C(* 3 - 6* 2 + 18*) |; (b) 


45. (a) /(f) 


5000 


(b) 1328; (c) 4075; (d) 5000 47. (a) >(r) 


9* + 8 
6 (* + 2) 3 
5000 


+ C 


I + 4999e“ u - 5 ' ’ '' ’ '' 1 + 249e“ 9,/98 

(c) >(20) = 123; (d) >(30) = 297; (e) >(60) = 2491; (f) >(180) = 4999.9 = 5000 (g) 60 

3_ . (Q + 2) 2 _7_ 

50 4(r, 2 + 1) 5 (í! + 2) 25 


(b) >(10) = 50; 


~ tan' 1 h + ¿ 


49. lOa.m. 
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EJERCICIOS 7.5 (página 589) 

1. |r 3/2 - 3x + 18 VÍ - 54 ln(3 + Vi) + C 3. ln + - 1 + C 5. i Vi + 2r 3 (2r 3 + 7) + C 

3 Vi + 4jr + 1 9 

5. -2 VTT7 + V2 ln + v S +C 7. V2 ln — - ---- - - + C 9. -^=tan _l f -7= tan + C, \x \ < n 

VTTr - V2 tan r - V2 VÍ5 \VÍ5 2,/ ' 

1 1 

1 tan ^ a: - t 

11. ¿ln-7-- + C 13. 4 - 2 ln 3 = 1.80278 15. ln ii = 0.0953102 17. ¿In3 » 0.274653 

5 tan i x + 3 10 4 

19. ¿V31n(l + ¿V3) « 0.540236 21. 2 V3 ln(l + V3) » 3.481604 23. |jt- ^ - 0.369532 

25. x + + 12 ln| 6 - x\ + C 27. ±(3* - 1)(1 + 2r) 3/2 + C 29. i ln|¿±-|| + C 

31. ln | je + 3 + V* 2 + 6x | + C 33. V9 - 4x 2 - 3 ln - + v ^~ - -- - + C 

35. ^(x 2 - x - 6) v4x - X 1 + 4 cos~ l |' ^ ^ + C 37. - i sen 4 x eos x - 5Lsen 2 x eos x - ^|cos x + C 

39. / 4 sen t + 4/ 3 eos t - 12/ 2 sen / - 24/eos / + 24 sen / + C 41. x sec“ l 3* - | ln | 3 jc + ^9x 2 — 1 | + C 

43. ~(Sx 2 - 4jc + 1) + C 45. 4^-(41n3.x - 1) + C 47. |vcosh5v - ¿senh5y + C 49. i- + ±ln| 

32 lo 5 25 oü 25 3 

51. - 8 ln2 53. 55 ln 2 - ¿i 55. 15 - 8ln2 57. iff+ ’V3 59. i - i V2 61.0 63. l(e 2 +3) 

2 5 25 2 3 * 4 b o 

61. 21n| Vi - 1 | + C 71. tanl* + C 


EJERCICIOS 7.6 (página 602) 

1. (a) 4.250; (b) 4 3. (a) 0; (b) 0 5. (a) 0.696; (b) 0.693 7. (a) 0.880; (b) 0.881 9. 0.248 

11. 3.689 13. -0.5 Sf r sO 15. -0.161 S £> £ 0.161 17. -0.007 S € r £ -0.001 19. 4.000 

21. (a) 0.6932; (b) 0.6931 23. (a) 0.6045; (b) 0.6046 25. 0 27. -0.0005 sf¡< 0 29. 0.2375 

31. 1.5690 33. 1.4022 35. 3.090 37. (a) 0.3401; (b) 0.3414 39. 3.8203 41. (a) 15.95; (b) 16.03 

43. 26.6 unidades cuadradas 45. 5.9 millas 47. 8.218 unidades cuadradas 49. 3.06 m/s 51. 56 53. 222 


EJERCICIOS 7.7 (página 611) 

1. 1 3. -n 5. ln 2 - ln 3 = -0.4055 7. 1 9. 1.5 11. 1.5 13. 2 

15.-5 i7.o 19. 5 21 . 5 23 3 25. 2 27.-1 29 4 31. 5* 33.-^= 

8 3 2 5 3 2 vihi 

35. lni(e 2 + 1) 37. ~ 39. -i 43. a = -3,6 = \ 

EJERCICIOS 7.8 (página 6 1 7) 

1. 0 3. 0 5. i 7. 1 9. 0 11. 1 13. 5 15. e 3 17. 0 19. e 2 21. 1 23. 0 25. e 2 

27. í >- 1/3 29. i 31. 0 33. 1 35. (a) +oo; (b) 0 39. 1 41. -J- 

2 ln 3 

47. f(e) = e 1 ^, máx. reí.; y = 1 es una asíntota 49. 1 51. (a) 0; (b) 0; (c) no 

EJERCICIOS 7.9 (página 625) 

1. 3 3. - . } 5. —-— 7 - 7. divergente 9. divergente 11. 5 rt 13. 2 15. 1 17. divergente 

2 ln 5 (ln 2) 

19. (a) divergente; (b) 0 21. (a) 0 23. K 25.5 n 27. (a) 0.565; (b) 0.287 29. (a) 0.203; (b) 0.188 

31. 6.95 millas/s 33. A J°°°, „ dólares » $1293.41 39. n > 1 41. 5 : > („ 32 

' 0.08 + ln 2 3 9 27 
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EJERCICIOS 7.10 (págna 631) 


1. 2 3.-4 5. | n 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. i n 15. divergente 17. 0 


19. divergente 21. 0 23. ¡¡ n 25. divergente 27. n > -l; -- 

3 n + 1 


29. n > -1; 


(n + D 3 


31. sí; 6 n 


EJERCICIOS DE REPASO PAA EL CAPITULO 7 (página 634) 


-i-sen 16* + C 3. -2^4 - e x + C 5. (* + l)tan 1 V* - -Jx + C 


7. I* + |sen J* + C 

2 4 3 


9. ln| jc - 1 | - 2(x - 1)-' - (x - l)" 2 + C 


11. 4 sen 2* - i sen 4.1 + C 


13. 3 ln 


r l/3 


1 + X 1 ' 3 


+ C 


15. i tan 3 j: - icot3* + ln I tan 3 jc I + C 17. 2 1 + ln- - — 

3 3 3 ' i (/ + 2) 0 


15 


t + 2 + C 19. x - tan - ' * + i ln --r| + C 


U + i 


21. i x - ¿sen 12* - ¿sen 3 6* + C 

6 192 144 


23. sen" 1 (^2 

\ Jl 


+ C 


25. i* 2 sen* 2 + icos* 2 + C 


27. y¿ 2 (4sen2r + cos2r) + C 29. 3- tan _i (isen 2 *) + C 31. -tan"'(cos*) + C 
33. 2 sen" 1 ^ 1 ^ ^ j + /(r - 2) -J4t - t 2 + C 35. i ln | jc - 11 + i ln | jc + 1 | - ln|*| 

39. --Lcot 5 3* - Icot 3 3* + C 41. i* 3 sen" 1 * + i(* 2 + 2) Vi - * 2 + C 43. tan"'(cos*) + C 


+ C 37. 1 sen"‘( |e r > + C 


45. |sec '(2 sen 3í) + C 47. -J2t - Vi - 2 1 sen 1 ¿2? + C 


— (-eos n* + |cos 3 n* - icos 5 n*) + C si n ^ 0 
51. n 3 5 


®. i ln 

* n + 1 ln * 


tan y * - 3 


53. 


55. 4 57. I + 2 ln | 


si n = 0 
4 n i 


n + 1 
i i„2 , 


tan i * + 3 


(n + ir 


+ t +C 


+ C si n ^ -1 


59. y - | V2 «1.1V5-Í* 


ln 2 * + C si w = -1 

63. í 65. } - jln 2 67. V3 - | ln(2 + V?) 


69. ¿ln| - 


71. 5 


73. I + ln | 
6 2 


75. i 


77. 1 - ±ln3 79. 81. ¿n^ 83. ^ 

2 24 5 2 15 


85. 2.977 87. 2.958 89. (a) 1.624; (b) 1.563 91. 1 

99. -1 101. 0 103. 1 105. +oo 107. 109. +oo 

1-M I Ifl HivjarriAntA ik _ m /Hic/Ar-fTAritA 


ln 2 


93. 1.5 95. -0.5 


97. 1 


135. 


m a i 


141. n{e ¿ ln 2 + -e L + 
2 


\) unidades cúbicas 143. (a) * = 300 




147. ( - 1, i) 149. 187.21b 151. (a) t días a partir de ahora, P{t) 


(d) -5 ■ 


ln 11 


= 12.37 


153. 4 


ln(11/29) 

EJERCICIOS 8 .7 (página 646) 

i. = -i 


155. 1 


157. $152 500 


113. 0 115. 1 

117. e 119. divergente 

131. divergente 

133. n > 1; - — r 

(1 - «) 2 

139. 1 n unidades cuadradas 

ir ); (b) 35.94 1b 145. (o, 32 1 

2 ■ 17'/ V 15zr / 

12 000 

; (c) 1193; 

1 + 11(1 l/29) r/5 

159. (a) -oo; (b) 0 


1 * - 1 * 2 - - L * 3 

4 8 x 16 


.5 


, z entre 0 y * 


3. /> 5 (*) = I - * + ^+ zentreOy* 


i*) 


sen z 7 r\ 

—^—* , z entre 0 y* 


5 . /> 6 (*) = | - rL_ + _ 

7. />,,(*) = * + i* 3 ;/? 4 (* 

9. />,(*) =1+|* - 8 

11. />•,(*) = 8 + 3(* - 4) + ¿* - 4) 2 - ¿(* - 4)’;R 3 (*) = 


~(cosh z)* 5 , z entre 0 y * 

-* 3 ;R 3 (*) = ji(l + z)" 5/2 * 4 , z entre 0 y * 
_ 2(* - 4) 4 


.13. /> 3 (*) = i + 5 V3(* 


U' w * ■' 128 v 

1 , I Pif„ _ I / ■ . .. 1^2 1 

6 


128z 


5/2 


, z entre 4 y * 




tr ) 2 - jíj- V5 (* - in) 3 ;l? 3 (*) = sen z(x - i n) 4 , z entre | n y * 
15. /> 5 (*) = * - I - i(* - 1)- ! r (* - l) 3 - i(* - l) 4 + \(x - 1 ) 5 ; R 5 (x) = -¿z _6 (* - l) 6 ; z entre 1 y* 


17. /> 3 (*) = -ln2 - V3(* - itr) - . - \n) 2 


ÍV3(* 


r zr) 3 ; Ry(x) = - -L(3 sec 4 z - 2 sec 2 zX+ - { n) 4 , z entre i n y * 
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19. 2.71828 21. 0.515 23. | error | < < 0.000005 25. | error | < <M!2Í = 0.0000125 

27. I error I < ^^(0.01 ) 2 = 0.00000017 29.0.1823 31. , I error I < 42 

1 1 6 672 1 1 7680 

35. x = —7-—- 37. 2(x - 1) + 5(.r - l ) 2 + 3(x - I) 3 + (x - l ) 4 

2(1 + m) 

39. (a) son el mismo; (b) 1; (c) son el mismo 


EJERCICIOS 8.2 (página 658) 

1. i 3. divergente 5. -2 7. 0 9. 1 11. divergente 13. divergente 15. r ; 17. 1 19. 0 

21. (a) 0; (b) 4 23. (a) i; (b) 1 27. creciente 29. decreciente 31. no monótona 33. no monótona 

35. decreciente 37. creciente después de los dos primeros términos 39. creciente 41. decreciente 43. no acotada 
55. | (~l)' l + l 1 57. converge a ^ 


EJERCICIOS 8.3 (página 670) 


2n + 1 ’ 2 


' (3n - 2)(3n + 1)’ 3 ; 


5 n . 5 
3n + 1’3 

1 v 


5. s n = -ln(n + 1); divergente 




^ ; 0 13. ^ ln ^ 2n + 1 )’ divergente 15- divergente 


17. 2 19. divergente 21. 1 23. —!— 25. divergente 27. divergente 29. 3 

e - 1 

■ 2 10 + 1 i 

33. -^- 35. divergente 37. ¡ 39. divergente 41. divergente 43. 2 


49. 8 m 51. 84 pie 53. (b) (6 + 


55. 24 unidades 


57. (a) 3.8160; (b) 4.4992; (c) 4.9014; (d) 5.1874 59. 12 367 


EJERCICIOS 8.4 (página 683) 

1. convergente 3. convergente 5. divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. divergente 
15. convergente 17. divergente 19. convergente 21. divergente 23. convergente 25. divergente 27. convergente 
29. convergente 31. convergente 33. divergente 35. convergente 37. convergente 39. convergente 41. convergente 

loo . 

43. convergente 45. divergente 53. 0.7032 < V — < 0,7134 

m = 50 m 

EJERCICIOS 8.5 (página 694) 

1. convergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13. convergente 
15. |fl 4 | < i 17. | /f 4 1 < i 19. I /f 4 I < JL 21 . |fl 4 | < —L_ 23.0.333 25.0.632 27.0.113 

5 »] ¿5 6 ln 6 

29. absolutamente convergente 31. absolutamente convergente 33. absolutamente convergente 35. divergente 

37. absolutamente convergente 39. absolutamente convergente 41. absolutamente convergente 

43. absolutamente convergente 45. absolutamente convergente 47. divergente 49. (b) convergente 

EJERCICIOS 8.6 (página 697) 

1. ’ ¿5 • ¿g > xíñi ; s n = ^ n + i' ■ i 3- convergente; 3 5. divergente 7. convergente; 4 + 2 V? 

9. convergente; | 11. convergente; 13. convergente 15. divergente 17. convergente 

19. divergente 21. convergente 23. divergente 25. divergente 27.'convergente 29. convergente 
31. absolutamente convergente 33. condicionalmente convergente 35. divergente 37. absolutamente convergente 
39. absolutamente convergente 41. í|2 43. ( ^ -J2 + 3 -J3 ) s 
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EJERCICIOS 8.7 (página 706) 

1. (b) Xí-' 2 *)' 1 3. (b ) ^(-9x 2 r 5. [-1,1) 7. [-1,1] 9. [-1,1] 11. (-3,3) 13. (- 00 , + 00 ) 

rt = 0 

15. (-5,-1) 17. (-9, 

31. (-e,e) 35 .+00 


— u 

19. (0,2] 21. ^—y , -y) 23. [-1, 1] 25. (-4, 6 ) 27. [4, 6 ) 29. [-1, 1] 


EJERCICIOS 8.8 (página 716) 


1. (a) R = 1, [-1, 1]; (b) ,R = 1; (c) [-1, 1) 3. (a) R = 1, [-1, 1); (b) £ R = 1; (c) (-1,1) 

n = 1 n n = l 


5. (a) R = + 00 , (- 00 ,+oo); (b) 2 (-1)' 


+ ~ _2n-2 

" ( 2 n ' - 2 )! ’ R = °° ; (c) 7> R - 3 ’ (°< f); 


71 = 1 


(b) £3«(« + 1)(3a: - l)",R = i; (c) (0, |) 9. (a) R = 3. [-2,4); (b) 2 


V (x - 1) 


n — 1 


11. i £n(n - l)x"~ 2 13. ^(-l) n (n + l)jt" 15. 2 

n = 2 /» = 0 


-*■{,(2n + 2)! 1? ' (a) n! ’ (b) ^ ni 

7i=0' y ii=0 11 = 0 


71 = 1 
,2 71 

ir 


3" 


, R = 3; (c) (-2, 4) 


19. 0.60653 


“•«liÍTTür 


+ °° „2/j + °° 71+I + °° _ 9x71 

29 \? 0 (#TT)i ;S = +00 2 33 - L718 3S - 0 - 693 


37. (b) y^-rr-,R = +00 39. 1.318 41. 0.485 43. 0.0413 45. 0.450 47. 0.2450 49. 0.24 

* = 1 "< n! > 

ír ,71 + 2 ir Y n 

51 . (a) X (-D- V 55. 2 


EJERCICIOS 8.9 (página 726) 

fx^ y -* 2 " 41 , g 3 y (* - 3VL 9 V 

„=o ( 2 ")! 71 = 0 „ét,(2« + l)! ’ ^ „-e 0 


y (~l)" + 1 (jr - 1 )” 
1 n 

71 = 1 


11 . 2 + 2 2 


y 1(—2)(—5) . . . (4 - 3a) 


24 "ni 


(.x - 8 )"; R = 8 


13. i - i V3(a: - i ir) - ±(x - i 7T) 2 + ¿ Vi Ct - ± ?c) 3 + i(jr - I nf - . . . ;R = +00 15. ^ 2 


1 v (—1)” -1 (2 jt) 2 " 

2 


( 2 «)! 


17. x + I * 3 + i * 5 19. 1 + j : 2 + |;t 4 21. i * 2 + i * 4 + ±x 6 23. 0.5299 25. 1.97435 


27.-0.2231 29.2.7182818 31. 0.0415 33.0.0048 35. (a) 2 ' ñívñ " l (b) 0.2398 

37. a 4 = 3; a 3 = -5;a 2 = 2; a, = —1; a 0 = 6 


• (—1)71+1 x 2n 

„-e, 2/1(2/!)! 


EJERCICIOS 8.10 (página 733) 

1. 1.0986 3. 0.3365 5. lna + 2 


^(-ír-'U -a)” , , y , U - 2)" 


7. In 2 + 2 (-D n 


ni" 


9 . + r + y (-l)” 4 ' ' 1 • 3 • . . . • (2/i - 3) „ = . 1 I y (-1)" ■ 1 ■ 3 • 5 ■ . . . • (2n - \)x" = 4 

' 2 2 A 8 n /i! 


2"/i! 


13 . t + ^ 2;5-8- : .y(3,-4) t3 , ;J¡ = , 15 . 1 + » + ¿ H)' ' ■ ~ 3 • 5 • . . . • (2. - lU 4 " . g = ^ 


17. 3T 2 + 2 


3" ni 

(-1)" ■ 1 ■ 3 • 5 • . . . • (2/i - 1 )j 


18" «! 


71+2 


-;R = 1 


19. (a) 1 + \ x 2 + 2 


2" n! 

(-!)" + ' • 3 ■ 7 ■ 11 • . . . • (4/i - 5)..2„. 


4" ni 


x 2 "; (b) 0.510 21. 0.3349 23. 2.0271 25. 0.4970 


RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 1317 


+ °° ( l\ n- l r n 

27. (b) J ;* = 

n -1 « 

33. 0.2424 35. -0.1494 


29. 0.3090 


(-1)" • 1 • 3 • 5 ■ . . . • (2n - ¡)x 2 
\ 2" n! (2n + 1) 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 8 (página 736) 

1. P 5 (x) = x 2 - — ; R¡( x) = -— ^x\ z entre 0 y .r 

3. P¿X) = i - Ux - 9) 2 - 5 (^ - 9) 3 + y^jx-Ax - 9) 4 ;« 4 (x) = z~ ul2 (x - 9) 5 , z entre 9 y; 


1. P 5 (x) = x ¿ - ~;R 5 (x) = 
3. P¿x) = i - ±(x - 9) 2 - 


—i— (r - OV + ___C 

34 992 v J 2 519 424 v 


s. p 6 (x) = x + x 2 + fr + Y + ^r + 3T : 


x 1 , z entre 0 y jc 7.0.0873 9.^ 11. 1, |,|,2;3 


13. 0, 1,4 . : 1 15. 1, 3, 1, 3; no tiene límite 17. 4, U- 


tí-T xWr'’ e2 W-O 21.-2 25. [-1, 1) 


^ 5 ’ 5 ’17 ’ ' X-. .. I.V. u» ■», Í5 . 729 • 65 536 ’ ‘ L 

+ oo 

27. [-3,3] 29. jt = 3 31. (-7,5) 33. (-1,3] 35. (-1,1) 37. (a) R = 1, [-1, 1]; (b) £(-] ) n x 2 "-',R = 1; 

n = 1 


(í) (-1,1) 39. (a) R = +oo,(-oo,+oo); (b) y S-r 

„=1 (n¡r 


+°° /_!’in r 2n + l 

,/( = +oo; (c) (-oo,+oo) 41. Y —j —j -= 4 

„to2 4n+4 (2n + 1) 


V 1 (ln ü) n X n . . ( 

6S - ^-'• (-0°, +oo) 67. 

/l = 0 n -1 


(2fl - D! 


EJERCICIOS 9.1 (página 746) 

1. j 2 + y 2 = 16 3. .r 2 + 


51. 

1.2840 

53. 0.1947 


63. ] 

>♦§ 

+ I(-d- " 3 ‘ 5 

n = 2 

•• • • • (2n - 3)jt" 

2"n! ’ 

69 

+ VU + 1)" „ n „ 

V? (-l)"2 2 "' l x 2n 


n = l 

n 

+ h (2a)! 

, x > 

0 

5. (j/4) 2 + 

II 

(N 

m 

C4 
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17. (a) tangente horizontal: y =1; 19. (a) no posee tangentes horizontales; 21. (a) tangente horizontal: y = 0, y = 2 2 ^ 3 ; 


tangente vertical: jc = -1 ; 

(b) cóncava hacia arriba: t > |; 
cóncava hacia abajo: t < l 


tangente vertical: x = 0; tangente vertical: x - 0,x = 2 2 ^ 3 ; 

(b) cóncava hacia abajo para toda t (b) cóncava hacia arriba: / < -1, -1 < / < 2 -1 ^ 3 

cóncava hacia abajo: / > 2*'^ 3 




31. (b) es la línea continua, (c) está punteada 33. (a) 3 cúspides; (b) 6 cúspides 35. (b) es la línea continua, (c) está punteada 





EJERCICIOS 9.2 (página 751) 

1 . 1 + I V2ln( 1 + 42) 3.2VT0 + 42 ln(2 + 45) 5. ^[(40) 3/2 - (13) 3/2 ] 
11. ln(l + 42) 13. 8rr 15. 39.19 17. 3.966 19. 8.462 21. 55.31 23. 6 a 


7. 120 9. 42(e - 1) 

25. o[ln(cosh 2) - lnfcosh 1)] 


EJERCICIOS 9.3 (página 764) 

5. (a) (-3,0); (b) (-1,-1); (c) (2, -2 42 ); (d) (\ 42 , -i) 

7. (a) (42, ]t0-, (b) (2, |Tí); (c) (2 42, \ k)-, (d) (5, k) 9. (a) (x 2 + y 2 ) 2 = 4xy; (b) (x 2 + y 2 ) 3 = x 2 

11. (a) x = -1; (b) 4x 2 - 5y 2 - 36y - 36 = 0 

13. (a) recta que pasa por el polo con pendiente 43 ; (b) circunferencia con centro en el polo y radio j K 

15. (a) recta que pasa por el polo con pendiente tan -1 2; (b) circunferencia con centro en el polo y radio 2 

17. (a) Recta paralela al eje | K y a 4 unidades a la derecha de él; (b) Circunferencia tangente al eje j ic, con centro en el eje 

polar y radio 2 

19. (a) Recta paralela al eje polar y a 4 unidades debajo de él; (b) Circunferencia tangente al eje polar, con centro en la pro¬ 
longación del eje 17r y radio 2 

21. Cardioide; simétrica con respecto 23. Cardioide; simétrica con respecto 25. Caracol con un lazo; simétrico 
al eje polar; apunta hacia la al eje | k; apunta hacia arriba. con respecto al eje j K\ 

izquierda. apunta hacia abajo. 


8 

6 

4 

2 



4 6 8 


8 

6 

rí 

ii i i i i i j ^ 

~ \ \) \ iiiiii. 


4 6 8 
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i 



53. rectas tangentes horizontales en (7, 3 k), (1, | k), (2, 3.87); rectas tangentes verticales en (5.34,0.46), (5.34, 2.68) 

55. rectas tangentes horizontales en (4.73, 1.95), (4.73,4.34); rectas tangentes verticales en (2,0), ( 6 , n) 

57. rectas tangentes horizontales en (-1, 3 B), (-1, |tr), (|, 0.42), (j, 2.72), (|, 5.86); rectas tangentes verticales en (0, 1), 
(1, *),(-§, 1.99), (-§, 4.29), (-§, 5.13) 

59. rectas tangentes horizontales en (0,0). ( i¡\2 , 3 ;r), (- if\2 , 3 tr); rectas tangentes verticales en (0, 3 tr), ( V2, ¿ tr), (- v 2, ¿ k) 
61. (1.5,2.60); (1.5, -2.60) 63. (0,0); (1.73,1), (-1.73, l) 65. (3, ± n), (3, - 5 zr) 67. el polo; (2, \ n)\ (2, - § k) 


EJERCICIOS 9.4 (página 773) 

1. 5jc 3. 2 na 5. 32 7. 12 9. ±V5(e 8 - 1) 11. 6 tr 13. 19.38 15. 2.505 17. 4.455 

19.26.22 21. | k unidades cuadradas 23. 4 n unidades cuadradas 25. 4 unidades cuadradas 27. ^ rr 3 unidades cuadradas 

29. | it unidades cuadradas 31. (jtr- y sen " 1 3 - 3 V2 ) unidades cuadradas 33. (jir- ^ V5) unidades cuadradas 
35. (y ir — 9) unidades cuadradas 37. (18 - | ;r) unidades cuadradas 39. 3 (;r + 1) unidades cuadradas 
41. (a) (1. ± 3 tr); (-1, ± 3 a); (b) ( 8 tr - 2 V3) unidades cuadradas 43. (a) (2, + ¿tr); (2, ± \k)\ (-2, + 3 ti); (-2, ± fjr); 

(b) ( 8 k + 4 V3) unidades cuadradas 45. 4 unidades cuadradas 47. 8x 3 a 2 unidades cuadradas 49. 3 na 1 unidades cuadradas 

EJERCICIOS 9.5 (página 781) 


1. (a) c = ¡S; 

focos; (± V5, 0 ); 



7. (a) e = f; 
focos: (±5,0); 
directrices: x = ± |: 
(b) 



3. (a)e = j V2l; 
focos: ( 0 , ± V 21 ); 
directrices: >■ = ± ~ v'TT; 



5. (a) e = ^ V29 ; 
focos: (± V29,0); 
directrices: x = ± 35 V29; 



9. (a) parábola; (b) hipérbola; 
11 . (a) 1 ; (b) parábola; 

(c) r eos 9 = - 2 ; 



(c) elipse; (d) circunferencia 
13. (a) 3 ; (b) elipse; 

(c) r sen 6 = 5; 

(d) 



I 


4 
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15. (a) |; (b) elipse; 
(c) reos 9 = -3; 



21. (a) |; (b) hipérbola; 



17. (a) |; (b) hipérbola; 19. (a) |;(b) elipse; 

(c) r sen 0 = -1; (c) r sen 0 = -5; 



29. (a) r = -■ ■- - ---r; (b) reos 9 = 31. \3 7T unidades cuadradas 

1 - 3 eos 9 3 ■’ 


„„ , . 40000000 

37. (a) r = —-—; 

1 - eos 9 


(b) 20 000 000 millas 


39. 4 600 millas 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 9 (página 783) 



7. r = 12;y = 16;y = -16 

9. (a) (2, ü*),(_ 2 , lit)-, (b) (-3, -1 /r), (3, | /r) 11 . (a) (0,1 ); (b) (1, - V3); (c) (-2 V2.-2 V2), (-f V3 ,-f) 

13. (a) (4-V2, |/r); (b) (2, | ?r), (c) (6, \lt) (d) (4, \n) 15. r 2 (4 eos 2 0 - 9 sen 2 9) = 36 

17. r = 9 eos 0-8 sen 9 19. xy = 2 21. x 4 + 2x 2 y 2 + y 4 - y 2 = 0 

23. (a) recta que pasa por el polo con pendiente 1; (b) circunferencia con centro en el polo y radio 4 


25. (a) recta perpendicular al eje polar que pasa por el punto (3,0); (b) circunferencia con centro en (|, 0) y tangente al eje i ít en el polo 
27. caracol con una hendidura; simétrica 29. cardioide, simétrica con respecto al 31. caracol con un lazo; simétrica con 
con respecto al eje polar; eje polar; apunta hacia la izquierda respecto al eje | n ; apunta hacia abajo 

apunta hacia la derecha 
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33. rosa de 4 hojas 35. 37. lemniscata 



41. ^ V37 + |ln(6 + /37) 43. 32 45. (a) (1Ó7T - 24/3) unidades cuadradas; (b) (32n + 24 -/3) unidades cuadradas 

47. a 2 ( jrr + / /3 ) unidades cuadradas 49. - —- unidades cuadradas 51. r 2 - 2r o rcos(0 - 0 O ) + r 0 2 = a 2 

53. (a) e = (b) elipse; (c) r sen 0 = -2 55. (a) e = |; (b) hipérbola; (c) 3r eos 6 = 4 

57. r = - ^ -- 59. r = --—- 61.38.014 63.26.73 65. (a) 28.6 millones de millas (b) 43.4 millones de millas 

1 - 3 ¿os 9 1 - sen 6 


EJERCICIOS 10.1 (página 797) 


1. (b) 5 3. (b) i v 1 + 4e 2 5. (a) 1 -n\ (b) jt; (c) tan' 1 0.4 = 0.38 7. <2, -3) 9. (5, 6) 

11. (-4, 3) 13. (12,-5) 15. (a) (-1,9); (b)(l,-5> 17. (a) <-9,-4); (b) (4,-e) 

19. (a) <6, 1); (b) /74: (c) /MI 21. (a) 10Í + 15j; (b) -24i + 6j; (c) 6i + 2j; (d) 2/ÍO 
23. (a) /TI + /17; (b) -141 + 21 j; (c)7/Í3; (d)5/l3-6/Í7 25. (a) -281 + 6j; (b) 2/205 


29. (a)5(i 


- H-, 


(b) 2\ 2(cosj^i + senjírj), 


iV2i + i- 


31. (a) 8(cos ni + sen|^j),-|i + (b) 16(cos n\ + senrrj),-i 33. h = 2 ,k = 3 

37. (a) 1351b; (b) 17° 39.29.0° 41. (a)364.1°; (b) 243millas/h 43. (a) 28.1°; (b) 1.7millas/h; (c) 0.53millas 


51. (a) <1. -2); (b) <1,-2> 


EJERCICIOS 10.2 (página 809) 


1. (b) (7, 2, 0), (0, 0, 3), (0, 2, 0), (0, 2, 3), (7,0, 3), (7, 0, 0); (c) /62 
3. (b) (2, 1,2), (-1, 3, 2), (-1, 1, 5), (2,3, 2), (-1, 3, 5), (2, 1, 5); (c) /22 

5. (b) (3, -1,0), (3, 3,0), (1,3,0), (1,3, 5), (1,-1, 5), (3, -1,5); (03/5 7. (a) 3; (b) (2, 5, f) 

9. (a) (b) (|, -1, 2) 11. (a) 7/2; (b) (-1, §,-±) 13. (±4/6.4, 2) 

17. (a) \AB\ = 9/2; |AC| = 2/62; | BC [ = /62; (b) punto medio de AB: ( i, 1, |); punto medio de AC: (-1, 2, 5); 

punto medio de BC: (-1, 8, ( i 21. esfera con centro en (4, -2, -1) y r = 5 23. el punto (0, 0, 3) 

25. el conjunto vacío 27. .r 2 + (y - l) 2 + (z + 4) 2 = 9 29. (a) (21,-13,-2); (b) (-25,-26,5); 

(O 7/59 - 5/41; (d) /Í326 31. (a) (-19,-16,-!); (b) (-6/91,-8/91,-2/91) 33. a = 0. b = 0 


— — • — 2 — ■ —2— 37 ~ ■ - !— ■ 39 (12 o - 

/89 ’ /89 /89 /86 ’ /86 /86 1 3 ’ ’ 


41 (y.-v'6) 


(a) 7(-f i + fj 4, 


(b) /14 ( 4= i + 


45. (a) (i. 


'tvrhW-JL J_ _L' 

q/i (®) ( nr » rx > px. 


/3’/3 


1 
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EJERCICIOS 10.3 (página 819) 

1 . (a) 10 ; (b) -1 3. (a)-|; (b) 9 15. (a) 0 ; (b) para ningún valor de 17. (a) --^ÍL; (b) —' + j 

-785 J ' i > 

19. §V50 21. (a) -44; (b) -468; (c) -31; (d) (-84, 198, 124) 23. (a) - i /5; (b) -3; (c) (2, 1,-2) 

25. (a)-J^/ 6 ; (b) <-2f,-f|, ^) 27.1/4422 31. \ /3 unidades cuadradas 33.( ~ /Í7, ± /!/);( - 1 /T?, - ± /T ?) 
35. -í^/19 37. (a) 24 pie-lb; (b) 24/3 pie-lb 39. (18 - 9 /3 ) pie-lb 41. 25 pie-lb 43. | V 6 pie-lb 45. \ 


EJERCICIOS 10.4 (página 832) 

1. jc + 2y - 3z + 1 = 0 3. y-z + 3 = 0 


9. <2 -I IW-2 I 
• ' 3 ’ 3 ’ 3 A ' 3 ’ 3 ’ 




XX. /± 2 _12>.(_± -2 11) 
x 13’ 13’ 13 7 ' 13’ 13’ 13 7 


5. * - 3> - 4 Z - 3 = 0 7. 3* + 2y + 6z = 23 

4 3 12 


13. /-^L , 0, -L 

yi3 /n, 


3 2 

-4=, °, - -i 
/T3 /ñ, 


15. 5.r - 3y + 7z + 14 = O 17. 2 jc - y - z + 1 


O 


19. 4y - 3z - 1 = O y z = 1 


21. 67.6° 


23. 69.2° 


25. V 6 27. |. 29. x = 1 + 4t,y = 2 - 3r,z = 1; 


.t - 1 


y - 2 
-3 ’ 


= 1 


31. x = 13r,y = -12r,z 


o.. 2L _ ^ — 

8 ’ 13 “ -12 - 


^ 33. x = 2t - 2,y = -16r;z = 13r + 3; = ^ = 


35. x = 4 + t, y = -5 + 3r, z = 20 - 6r; ; 


y + 5 


- 20 


1 3 -6 

41. 8x - y - 66 = 0; 13x - 5z - 102 = 0; 13y - 40z + 42 = O 
43. 4x + y + 3 = 0; 3* - z + 4 = 0; 3y + 4z - 7 = O 

49. 4jc + 2y - 3z + 5 = O 51.(|,-^, 1) 53. ' 


37. 


13 


45. ¿ /6 47. 4jc + 7y - 3z + 7 = O 


y - 6 z - 4 


55. ^ /7Ó 61. x — Xq. y = y 0 


EJERCICIOS 10.5 (página 844) 


1. <7,13,-11) 3.-490 11. <9,-1,-23) 15. \ /2 17. ,, 89 unidades cuadradas 19. 9/29 unidades cuadradas 

1 


21. 5x - 2y + 7z = O 
29. 20 unidades cúbicas 31. 


23. .c + 2y + z - 2 
38 


25. ± ^(i + j 


k) 


27. ±-^(i + 2 j 


k) 


3/78 


33. 187.9 pulg-lb 


EJERCICIOS 10.6 (página 857) 

13. x 2 + z 2 = 4y 15. x 2 + 4y 2 + 4z 2 = 16 17. y 2 = 9x 2 + 9z 2 19. y 2 + z 2 = sen 2 * 21. x 2 + z 2 = 16; 

eje aro eje y; o x 2 + z 2 = 16, eje x o eje z; o y 2 + z 2 = 16, eje y o eje z 23. x 2 - z 2 = 4, eje z; o y 2 - z 2 = 4, ejez 
25. x 2 = |y|,ejey;oz 2 = |y|,ejey 27. y 2 = 9x 2 , eje y; o y 2 = 9z 2 , eje y 29. (i) (d): paraboloide elíptico 
(U) (e): elipsoide; (lii) (b): paraboloide hiperbólico; (iv) (f): hiperboloide de 2 hojas; (v) (a): hiperboloide de 1 hoja; 

(vi) (c): cono elíptico 31. elipsoide 33. hiperboloide de 1 hoja 35. cono elíptico 37. paraboloide elíptico 
39. paraboloide hiperbólico 41. hiperboloide elíptico de 2 hojas 43. (a) 1 < | k \ < /2 ; (b) | k \ < 1 

45. vértice: ( 1 ,-4, 0); foco ( 1, 0,0) 49. 8 tr unidades cúbicas 51. n unidades cúbicas 

2 c 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 10 (página 861) 

1. —25i + 63 j 3. /4594 5. 15/2 - 14/13 7. 92 9. —L= i - ~¿= j 11. A = -i;* = i 

/Í06 /l06 2 2 

13. - -y /2 15. -i|i - 17. -1| VT3 19. i(80 ± 58/3) 21 . Í + 26j - 16k. 23. -3 25.7 /1270 

27. - i /2l 29. i (i + 2j - 2k) 31.(60,-40,80) 33.16 35.295 37. Un punto del eje * en R, una recta 

paralela al eje y en R 2 , un plano paralelo al plano yz en R 2 . 39. El eje x. 41. La circunferencia del plano xz con 

centro en el origen y radio 2. 43. El plano perpendicular al plano .ry que lo intersecta en la recta y = x. 45. El parabo¬ 

loide de revolución generado al girar y 2 = 9 z alrededor del eje z. 47. El cono circular recto generado al girar y = x 
alrededor del eje x. 
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49. (a) 104.41b; (b) 35.5° 51. 127.28pie-lb 53. (-3, VÍ67, 1). (-3, - -v r 167, 1 ) 

4> ; el eje y 
5 . _ _2_ . 

V78 J V78 


55. (i + 2) 2 + (y + l ) 2 + (z - 3) 2 = 17 57. z 2 = 

n 5 2 „ , 

-s=, eos y = —==; (b) 
V78 ' JlS 


59. 3 


61. (a) eos a = 


78 


, eos ¡ 


63. (aj-í.'S; (b) - ff i + Aj 


65. * 




V78 
lOz + 23 = 0 


67- To-fr 




^ = y, a: = 4r, y = -3í, z 


77. A unidades cuadradas 


69. 3 

79. 24 unidades cúbicas 


71. i V3 


EJERCICIOS 11.1 (página 870) 

1. (-oó,0) U (0,4] 3. (-1, 1] 5. [-2,0) U (0, n) U (rr,4] 7. (-4,-rr) U (-rr,0) U (0, ri) U (tt, 4] 

9. (a) 2r¡ + r 2 j + 2rk; (b) 2i + ( t 2 - 2)j - 2k; (c) 3r 2 - 3; (d) (r 3 + r 2 - 2r)i - 4rj + (2r - r 3 + r 2 )k 

11 . (a) (cosí + sen r)i + (cosí - sen í)j; (b) (cosí - senr)¡ - (cosí + sen í)j + 2rk; 

(c) -r 2 ; (d) r(sen t - eos r)¡ + r(sen t + eos r)j + k 

13. (a) (r 2 - l)i + (r 3 - r 2 - t + 1)j + (r 2 - 2r + l)k; (b) (r 2 - 2r + l)i + (r - l)j + (r 2 - l)k; 

(c) (2 + r)¡ + (r 2 + 2r)j + rk; (d) ri + j + (t + 2)k 

15. (a) senrcosri - sen 2 rj + rsenrk; (b) sen 2 ri + senrcosrj - rsenrk; (c) Vl-r 2 i - rj + sen*'rk; 

(d) ri + Vi - r 2 j - sen -1 rk 

17. 4j- + 2k 19. j + k 21. -i - \nj + nV. 23. e(i + j + k) 25. (1,2) U (2,+oo) 

27. Todos los números reales distintos de (k + i)rr, donde k es cualquier entero 29. Todos los números reales 






43. (a) (0, 8 , 0); (b) (4, 8 , 4); (c) (0, 0, 8 ) 

45. (a) (0,0,10); (b) (-10,0,0) (c) (10,0,0) 


EJERCICIOS 11.2 (página 880) 

1. R’(r) = i - r 2 j; R"(r) = 2r 3 j 3. R'(r) = (2 r + l)“ 2 i + 2r* 2 j;R"(r) = -4(r + l)“ 3 i - 4r" 3 j 
5. R’ = 2e 2 'i + r'j + 2rk;R"(r) = 4e 2, i - r“ 2 j + 2k 


7. R'(r) = 


i 


1 


1 + r 2 




j 


i 


vr 


k; R"(r) = 


2 r 


(1 + f 2 ) 2 ( 1 -r 2 ) 


2 s3/2 


J - 


9. R'(r) = 10cos2ri - 4sec4rtan4rj - 8 sen 2rk; R"(r) 

.2 _ j. es-i/2 12e 6f 


11. (2r - 3)(2r - 6 r + 5)* 


13. 


Vi + 4e 6 ' 


20 sen 2ri + (16 sec 4r 
33. ln | sec r | i — ln j r [ j + C 


(1 -r 2 ) 3 / 2 
32 sec 3 4r)j 


16 eos 2 rk 


35. (r ln r - r)i + ir 3 j + C 37. |e 3 'i - |e* 3 'j + (i« 3 '- ir« 3f )k + C 39. ln| sec-r | i + ln| sec r + tan r | j + lnj r | k + C 
41. (|r 3 - 7)i + (ln | r — 2 [ — 5)j 43. [i«'(senr - cosr) + |]i + (senr - l)j + (2 - e')k 45. x 2 + y 2 - 1;0 

47. 0 49. V2T + | + |ln(4 + V21 ) 51. 13 53. 9.571 55. 3.096 
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EJERCICIOS 11.3 (página 888) 


1. T(r) = -seníi + eos rj; T( i n) = -i; N(r) = -cosri - senrj;N(Í7r) = -j 
3. T(r) = eos i i + senrj;T(irr) = j; N(r) = -sentí + cosrj;N(2rr) = -i 


5. T(r) = i,-¿ 

t 2 + 1 


|i + ij;N(í) = 


j;N(2) = 


7. T(r) = sen /i + cosrj;N(r) = eos / i - sen rj 9. T(r) = -i===;N(í) = + ^ 

VI + t 1 Jl + t 2 


11. T( i n) = i; N( \ n) = -j; B( I tt) 


13. T( 1) = ¿V2(j + k);N(l) = ¿V2(-J + k);B(l) = k 


15. T(r) = eos 'i + senrj;N(r) = sen (i + eos ,'j; Blí) = -k 17. osculador: z = 2; rectificador: y = . TV. normal: r = 1 

19. osculador: x - I; rectificador: -(y - i) + (z - j) = 0; normal: (y - 2) + (z - |) = 0 

21 . osculador: z = 2; rectificador: (x - i 72) + (y - 2 72 ) = 0; normal: - fx - 2 72 ) + (> - ^ 72) = 0 

23. T(i^) = i 75(-2i + k); N( i zr> = -j; B( 2 n) = i -73 (i + 2k); osculador: x + 2z - 4 = 0; rectificador: y = 1; 


i v — 5 V V 

normal: 2x - z + 2 = 0 


i [(4 + 9 r) 3 ' 2 - 8] 


31. R (j) = (sen 72r - 72scos72r)i + (cos72 í + 72ísen72s)j + 2k 

33. R(i) = i + i[(3í + 1) 2/3 - l]j + i[(3í + 1) 2/3 - 1 ] 3/2 k 35. R(j) = (1 - 2 -.r) 3/2 ¡ + (|s) 3/2 j + 2k 


EJERCICIOS 17.4 (página 896) 

1. /C = |; p = 3 3. K = 1; p = 1 5. K = ±-, p = f 7.^ 9. >(1 J 2)3/2 15.2 

17. tf(r) = ^ ~ ; /C(0) = V2;p(0) = i 72 19. K = i; p = 2 21. AT = i 72 ;p = 2 vi 

(1 + 6f 2 + r 4 ) 3/2 2 J/2 

23. K = ^T7;p = \4Í 25. = ¿7l7;p = ^717 27. (2 29. ^(16 í 2 + 81v 2 ) 3/2 

3!- 2(,t + i/ 2 >3/2 33. 4|üsen ir| 35. (-¿ln 2, i 72 ) 37. (-3,-1) 41. AT = 2; p = i; (0, - i) 

43. ( 3 * + 2p, - 45. ^ ~- fc2 cos 3 f, — ~ ° 2 sen 3 rj 47. C = (f?), p = ^ 49. (x + 2) 2 + (y - 3) 2 = 8 

51. K = §77;p *-^77 53. /f = -jJ-j-;p = 16|a| 59. ¿ 

EJERCICIOS 11.5 (página 907) 

1. (a) V(f) = 2ri + j; A(r) = 2i; ||V(r)|| = V4r 2 + 1; ||A(r)|| = 2; (b) V(3) = 6i + j; A(3) = 2i 

3. (a) V(r) = -10sen2ri + 6cos2rj; A (t) = -20cos2ri - 12sen2rj; || V(r) || = 2 725 sen 2 2r + 9 eos 2 2r ; 

|| Air) || = 4 725 eos 2 r + 9 sen 2 2f ; (b) V(¿«) = -101; A(irr) = -12j 

5. (a) V(r) = e'i + 2e 2 'j;A(r) = e‘ + 4e 2, j; ||V(r)|| = e'-y/í + 4e 2 ' ; ||A(r)|| = e'7l + l6e 2r ; 

(b) V(ln 2) = 2i + 8j; A(ln 2) = 2i + 16j 

7. (a) V(r) = i + tanrj;A(r) = sec 2 rj; ||V(r)|| = |secr|; ||A(r)|| = sec 2 r; (b) V(|rr) = i + j;A(jrr) = 2j 

9. (a) V(r) = (2r + 3)i - 6rj; A(r) = 2i - 6j; ||V(r)|| = 740r 2 + 12r + 9; ||A(r)|| = 2TÍO; (b) V(i) = 4i - 3j; 

A(i) = 2i-6j ll.V(i^)=-2Í + k;A(lrr) = -2j; || V( i zrj || = 75 13. V(2) = i + 2j + 2k; A(2) = 2j; ||V(2)|| =3 

15. V(0) = i + j + k; A(0) = 2j + k; ||V(0)|| = 75 17. (4 - ^)i + (2, 2 + i + 2)j 

19. (<T' + 3r - l)i + (|e 3 ' + |r + ^)j 21. (r + l)i + (r + 2)j - 16r 2 k 23. (r 3 + 2r)i + (r 4 + 3r)j + (|r 2 + 4)k 

25. V(r) = 21 + 2rj;A(r) = 2j;T(r) = T -L- 1 + ~= J;N(r) = i + -¡=±=? j; ||V(r)|| ='27l + r 2 ; 

7l + r 2 7l + r 2 7l + r 2 vi + r 2 

“ j77 ; * (r) = ^T77^ :V(2) = 2i + 4j;T(2) = + A j:A(2) = 2j: 

N(2) = S i + A j ’ l |V(2 )ll = 2 V5;A r( 2 ) = A ;An(2)= = 

27. V(r) = -15 sen3r¡ + 15eos3rj;A(r) = -45cos3ri - 45sen3rj;T(r) = -sen3ri + cos3rj;N(r) = -cos3ri - sen3rj; 

|| V(r) || = 15; A T (t) = 0; A N (t) = 45; K(t ) = i; V( \ n) = -15j; A( i n) = 451; T( i n) = -j; N( i n) = 1; || V( ^ zr) || = 15 

A T (\it) = 0;A N (2rr) = 45; AT( ^ zr) = 2 
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29. V(r) = e‘i - <-"'j;A(r) = e'i + £"'j;T(/) = 


I 


II va) || = 


e 41 + i 


;A T (t) = 


e'fi 4 ' + 1 


-Je 4 ’ + 1 -Je 4 ’ + 1 

1 -A N (t) = -t====;A:(í) = 


j;N(í) 


VTÑH * 4 ' + I 


j; 


2e 4 


4 


+1 


(e 4 ' + 1) 


i/2 


; V(0) = i - j; A(0) = i + j; 


T(0) = “ ~k j;N(0) = fi i + fi y ’ l|V(0)|1 = = <W«) = V2:AT(0) = -j= 


31. 


4t 


T(í) + 2v2 N(f) 33. lT(f) + /N(/) 35. 2fitT(t) + 2N(/) 39. 3(r - 1) - 3(y - 1) + (z - 1) = 0 


fit 2 + 2 ' fit 2 + 2 


41. (a) 160 V 2 i + 160 V 2 j; (b) r(í)i + y(í)j = 160V2/Í + (160 V 2 í - 16r 2 )j; (c) 10 s/ 2 s; (d) 3 200 pie; 

(e) 800 pie; (f) 160V2Í - 160 fi.)- 320 pie/s; 

(g) R( 6 ) = 960 V2 i + (960 V2 - 576)j; V( 6 ) = 160 V2i + (160 V2 - 192)j; 64 ^34 - 15^2 = 229 pie/s; 

r 2 

(h) y = x - 45. (25 + V63l ) s; (20 000 V3 + 800Vl893)pie 47. 283 m/s 

49. Caerá en el agua a 24.3 pie del barco. 51. 40°8 : 53. Pasará 5 pie por arriba del árbol y caerá a 25 pie del banderín. 

55. (c) T(í) = -sen curi + eos to/j; N(r) = -eos tur i - sen to/j; A T (t) = Q-,A N (t) = ro> 2 ; (d) se cuadriplicará 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 11 (página 910) 

1 . [0,3) U (3,+oo) 3. [-2,-i;r) U (-±;r,-i] U [i, |tt) U (±*2] i 
7. k 9. (0, 4) 11. Todos los números reales 13. 


- 2 / 


)2 ,2 

9e 2 ' 


k; R"(r) = 6 




17. R'(r) = 

19. D, || R(r) || = 

23. (4e'l 2 - 2e)l + (4e~'^ 2 - 6 « _l )j + (4 senh ir - 4 senh 1 + l)k 25. ~ Ttfi + k 2 + senh -1 j~I2k 


fie 


; ||/>,R(r) || = 3e' 21. [ln(/ + 2 ) - ln 2]i + (tan -1 / + l)j 


e^ ,t \ + i 

29. T(0 = _ i ; N(0 = 


fi 4 ' +1 


e 2t i 4 ¡ + i 

-i;T(ln2) = ; N(ln 2) = 


Je*' + 1 


-W 


31 y 35. T(f) 


r 2 i + 2 /j + 2 k. N(f) = 2 ri + ( 2 -r 2 )j- 2 rk ;B(0 


osculador: -2(x - |) + 2 (y - 1 ) - (z - 2 ) = 0 ; rectificador: 2(x - 2 ) + (y - 1 ) - 2 (z - 2 ) = 0 ; 
normal: (x - 2 ) + 2 (y - 1 ) + 2 (z - 2 ) = 0 

33 y 37. T(r) = —~(3 eos 2/i + 2j - 3 sen2ík); N(í) = -sen2íi - cos2ík; B(t) = J . (-2 eos 2/¡ + 3j + 2sen2ík); 

■V13 , yl3 

osculador: -2x + 3 y = 0; rectificador: z = 3; normal: 3-r + 2y = 0 39 . 2 /- + 2/ 

41. R(s) = [2(3 r + 17 3/2 ) 2/3 - 34]i + | [(3s + 17 3/2 ) 2/3 - 16] 3/2 j 43. R(s) = 3sen(í/yT3)i + 2í/yT3j + 3cos(r/Vl3)k 
45. K = -4^; p = 47. K = -■■ v 2 ,.s 49. K = A 


í 2 + 2 


+ 2 


8 

i ~ 4j 

VT7 ’ 

- 2 i + 2 tj - r 2 k 

t 2 + 2 ’ 


27. 0.9950 


17 3 / 2 ' 


(í 2 + 2) 2 


53. K = ± ; p = 7 4 


55. (-41,32) 


57. (a) V(t) = 31 + (4 - 2t)j;A(t) = -2j; ||V(í)|| = fit 2 - 16r + 25; ||A(í)|| = 2; (b) V(l) = 3i + 2j;A(l) = -2j 
59. V(2^) = - i ni + j + k;A(iw) = -2i - 2 ^j ; rapidez: ^i n 1 + 2 61. R(r) = (je 2 

2 )k 


’ 1 - 2 ' - |)¡ - e~'j 


63. R(í) = 2 eos ti + (2 sen t + 2)j + tk; 
67. V(í) = 3i + (4 - 2/)j; A(í) = -2j;T(í) 
4í - 8 


65. (í + l)i + ( 2r - 3í + y)j + (3/ - í 2 


?LM . 4 20J ;N(t) = 2ni 3j ; || V(í) || = fi, 2 - I6r + 25; 

fit 2 - 16í + 25 fi, 2 - 16 t + 25 


A T (t) 


16, + 25 


;A„(t) = 


= 


i 


T(l) = -4=(3i + 2j); N(l) 


fit 2 - 16r + 25 '' (4í 2 - 16í + 25) 3/2 

^=(2i - 3j); || V(l) || = -m-.Ajü) = 


; V(l) = 3i + 2j;A(l) = -2j; 

= A-(l) = - 4 — 

VÍ3 13 3 / 2 
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69. A(í) = 


4 + 4e 21 + 4e 2 ' 


V4 + e 2 ' + e- ¿ < V 4 + e 2 ‘ +e 

71. (a) V(í) = 2senh2;i + 2 cosh 2íj; A(í) = 4cosh2í¡ + 4senh2íj; 

(b) ||V(í)|| = 2 a/coÜT 47 ; (c) A T (t) = 4 r se ! 1 ^± f ; A N (t) = 4 •• 

Vcosh4í Vcosh 4í 

73. (a) 75 V3íi + (75/ - 16í 2 )j; (b)^V3pie; (c) ^pie; (d) 150 pie/s 75. 98.73 pie/s 
77. (a) 0.85 s; (b) 18.38 pie 


EJERCICIOS 12.1 (página 923) 

1. (a) -i; (b) 5; (c) (d) 0 3. (a) 1; (b) \ -J2 ; (c) ¡ - x 2 - y 2 - z 2 ; (d) 4x + 4y + 8 

5. \(x,y) x 2 + y 2 * 1) 7. {( x,y)\x 2 + y 2 £ 1) 9. {(x,y)|x 2 - y 2 > 1) 11. {( x,y)\x 2 + y 2 > 1) 

13. { (jc, v) x 2 + y 2 < 1} 15. {(x,y)|y * ±x) 17. ((x,y)| - 1 < x - y < 1) 19. )(x,y)|xy > 1) 

21. {(jr, y, z) x - y - z * 0} 23. {(x,y,z)|x 2 + 4/ + z 2 < 16} 25. {(x, y, z) | \x | < 1, \y \ < l,|z| < 1} 

27. {(x,y,z) x 2 + y 2 < 4) 29. {(je,y) |jc 2 + y 2 < 16} 31. R 2 33. R 2 35. R 2 

37. Circunferencias centradas en el origen de radio Vl6 - k 2 , k = 0, 1, 2, 3,4 
39. Circunferencias centradas en el origen de radio V16 - k ,k = 16,12,7,0,-9,-20 

41. Hipérbolas x 2 -y 2 = k, k = 16, 9, 4,0*, -4, -9, -16 (‘las rectas V = ±x) 43. Circunferencias de radio -J2k,k = 8,6,4,2,0 
45. Hipérbolas xy = k, k = 0*, ln 2, 1, ln 4, ln i -1, [n 1 (‘los ejes x y v) 

47. (a) 2; (b) 6; (c) Vx - y 2 ', (d) | x - y|; (e) | x - y \ 

49. h(x, y) = sen"’ ^1 - x 2 - y 2 ; dominio: {(x,y)\x 2 + y 2 < 1} 51. (b) (iii) 53. (a) (iv) 

r 1218 " 

55. (a) x pies es el ancho, y pies es la altura, $C es el costo. C(x, y) = .32 xy + — + — ,x > 0, y > 0; (b) $5.92 

x y 

57. (a) V = yxy(6 - x - 3y), x a 0, y > 0, x + 3 y < 6; (b) 0.78125 unidades cúbicas 
59. Circunferencias centradas en el origen de radio V9 - 16/V 2 , V = 16,12,8,4 
61. Ramas en el primer cuadrante de las hipérbolas xy = /, / *= 5,4, 3, 2, 1 
63. Esferas centradas en el origen de radio ~jln(4/P),P = 4, 2,1, | 

EJERCICIOS 12.2 (página 940) 

1. 0 3.-4 5. 0 7.5 = if 

21. El límite existe y es 0; tome S = -Je 7 23. El límite no existe 25. | K 27. 3 

29. Continua en todo punto (x, y) de R 2 que no este sobre la recta y = 1 

31. Continua en todo punto (x, y) de R 2 que no este sobre el eje y 

33. Continua en todo punto (x, y) de R 2 que no este sobre la recta y = 2x 

35. Continua en todo punto (x.y) de R 2 que esté en el interior de la circunferencia x 2 + y 2 = 25 37. Continua en todo punto de R 2 
39. Continua en todo punto (x, y) * (0, 0) de R 2 41. Continua en todo punto de R 2 
43. Todos los puntos (x, y) de R 2 que estén en el interior de la circunferencia x 2 + y 2 = 16 

45. Todos los puntos (x, y) de R 2 que estén en el exterior de la elipse 4x 2 + 9y 2 = 36 47. Todos los puntos (x, y) de R 2 para 

los cuales | xy | > 1 

49. Todos los puntos (x, v) de R 2 de los cuadrantes primero y tercero para los cuales ¡ x + y | < 1 51. Todos los puntos de R 2 

53. esencial 55. eliminable; /(0,0) = 0 57. esencial 59. eliminable; /(0, 0) = 0 

67. 0 69. continua en todo punto (x, y, z) de R 3 que esté en el exterior de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 

71. continua en todo punto de /? 3 

EJERCICIOS 12.3 (página 952) 


1. 6 3. 3x - 2y 5. 


¡x 2 + y 2 


7. x 2 - 6 xy + 2 z 9. xy + yt + zt 11. 4 13. —x- y 

x l + y 2 


, e y ¡ x l 

15. -2sen 30sen 2<h 17. -— ’ 

xy 


y ln --x 19.-4-— 

' > > (x 2 + y 2 + z) 3/2 


21. 4xy + - 23. xze xyl + , — z -y-zr 

Z z 4 + 9x 2 y z 


25. (a) -1; (b) 12 27. -ln senx; ln seny 29. (a) - - (b) ^4- 31. (a) 4e 2 - t seny; (b) -e 2l seny 

y x 4 y 


33. (a) 2 tan -1 —- ; (b) 2 tan'* * + 4^ 

x x l + y 2 x x 2 + y 

, 2x ln y ... , tan -1 x 

37. (a) e eos y - -- y-y\ (b) -e^cosy - -y— 

(1 + x 2 ) 2 y 2 


35. (a) 3ycoshx;- (b) 4xsenhy 


39. (a) 12x + 20y; (b) 12x + 20y 41. (a) 0; (b) e y 
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43 . (a) -2e z sen e z \ (b) -2we' 7 (sen e z + e z eos e z ) 45 . (a) —=- ^9 rst ——-• (b) 16r(5t — +12£ — r ) 

(r 2 + 4i 2 - 5 / 2 ) 3 (r 2 + 4s 2 - 5t 2 ) 3 

„„ . , I „ . , „„ , , 100 r 9/ + 1 ,1 1 r 1.54 ,1 , , „ 5000 In 1.06 

57. -4 grados/cm; -8 grados/cm 59. ( a ) — ^^ - 1 j; (b) _ - l j „- 24 .4; (0- 3( , Q6) , : 

(d) = -61 61. (a) 1; (b) 1 63. (a) -2; (b) 0 65. ninguna existe 

67. / 12 (0,0) = -1;/ 2 I (0,0) = l 69. 0.0943 m 2 /kg; 6.42 m 2 /m 

EJERCICIOS 12.4 (página 964) 

1. (a) 3(Ax) 2 + 2(Ax)(Ay) - (Ay) 2 + 14Ax - 6 Ay; (b) 0.5411; (c) 14Ax - 6 Ay; (d) 0.54 
3. (a) (2 + Ax)(-4 + Ay)e° + Ax>, ~ 4 + A - v) + 8«?“ 8 ; (b) -0.0026; (c) 28<T 8 Ax - 14<T 8 Ay; (d) -0.0019 
5. (a) Ax + 4Ay + (Ax)(Ay) + ln(5 + Az) - ln5; (b) 0.2141; (c) A* + 5 Ay + ÍAz; (d) 0.214 
7. (12 jc 2 - y 2 )dx + (3 - 2 xy)dy 9. (eos .y - y eos x)dx + (~x sen y - sen x)dy 

2x dx - 2 y dy + 2z dz . , 2 y , í x y 2 \ . 

11 . - 5 -—-- 13 . tan l z dx - dy + -- 5 - + =*- 5 - \dz 

x + y 2 + z 2 z \1 + zz) 

15. (a) 2(x 0 y 0 - y 0 ) Ax + (x 0 2 - 2x 0 ) Ay + (y 0 Ax + AxAyJAx + 2(x 0 Ax - Ax)Ay; 

(b) fj = y 0 Ax + AxAy; 6 2 = 2(x 0 Ax - Ax) 

„„ , , 2x 0 y 0 Ax + y 0 (Ax) 2 - x„2Ay „ , „ y 0 2 Ax - 2x 0 y 0 Ay „ *o 3 Ay 

17. (a) -—-;-; (b) t. = - 7 - — -; t 2 = —r- t— 

yo 2 + yo^y yo 3 + yo 2 Ay yo } + yo 2 Ay 

31. (a) (y 0 - Zq)Ax + x 0 Ay + (2z 0 - x 0 )Az - (Az)(Ax) + Ax Ay + (Az)(Az); (b) 6 , = -Az, f 2 = Ax, = Az 

35. 7.36 m 3 37. 0.14 cm; 1.4% 39. r^-; 0.325% 41. $7 200 


43. D,/(x,y) = ■Jx r V7 


Dif(x,y) = ^ vx 2 + y 2 4 X2 + y 2 


¡x 2 + y 2 


!X 2 + y 2 


si (x, y) * (0, 0) 


si (x, y) = (0,0); 


si (x, y) * (0, 0) 


si (x, y) = (0,0); 


EJERCICIOS 12.5 (página 973) 


1. (a) 6x - 2y; (b) 16r - 10 í; (a) -2x - 4y; (b) -lOr - 6 í 

dr ds 

3. (a) 13x - 2y + 5; (b) 24r - 41 í + 5; (a) -17x - 7y - 10; (b) -41r + 44s - 10 


5. Jíj: (a) — e - 2 — (2x sea / - y cosí); (b) 0; (a) —(y sen/ + 2xcosz); (b) 2e 2lan 'sec 2 z 


du . , 2re>l* 

ITr (a) — 


- du „ . . . du „ , . - „ du 6 re s - s eos rs du ie 2 e s + r eos rs 

d r ds dr h _ ( 3 j. + ds ^1 - (3x + y) 2 


,, du 6s . y, r . du 
11. -s- = Tsenh ~(xe - ry)\^r- 
dr x 2 x ds 


= -^-senh-(2xe'' - yr 2 ) = 0 
ds x x 


13. = 2x sen <j> eos & + %y sen sen 0 + 2z eos <f>\ = 2xrcos eos 6 + 2yrcos <j> sen 6 - 2zr sen <f>\ 

= -2xrsen <f> sen 9 + 2yrsen 0 eos 6 

15. (a) e x (cosf - y sen t) + e^(xcosf - sen f); (b) e cm '(eos 1 - sen 2 /) + «“"'(eos 2 / - sen/) 

„ x sec 2 / - y sen / + z eos / txe' - y „ x + y + 2/ + /y - /x 

, 7 . (a) --. (b) tanísec , 19. ;¿ri ^ j^ ,/> o 21. -• * > 0 


y x + y" + z 


3x 2 - 8y 
3y 2 - 8x 
dz Z dz 


sen y - y eos x 
x eos y + eos x 
xyz + 1 


z(x ¿ + y 2 ) 

„ dz 3y - 6x - 4z áz 3x - 2y 
' dx ~ 2z + 4x ’ <?y _ 2z + 4x 


/(y + t) 2 


dx x' dy 3xy tan 3xz - xy : 


35. 6se r J (2 + r) - 8e~ 2s 37. I0cos 2 0 + 8 39. -!Orsen20 


43. decrece a la tasa de ^ rad/min 45. crece a la tasa de 3 840/rcm 3 /min 47. crece a la tasa de 1.6 litros/min 
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-EJERCICIOS 12.6 (página 983) 

1. 2 t/2jc + 5 V2y 3. ix + V2y + 4z S. 


17 


11 . 


y + z 

(* + z) 2 


l 


13(jc - y) 2 


7. (8* - 3y)i + (2y - 3x)j 9. 


13. e 2y sec z (i - 2xj + x tan zk) 


21 . -3e* l4 cos±K 


x + z (x + z) 2 

23. (a) (-4,-4); (b) -2 - 2-Jl 25. (a) (-12,2, 14); (b) | 


31. 




33. 6 - tan' 


y 9 


tan 


3jt + 1 3;r + 1 

35. (a) 6 V2 grados por metro; (b) en la dirección del vector i + -p j 

"V 2 v 2 

37. (a) -1 volt por pie; (b) en la dirección del vector -j e intensidad de 2 volts por pie 


x 2 + y 2 


_ y—i 

x 2 + y 2 1 


15. 6 

6 


19. -2 


17. -42 
29.±k + §; 


EJERCICIOS 12.7 (página 989) 

X - 2 y + 2 _ z - 3 


1. 2* - 2y + 3z = 17; 


5. ex - y = 0; 


x - 1 


1 


-2 

-,z = 0 


3. 4x + 8y + 3z + 22 = 0; 


x + 2 y + 4 z- 6 


7. x - y - 3 = 0; 


x - 6 


9. x + 2y + 2z - 8 = 0; 
- 2 _ y + 2 


13 - 4 - -1 

21. 9jc - 4y - 1 = 0 


1 2 

T0 -í = 4, y 

23. 4x - 5y + 6 = 0 


y ~ 1 = z - 1 
2 

16 


1 -1 
11. 3x - 2y - 6z - 84 


■ z 


17. 


1 - 8x 


-2 K 


0; 

z - 1 

-1 


x - 8 
-3 


27 


z - 1 

6 


19. las superficies son tangentes 


EJERCICIOS 12.8 (página 1001) 

1. /(0, 0) = 4, máx. abs. 3. /(2, 4) = -4, mín. abs. 5. /(I, 0) = 9, máx. abs. 

7. /(4,-i) = - íp, mín. reí.;/(0, - ^) = punto silla 9./(l,2) = 0, punto silla 11. /(- j , 16) = -12,máx. reí. 

13. /(0, ± i) = 0, puntos silla 15. /(I, 1) = 5, mín. reí.; /(-1, -3) = 31, máx. reí.; /(1, -3) = 27, /(-I, 1) = -1, puntos 
silla 17./(0, 0) = 1, punto silla 19./(2, 4) = -4, mín. abs.;/(0, 0) = /(2,0) = 16, máx. abs. 

21. /(- 2,4) = -1, mín. abs.; /(2,4) = 20, máx. abs. 23. /(0, 1) = -2, mín. abs.; /(0, 2) = 2, máx. abs. 25. 8, 8, 8 

27. rf); n ^ 29 ‘ (°’ y (°- yff- 1 31 - | c mg de droga A y icmgdedrogafl 

33. y V? unidades cúbicas 35. la longitud de la base es 21 pie; el ancho de la base es 2 pie; la profundidad es 3 pie 
37. 3 horas-maquina y 9 horas-persona 39. $25 400 41. (a) 3 120; (b) 9 43. (a) y = 534.7 - 0.423 x 

(b) 390.6 mililitros por minuto por kilogramo 45. (a) y = 0.8329x - 25.13; (b) $62 320 
47. 12 del tipo 1; 10 del tipo 2; la utilidad total es $1064 49. largo, 1; ancho, 1; altura, | 


EJERCICIOS 12.9 (página 1012) 

1. (0, 0) y (0, 4) 3. (|, - f, |) 5. /(± i V35 , i) = máx. reí.; /(0, 3) = 3, mín. reí.; /(0, -3) = -3, mín. reí. 

7. /(- 2 V3,-iV6,-i V3) =/(-|V3, |V6, Iv3) =/(§V3.-i Vó, jV3) =/( § V3, i -V6 , - ^ V5) = -§V6. 
mín.rel.;/(§ V3, i V6 , i V3 )=/(-§ V3 ,-I V6 , |V6)=/(-|V3, iV6.-iV3) = 

/(§V3,-|V6,-jV3)= |V6, máx. reí. 

9. /(+ I V35 , i) = 22 , máx. abs.; /(0, -3) = -3, mín. abs. 11. Todos los extremos del ejercicio 7 son absolutos 
13.3 15. 3-/3 17. (a) 12; (b) 4; (c) l 19. i V26 21.2,6 23. fl 25. ¿ 37.22.5,7.5,3.625 

39. T(±iV3,-|) = |; 7T0, i) = -i 41. 15,10,7.5,30,6 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 12 (página 1015) 

1. \(x, y) |x 2 + 4y 2 > 16) 3. j (x, y) | y > x 2 ) 

5. ( (x, y, z) | y # ± z); el conjunto de todos los puntos de R 3 excepto aquellos en los planos y = +z 
7. ((x, y) 14x 2 + 9y 2 < 36); la mitad superior del elipsoide = 1 9.y = —, k = 16,8,4,2 

11. (a)4xy - 3y 2 + 4; (b) 2x 2 - 6xy - 2; (c) 4y; (d) -6x; (e) 4x - 6y; (f) 4jr - 6y 
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13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

27. 

29. 

31. 

33. 

41. 

45. 

49. 

63. 

69. 

73. 

75. 

81. 


(a) 


2 x 

3 y 2 


(b) 


y - 2x 2 

3y 3 


(c)- 


4x 
3 y 3 


4 x 

W-7T 

3y 


(a) t 2 eos sí 2 + te s \ (b) 2st eos st 2 + e s ] (c) 2t(cosst 2 - s/ 2 sen sí 2 ) + e J ; (d) 2í(cossí 2 - sí 2 sen sí 2 ) + e s 


(a) -e x >y 

y 


1 


(b) 

2 


„*/.v _ I. ( C ) 


(a) 


(a) 


y 2 + z 2 - x 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 
-320 uvw 


(b) 


y y 

-2xy 


(d) 


2x 


xly 


(x ¿ + y 1 + z 2 ) 


2,2 ’ 


(C) 


-2xz 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


(h 2 + 4r 2 


(b) 


í \ uu 

“ Jt 


(b) 


du 


x + y 
= (3 1 - 2s) - 


5 w 2 ) 3 

■j +3 ln(x 2 + y 2 ); 


18r 


16»(12v 2 + 5w 2 - » 2 ) 

(« 2 + 4v 2 - 5w 2 ) 3 

__ 4y(x ~ y) 

ds j: 2 + y 2 

du 


23. (a) 


1 


(b) 


+ 3 ln(8j 2 + 18f 2 ); ^ = (3/ - 2j) 


rr rt 

- 21n(x 2 + y 2 ); 

8j 


(t) 

rV 


- 2 ln(8í 2 + 18f 2 ) 


ds 7 4i 2 + 9r 2 

(a) 18xyje 3rí + óyie 3 " + 9x 2 r 2 s 2 + 6xrV - 9zrV; (b) [9(1 + 2rs)e 6rs + 6(1 + rs)e lrs - 91n4]rV 


(a) 3xcosf - 4(y +■ 2x)senf; (b) 12 eos 2/ - 16 sen 2/; ^ = -16 

(a) 3(—1 + Ax)(3 + Ay) 2 - 5(—1 + Ax)(2 + Az) 2 - 2(-l + Ax)(3 + Ay)(2 + Az) - 5; (b) -0.48; 

(c) -5Ax - 14 Ay + 26 Az; (d) -0.48 35. 2 37. i n 39. <5 = mín(l, ±€) 

o 35 

El límite existe y es 0; tome <5 = i¡€ 43. El límite no existe 

Continua en todos los puntos (x. y) de R 2 que no estén en las rectas x = ±2y 47. Continua en todos los puntos de R 2 

14 51. -1 V2 53. -| 55. (a) i i + ij; (b) 3(1 + V3 ) 59. /(-I, 1) = 1, máx. reí. 

39c' 65. -3200?rcm 3 /min 67. decrece a la tasa de 0.44 atm/min 


4* + 2y + z - 12 = 0; 3L_2 = 71 - ~ 

(a) la dirección del vector — 12i - 150j; (b) asciende; 

25 . 2 . 


1 


17 


y + 2 
20 


25 


11 


-4 


(c) en la dirección de alguno de los vectores: ,-, ,_ . „ ,_. , ,- 

•7629 7629 J 7629 7629 ' 

/(± 75,0)= 10, mín. reí 77. /(9, 11,15) = -362, máx. reí. 79. 1 76 


85. (a) 


100 100 100 
3 ’ 3 ’ 3 

375 + 2 


83. 2 75 por | 75 por 2 73 
grados por cm; (b) 3L 7Í3 grados por cm en la dirección del vector - i 


j 


11 r . 11 V - B ‘— r ”.. 713 713 

87. 18 pie por 18 pie por 18 pie 89. base cuadrada y una profundidad igual a la mitad de la longitud del lado de la base 
91. (a) y = 0.285 x - 0.951; (b) lidias 93. (a) y = 9.628x - 1488.2; (b) 2740 kilogramos por hectárea 
95. (a) 12; (b) -3 


EJERCICIOS 13.1 (página 1025) 

1 . (a) (0, 3, 5); (b) (- \ , \ 75 ,-4); (c) (eos 1 , sen 1, 1) 3. (a) ( 76, 72,2 72); (b) (0,2 73,2); (c) ( i 73 , 75 ) 

5. (a)(2, -2 73); (b)(0, | K, -72); (c)(76, 3 tj, 76) 7. elipsoide;r 2 + 4z 2 = 16 9. paraboloide elíptico r 2 = 3z 

11 . cono elíptico; r 2 eos 20 = 3z 2 13. esfera; p = 9 eos <f> 15. cilindro circular recto; p sen <f> = 3 

17. esfera; p = 8 sen 7 eos 0 19. (a) cilindro circular recto; x 2 + y 2 = 16; (b) plano que pasa por el eje - v = x 

21. x 2 - y 2 = z 3 23. (a) esfera; x 2 + y 2 + z 2 = 81; (b) semiplano que pasa por el eje z; y = x, donde x y y son no 

negativos; (c) la mitad de un cono con vértice en el origen; z = -Jx 2 + y 2 25. cilindro circular recto; x 2 + y 2 = 36 
27. x^jx 2 + y 2 + z 2 = 2y 29. (a) (iii); (b) (vi); (c) (viii) 31. (a) (ix); (b) (v) 35. (b) 2tty¡a 2 + 1 

V EJERCICIOS 13.2 (página 1039) 

1. 45 3. 50 5. 1368 7. 704 9. 50.75 11. 1376 13. 68.6 15. 38.2 17. [0, 24] • 19. [l,e] 

21.42 23. y 25. -f 27. i 29.3 31.45 33.353 35. \n ' 37.^ 39. 533 unidades cúbicas 

41. y unidades cúbicas 43. ^ unidades cúbicas 45. ^unidades cuadradas 47. 72 unidades cuadradas 
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n byl-U/ar I 2 2 

,1 - ~ - ^-7-dydx 51. — unidades cúbicas 

V a 2 b 2 30 


53. (a) | (2x + y)dxdy 

‘ Jo JO 


-55. 0 


EJERCICIOS 13.3 (página 1050) 

t. 12kg;(2, 2) 3. ^kg;(|, y) 5. — * kg; (||, yy) 7. yka 3 kg; (¿a(2 + ir ), ¿a(2 + rr)) 9. Itekg; 

11. ykg;(|, |) 13. 9k kg-m 2 15. irrkn 4 kg-m 2 17. yyk kg-m 2 19. (a) yíkg-m 2 ; (b) 54 kg-m 2 ; (c) | Vl5m; 
(d) kg-m 2 21t (a) ¿rrkkg-m 2 ; (b) i?r(2?r 2 - 3)k kg-m 2 ; (c) j V6m; (d) (¿ ?r 3 - ¿ 2 T)k kg-m 2 

23. ~ ji ’ cp k kg-m 2 25. V6 unidades cuadradas 27. 2 V1633 unidades cuadradas 29. 9 unidades cuadradas 

31. ¿(135 VlO - 13 V26) unidades cuadradas 33. 32 unidades cuadradas 35. 9 V2 unidades cuadradas 

37. itb^a 2 + fe 2 unidades cuadradas 39. 27M 2 ( I - e -1 ) unidades cuadradas 41. i 2^unidades cuadradas 43. -k b ., 6 pies 


EJERCICIOS 13.4 (página 1059) 

1. 6 ir unidades cuadradas 3. Ia 2 (8 + ic) unidades cuadradas 5. (Alt + i 2 ,/3 ) unidades cuadradas 7. 4 7 T unidades cúbicas 

9. (3rr - 4) unidades cúbicas 11. ^ 7 Tunidades cúbicas 13. ¿itk kg; (0, y¡j) 15. ykrrkg; (-íl, 0) 17. -ykkg; (¿§5 it) 

19. f( 27 V 3 - \Ait)k kg; jo, ^ • 2 ^ 21 - ¿^kg-m 2 23. ÜWkg-m 2 25. I m 

27. 7 Tí'(e 8 - 1) 29. 8 ir unidades cuadradas 31. 12 n unidades cuadradas 33. i tí(2 Jl - l)a 2 

EJERCICIOS 13.5 (página 1065) 

1. ¿ 3. I 5. -e(ln 2 ) 2 7. \n - 1 9. -f 11. 13.36 15. 17. ^ 19. |unidades cúbicas 

21. |?r unidades cúbicas 23. 4 tt unidades cúbicas 25. | 7 wbc unidades cúbicas 27. yk kg 29. ¿k kg 31. |(2>/2 - 1) kg 

EJERCICIOS 13.6 (página 1072) 

1. ja 3 3. 6 Tríe - 1) 5. na 2 7. ya 3 9. y 11. 8 tt 13. ya 5 ?rlkg 15. 1250rrkslug-pie 2 17. ia 5 itk kg 

19. 8 ;r 21. ^k kg-m 2 23. 8k7T kg 25. f rra 3 k slug-pie 2 27. (0,0, i) 29. 18?r 31. i«(2 V2 - 1) 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 13 (página 1075) 

1. (| -J3 ,n, |) 3. (a)z = r 2 (1 + sen 29) +1; (b) r 2 (25 eos 2 9 + 4 sen 2 9) = 100 5. Jg 7. ytf 

9. ye 4 - \e 2 + e - y 11. ~lt 13. y 15. y (7. yrrln 2 19. |(1 - eos 1) 21. ¿ unidades cuadradas 23. 9Tí 

25. | unidades cuadradas 27. | unidades cuadradas 29. y unidades cúbicas 31. y unidades cúbicas 33. iyy 4 unidades cúbicas 
35.18 unidades cuadradas 37. - |) unidades cuadradas 39. (2, |) 41. y^Oit - 7) kg 43. 6 na 4 unidades cúbicas 

45. y it unidades cúbicas 47. — (7e 8 + l)kg-m 2 49. k(n + 8 ) kg-m 2 51. 2k7rkg-m 2 ; y -j2ñ m 
53. 65k7rkg 55. 3 | kit kg-m 2 

EJERCICIOS 14.1 (página 1088) 

1. 6 .ti ■+ 6y 2 } 9. rr' + 7 — * 4 , j 11. ( 6* 2 - 6xy + y 2 )i + (-3x 2 + 2xy - 12y 2 )j 

1 + x 4 y 2 1 + x 4 y 2 

13. 2xye~ 4z i + e" 4: j - 4jrV' 4z k 15. conservador 17. no conservador 19. conservador 
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21. 4>(x,y) = xy + C 23. (je, v) = e x sen y + C 25. 0 (jc, y) = x 2 y 2 - rry 3 + 2 y + C 
27. <f>(x,y,z) = i* 3 + í¿z 2 - xy + C 29. <f>(x,y,z) = ze x + - ye 2 + C 

31. <f>(x,y,z) = at 2 cosv - yz 2 - 3 jc + 2z + C 33. 0; 5 35. 2e x sen yk; 2e x eos y 37. 0; 2 jc +.2y + 2z 

x — y jc + y 

39. sen zi + senjtj + senyk;0 41. , ~- k; — • _ + 2z 

V* 2 + y 2 + 1 4^+ y 2 + 1 

EJERCICIOS 14.2 (página 1097) 

1.1 3. * 5. 8* 7. 1 9. -y 11. j 13. 15. ^ 17. f 19. x(a 2 + 2a) 21. 8 

23. ^joules 25. 201 joules 27. 27 | joules 29. (j^xa 4 + a 2 ) joules 31. 3 joules 
33. ( e 2 ■¥ e 4 + e s - 3) joules 35. 2 j joules 


EJERCICIOS 14.3 

1. 2 3. e 1 5. -4 

23. 4 25. 0 27. 3 


(página 1107) 

7. 15 9. -4e 11. -14 13. 18 15. 2e 2 - 3e 3 + e 4 17. f 19. 11 

29.4 31.-13 33. 216 joules 35. 32 766 joules 37. í/c joules 


21. 13 

2 


EJERCICIOS 14.4 (página 1119) 

1.-1 3. --¡I 5. -i* 7. -y| 9.-f 11.1 13. i(5 - 4 ^¡2 )x 15.0 17. -10* 19.^ 

21. |unidades cuadradas 23. |unidades cuadradas 25. |*o 2 31. 247Tjoules 33. 0 35. 8 *cm 2 /s 37. |*cm 2 /s 
39. 15; (i) 41. 0; (iii) 


EJERCICIOS 14.5 (página 1127) % 

1.8* 3. 5. | V"Í4 7. i (5 V2 - 1) 11. |V 6 l 13.0 15. 8 ifc*kg 17. 9*kg 

19. Í^V2*kg 21.18 23.45* 25. \ 


EJERCICIOS 14.6 (página 1134) 

1. §* 3.1 5.18 7. | 9.27 11. 32ir 13.144* 15. 17.0 19.* 21.54* 23.-1 

25. 8 * 27. -2 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPÍTULO 14 (página 1135) 

1. f(x, y) = e x2 ln y + C 3. f(x, y, z) = —2-i - - + C 

* + í x z 

5. (a) (4xy + 3y 3 )i + (2.x 2 + 9xy 2 )j; (b) e- v i + (xe y - yze y - ze y )j - ye^k 7. 4>(x,y) = tan _ 1 2jcy 2 + C 

9. <j)(x,y . z) = z 2 tanjr + y 2 e 3z + C 11. jr(e xv - e xz )i + y(e xz - e yz )k; 0 13. -—k; 

y y 

15. -f 17. y - 3* 19. 21. y 23. 9e 2 - 1 25. * 27. 13 29. 4 

31. 12 * 33. 0 35. y unidades cuadradas 37. yy joules 39. y joules 43. 0 45. 54 cm 2 /s 47. jX 

49. | Vl4 51. ^ (37 V37 - 1) 53. ft*kg 55. 108^2 * kg 57. 56 * 59.160 * 63.0 


EJERCICIOS A. 1 (página 1148) 

1. l-io, -7,-V5,-2,-y-f ,-l,0, §, f, V2.3, 5, 21) 3. (a) {x | -9 < jc < 8); (b) (y |—12 < y < -3); 

(c) lz|4z - 5 < 0) 5. (a) {zc|2 jc + 4 > 0); (b) {r|2 < r < 8j; (c) {a|-5 < a - 2 < 7) 

7. (a) (2, +oo); (b) (-4,4] 9. (a) (2, 12); (b) (-oo,^l] U (4,+oo) 11. (a) (2, 12); (b) (-oo,-4] U (4,+oo) 

13. (a) (-4,0]; (b) (-«>,7] 15. (a) {x\2 < x < 7); (b) {jr|-3 < jr < 6); (c) {jr| -5 < r: < 4|; 

(d) U¡ -10 < zc < -2] 17. (a) {x\x > 3); (b) { x\x < 0); (c) (jr|jr > -4); 

(d) el conjunto R de los números reales 

19. (a) 7; (b) f; (c) 3 - V3; (d) 3 - V3 


21. (a) 6 ; (b) 10; (c) 10; (d) 6 23. (a) t; (b) -t 
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EJERCICIOS A.2 (página 1157) 

1. (a) primer cuadrante; (b) tercer cuadrante; (c) cuarto cuadrante; (d) segundo cuadrante 3. (a)(l,2); (b)(-l,-2); 

(c) (-1,2); (d) (-2, 1) 5. (a) (2,-2); (b) (-2, 2); (o) (-2,-2); (d) no es posible 

7. (a) (-1,3); (b) (1,-3); (c) (1,3); (d) (-3,-1) 9. (a) (-1,2) 11. |Afl| = 10; |BÜ| = s/ñ; |CÍ| = 13 

13. V26; |V89; ^ V53 15. \AB \ = V41, | AC| = V*I, \BC\ = V82. y \AB \ 2 + \AC | 2 = |flC| 2 21.17^2 

23. -2u8 

En los ejercicios 25-31, se muestra la gráfica de (i). La parte continua es la gráfica de (ii) y la parte punteada es la de (iii). 

25. Simétrica con respecto al eje x. r 27. Simétrica con respecto al eje x. 



35. Todos son simétricos con respecto al origen. 37. Todos son simétricos con respecto al eje y. 


EJERCICIOS A.3 (página 1166) 

1. (a) La pendiente es i. (b) La pendiente es-1. 
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(b) Ux - 4y - 9 = 0 11. (a) 2x + 3y - 3 = 0; (b) 6x - 3y + 8 

15. (a) 4x - 3y + 12 = 0; (b) * - y = 0 17. 2x - y + 7 = 0 


9. (a) 4x - y - 11 =0; 

13. (a) y = -7; (b) ^ = 2 
19. 5* + y - 14 = 0 
21. (a) La pendiente es - i, la intercepción y es 2. 



23. (a) La pendiente es |, la intercepción y es 0. 


(b) La pendiente es 0, la intercepción y es |. 


8 

6 

4 

• y 


i ,, f 

- 8-6 -4 -2 _ 

- 2 4 6 8 

-2 

- 

-4 

- 

-6 

- 

-8 

- 




(b) La pendiente es - i, la intercepción _v es 3 
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25. y = -5x + 8 27. La pendiente de cada recta es -1. 29. Las pendientes de las rectas son | y -1. 





31. ± | 33. (a) colineales; (b) no colineales 35. (a) no colineales; (b) colineales 

37. Las pendientes de dos lados son - i; las pendientes de los otros dos lados son |. 39. El área es de 5 unidades cuadradas. 

41. (a) y = 25x + 3000 43. (a) $600; (b) y = 30x + 600 45. 8 

49. desde (3,-2): y = -|(jc - 3) - 2; desde (2, 4): y = |(.r - 2) + 4; desde (-1, 1): y = 1 


EJERCICIOS A.4 (página 1171) 


1 . (a) (0, 0); (b) x = 0; 
(c) (0, 1); (d) y = -1; 
(e) (-2, 1), (2, 1) 



7. (a) (0, 0); (b) y = 0; 
(c) (3, 0); (d) a: = -3; 
(e) (3,-6), (3, 6) 


3. (a) (0, 0); (b) jc = 0; 

(c) (0, -4); (d) y = 4; 

(e) (-8,-4), (8,-4) 



9. (a) (0,0); (b) y = 0; 
(c) (-2, 0); (d) a: = 2 ; 
(e) (-2, -4), (-2, 4) 


5. (a) (0, 0); (b) x = 0; 
(c) (0, I); (d) y = 

(e) (-1, i),(i, I) 

' ' ' 2 ’ 4 ’’ ' 2 ’ 4 ’ 



11 . (a) (0,0); (b) y = 0; . 

(c)(f,0); (d) jr = -f, 

(e) ( 4 ,- 4 ),( 5 , 
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EJERCICIOS A.5 (página 1176) 



15. (* - 4 ) 2 + (y + 3 ) 2 = 25; * 2 + y 2 - 8 * + 6 y = 0 17. (* + 5 ) 2 + (y + 12 ) 2 = 9; x 2 + y 2 + 10* + 24y + 160 = 0 

19. x 2 + (y - 7 ) 2 = l ;* 2 + y 2 - 14y + 48 = 0 21. (* - l ) 2 + (y - 2 ) 2 = 13 23. (* - 5 ) 2 + (y + t ) 2 = 13 

25. (3,4); 4 27. (-1, -5); 2 V2 29. (0, -|); | 33. circunferencia 35. el conjunto vacío 37. el pumo (i, -1) 

39. y = |(* + 4) + 3 41. y = -|(* - 5) + I 39. D 2 + E 2 > 4F 

49. Si O es la circunferencia unitaria centrada en el origen y P es la circunferencia de radio 2, también centrada en el origen, 
entonces el conjunto consiste de los puntos que: (a) están dentro o sobre la circunferencia <7; (b) fuera de la circunferencia O 
y dentro de la circunferencia P o sobre ella; (c) fuera de la circunferencia P. 


EJERCICIOS A.6 (página 1182) 

1. x’ 2 + y' 2 = 13;*' = * + 3,y’ = y + 2 3. *' 2 + y ' 2 = ^;*' = * + ±,y' = y - 1 




5. *' 2 = 8 y';*' = * - 2,y r = y + 4 7. y ’ 2 = - 6 *’;*' = * + 5,y’ = y + 3 
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EJERCICIOS A.7 (página 1191) 


1. (a) (0, 0); (b) eje x; 

3. (a) (0,0); (b) eje y; 

5. (a) (0, 0); (b) eje x; 

(c) (-5, 0), (5, 0); 

(c) (0,-4), (0,4); 

(c) (-10, 0), (10, 0); 

(d) (0, -3), (0, 3); 

(d) (-2, 0), (2, 0); 

(d) (0,-6), (0,6); 

(e) (-4, 0), (4, 0); 

(e) (0, -2 V3 ), (0, 2 V3 ); 

(e) (-8, 0), (8, 0); 

(f) 

(f) 

(f) 

' >' 

t_y 

>-y 

8 - 

8 - 

10 - 

6 - 

6 ~ 

8: 

4 - 

A\ 


i i i ^ je 

í "1 JT 

( i > ^ - /\, * 

-8 -óU -2 - 2 j) 6 8 

-8 -6 -4 2 4 6 8 

-10-8 - 6-4 - 2 2 ; 2 4 6 8 10 ' 

-4 - 


-4 : 

-6 ~ 

- 6 - 

- 8 - 

-8 : 

- 8 - 

-10; 

7. (a) (0, 0); (b) eje y; 

9. (a) (2, 1); (b) y = 1; 

11. (a) (-1,2); (b) X = -1; 

(c) (0,-3), (0,3); 

(c) (-1,1), (5,1); 

(c) (-1,-8), (-1, 12); 

(d) (-1,0), (1,0); 

(d) (2,-1), (2, 3); 

(d) (-6, 2), (4, 2); 

(e) (0, -2 -J2), (0, 2 V2 ); 

(e) (2 - -J5 , 1), (2 + V5,l); 

(e) (-1,2 - 5 V3 ),(-!, 2 + 5^3); 

(f) 

(f) 

(f) 


■\y 

8 - 

/* • \ 

2 - \ 

6 ~ 
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27. Refiérase a la figura del ejercicio 9(c). 
29. Refiérase a la figura del ejercicio 11 (c). 
31. Refiérase a la figura del ejercicio 17(c). 
33. Refiérase a la figura del ejercicio 21 (c). 
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fórmulas de, 1260 
Gradiente de una función, 978, 982 
Grado de una función polinomial, 917 
Gráfica(s) 

de una ecuación 
en R 2 , 1153 
en R\ 802 

de una función, 6, 917, 922 
ecuación de una, 1161 
generadas por computadora, 855, 921 
pendiente de una, 102 
polar, 754 

Graficadores matemáticos, 855 
Gravedad, aceleración debida a la, 324 
Green, George, 1108 
teorema de, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
Gudermann, Christoph, 507 
Gudermanniano, 507 

Hélice, 866 
circular, 866 
cónica, 1027 

Hermit, Charles, 438 
Hessiano (discriminante), 994 
Hipérbola(s), 1192-1200, 1270 
asíntotas de una, 1195 
centro de una, 1193 
definición de, 1192 
degenerada, 1198 


Hipérbola(s) (continúa) 
ecuación(es) de una, 1193 
formas estándar de las, 1197 
eje 

conjugado de una, 1193 
principal de una, 1193 
transverso de una, 1193 
equilátera, 1195 
excentricidad de una, 1199 
focos de una, 1192 
ramas de una, 1193 
rectángulo auxiliar de una, 1195 
unitaria, 1195 
vértices de una, 1193 
Hiperboloide 

de revolución. 849 
elíptico 

de dos hojas, 851 
de una hoja, 851 
Hipocicloide, 746 
Hipótesis de un teorema, 1139 
Hooke, Robert, 532 
ley de, 532 

Idéntico aditivo, 794, 810 
Identidad(es) 
de Jacobi, 845 
de polarización, 821 
pitagórica fundamental, 1203, 1261 
pitagóricas, 1205, 1261 
trigonométricas fundamentales, 1205, 1261 
Impropia(s) 

fracción, 1217 
integrales, 618-632 
Incremento 

de una función 
de dos variables, 955 
de n variables, 960 
dex, 101 
de y, 106 

Independientes, vectores, 795, 798, 810 
Indice 

de una suma, 329 
de utilidad, 1009 
Inercia, momento de, 1043, 1044 
Infinito 

límites al, 249-260 
negativo, 57, 1144 
positivo, 56, 1144 
Ingreso 

función de 
marginal, 149 
total, 148 
marginal, 149 

Integración, 366. Véase también Integral(es). 
constante de, 366 
de funciones 
exponenciales, 442, 450 
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Integración (de funciones) (continúa) 
racionales, 572-583 
de seno y coseno, 585 

de potencias de funciones trigonométricas, 555-565 
límites de, 341 
inferior, 341 
superior, 341 

mediante sustitución trigonométrica, 565-572 
múltiple, 1021-1076 
numérica, 591-603 
por partes, 545-554 
fórmula para, 547 
región de, 1028 
signo de, 341 

término a término de series de potencias, 712 
Integral(es). Véase también Integración 
criterio de la, 680 
de línea, 1089-1097 
definición de, 1092, 1093, 1095 
independiente de la trayectoria, 1098-1108 
teorema fundamental para las, 1100 
de superficie, 1121-1128 
definida, 338-351, 
definición de, 341 
doble(s), 1028-1041 
aplicaciones de las, 1041-1052 
definición de, 1029 
en coordenadas polares, 1052-1060 
elíptica, 751 
impropias, 618-632 
con una discontinuidad infinita 
en el límite inferior, 628 
en el límite superior, 629 
en un número interior, 629 
con límites de integración infinitos, 618-627 
convergente, 619 
divergente, 619 
indefinida, 341, 366 
en forma cerrada, 587 
de una función vectorial, 877, 878 
iterada, 1034 
múltiples, 1028 
numérica (NINT), 344 
que producen 

funciones trigonométricas inversas, 485-489 
funciones logarítmicas naturales, 430-436 
signo de, 341 
simple, 1028 

teorema del valor medio para, 356 
trigonométricas, 555-565 
triple(s), 1061-1066 
definición de, 1061 

en coordenadas cilindricas, 1067-1074 
en coordenadas esféricas, 1070 
Integrando, 341 

Intensidad (o módulo) de un vector, 788, 805 
Intercepción 

x de un plano, 824 
y de un plano, 824 


Intercepción (continúa) 
y de una recta, 1162 
z de un plano, 824 

Interés compuesto continuamente, 462 
Intersección de conjuntos, 1140 
Intervalo 

abierto, 1143 
cerrado, 1144 

de convergencia de una serie de potencias, 704 
extremos de un, 1144 
partición de un, 339 
semiabierto por la derecha, 1144 
semiabierto por la izquierda, 1144 
Invariante, 1213 
Inversa de una función, 407 
Isotermas, 919 

Joule (unidad de trabajo), 530 
Lado(s) 

de un rectángulo, 1028 
inicial de un ángulo, 1201 
recto (latus rectum) de una parábola, 1169 
terminal de un ángulo, 1201 
Lagrange, Joseph Louis, xxvii, 106,640 

forma de, del residuo para un polinomio de Taylor, 640 
multiplicadores de, 1004-1013 
notación de, para una derivada, 106 
Lámina 

centro de masa de una, 524. 1042 
definición de, 522 
homogénea, 522 
masa total de una, 524, 1042 
momento de masa de una, 524, 1042 
Laplace, Pierre Simón, marqués de, 1087 
ecuación de, 953, 1087 
Laplaciano, 1087 

Leibniz, Gottfried Wilhelm, xxvii, 106, 360, 684 
notación de, para una derivada, 106 
Lemniscata, 761, 764 
Ley(es) 

asociativas para vectores, 810 
conmutativas para vectores, 810 
de acción de masas, 579 
de Boyle, 150 

de conservación de la energía, 1107 
de crecimiento natural, 456 
de decrecimiento natural, 456 
de enfriamiento de Newton, 463 
de Hooke, 532 
de refracción de Snell, 821 
del gas ideal. 947 
del paralelogramo, 791, 821 
distributivas para vectores, 810 
Libby, Willard, 468 
Limaron. Véase Caracoles. 

Límite(s) 

al infinito, 249-260 
bilateral, 50 


Límite(s) (continúa) 

criterio de comparación por paso al, 674 
de una función, 38 
de dos variables, 928 
de n variables, 928 
vectorial, 869 
de una sucesión, 650 
de una suma de Riemann, 340 
para una función de dos variables, 1029 
inferior 

de integración, 341 
de una suma, 329 
infinitos, 55-67 
laterales, 49-55 

por la derecha (o lateral derecho), 50 
por la izquierda (o lateral izquierdo), 50 
superior 

de integración, 341 
de una suma, 329 
Linealmente 

dependientes, vectores, 799 
independientes, vectores, 795 
Localización acústica, 1199 
Longitud de arco 

como parámetro, 885 
de la gráfica de una función, 509 
de una curva de R 3 , 880 
de una curva plana, 748 
de una gráfica polar, 766 
función, 514 

L’Hopital, Guillaume Fran^ois, marqués de, 604 
regla de, 604, 609,612,613 

Maclaurin, Colin, 640 
fórmula de, 640 
polinomio de, 640 
serie de, 719 
Magnitud(es) 
escalar, 787 
vectoriales, 787 
Mapa de contomos, 918 
Marginal 

concepto de variación, 147 
costo, 148 
función 
de costo, 148 
de ingreso, 149 
ingreso, 149 
Masa, 516 

centro de, de una lámina, 524, 1042 
de una barra, 519 
total de una lámina, 524,1042 
momento de, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lámina, 524, 1042 
total, 522 

Mathematica (software), 867 

Máxima cota inferior de una sucesión, 655 


Máximo, valor, 
absoluto, 201 

de una función de dos variables, 990 
de una función, 198-207,990-1003 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 

de una función de dos variables, 990 
Mediana de un triángulo, 1157 
Medida, 333 

en radianes, 1201 
Método 

de aproximación de Newton, 275-278 
de capas cilindricas para calcular el volumen 
de un sólido, 391-397 
de mínimos cuadrados, 998 
de multiplicadores de Lagrange, 1004 
Mínima cota superior de una sucesión, 655 
Mínimo, valor, 
absoluto, 201 

de una fúnción de dos variables, 990 
de una función, 198-207, 990-1003 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 

de una función de dos variables, 990 
Modelos matemáticos, las funciones como, 20-28 
Módulo (o intensidad) de un vector, 788, 805 
Momento 

de inercia, 1043 
de masa, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lámina, 524, 1042 
polar de inercia, 1045 
Monopolio, condiciones de, 274 
Monótona 
función, 224 
sucesión, 653 
Movimiento 
armónico 
amortiguado, 445 
simple, 168 
circular uniforme, 909 
curvilíneo, 872-897 
de un proyectil, 904-907 
rectilíneo, 132-145, 319-326 
Multiplicación, 1139 
cruz, 834 
escalar, 793 
por un escalar, 793 
vectorial, 834 

Multiplicadores de Langrange, 1004-1013 

n-ésima derivada, 130 
NDER (derivada numérica), 119 
Negativo, 1139 

de un vector, 792, 810 
Newton (unidad de fuerza), 516 
Newton, Sir Isaac, xxvii, 106, 275,360 
ley de enfriamiento de, 463 
método de aproximación de, 275-278 
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NINT (integral numérica), 344 

Norma de una partición, 340, 1028, 1067 

Normal 

componente, del vector aceleración, 901 

plano, 884 

recta 

a una gráfica, 103 
a una superficie, 986 
vector, 822 
a un plano, 822 
a una superficie, 985 
inferior unitario, 1124 
saliente unitario, 1113, 1126 
superior unitario, 1124 
unitario, 882 
Notación 

de Lagrange para la derivada, 106 
de Leibniz para la derivada, 106 
por construcción de conjuntos, 1140 
sigma, 329 
Número(s) 
crítico, 200 
de Euler (e), 438 
decimales 
finitos, 1139 

infinitos no periódicos, 1139 
infinitos periódicos, 1139 
directores de una recta, 828 
enteros, 1139 
irracionales, 1139 
racional, 1139 
reales, 1139 
trascendente, 438 

Ocho identidades trigonométricas fundamentales, 1205 
Octantes, 800 
Operaciones inversas, 297 
Orden de una ecuación diferencial, 319 
Ordenada, 1150 
al origen, 1162 
Origen, 799, 1142, 1150 

Papuss de Alejandría, 528 

teorema de, 528 
Par(es) ordenado(s), 3, 1150 
Parábola(s), 1154, 1168-1172, 1267, 1268 
definición de, 1168 
degenerada, 1209 
directriz de una, 1168 
eje de una, 1169 
ecuación(es) de una, 1169, 1171 
forma estándar de las, 1179 
foco de una, 1168 
lado recto de una, 1169 
vértice de una, 1169 
Paraboloide 

de revolución, 849 
elíptico, 853 
hiperbólico, 853 


Paralelepípedo rectangular, 381 
Paralelogramo, ley del, 791, 821 
Paralelos(as) 
planos, 825 
rectas, 1163 
vectores, 813 
Parámelro(s), 740 
directores, 828 

familia de funciones de dos, 322 
familia de funciones de un, 320 
Partición 

cilindrica, 1067 
de un intervalo, 339 
regular, 342 

de una región, 1028, 1062 
esférica, 1070 

norma de una, 339, 1028, 1067 
Pascal, Blaise, 537 
principio de, 537 
Pendiente 

de la recta tangente a la gráfica de una función, 102 
de una gráfica, 102 
de una recta, 1159 
Periodo de una función, 1203 
Perpendiculares 
planos, 825 
rectas, 1165 
vectores, 814 
Plano(s), 822 

ángulo entre dos, 825 
coordenados, 799 
de proyección, 832 
de una recta, 832 
definición de, 822 
ecuación de un, 822 
normal, 884 
numérico, 1150 
osculador, 884 
paralelos, 825 
perpendiculares, 825 
rectificador, 884 
tangente, 986 
Polar 

ecuación, 754 
' eje, 752 
Polinomio 

de Maclaurin, 640 
de Taylor, 640 
Polo, 752 

Posición estándar de un ángulo, 1201 
Preparación para el estudio del cálculo, xxix 
Presión de un líquido, fuerza ejercida por la, 536-542 
Primer 

momento. 1043 

teorema fundamental del Cálculo, 362 
Primera derivada, 130 

criterio de la, para extremos relativos, 225 
Principio de Pascal, 537 
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Problemas con extremos 
libres, 1004 
restringidos, 1004 
Productividad marginal 
de la mano de obra, 1017 
de la maquinaria, 1017 . 

Producto, 1139 
de funciones, 12 

de un escalar por un vector, 793, 794 
de vectores, 811-833, 833-845 
cruz, 833-845 
definición de, 833 
escalar, 811 
interior, 811 
punto, 811-833 
definición de, 811 
triple, escalar, 837 
triple, vectorial, 837 
vectorial, 834 
Proyección 

escalar de un vector sobre otro, 815 
vector, 816 
Punto(s), 1150 
colineales, 1164 
crítico, 992 
de acumulación, 931 
de inflexión, 233 
de R 3 ,799 
de R", 914 
inicial, 787 
producto, 811-833 
silla, 993 
terminal, 787 
unidad, 1142 
Radián(es) 

hiperbólico, 501 
medida en, 1201 
Radio 

de convergencia de una serie de potencias, 704 
de curvatura, 893 
de giro, 1046 

de una circunferencia, 1173 
de una esfera, 803 
Ramas de una hipérbola, 1193 
Rapidez de una partícula, 134, 898 
Razón de cambio (o tasa de variación) 
derivada como, 145-152 
instantánea, 145 
Recíproco, 1139 
Rectal s), 1158-1168 

cruzantes (u oblicuas), 831 
de regresión, 998 

ecuación(es) de una, 1161, 1162, 1163, 1266 
enR 3 , 827-831 

forma pendiente-intercepción de la, 1162 
forma punto-pendiente de la, 1161 
normal 

a una gráfica, 103 
a una superficie, 986 


Rectal s) (continúa) 
numérica real, 1143 
paralelas, 1163 
pendiente de una, 1159 
perpendiculares, 1165 
polar, 752 
secante, 101 
tangente 

a la gráfica de una función, 102 
a una curva en R 3 , 987 
pendiente de la, 102 
Rectángulo(s) 
curvados, 1052 
de inspección, 921 
auxiliar de una hipérbola, 1195 
Reflexión 

de un punto, 409 
de una gráfica, 409 
Región 

acotada, 996 
cerrada, 996 
de integración, 1028 
rectangular 
abierta, 1028 
cerrada, 1028 
Regla( s) 

de la cadena, 164, 965 
general, 968 
para antiderivación, 311 
para funciones 

de más de una variable, 965-975 
vectoriales, 876 
de diferenciación 

de la función potencia para exponentes racionales, 174 
de una constante, 123 
para el cociente, 128 
para el producto, 126 

para el producto de una función por una constante, 124 
para la suma, 125 
para potencias con exponentes 
enteros 

negativos, 129 
positivos, 123 
racionales, 174 
reales, 443 

de L’Hópital, 604, 609, 612, 613 
de Simpson, 598 
del trapecio, 593 
parabólica, 596 
Regladura de un cilindro, 846 
Representación 

de posición de un vector, 788, 805 
de un vector, 787 
Residuo 

de una serie después de k términos, 686 
para un polinomio de-Taylor, 673 
forma de Lagrange del, 640 
forma integral del, 646 
para una serie infinita, 686 
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Resonancia, 455 

Restricción (o condición lateral), 1004 
Resultante de dos vectores, 791 
Revolución 
eje de, 383 
elipsoide de, 849 
■ hiperboloide de, 849 
paraboloide de, 849 
superficie de, 848 

volumen de un sólido de, 383, 386, 393 
Rerdvente, 848 

Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 339 

suma de, 339, 1028 
límite de una, 340, 1028 
Rolle, Michel, 215 
teorema de, 216 

y teorema del valor medio, 215-223 
Rosa, 760 

Rotación de ejes, fórmulas para, 1211, 1271 
Rotacional de un campo vectorial, 1085 

) 

Sección 

cónica, 774, 1183 

transversal de una superficie en un plano, 847 
Segmento rectilíneo dirigido, 787 
Segunda(s) derivada(s), 130 

criterio de la, para extremos relativos, 238, 994 
parciales, 949 
Segundo 

momento, 1044 

teorema fundamental del Cálculo, 364 
Semivida (o vida media), 459 
Serie(s) infmita(s) 

absolutamente convergentes, 688 
alternantes, 684 
criterio de las, 684 
^ armónica, 664 

alternante, 688 
binomial, 730 

condicionalmente convergente, 688 
convergente, 661 
criterios sobre convergencia de, 
de comparación, 672 
por paso al límite, 674 
de la integral, 680 
de la raíz, 693 
de la razón, 690 
resumen de, 695-697 
de Maclaurin, 719 
de potencias, 698-707 
definición de, 698 

diferenciación término a término de, 708 
integración término a término de, 712 
intervalo de convergencia de, 704 
radio de convergencia de, 704 
de Taylor, 718-735 
definición de, 719 
de términos 
constantes, 659-671 


Serie(s) infinita(s) (de términos) ( continúa) 
positivos, 671-683 
y negativos, 684-695 
definición de, 660 
divergente, 661 
geométrica, 660, 665 
hiperarmónica, 678 
p, 678 

residuo de una, después de k términos, 686 
suma de una, 661 
sumas parciales de una, 660 
términos de una, 660 
Simetría 

de dos puntos, 1155 
de una gráfica, 1156 
criterios de, 1156 
Simpson, Thomas, 596 
regal de, 598 
Sistema 

coordenado 

cartesiano rectangular, 799, 1150 
derecho, 799 
de coordenadas 

cartesianas rectangulares, 799, 1150 
polares, 752 
numérico real, 1139 
Slug, 516 

Sólido de revolución, 383 

volumen de un, mediante el método de 
arandelas, 386 
capas cilindricas, 391-397 
discos, 384 

Solución de una ecuación, 1153 
diferencial, 319 
completa, 320 
general, 320 
Stirling, James, 640 
Stokes, George, 1118 
teorema de, 1130 
en el plano, 1118 
Subconjunto, 1140 
Sucesión 

acotada, 655 
convergente, 651 
cota inferior de una, 654 
máxima, 655 
cota superior de una, 654 
mínima, 655 
creciente, 653 
de sumas parciales, 660 
decreciente, 653 
definición de, 648 
divergente, 651 
elementos de una, 648 
estrictamente creciente, 653 
estrictamente decreciente, 653 
finita, 647 
función, 648 
infinita, 647 
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Sucesión (continúa) 
límite de una, 650 
monótona, 653 
Suma(s), 1139 

de funciones, 12, 868 
de Riemann, 339, 1028 
límite de una, 340, 1028 
de una serie infinita, 661 
de vectores, 790, 806 
índice de una, 329 
parciales 

de una serie infinita, 660 
sucesión de, 660 

Sumidero (o antifuente) de un fluido, 1116 
Superficie(s), 802, 846- 859 
área de una, 1048 
cuádrica, 850 
central, 852 
no central, 853 
de nivel, 922 
de revolución, 848 
equipotenciales, 982 
integrales de, 1121-1128 
isotermas, 982 
tangentes, 988 

Sustitución trigonométrica, integración mediante, 565-572 
Sustracción, 1139 

Tangente(s) 

aproximación mediante la recta, 279 
función, 1204 
derivada de la, 155 
integral de la, 433 
inversa. 475 
derivada de la, 477 
plano, 986 
recta 

a la gráfica de una función, 102 
a una curva en R 3 , 987 
pendiente de la, 102 
■ superficies, 988 
vector, unitario, 882 
Tasa(s) 

de variación (o razón de cambio) 
derivada como, 145-152 
instantánea, 145 
relacionadas, 182-190 
efectiva de interés anual, 462 
Taylor, Brook. 639 
fórmula de, 639 

aproximaciones polinomiales mediante la, 639-647 
con forma de Lagrange del residuo, 640 
con forma integral del residuo, 646 
polinomio de, 640 
series de, 718-735 
definición de las, 719 
Teorema(s), 1139 

conclusiones de un, 1139 
de estricción, 85 


Teorema(s) (continúa) 
de existencia, 219, 656 
deGreen, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
de la función 
implícita, 985 
inversa, 412-414 

de la divergencia de Gauss, 1114, H28 
en el plano, 1114 
de Pappus, 528 
de Pitágoras, 821, 1151, 1260 
para vectores, 821 
de Rolle, 216 

y teorema del valor medio, 215-223 
de Stokes, 1130 
en el plano, 1118 
de unicidad, 47, 219 
del binomio, 732 
del cero intermedio, 81 
del valor extremo, 203 
para funciones de dos variables, 996 
del valor intermedio, 80 
del valor medio, 217 
de Cauchy, 606 
para integrales, 356 
teorema de Rolle y, 215-223 
fundamental para integrales de línea, 1100 
fundamentales del Cálculo, 360-371 
primero, 362 
segundo, 364 
hipótesis de un, 1139 
Tercera derivada, 130 
Términos de una serie infinita, 660 
Torque, vector, 844 
Trabajo, 530-536, 818 
definición de, 531, 1091 
Trace la gráfica, xxix, 1154 
Tractriz, 507, 572 

Traslación de ejes, 1178-1182, 1271 

Trazas de un plano, 824 

Trazo 

de una circunferencia, 1173 
de una parábola, 1171 
Triedro móvil, 884 
Trigonometría, fórmulas de, 1261 
Triple producto 
escalar, 837 
vectorial, 837 

Unión de conjuntos, 1140 
Utilidad 

función, 1009 
índice de, 1009 

Valor 

absoluto, 1145 
función, 9 
de función, 4 

promedio (o medio) de una función, 357, 358 
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Valor (continúa) 
máximo 
absoluto, 201 

de una función de dos variables, 990 
de una función. 198-207,990-1003 
relativo, 198 

de una función de dos variables, 990 
mínimo 
absoluto, 201 

de una función de dos variables, 990 
de una función, 198-207, 990-1003 
relativo, 198 

de una función de dos variables, 990 
Van de Waals, ecuación de, 975 
Variable(s), 4, 1140 
dependiente(s), 4, 915 
independiente(s), 4,915 
intermedias, 968 
Vector(es), 787, 795 
aceleración, 897 
componente normal del, 901 
componente tangencial del, 901 
adición de, 790, 807 
ángulo entre dos, 812 
ángulos directores de un, 789, 805 
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cero, 788, 805 

componentes de un, 787, 804, 805, 815 

cosenos directores de un, 805 

curvatura, 890 

de desplazamiento, 818 
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diferencia de, 792, 807 

dirección de un, 788, 805 

en el plano, 787-799 
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asociativas para, 810 
conmutativas para, 810, 811 
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independientes, 795, 798, 810 
módulo (o intendsidad) de un, 788, 805 
multiplicación de, 811-833, 833-845 
cruz, 834 
escalar, 793 

negativo de un, 792, 810 
normal, 822, 985 
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saliente unitario, 1113, 1126 
superior unitario, 1124 
unitario, 882 
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velocidad, 897 
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análisis, 787 
campo(s), 1078, 1082 
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definición de, 1082 
gradiente, 1084 
ecuación, 865 
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real„795 

base del, 795, 808 
dimensión del, 796 
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Calculo de las, 872-882 
continuidad de las, 869 
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derivada de las, 873 
diferenciabilidad de las, 874 
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límites de, 869 
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instantánea, 134 
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de un rectángulo, 1028 
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capas cilindricas, 391-397 
discos, 384 
definición del, 382 
mediante el método de rebanado. 382 
elemento de, 381 


x (continúa) 
eje, 799 1150 

interce, i,ión, de un plano, 824 


y-: ■ 

coordenada, 799, 1150 
eje, 799, 1150 
intercepción 
de un plano, 824 
de una recta, 1162 


Wallis, John, xxvii 

Weierstrass, Karl, xxvii z, 

eoordenada, 799 

x, eje, 799 

coordenada, 799, 1150 intercepción, de un plano, 824 


5 


